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这份笔记主要用于介绍仿射簇上的切丛和 (多项式) 向量场, 向量场可由坐标环的导子模中的元素等价地
定义. 概形语言下的切丛与向量场可参见 [GW23, p.19, Definition 17.38]. 这里讨论的仿射簇未必光滑. 如果
考虑的簇是光滑的, 这里定义的向量场与 [Har77], [Sie96],[ES10] 和 [KP23, Example 1.5] 中的定义一致.
由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎大家指出, 谢谢.

1 Zariski 切空间

本节简要回顾仿射簇的 Zariski 切空间以及相关等价刻画. 下面是 Zariski 切空间的概念.

Definition 1.1 (Zariski 切空间). 设 k 是域, X ⊆ k
n 是仿射簇, 对应理想为 I(X), p ∈ X. 称 TpX =

V ({
n∑

i=1

(∂F/∂xi)(p)xi|F ∈ I(X)}) ⊆ k
n 是仿射簇 X 在 p 处 Zariski 切空间, 其中的元素被称为 p 处切向量.

Remark 1.2. 如果仿射簇 X ⊆ k
n 对应的理想 I(X) ⊆ k[x1, ..., xn] 可由 f1, ..., fm 生成, 那么 TpX 即 k

n 中

系数矩阵为 Jacobi 矩阵 ((∂fi/∂dxj)(p))m×n ∈ k
m×n 的线性方程组的解空间.

Example 1.3. 设 k 是域, X ⊆ k
n 是不可约多项式 f ∈ k[x1, ..., xn] 的零点集, 那么 TpX 即线性方程

∂f

∂x1

(p)x1 +
∂f

∂x2

(p)x2 + · · ·+ ∂f

∂xn

(p)xn = 0

的解空间. 一般地, 若仿射簇 X ⊆ k
n 是不可约的且是 1 维的, 则称 X 是仿射曲线. 现在设 k 是特征为零的代

数闭域. 例如考虑仿射 (尖点) 曲线 C = V (x3 − y2) ⊆ k
2, 它在 p = (0, 0) 处的切空间 TpC = k

2(注意局部维
数 dimpC = 1). 又例如我们有圆周曲线 S = V (x2 + y2 − 1) ⊆ k

2, 它也是仿射曲线 (可直接验证 k[x, y] 有素

理想升链 0 ⊊ (x2 + y2 − 1) ⊊ (x − 1, y), 再由 k.dimk[x, y] = 2 可知 S 的坐标环 O(S) 的 Krull 维数也是 1,
所以 S 是 1 维簇), 并且在每点 p ∈ S 处的切空间 TpS ∼= k.

Proposition 1.4. 设 k 是域, X ⊆ k
n 是仿射簇, Y ⊆ X 是闭子簇且 p ∈ Y . 那么 dimkTpY ≤ dimkTpX.

Proof. 设 I(X)可由 f1, ..., fm ∈ k[x1, ..., xn]生成,那么 TpX = V ({
n∑

i=1

(∂fk/∂xi)(p)xi|1 ≤ k ≤ m}). 可设存在

fm+1, ..., ft ∈ k[x1, ..., xn] 使得 Y = V (f1, ..., fm, fm+1, ..., ft), 那么明显有 TpY ⊆ TpX 是 k-线性子空间.

1

mailto:qtcmaths@126.com


Remark 1.5. 若取 X = k, Y = {p} ⊆ X, 那么 TpY = 0 ⊊ TpX = k. 此时有严格不等式 dimkTpY <

dimkTpX. 若取 X = k
2, Y = V (x3 − y2) ⊆ X, 那么 TpY = TpX = k

2, 此时 dimkTpY = dimkTpX. 通过上述
命题的证明过程, 可以看到域 k 上仿射簇 X ⊆ k

n 在一点处切空间维数可如下计算: 取定 p ∈ X, 设 I(X) 可

由 f1, ..., fm ∈ k[x1, ..., xn] 生成, 那么 TpX = V ({
n∑

i=1

(∂fk/∂xi)(p)xi|1 ≤ k ≤ m}). 所以 TpX 的线性维数就是

n− r, 其中 r 表示点 p 处 Jacobi 矩阵 (∂fi/∂xj(p))m×n ∈ k
m×n 的秩.

光滑流形在一点处的切空间可由该流形光滑函数环在给定点的全体导子给出, 下面是仿射簇情形的概念.

Definition 1.6 (导子). 设 k 是域, X ⊆ k
n 是仿射簇, p ∈ X. 称 k-线性映射 D : O(X) → k 是 X 在点 p 处

的导子, 如果 D(fg) = f(p)D(g) + g(p)D(f), ∀f, g ∈ O(X). 这里 O(X) 表示仿射簇 X 的坐标环.

Remark 1.7. 根据仿射簇的坐标环的定义, 可将簇上多项式函数环与坐标环视作等同. 上述概念也是交换代
数中导子概念的特殊情形, 回忆含幺交换环 K 上交换代数 R 到 R-模 M 的 K-导子 D 是指满足 D(ab) =

D(a)b + aD(b), ∀a, b ∈ R 的 K-模同态. 那么所有 R 到 M 的 K-导子构成的集合 DerK(A,M) 是 K-模. 对
k 上仿射簇 X 内固定的点 p, 可通过定义 O(X)× k → k, (f, α) 7→ f(p)α 来赋予 k 一个 O(X)-模结构. 进而
D ∈ Derk(O(X),k) 当且仅当 D(fg) = g(p)D(f) + f(p)D(g), ∀f, g ∈ O(X).

仿射簇在一点处的切空间类似流形情形也可由在给定点处全体导子给出, 这是更自然的 (等价) 定义.

Lemma 1.8. 设 k 是域, X ⊆ k
n 是仿射簇, p ∈ X. 那么 TpX 与 X 在 p 点导子全体构成的线性空间 Ωp 间

有 k-线性同构 φ : TpX → Ωp, a = (a1, ..., an) 7→ Da : O(X) → k, 其中 Da : O(X) → k, f 7→
n∑

i=1

(∂f/∂xi)(p)ai

是由多项式函数 f 在每个变量上的偏导数诱导的标准导子.

Proof. 首先可直接计算验证 φ : TpX → Ωp, a = (a1, ..., an) 7→ Da 是定义合理的 k-线性映射. 若 a, b ∈ TpX

满足 Da = Db, 把这两个导子作用各坐标函数 xi : X → k 可得 a = b, 由此得到映射 φ 是单射. 对任何 p 处

的 k-导子 D, 命 ai = D(xi) 得到点 a = (a1, ..., an) ∈ k
n, 直接验证可得该点满足 Da = D, 故 φ 满.

Remark 1.9. 记 p ∈ X 对应坐标环 O(X) 的极大理想为 m, 那么 O(X)/m = k. 这时可天然赋予 k 上

O(X)-模结构, 即 f · α = f(p)α, ∀f ∈ O(X), α ∈ k. 所以 Ωp = Derk(O(X),k) ∼= Derk(O(X),O(X)/m).

仍设 X 是域 k 上仿射簇并取定 X 内一点 p. 记 mp = {f ∈ O(X)|f(p) = 0} 是 p 所对应 O(X) 的极大理

想, 如果 D 是仿射簇 X 在点 p 处的导子, 那么 D(m2
p) = 0. 所以每个导子 D 可天然诱导出 mp/m

2
p 上的 k-线

性函数. 反之, 任给 mp/m
2
p 上的 k-线性函数 l, 通过定义 Dl : O(X) → k, f 7→ l(f − f(p)) 可得到一导子, 可直

接计算验证这给出 X 在 p 点导子全体与 (mp/m
2
p)

∗ 间的 k-线性同构, 于是我们得到下述命题.

Proposition 1.10. 设 k 是域, X ⊆ k
n 是仿射簇, p ∈ X, p 点对应 O(X) 的极大理想记作 mp. 则作为 k-线

性空间有同构 TpX ∼= (mp/m
2
p)

∗. 特别地, mp/m
2
p 也是有限维线性空间, 满足 dimkTpX = dimkmp/m

2
p.

Remark 1.11. 正是因为该命题, 一些文献通过 mp/m
2
p 的对偶空间来定义仿射簇在点 p 处的切空间, 相较于

原先的定义而言这更内蕴. 一般也将 mp/m
2
p 的对偶空间称为该簇在 p 点处的余切空间. 类似于切空间, 将余

切空间中的元素称为 X 在点 p 处的余切向量.

记 OX,p 是仿射簇 X 在点 p ∈ X 处的局部环, mp 是点 p 对应的极大理想, 那么总有 k-代数同构 OX,p
∼=

O(X)mp
. 若记 p在O(X)中对应的极大理想是Mp,那么可直接验证 k-线性同构Mp/M

2
p
∼= (mp)mp

/(m2
p)mp

(一

2



般地, 对含幺交换环 K 上的交换代数 R, 若有极大理想 m, 那么有标准 K-模同构 θ : m/m2 → mm/m
2
m, x +

m2 7→ x/1+m2
m, θ明显是单射,要看到 θ是满射,对任给 x/s ∈ mm,因为 s /∈ m,故存在 a ∈ R使得 1−sa ∈ m,

于是 x− xsa ∈ m2, 这意味着 x/s+m2
m = xa/1 +m2

m, 所以 θ 是满射). 总之, 我们得到

Proposition 1.12. 设 k 是域, X ⊆ k
n 是仿射簇, p ∈ X, OX,p 是 X 在 p 点处的局部环. 若记 m 是 OX,p 的

极大理想, 则有 k-线性同构 (m/m2)∗ ∼= TpX. 特别地, dimkm/m2 = dimkTpX. 并注意到 X 在点 p 处的局部

环 OX,p 满足剩余域 OX,p/m ∼= k(对含幺交换环 R 与极大理想 m 总有环同构 R/m ∼= Rm/mm).

Remark 1.13. 对含幺交换局部环 (R,m), 记 k = R/m 为 R 的剩余域. 称 k-线性空间 (m/m2)∗ 为 R 的切空

间. 将 m/m2 称为 R 的余切空间. 通过上述命题可知当 R 是仿射簇在一点处的局部环时, 退化为经典定义. 对
一般的含幺交换环 R 及其极大理想 m, 有线性维数 dimR/mm/m2 = dimRm/mm

mm/mm
2. 所以对交换 Noether

环 R, 可以定义 R 的 m ∈ maxSpecR 处余切空间为 R/m-线性空间 m/m2. 其 Zariski 切空间可定义为 m/m2

作为 R/m-线性空间的对偶空间. 由此不难得到 k.dimRm ≤ dimR/mm/m2. 如果进一步 R 是域 k 上仿射整区,
那么 k.dimRm = k.dimR, ∀m ∈ maxSpecR.

在微分几何中, 光滑流形M 在给定点 p ∈ M 处的切空间 TpM 除了可定义为光滑函数环 C∞(M) 的导

子模 DerR(C∞(M),R), 这里 R 上的 C∞(M)-模结构来自 f · c = f(p)c, ∀f ∈ C∞(M), c ∈ R, 也可以等价地定
义为 DerR(C∞

p ,R), 其中 C∞
p 表示M 在 p 处的光滑函数芽环. 在仿射簇场景下切空间也有类似刻画.

Proposition 1.14. 设 X 是域 k 上仿射簇, p ∈ X. 那么 TpX ∼= Derk(OX,p,k).

Proof. 之前我们已经看到若记 m是 OX,p 的极大理想,则有 k-线性同构 (m/m2)∗ ∼= TpX 以及 OX,p/m = k. 因
此只需验证 k-线性同构Derk(OX,p,k) ∼= Homk(m/m2,k)即可. 定义 θ : Derk(OX,p,k) → Homk(m/m2,k), δ 7→
θ(δ) 为 θ(δ) : m/m2 → k, x 7→ δ(x), 因为 δ(m2) = 0, 所以 θ 是定义合理的 k-线性映射. 反之, 定义
η : Homk(m/m2,k) → Derk(OX,p,k), φ 7→ η(φ), 其中 η(φ) 作用每个正则函数芽 [(U, f)] 为 φ([(U, f − f(p))]).
现在验证 η(φ) 是 k-导子. 任取 p 处正则函数芽 [(U, f)], [(V, g)] ∈ OX,p, 则 η(φ)([(U, f)][(V, g)]) = η(φ)([(U ∩
V, fg)]) = φ([(U ∩ V, fg − f(p)g(p))]) = φ([(U ∩ V, fg − f(p)g + f(p)g − f(p)g(p))]). 于是由

φ([(U ∩ V, fg − f(p)g]) + φ([(U ∩ V, f(p)g − f(p)g(p)]) = φ([(U ∩ V, fg − f(p)g]) + f(p)η(φ)([(V, g)])

以及 0 = [(U ∩ V, (f − f(p))(g − g(p)))] = [(U ∩ V, fg − f(p)g]− g(p)[(U ∩ V, f − f(p))]便知 η(φ)是 k-导子.
于是容易直接验证 θ 和 φ 是互逆的映射, 所以 θ 是 k-线性同构.

2 切丛与向量场

类似于微分几何的场景, 我们可以通过仿射簇上的 Zariski 切空间来定义其切丛.

Definition 2.1. 设 X ⊆ k
n 是域 k 上仿射簇. 作

TX =
⨿
p∈X

TpX = {(p, vp) ∈ k
2n|p ∈ X, vp ∈ TpX} ⊆ k

2n,

那么 TX = V (S) ⊆ k
2n, 其中 S 为 {f(x1, ..., xn) ∈ k[x1, ..., xn, ..., x2n]|f(x1, ..., xn) ∈ I(X)} 与{

n∑
i=1

∂F

∂xi

(x1, ..., xn)xi+1 ∈ k[x1, ..., x2n]|F ∈ I(X)

}
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的并集, 所以 TX 也是仿射簇, 称为 X 的切丛.

Remark 2.2. 根据上述定义,仿射簇的切丛也是仿射簇. 仿射簇X 的切丛 TX 到X 有标准投射 π : TX → X,
它明显是正则映射. 如果正则映射 s : X → TX 满足 πs = id, 称 s 为切丛的一个 (整体) 截面. 对 X 不同的

两点 p, q, π−1(p) 和 π−1(q) 上有自然的 k-线性结构, 满足 π−1(p) ∼= TpX,π−1(q) ∼= TqX. 因此一般 π−1(p) 和

π−1(q) 可能有不同的 k-线性维数. 若 X 是不可约光滑仿射簇, 则 dimkTpX = dimkTqX = dimX, ∀p, q ∈ X.

Example 2.3. 设 X ⊆ k
n 是域 k 上仿射簇, 则 s : X → TX, p 7→ (p, 0) 为 TX 的一个截面, 称为零截面.

Definition 2.4. 设 X 是域 k 上仿射簇, 称 TX 的任何整体截面 V : X → TX 为 X 上的一个向量场.

Remark 2.5. 根据上述定义, X 上向量场 V : X → TX 将每个点 p 对应到 p 处一个切向量.

记 X 上所有向量场构成的集合为 Γ(TX). 进而可在 Γ(TX) 上赋予 O(X)-模结构: 其上加法运算利
用每点处切空间上加法运算赋予, 数乘作用定义为 µ : O(X) × Γ(TX) → Γ(TX), (f,V) → µ(f,V), 其中
µ(f,V) : X → TX, p 7→ f(p)vp, 其中 V(p) = (p, vp). 由此不难看出 Γ(TX) 是 O(X)-模.

易见每个 O(X) 上导子 D 可以产生 X 每点 p 处的切向量 Vp(D) : O(X) → k, f 7→ D(f)(p). 于是
(Vp(D)(x1),Vp(D)(x2), ...,Vp(D)(xn)) = (D(x1)(p), ..., D(xn)(p)) ∈ TpX. 对每个固定的正整数 1 ≤ j ≤ n,
D(xj) 为 X 上多项式函数, 所以 V(D) : X → TX, p 7→ (p,Vp(D)) 是 X 上向量场. 反之, 任给 X 上向量场

W : X → TX, p 7→ (p, f1(p), ..., fn(p)), 这里 fj ∈ A(X) 并且 (f1(p), ..., fn(p)) ∈ TpX. 作

D(f) = f1
∂f

∂x1

(f1, ..., fn) + f2
∂f

∂x2

(f1, ..., fn) + · · ·+ fn
∂f

∂xn

(f1, ..., fn), ∀f ∈ O(X),

这里每个 (∂f/∂xj)(f1, ..., fn) 表示对偏导数多项式 ∂f/∂xj 作赋值 (x1, ..., xn) = (f1, ..., fn). 注意到对每个
h ∈ I(X), D(h) 作为 X 上多项式函数为零, 所以 D : O(X) → O(X) 是定义合理的线性变换. 并且不难看出
D ∈ DerkO(X) 且 W = V(D). 根据前面的讨论, 命 V : DerkO(X) → Γ(TX), D 7→ V(D), 那么这是定义合
理的满 k-线性映射. 假设 D,D′ ∈ DerkO(X) 满足 V(D) = V(D′), 那么对每个正整数 1 ≤ j ≤ n, D(xj) 与

D′(xj) 作为 X 上多项式函数相同, 进而 D(xj) = D′(xj), ∀1 ≤ j ≤ n. 进而由 X 上坐标函数集 {x1, ..., xn}
是 O(X) 作为 k-代数的一个生成元集知 D = D′. 因此得到线性同构 DerkO(X) ∼= Γ(TX). 结合 Γ(TX) 上

O(X)-模结构的定义易见该同构也是 O(X)-模同构. 总结一下, 我们得到

Theorem 2.6 (向量场与导子模). 设 X 是域 k 上仿射簇, Γ(TX) 是 X 上所有向量场构成的 O(X)-模. 对每
个 p ∈ X,D ∈ DerkO(X), 记 Vp(D) : O(X) → k, f 7→ D(f)(p), V(D) : X → TX, p 7→ (p,Vp(D)) 是 X 上向

量场. 那么 V : DerkO(X) → Γ(TX), D 7→ V(D) 是 O(X)-模同构.

Remark 2.7. 因为 Γ(TX) ∼= DerkO(X), 故也称导子模 DerkO(X) 中元素为 X 上向量场, 也把导子模
DerkO(X)记为 X(X). 若记 Ω(X)是X 的Kähler微分模,则有O(X)-模同构 X(X) ∼= HomO(X)(Ω(X),O(X)).

回忆对任何域 k上交换代数 R,导子模 DerkR上有标准的 k-Lie代数结构: [δ1, δ2] = δ1δ2−δ2δ1, ∀δ1, δ2 ∈
DerkR. 因此 DerkO(X) 上标准 Lie 代数结构给出了 Γ(TX) 上 k-Lie 代数结构.

Example 2.8. 设 (X, {−,−}) 是域 k 上 Poisson 簇, 对每个 f ∈ X, 称 {f,−} ∈ DerkO(X) 是 X 上

Hamilton 向量场. 命 H : O(X) → DerkO(X), f 7→ {f,−}, 那么 H 是 Lie 代数同态. 所以 Poisson 簇上的
Hamilton 向量场全体给出坐标环 O(X) 作为 Lie 代数的一个表示. 这产生 Lie 模结构 (DerkO(X), {−,−}H),
其中 {−,−}H : O(X) × DerkO(X) → DerkO(X), (f,D) 7→ [ρ(f), D] = [{f,−}, D]. 如果 P ∈ DerkO(X) 满

足 P({f, g}) = {P(f), g}+ {f,P(g)}, ∀f, g ∈ O(X), 称 P 为 X 上 Poisson 向量场.
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