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辛流形是 Hamilton 力学中自然产生的数学概念, 也是辛几何的主要研究对象. 这份笔记主要记录辛流形
的基本概念以及光滑函数环有自然的 Poisson代数结构的证明 ([定理2.1]),主要参考文献是 [KZ19]和 [Lee12].

1 辛流形

设 V 是域 k 上线性空间, 如果 k-双线性型 ω : V × V → k 满足对任何 v 6= 0 ∈ V , 存在 w ∈ V 使得

ω(v, w) 6= 0, 则称 ω 是非退化的. 我们马上会看到具有非退化交错双线性型的有限维空间必定是偶数维的.

Lemma 1.1. 设 K 是含幺交换环, n ≥ 1 是奇数, 则任何 K 上主对角线全为零的 n 阶反对称阵行列式为零.

Proof. 当 n = 1 时结论直接成立, 下设 n ≥ 3 并设 A = (aij)n×n ∈ Mn(K) 是主对角线全为零的反对称阵. 我
们将通过分析 detA 的组合展开式 detA =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) 来得到 A 的行列式为零. 由 n 是

奇数保证了每个阶为 2 的置换 σ ∈ Sn 都必有不动点 (考察 σ 的不相交轮换分解, 每个轮换因子长度恰为 2),
进而知此时 a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) = 0. 记 X = {σ ∈ Sn|σ 6= σ−1}, 那么 X 含偶数个元素并且存在 X 的子集

X1, X2 使得 X = X1 ∪X2, X1 ∩X2 = ∅ 且 f : X1 → X2, σ 7→ σ−1 是双射. 于是可如下计算 detA.

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈X

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) +
∑
σ∈X1

sgn(σ−1)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) −
∑
σ∈X1

sgn(σ)aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)(a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) − aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n)

=0.
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Remark. 条件中要求反对称阵的主对角线全为零是必要的, 例如 2 元域 F2 上的单位阵就是反对称的.

Proposition 1.2. 设 V 是域 k 上有限维线性空间, 若存在 V 上非退化交错双线性型, 则 n 是偶数.

Proof. 设 ω : V × V → k 是非退化的, 取定 V 的一个基 {v1, ..., vn}, 那么 ω 在该基下有度量矩阵

B =


ω(v1, v1) ω(v1, v2) · · · ω(v1, vn)

ω(v2, v1) ω(v2, v2) · · · ω(v2, vn)
...

... . . . ...
ω(vn, v1) ω(vn, v2) · · · ω(vn, vn)

 ,

通过 ω 的交错性可知 B 是主对角线全为零的反对称阵. 因为 ω 是非退化的, 所以 B 作用任意非零 n 维列向

量得到非零向量, 这说明 B 是可逆阵. 现在应用 [引理1.1] 可得 n = dimkV 是偶数.

Example 1.3. 设 V 是域 k 上 2n 维线性空间, 有基 {A1, B1, ..., An, Bn}, 对应对偶基 {α1, β1, ..., αn, βn}, 命

ω =
n∑

i=1

αi ∧ βi ∈ ∧2V ∗,

它对应交错双线性型 ω(x, y) =
n∑

i=1

αi(x)βi(y)− βi(x)αi(y), 下面说明 ω 是非退化的. 首先可直接计算

ω(Ai, Aj) = ω(Bi, Bj) = 0, ω(Ai, Bj) = δij , ∀1 ≤ i, j ≤ n,

这里 δij 是 Kronecker 记号. 因此对任何 x =
n∑

i=1

xiAi + yiBi, xi, yi ∈ k, 如果 ω(x, V ) = 0, 那么利用

ω(x,Aj) = ω(x,Bj) = 0

立即得到 xi = yi = 0, ∀1 ≤ i ≤ n, 因此 x = 0. 所以 ω 是非退化交错双线性型.

Definition 1.4. 设M 是光滑流形, ω ∈ Ω2(M) 是闭形式, 如果对每个 p ∈ M 有 ωp 是 TpM 上的非退化双

线性型, 则称 ω 是辛形式. 如果 ω 是M 上辛形式, 则称 (M, ω) 是辛流形.

Remark. 通过 [命题1.2] 立即看到辛流形在每点处切空间总是偶数维的, 所以辛流形都是偶数维流形.

设 V 是域 k 上 n 维线性空间, 有基 v1, ..., vn, 那么对任何 V 上线性函数 f : V → k, f 关于给定基的对
偶基有线性表示 f = f(v1)v

∗
1 + · · · + f(vn)v

∗
n. 设 ω : V × V → k 是非退化双线性型, 那么存在唯一的 x ∈ V

使得 f = ω(x,−). 如果设 x 关于给定基有线性表示 x = x1v1 + · · ·+ xnvn, 这里 xi ∈ k, 那么

(
f(v1), f(v2), ..., f(vn)

)
=

(
x1, x2, ..., xn

)

ω(v1, v1) ω(v1, v2) · · · ω(v1, vn)

ω(v2, v1) ω(v2, v2) · · · ω(v2, vn)
...

... . . . ...
ω(vn, v1) ω(vn, v2) · · · ω(vn, vn)

 .

因为 ω 是非退化的, 所以上式右边的 n 阶方阵是可逆的. 我们马上利用上述观察说明对辛流形 (M, ω) 上任何

光滑函数 f ,都存在唯一的光滑向量场 Xf ∈ X(M)使得 df = ω(Xf ,−) = ιXf
(ω),这里 ιXf

表示 Xf 诱导的内
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乘法. 设M 的维数为 n, 任取 p ∈ M, 设含 p 光滑坐标卡 (U,φ) 有坐标表示 (xi)
n
i=1. 首先, 因为 ωp 是 TpM

上非退化双线性型, 所以存在唯一的 Xp ∈ TpM 使得 (df)p = ωp(Xp,−). 定义映射 X : M → TM, p 7→ Xp.
如果能够说明 X 是光滑映射, 那么 X 明显是光滑向量场并且 df = ιXω. 下面说明 X 是光滑的. 设

X =
n∑

i=1

Xi ∂

∂xi

, ω =
∑

1≤i<j≤n

ωijdxi ∧ dxj

是关于上述局部坐标的表示, 这里 Xi : U → R, ωij : U → R 分别为 X 和 ω 的分量函数. 因为 ω 是光滑 2-形
式, 所以每个 ωij 是光滑的, 下面我们需要验证 Xi 的光滑性来得到 X 是光滑映射. 对 q ∈ U 我们有

(
(∂f/∂x1)(q), ..., (∂f/∂xn)(q)

)
=

(
X1|q, ..., Xn|q

)

ωq(

∂
∂x1

|q, ∂
∂x1

|q) ωq(
∂

∂x1
|q, ∂

∂x2
|q) · · · ωq(

∂
∂x1

|q, ∂
∂xn

|q)
ωq(

∂
∂x2

|q, ∂
∂x1

|q) ωq(
∂

∂x2
|q, ∂

∂x2
|q) · · · ωq(

∂
∂x2

|q, ∂
∂xn

|q)
...

... . . . ...
ωq(

∂
∂xn

|q, ∂
∂x1

|q) ωq(
∂

∂xn
|q, ∂

∂x2
|q) · · · ωq(

∂
∂xn

|q, ∂
∂xn

|q)

 .

注意到 ωq 在坐标基下度量矩阵诱导映射 (ω(∂f/∂xi, ∂f/∂xj))n×n : U → GLn(R), 由 f 的光滑性可知

(ω(∂f/∂xi, ∂f/∂xj))n×n 的逆矩阵的每个分量在 U 上也光滑. 由此便知每个 Xi 在 U 上光滑, 因此 X 是

光滑向量场. 由此产生了下述概念.

Definition 1.5. 设 f 是辛流形 (M, ω) 上的光滑函数, 设 Xf 是由 df = ιXf
ω 唯一确定的光滑向量场, 其中

ιXf
表示 Xf 诱导的内乘法. 称光滑向量场 Xf : M → TM 是 f 的 Hamilton 向量场.

Remark. 根据之前的讨论, 辛流形 (M, ω) 上有自然的 C∞(M)-模同态 ω̂ : X(M) → Ω1(M), X 7→ ιXω. 因
为任何恰当 1-形式都是某个 Hamilton 向量场在 ω̂ 下的像, 所以由 Ω1(M) 可由恰当形式生成得到 ω̂ 是满同

态. 另一方面, ω 在每个 p ∈ M 对应 TpM 上非退化双线性型保证了 ω̂ 是单射. 因此辛形式 ω 诱导模同构 ω̂.

Example 1.6. 设 R2n 上有标准坐标 (x1, ..., xn, y1, ..., yn), 考虑 R2n 上光滑 2-形式

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi ∈ Ω2(R2n),

那么 dω = 0,所以 ω是闭形式. 对每个 p ∈ R2n, TpR2n有基 {(∂/∂x1)|p, ..., (∂/∂xn)|p, (∂/∂y1)|p, ..., (∂/∂yn})|p,
于是根据 [例1.3] 知 ωp 是非退化的, 这说明 ω 是 R2n 上的辛形式, 称为 R2n 上的标准辛形式. 下面我们来计
算 f ∈ C∞(R2n) 所诱导的辛流形 (R2n, ω) 上的 Hamilton 向量场 Xf . 因为 Xf ∈ X(R2n), 所以存在 R2n 上的

光滑函数 f1, ..., fn, g1, ..., gn 使得 Xf = f1(∂/∂x1) + · · ·+ fn(∂/∂xn) + g1(∂/∂y1) + · · ·+ gn(∂/∂yn), 现在利用
df = ω(Xf ,−), 两边作用 ∂/∂xj 以及 ∂/∂yj 解得 gj = −∂f/∂xj , fj = ∂f/∂yj , 由此得到

Xf =
∂f

∂y1

∂

∂x1

+ · · ·+ ∂f

∂yn

∂

∂xn

− ∂f

∂x1

∂

∂y1
− · · · − ∂f

∂xn

∂

∂yn
.

2 Poisson 括号

设 K 是含幺交换环, K-代数 A 是交换代数. 如果 K-双线性映射 {−,−} : A × A → A 使得 (A, {−,−})
是 K-Lie 代数且 {−,−} 在每个分量上满足导子性质, 则称 (A, {−,−}) 是 Poisson 代数. 我们马上说明辛流
形的光滑函数环上有 Poisson 结构. 设 (M, ω) 是辛流形, 对每个光滑函数 f , 记 Xf 是其 Hamilton 向量场.
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定义 {−,−} : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M), (f, g) 7→ Xf (g), 易见 {−,−} 是 R-双线性映射. 根据
Hamilton 向量场的定义, {f, g} = Xg(f) = df(Xg) = ω(Xf , Xg). 由此可知 {f, f} = 0, ∀f ∈ C∞(M). 特别地,
{f, g} = −{g, f}, ∀f, g ∈ C∞(M). 由于每个光滑向量场可自然视作光滑函数环上 R-导子, 所以 {−,−} 在每
个分量上满足导子性质. 最后我们说明 (C∞(M), {−,−}) 是 R-Lie 代数来得到 (C∞(M), {−,−}) 是 Poisson
代数. 下面说明对任何 f, g ∈ C∞(M) 有 X{f,g} + [Xf , Xg] = 0. 一旦证明此断言, 则对任何 h ∈ C∞(M) 有

{{f, g}, h} = −X{f,g}h = [Xf , Xg]h = {f, {g, h}} − {g, {f, h}} = −{{g, h}, f} − {{h, f}, g}.

而上式表明 (C∞(M), {−,−})是 Lie代数,现在验证 X{f,g}+[Xf , Xg] = 0. 通过 Cartan公式易见 LXg
ω = 0,

所以 Xgω(Xf , Y )− ω([Xg, Xf ], Y )− ω(Xf , [Xg, Y ]) = 0, ∀Y ∈ X(M). 现在计算

Xgω(Xf , Y ) = Xg(Y f), ω(Xf , [Xg, Y ]) = [Xg, Y ]f = Xg(Y f)− Y Xgf, ω(X{f,g}, Y ) = Y {f, g} = Y Xgf,

所以 ω(X{f,g}, Y ) + ω([Xf , Xg], Y ) = 0, ∀Y ∈ X(M). 利用 ω 的非退化性可知 X{f,g} + [Xf , Xg] = 0. 所以

Theorem 2.1. 设 (M, ω)是辛流形,定义 {f, g} = Xgf, ∀f, g ∈ C∞(M)可得 Poisson代数 (C∞(M), {−,−}).

Remark. 更一般地, 如果光滑流形M 的光滑函数环 C∞(M) 上有 Poisson 代数结构 (C∞(M), {−,−}), 则
称 (M, {−,−}) 是 Poisson 流形, 这是 Poisson 几何的主要研究对象. 辛流形是特殊的 Poisson 流形.

Example 2.2. 在 [例1.6] 中我们看到 R2n 上有标准辛结构 ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi ∈ Ω2(R2n), 并且 (R2n, ω) 上任

何光滑函数 f 的 Hamilton 向量场具有形式

Xf =
∂f

∂y1

∂

∂x1

+ · · ·+ ∂f

∂yn

∂

∂xn

− ∂f

∂x1

∂

∂y1
− · · · − ∂f

∂xn

∂

∂yn
.

现在我们计算辛流形 (R2n, ω) 的光滑函数环上的 Poisson 括号 {−,−} : C∞(R2n)× C∞(R2n) → C∞(R2n).

{f, g} = ω(Xf , Xg) =
n∑

i=1

n∑
j=1

− ∂f

∂yi

∂g

∂xj

ω(
∂

∂xi

,
∂

∂yj
)− ∂f

∂xi

∂g

∂yj
ω(

∂

∂yi
,

∂

∂xj

) =
n∑

i=1

(
∂f

∂xi

∂g

∂yi
− ∂f

∂yi

∂g

∂xi

)
.

称 C∞(R2n) 上的该 Poisson 括号为 Poisson 经典括号, 它来自经典力学. 如果 n = 1, 那么该括号满足

{f, g} =
∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂g

∂x

∂f

∂y
, ∀f, g ∈ C∞(R2).
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