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在 2023 年秋季学期, 我担任复旦数院《现代代数学 II(H)》的课程助教, 课程内容主要由模论和有限群表
示论构成. 趁此机会我将过去群表示论笔记中没有涉及到的内容和课程中部分优质习题以及一些新的体会与
收获添加入这份笔记. 全文主要用结合代数观点简短有力地介绍有限群的经典表示论的基本概念和思想.
有限群表示论起源于 1896 年 Richard Dedekind(德国, 1831-1916) 和 Ferdinand Georg Frobenius(德国,

1849-1917) 的通信中, 由后者系统发展. 再由 Frobenius 的学生 Issai Schur(1875-1941) 显著地改进与简化了
该理论. 这份笔记的正文主要分为以下两部分:
(1) 介绍群的表示的基本概念及其基本例子, 我们指出群的表示本质上就是群代数上的模结构, 等价的群表示
对应同构的群代数上的模. 第一部分的主定理是 Maschke 定理, 它表明当有限群的表示的基域特征不整除该
群的阶时, 任何表示都是一些不可约表示的直和, 所以这时要研究群的表示, 只需搞清楚不可约表示以及不可
约表示间的联系即可. 用模的语言来说, 当基域的特征不整除群的阶时, 群代数是 Artin 半单环, 其上任何非零
模完全可约, 于是只需搞清楚群代数上的不可约模以及不可约模之间的同态即可.
(2) 介绍群表示的特征标的概念和基本性质, 特征标作为精巧的数值不变量, 它不仅易计算把握, 且承载了充分
多的表示信息. 例如, 我们会说明复数域上任意两个有限维表示等价当且仅当它们特征标一致 (见 [推论2.19]).
并且有限维复表示的不可约性可通过计算特征标复内积判别 (见 [推论2.20]), 这与第一部分提到的研究群复表
示的根本任务是研究不可约表示以及不可约表示间的联系呼应. 并且用特征标理论不仅可证明对任给阶为两
个不同素数正整数幂乘积的群不是单群 (见 [推论2.48]), 也可给出 Burnside定理一个较为简单证明. 最后几节
主要讨论诱导表示与限制表示的性质, 例如 Frobenius 互反律和 Mackey 不可约性判别准则.
此外, 我在一些章节末尾添加了一些主要结论在具体例子或是某些场景上的应用. 由于水平有限, 虽然我

全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎指出, 谢谢.
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1 基本概念

在有限群的 Sylow 定理学习中我们看到群作用是强有力的工具, 通过把群作用到某个集合上就足以反映
出很多信息. 在环的结构理论中, 任何一个含幺环 R 上的左 R-模 M 就是环 R 的一个表示对象, 模本来就可
以看成把环作用到某个 Abel 群上的产物. 通过模论工具我们可以得到环的大量结构信息. 而接下来我们将介
绍的群表示, 它是把群线性地作用到线性空间上, 当作用在有限维线性空间上时, 群表示会把每个群中元素对
应到一个具体的矩阵, 使得我们可以用线性代数的工具去认识群.

1.1 群的表示

Definition 1.1 (群的表示). 设 G 是群, V 是域 k 上线性空间, 称群同态 ρ : G→ GL(V ) 是群 G 在 V 上的

一个 k-线性表示, 简称为 G 在 k 上的表示, 其中 GL(V ) 表示 V 上可逆线性变换全体构成的群. 这里的线性
空间 V 称为表示 ρ 的表示空间. 当 kV 是有限维空间时, 称表示 ρ 有次数 dimkV , 这时也称 ρ 是 G 的有限

维表示. 当 kV 作为线性空间维数不是有限时, ρ 为 G 的无限维表示.

有了群表示的概念, 随之而来的第一个问题是其存在性问题. 下面的例子给出一个平凡的表示.

Example 1.2 (平凡表示). 设 G 是群, V 是域 k 上线性空间, 我们总有平凡群同态 ρ : G→ GL(V ), g 7→ idV .
称该表示 ρ 为 G 的平凡表示.
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任给域 k 上的代数 A 以及左 A-模 M , M 总有天然的 k-线性结构并且我们都可以通过 a ∈ A 在 M 上决

定的左乘变换给出 M 上的 k-线性变换. 现在我们把目光聚焦在群代数上的模的情形, 把群的表示和群代数上
的模联系起来. 我们马上会看到, 有一个群表示本质上与有一个群代数上的模是一样的 (见 [定理1.12]).

Example 1.3. 设G是群, kG是群代数,那么对任何群代数 kG上的左模M , M 有自然的 k-线性结构,即对每
个 x ∈M 与 c ∈ k, 定义 cx = (c1G)x. 并且每个 g 都给出了 M 上的可逆 k-线性变换 ρ(g) :M →M,x 7→ gx,
因此我们得到映射 ρ : G→ GL(M), g 7→ ρ(g), 它明显是群同态, 故 ρ 是群 G 的一个表示.

Remark 1.4. 如果群 G 是有限群, 那么 kG 可以和 O(G) = {f : G→ k|f是映射} 视作等同.

Example 1.5. 设 G,H 是群, k 是域, 则有 k-代数同构: k(G×H) ∼= kG⊗k kH.

Proof. 首先有标准 k-线性映射 ψ : k(G×H) → kG⊗k kH, (g, h) 7→ g ⊗ h, 不难看出 ψ 是 k-代数同态. 其次,
通过 k-平衡映射

kG× kH → k(G×H), (
∑
g∈G

agg,
∑
h∈H

bhh) 7→
∑

(g,h)∈G×H

agbh(g, h)

可诱导 k-双线性映射 φ : kG⊗k kH → k(G×H) 满足 φ(g ⊗ h) = (g, h), 易验证 ψ 与 φ 互为逆映射.

Example 1.6. 设 G 是 n 阶循环群, 则有 k-代数同构 kG ∼= k[x]/(xn − 1).

Proof. 设 G 有生成元 g, 则 g 的阶为 n 且 φ : k[x] → kG, a0 + a1x+ · · ·+ amx
m 7→ a01+ a1g+ · · ·+ amg

m 是

定义合理的满 k-代数同态. 注意到对任何自然数 m ≤ n− 1, 1, g, ..., gm 作为 kG 中元素是 k-线性无关的, 所
以 g ∈ kG 在域 k 上最小多项式次数至少为 n. 于是由 xn − 1 是 g 的零化多项式可知 Kerφ = (xn − 1).

事实上, 如果我们有了群 G 在 k 上的一个表示 ρ : G→ GL(V ), V 有天然的左 kG-模结构(∑
g∈G

agg

)
v =

∑
g∈G

agρ(g)(v), ∀v ∈ V,
∑
g∈G

agg ∈ kG.

所以一个群 G 的 k-线性表示所承载的信息和一个群代数 kG 上的左模所载有的信息一致. 群代数 kG 上的左

模自然会反映群 G 本身的一些信息, 以 kG 本身为例：对有限群 G, 有 dimkkG = |G|. 当群 G 有非平凡挠元

g 6= 1G 时, 群代数 kG 会有零因子, 具体地, 设 g 有阶 t, 那么 (1G − g)(1G + g + · · ·+ gt−1) = 1G − gt = 0.

Definition 1.7 (忠实表示). 设 G 是群, V 是域 k 上线性空间, 如果群的表示 ρ : G → GL(V ) 满足 Kerρ =

{1G}, 即 ρ 是单同态, 则称该表示是忠实的. 忠实表示意味着对每个 g 6= 1G ∈ G, g 在线性空间 V 上的作用一

定会使 V 中某个元素变动.

对每个群的表示 ρ : G → GL(V ), 它可天然诱导单群同态 ρ : G/Kerρ → GL(V ), 所以从每个群的表示出
发都可以产生一个忠实表示 ρ : G/Kerρ→ GL(V ). 对任何群我们也可以构造它的忠实表示.

Example 1.8 (正则表示). 设 V = kG 是群代数, 则有忠实表示 ρ : G→ GL(V ), g 7→ gl, 其中 gl 指 g 决定的

左乘变换. 我们把该表示 ρ 称为群 G 的正则表示.
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Definition 1.9 (表示的等价性). 设 G 是群, k 是域, ρ : G → GL(V ) 和 ρ′ : G → GL(V ′) 均为群的表示, 如
果存在线性同构 f : V → V ′ 使得下图对所有的 g ∈ G 交换, 则称这两个表示是等价的.

V V ′

V V ′

f

ρ(g) ρ′(g)

f

根据表示等价性的定义, 如果 ρ : G → GL(V ) 和 ρ′ : G → GL(V ′) 这两个表示等价, 即存在线性同构
f : V → V ′ 使得 fρ(g) = ρ′(g)f, ∀g ∈ G,那么 f : V → V ′ 给出左 kG-模同构. 反之,如果我们有两个同构的左
kG-模 V, V ′, 设 f : V → V ′ 是 kG-模同构, ρ : G→ GL(V ) 是 V 上 kG-模结构给出的表示, ρ′ : G→ GL(V ′)

是 V ′ 上 kG-模结构给出的表示, 那么 f : V → V ′ 是使得下图交换的线性同构.

V V ′

V V ′

f

ρ(g) ρ′(g)

f

根据上面的讨论, 我们便看到下述命题成立.

Proposition 1.10. 设 G 是群, k 是域, ρ : G→ GL(V ) 和 ρ′ : G→ GL(V ′) 均为群的表示. 那么这两个表示
等价的充要条件是用 ρ, ρ′ 分别赋予 V, V ′ 左 kG-模结构后, 作为左 kG-模有同构 V ∼= V ′.

在本节最后, 用范畴语言来更严格地叙述群的表示与群代数上的模本质上一样. 为此, 引入

Definition 1.11 (群表示范畴). 给定群G以及域 k,通过如下方式来定义范畴 Rep
k
(G): 定义对象类 obRep

k
(G)

为 G 在 k 上的线性表示 ρ : G→ GL(V ) 全体, 对任意两个群表示 ρ : G→ GL(V ) 和 ρ′ : G→ GL(V ′), 若线
性映射 f : V → V ′ 使得下图对所有的 g ∈ G 交换, 则称 f 是表示 ρ 到 ρ′ 的态 (或态射).

V V ′

V V ′

f

ρ(g) ρ′(g)

f

记 HomRep
k
(G)(ρ, ρ

′) 为 ρ 到 ρ′ 的所有态构成的集合. 于是可天然地定义表示间态的合成. 进而可得范畴
Rep

k
(G). 称为群 G 在 k 上的表示范畴. 记 rep

k
(G) 为群 G 在 k 上所有有限维表示构成的全子范畴.

Theorem 1.12. 给定群 G 以及域 k, 那么有范畴同构 kG-Mod ∼= Rep
k
(G).

Proof. 对每个左 kG-模 V , 可在 [例1.3] 意义下得到表示 ρ : G → GL(V ), 记之为 FV . 任意两个 kG-模之间
的模同态 f : V → V ′, 可对应表示之间的态 f : V → V ′, 记为 F (f). 由此得到函子 F : kG-Mod → Rep

k
(G).

对每个群的表示 ρ : G → GL(V ), 根据之前的讨论, 可为 V 赋予天然的左 kG-模结构, 记该左模为 H(ρ). 表
示间的态 f 明显给出群代数上左模之间的模同态 H(f). 这定义出函子 H : Rep

k
(G) → kG-Mod. 于是可直接

验证 F 和 H 满足 FH = 1kG-Mod,HF = 1Rep
k
(G)

Remark 1.13. 该定理表明研究群的线性表示本质上是研究群代数上的模. 对域 k 上代数 A 以及 k-线性空
间 V , 称 k-代数同态 ρ : A → EndkV 为 A 在 k 上的表示. 类似可定义 A 的表示间的态来得到 A 的表示范

畴 Rep
k
(A). 同样可验证范畴同构 A-Mod ∼= Rep

k
(A). 因此研究结合代数 A 的表示本质上就是研究 A 上的

模, 由此可见群表示论可纳入结合代数表示论的框架下研究. 之后我们会大量使用模论的工具来研究群 (代数)
的表示. Jordan 标准型理论就是应用 P.I.D. 上有限生成模结构理论来研究 k[x] 的表示取得成功的绝佳证明.
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1.2 群的矩阵表示

如果群 G 在域 k-上有一个次数为 n ≥ 1 有限维表示 ρ : G → GL(V ), 那么每个 g ∈ G 它都会对应一个

Mn(k) 中的可逆矩阵. 具体地, 取定 V 的基 B = {u1, ..., un}, 那么考虑每个 φ ∈ Endk(V ) 在这个基下表示矩

阵 A, 即满足等式 (φ(u1), ..., φ(un)) = (u1, ..., un)A 的矩阵 A, 我们可以得到 k-代数同构

T : Endk(V ) → Mn(k), φ 7→ A,

那么 T 自然把可逆线性变换全体 GL(V ) 映至可逆阵全体 GLn(k), 并且把 T 限制在 GL(V ) 上就给出了群同

构 GL(V ) ∼= GLn(k), 所以通过下述同态列的合成 ρB = T |ρ : G→ GLn(k)

G GL(V ) GLn(k)
ρ T |

我们便可把每个群中元素 g 对应到可逆矩阵 ρB(g). 那么 g ∈ G 在 V 上的线性作用可由可逆阵 ρB(g) 在 k
n

上的数乘作用描述. 这就引出了矩阵表示的概念.

Definition 1.14 (矩阵表示). 设 G 是群, k 是域, n ≥ 1, 称群同态 ρ : G→ GLn(k) 为群 G 的 n 次矩阵表示.

Example 1.15. 设 G是群, k是域, ρ : G→ GLn(k)为群 G的 n次矩阵表示. 那么 φ : G→ k
∗, g 7→ detρ(g),

这里 detρ(g) 指 n 阶矩阵 ρ(g) 的行列式, 是 G 的 1 次表示.

根据有限维线性变换和它在一给定基下表示矩阵的关系, 我们看到

Lemma 1.16. 设群 G 在域 k-上有一个次数为 n ≥ 1 有限维表示 ρ : G → GL(V ), 取定 V 的基 B =

{u1, ..., un}, 并设 ηB : V → k
n 是满足 ηB(ui) = ei, 1 ≤ i ≤ n 的线性同构, 其中 ei ∈ k

n 是第 i 个标准单位列

向量, 那么对由 B 诱导的矩阵表示 ρB : G→ GLn(k), 有下图对所有 g ∈ G 交换.

V V

k
n

k
n

ρ(g)

ηB ηB

ρB(g)

线性代数中更一般的结果如下, 它的证明也是平凡的.

Lemma 1.17. 设 V 是域 k 上 n 维线性空间, V ′ 是域 k 上 m 维线性空间, 取定 V 的基 B = {u1, ..., un}, 并
设 ηB : V → k

n 是满足 ηB(ui) = ei, 1 ≤ i ≤ n 的线性同构, 其中 ei ∈ k
n 是第 i 个标准单位列向量. 类似地,

取定 V ′ 的一个基 C, 可得线性同构 ηC : V ′ → k
m. 对任何线性映射 φ : V → V ′, 设 Mφ 是 φ 在基 B,C 下的

表示矩阵, 那么下图交换
V V ′

k
n

k
m

φ

ηB ηC

Mφ

根据前面的讨论, 给定一个次数是 n 的有限维表示 ρ : G → GL(V ), 通过取定 V 的一个基 B =

{u1, ..., un}, 可产生一个群 G 的矩阵表示 ρB : G→ GLn(k). 如果我们通过另一个 V 的基 C = {v1, ..., vn} 来
产生矩阵表示 ρC : G → GLn(k), 设基 B 到 C 的过渡矩阵是 P ∈ GLn(k), 即 (v1, ..., vn) = (u1, ..., un)P , 那
么 ρC(g) = P−1ρB(g)P, ∀g ∈ G. 这时我们可以对所有的 g ∈ G 找到一个公共的可逆阵 P 使得对 ρB(g) 作用

P 决定的相似变换后得到矩阵 ρC(g). 这就引出了两个矩阵表示等价的概念.
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Definition 1.18 (矩阵表示的等价). 设 ρ1, ρ2 : G → GLn(k) 均为群 G 在 k 上的矩阵表示, 如果存在可逆阵
P 使得 ρ1(g) = P−1ρ2(g)P, ∀g ∈ G, 称这两个矩阵表示是等价的, 记作 ρ1 ∼ ρ2. 易知矩阵表示的等价作为群
G 在 k 上的矩阵表示全体构成的集合上的二元关系是等价关系.

从 [引理1.16] 以及 [引理1.17] 我们可以看到对任何两个群 G 在 k 上的有限维表示 ρ : G → GL(V ) 和

ρ′ : G → GL(V ′), 其中 dimkV = n, dimkV
′ = m, 只要 V 和 V ′ 之间有个左 kG-模同态 φ : V → V ′, 就会产

生下述交换图：

V V ′

V V ′

k
n

k
m

k
n

k
m

φ

ηC
φ

ηB

ρ(g) ρ′(g)

Mφ

Mφ

ρB(g) ρ′
C(g)

其中 B 是 V 取定的基, C 是 V ′ 取定的基. 进而我们看到等价的有限维群表示它们在给定基下决定的矩阵表
示也等价. 反过来, 如果两个有限维表示 ρ : G → GL(V ) 和 ρ′ : G → GL(V ′) 满足 n = m 且它们在给定基下

决定的矩阵表示等价, 我们仍可构造上述形式的交换图. 总结一下, 我们得到

Proposition 1.19. 给定群 G 在 k 上的有限维表示 ρ : G → GL(V ) 和 ρ′ : G → GL(V ′), 其中 dimkV =

n, dimkV
′ = m, 取定 V 的基 B, V ′ 的基 C, 并设 ρB : G → GLn(k), ρ

′
C : G → GLm(k) 是相应矩阵表示. 那

么 ρ 和 ρ′ 是等价的群表示当且仅当 n = m 且 ρB 和 ρ′C 是等价的矩阵表示.

Example 1.20 (置换表示). 给定群 G 在集合 {1, 2, ..., n} 上的一个作用, 它诱导群同态 π : G → Sn 使得

π(g)(i) = gi, ∀i ∈ {1, 2, ..., n}. 下面我们用群同态 π : G→ Sn 来产生一个群 G的有限维表示. 设 V 是域 k上

的 n维线性空间, 取定 V 的基 B = {u1, ..., un}. 那么对每个 g ∈ G, 通过定义 ρ(g)(ui) = uπ(g)(i) = ugi 可唯一

决定一可逆线性变换 ρ(g) : V → V , 于是我们得到群同态 ρ : G→ GL(V ), 它给出群 G 一个次数为 n 的 k-线
性表示, 称为 G 的置换表示. 可以看到每个 ρ(g) 在基 B 上的作用无非是把 u1, ..., un 进行重排, 因此 ρ(g) 在

B 下的表示矩阵是置换矩阵.

Example 1.21 (表示的张量积). 设群 G 有表示 ρ : G → GL(V ) 和 ρ′ : G → GL(V ′), 对每个 g ∈ G, 有线
性同构 ρ(g) : V → V 以及 ρ′(g) : V ′ → V ′, 于是得到线性同构 ρ(g) ⊗ ρ′(g) : V ⊗k V

′ → V ⊗k V
′. 通过定义

ρ⊗ ρ′ : G → GL(V ⊗k V
′), g 7→ ρ(g)⊗ ρ′(g), 我们得到群同态 ρ⊗ ρ′, 称为表示 ρ, ρ′ 的张量积. 如果 V 是 G

的 n 次表示, V ′ 是 G 的 m 次表示, 这里 n,m 是正整数, 那么表示的张量积 ρ⊗ ρ′ 是 nm 次表示. 若取定 V

的基 B = {u1, ..., un}, V ′ 的基 C = {v1, ..., vm}, 设 ρ(g) 在 B 下的表示矩阵是 ρB(g), ρ′(g) 在 C 下的表示矩

阵是 ρC(g), 那么 (ρ⊗ ρ′)(g) 在基 {u1 ⊗ v1, u1 ⊗ v2, ..., u1 ⊗ vm, ..., un ⊗ v1, ..., un ⊗ vm} 下的表示矩阵是矩阵
ρB(g)和 ρC(g)的 Kronecker积 ρB(g)⊗ρC(g). 用模的语言来说, 表示的张量积对应的是对左 kG-模 V, V ′, 在
V ⊗k V

′ 上通过 g(v ⊗ v′) = gv ⊗ gv′ 赋予 V ⊗k V
′ 一个左 kG-模结构.

Remark 1.22. 给定群族 {Gi|1 ≤ i ≤ m}, Vi是左 kGi-模,那么 V1⊗k· · ·⊗kVm上有天然的左 k[G1×· · ·×Gm]-
模结构. 满足每个 (g1, ..., gm) 数乘作用 v1 ⊗ · · · ⊗ vm 得到 g1v1 ⊗ · · · ⊗ gmvm. 因此一旦对每个群 Gi 取定一个
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k-线性表示 ρi : G→ GL(Vi),便能产生一个群 G1×· · ·×Gm 的表示 ρ : G1×· · ·×Gm → GL(V1⊗k · · ·⊗k Vm)

满足 ρ(g) = ρ1(g) ⊗ · · · ρm(g). 若取定 V1, ..., Vm 的基, 那么 ρ(g) 在这些基对应作张量积适当重排后得到

V1 ⊗k · · · ⊗k Vm 的基下表示矩阵依然是 ρi(g) 在给定基下表示矩阵的 Kronecker 积. 特别地, 有

trρ(g) = trρ1(g)trρ2(g) · · · trρm(g).

之后将用特征标理论来说明当 Vi 是不可约左 CGi-模时, V1 ⊗k · · · ⊗k Vm 是不可约左 C[G1 × · · · ×Gm]-模.

1.3 完全可约性

设 G 是群, 我们已经看到群 G 在域 k 上的表示 ρ : G→ GL(V ) 本质上就是一个群代数 kG 上的模结构.
那么我们可以把模论的观点与工具带进群表示论来研究群的表示.

Definition 1.23 (不变子空间). 设 ρ : G → GL(V ) 是群 G 在域 k 上的表示, 若 V 的线性子空间 U 满足

ρ(g)U ⊆ U, ∀g ∈ G, 称 U 是 V 的 ρ(G)-不变子空间或 G-不变子空间.

根据 ρ(G)-不变子空间的定义可以看到,对群 G在域 k上的表示 ρ : G→ GL(V ), V 的子集 U 是 ρ(G)-不
变子空间的充要条件是将 V 视作左 kG-模后 U 是 V 的子模. 因为 ρ(g) 是 V 上可逆线性变换, 因此 ρ(g)|U
一定是 U 上单线性变换, 而每个 x ∈ U 满足 x = ρ(g)ρ(g−1)x, 其中 ρ(g−1)x ∈ U , 所以 ρ(g) 限制在 U 上可得

U 上可逆线性变换. 我们通过 ρ(G)-不变子空间来引入子表示的概念.

Definition 1.24 (子表示). 设 ρ : G → GL(V ) 是群 G 在域 k 上的表示, 若 V 的线性子空间 U 是 ρ(G)-不
变子空间, 那么每个 ρ(g)|U : U → U 是可逆线性变换, 因此可得群同态 ρ|U : G → GL(U), g 7→ ρ(g)|U , 称
ρ|U : G→ GL(U) 是 ρ 的子表示. 子表示本质上就是一个 kG-子模结构.

子表示无非是通过群代数上模的子模去认识群的表示. 完全类似地我们可以用商模去研究群的表示.

Definition 1.25 (商表示). 设 ρ : G→ GL(V )是群 G在域 k上的表示,若 V 的线性子空间 U 是 ρ(G)-不变子
空间,即 U 是 V 作为左 kG-模的子模,那么我们得到商模 V /U ,于是得到表示 ρ|V /U : G→ GL(V /U), g 7→ gl,
这里 gl 表示 g ∈ G 所决定的商模 V /U 上的左乘变换, 称表示 ρ|V /U 是 ρ 的商表示.

如果 ρ : G → GL(V ) 是群 G 在域 k 上的有限维表示, dimkV = n 且有子表示 ρ|U : G → GL(U). 设 U

有基 {u1, ..., ur}, 并将其扩充为 V 的一个基 B = {u1, ..., un}, 那么 ρ(g) 在基 B 下的表示矩阵 ρB(g) 是具有

下述形式的分块矩阵.

ρB(g) =

(
M11 M12

0 M22

)
,M11 ∈ Mr(k),M12 ∈ k

r×(n−r),M22 ∈ Mn−r(k).

特别地, 当 U 是 V 作为 kG-模的一个直和因子, 即存在子模 U ′ 使得 V = U ⊕ U ′ 时, 取 U 的基 {u1, ..., ur}
以及 U ′ 的基 {ur+1, ..., un} 来得到 V 的基 B = {u1, ..., un}, 那么 ρ(g) 在基 B 下的表示矩阵 ρB(g) 是分块对

角阵, 即上述分块矩阵的子矩阵 M12 = 0, 这样的矩阵具有更简单的形式. 因此我们可以把模的直和分解理论
带进群表示论来把一个表示分解为一些尽可能简单的表示加以研究.

Definition 1.26 (表示的直和). 设 ρ : G → GL(V ) 是群 G 在域 k 上的表示, 若 V 作为左 kG-模可以分解
为有限个子模的直和, 设为 V = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Um, 记 ρi = ρ|Ui

是 ρ 的子表示, 我们称表示 ρ 是子表示

ρ1, ρ2, ..., ρm 的直和, 记作 ρ = ρ1 ⊕ ρ2 ⊕ · · · ⊕ ρm.
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根据表示直和的定义我们知道表示的直和分解对应于群代数上模的直和分解. 如果表示 ρ : G → GL(V )

对应的左 kG-模 V 是不可约模, 称该表示是不可约的. 若 V 是完全可约左 kG-模, 称该表示是完全可约的. 一
般地, 即使有限 Abel 群在复数域上都可能不存在忠实的不可约表示 (见 [例2.12]).

下面的结果被称为 Maschke 定理. 该定理在复数域上的特殊情形由 H. Maschke(德国, 1853-1908), 这里
呈现的版本由 L.E.Dickson(美国, 1874-1954) 先注意到.

Maschke’s Theorem. 设 G 是有限群, 对任何域 k, 只要 chark6 | |G|, 那么 G 在域 k 上的表示 ρ : G →
GL(V )(V 6= 0) 都是完全可约的. 特别地, 对满足 chark6 | |G| 的域 k, 群代数 kG 是 Artin 半单代数.

Proof. 只需证任何左 kG-模 V 的子模 U 是直和因子. 设 U0 是 U 作为线性子空间的直和补, 即作为 k-线性
空间有直和分解 V = U ⊕ U0. 设 p0 : V → U 是 V 作为线性空间在子空间 U 上的标准投射, 命

p =
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g)−1p0ρ(g),

则 p : V → U 是满左 kG-模同态且 p|U = idU , 故 U 作为 kG-子模是直和因子.

Corollary 1.27 (群代数的半单性). 设 G 是有限群, k 是域, 那么群代数 kG 半单的充要条件是 chark6 | |G|.

Proof. 充分性由 Maschke 定理即得. 必要性：如果 chark 整除 |G|, 那么 z =
∑
g∈G

g 6= 0 满足 z2 = |G|z = 0 以

及 zx = xz, ∀x ∈ G, 因此 z ∈ Jac(kG). 由 Wedderburn-Artin 定理知这说明 kG 不是 Artin 半单环. 但条件
说群代数 kG 作为一个 Artin 环是半单的, 这就得到了矛盾.

Remark 1.28. 让我们再更深入看一下当域 k 的特征整除 |G| 时 kG 不会是半单代数的原因. 作

ε : kG→ k,
∑
g∈G

agg 7→
∑
g∈G

ag

将 k视作平凡左 kG-模, 那么 ε是满左 kG-模同态且 Kerε是 kG唯一满足其商模同构于平凡模 k的子模 (即
kG 的子模 T 满足 kG/T ∼= k 则必有 T = Kerε). 考虑 t =

∑
g∈G

g, 则 t 在 kG 中生成的 k-子空间 I 是 kG 唯

一同构于平凡模 k 的子模. 如果 kG 是半单代数, 则 I 作为 kG 的子模是直和因子, 设为 kG = I ⊕ T , 根据前
面的讨论得到 T = Kerε. 而当 k 的特征整除 |G| 时 t 明显在 I 与 Kerε 之交中.

下面的推论表明有限群代数的半单性可由平凡模的投射性刻画.

Corollary 1.29. 设 G 是有限群, k 是域, 那么平凡 kG-模 k 投射当且仅当 chark6 | |G|.

Proof. 充分性由 Artin 半单环上的模均投射立即得到, 只需验证必要性. 这时

ε : kG→ k,
∑
g∈G

agg 7→
∑
g∈G

ag

是可裂满 kG-模同态. 因此存在 kG-模同态 s : k → kG 使得 εs = idk. 由 k 是平凡模, 存在 c ∈ k 使得

τ(1) = c
∑
g∈G

g, 两边作用 ε 可知 c|G| = 1, 这说明 chark6 | |G|.

Maschke 定理的意义在于它告诉我们, 要研究有限群 G 在满足特征不整除 G 的阶的域上的表示, 只需要
把不可约表示研究清楚即可, 因为完全可约模总可以分解为一些不可约模的直和.
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Application 1.30 (ZG 半单). 设 G 是有限群, 则 ZG 是 Artin 半单环.

Proof. 根据 Maschke 定理, 只要素数 p 不整除 |G|, 群代数 FpG 半单, 其中 Fp 是 p 元有限域, 所以此时
Jac(FpG) = 0. 对任给素数 p, 都有自然的满环同态

αp : ZG→ FpG,
∑
g∈G

bgg 7→
∑
g∈G

bgg,

易知 αp(JacZG) ⊆ Jac(FpG), 当素数 p 不整除 |G| 时, 上述包含关系右端是 0, 由此可知对每个 x =
∑
g∈G

bgg ∈

JacZG, 并且每个系数 bg 可以被无穷多素数整除, 这迫使 x = 0. 所以 JacZG = 0. 记 m = |G|, 那么 Zm 到

ZG 有自然的满 Z-模同态, 这表明 ZG 是左、右 Artin 环. 于是我们看到 ZG 是 Artin 半单环.

在本节最后我们指出用上述 Maschke 定理证明过程中完全相同的方法可稍作推广.

Generalized Maschke’s Theorem. 设 G 是有限群且有子群 H, 域 k 满足 chark6 | [G : H]. 如果左 kG-模
V 的子模 W 满足存在 V 的一个 kH-子模 T0 使得 V = W ⊕ T0, 那么存在 V 的一个 kG-子模 T 使得

V =W ⊕ T . 特别地, 取 H = {1}, 便得到经典的 Maschke 定理.

Proof. 设 {g1, ..., gn}是群 G关于子群 H 的一个右陪集分解代表元系,其中 n = [G : H]. 由条件,通过 kH-子
模直和分解 V =W ⊕ T0 可定义出标准投射 p0 : V →W 使得 p0 是左 kH-模同态且固定 W 内每个点. 作

p(v) =
1

n

n∑
i=1

g−1
i p0(giv), ∀v ∈ V,

则 p : V →W 是满左 kG-模同态且 p|W = idW , 故 W 作为 V 的 kG-子模是直和因子.

1.4 模论的应用

我们已经引入过将群 G 的表示 ρ : G → GL(V ) 视作群代数 kG 上的模的观点. 因此我们可以把模论工
具引入到群表示论中. 例如 Artin 半单代数的不可约模同构类只有有限多个, 转换成群表示的语言就是

Proposition 1.31. 设 G 是有限群, k 是域, 满足 chark6 | |G|. 那么 G 的不可约表示等价类只有有限多个.

Remark 1.32. 事实上任何 Artin 环的不可约模同构类都是有限多个, 并且该同构类数就是 Artin 环的素理
想数目. 更进一步, 域 k 上有限维代数 A 的不可约表示等价类数目总不超过其线性维数 dimkA.

对 k-代数 A 上的左模 V , Krull-Schmidt 定理告诉我们只要 V 有合成列 (例如 V 是非零有限维模), 那么
V 可分解为有限个不可分模的直和, 并且这样的直和分解在不计次序和同构意义下唯一. 具体地, 若 AV 6= 0

有合成列, 则存在不可分子模 V1, ..., Vm 6= 0 使得 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm. 若还存在不可分子模 W1, ...,Ws 使

得 V =W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Ws, 那么 s = m 并且存在 σ ∈ Sm 使得 Vi
∼=Wσ(i), ∀1 ≤ i ≤ m. 现在我们设 G 是有

限群, 域 k 满足 chark6 | |G|, 那么 A = kG 是有限维半单代数, 对任何非零有限维模 AV , 它可分解为有限个不
可约子模的直和, 设为 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm, 其中每个 Vi 不可约, 由于不可约模一定不可分, 所以 AV 的不

可约子模直和分解在不计次序和同构意义下唯一. 现在我们可以设有限维模 V 有不可约分解

V = V
(1)
1 ⊕ · · · ⊕ V

(m1)
1 ⊕ V

(1)
2 ⊕ · · · ⊕ V (1)

r ⊕ · · · ⊕ V (mr)
r ,
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其中每个 V
(k)
i 是不可约模,对每个 1 ≤ i ≤ r,有 V

(k)
i

∼= V
(l)
i , ∀k, l ∈ {1, 2, ...,mi},只要 i 6= j,就有 V

(k)
i 6∼= V

(l)
j .

那么正整数序列 m1, ...,mr 和正整数序列 dimkV
(1)
1 , dimkV

(1)
2 , ..., dimkV

(1)
r 被 V 唯一确定. 记左 A-模 V 给出

群 G 的有限维表示为 ρ : G→ GL(V ), ρi 为 V
(1)
i 决定的不可约表示, 称 ρi 是 ρ 的不可约成分, mi 是 ρi 的重

数. 现在我们取 V = kG,那么一样可设它有不可约分解 V = V
(1)
1 ⊕· · ·⊕V (m1)

1 ⊕V (1)
2 ⊕· · ·⊕V (1)

r ⊕· · ·⊕V (mr)
r

满足之前我们假定的条件, 记每个 V
(1)
i 作为左 kG-模的自同态环是 ∆i, 那么 ∆i 是域 k 上的可除代数并且当

k 是代数闭域时, 下面的引理表明有代数同构 ∆i
∼= k.

Lemma 1.33. 设 k 是代数闭域, A 是 k-代数, AM 是有限维不可约模, 则有 k-代数同构 EndA(M) ∼= k.

Proof. 这时 EndA(M) 是有限维 k-可除代数, 而 k 是代数闭域, 故每个 φ ∈ EndA(M) 在 k 上最小多项式是

一次的, 设为 x− λφ, 那么 φ = λφidM , 由此可见 k 7→ EndA(M), a 7→ aidM 是 k-代数同构.

Remark 1.34. 依然设 k 是代数闭域, M 是有限维不可约左 A-模. 那么对任何正整数 ℓ, 有 k-代数同构
EndA(M

ℓ) ∼= Mℓ(EndAM) ∼= Mℓ(k), 最后一个同构来自 [引理1.33]. 特别地, 对任何有限维完全可约左 A-模
X, 类似可验证 EndAX 作为 k-代数同构于有限多个 k 上矩阵代数的直和. 因此代数闭域 k 上有限维完全可

约左 A-模的自同态环是有限维半单代数.

于是由反代数同构 kG ∼= EndkG(kG) = EndkG(V ) 以及 k-线性同构

EndkG(V ) ∼=
r∏

i=1

r∏
j=1

HomkG(V
(1)
i , V

(1)
j )mimj ∼=

r∏
i=1

EndkG(V (1)
i )m

2
i =

r∏
i=1

∆
m2

i

i

得到 |G| = dimkkG =
r∑

i=1

m2
i dimk∆i. 我们把上述讨论总结为下面的推论.

Corollary 1.35. 设 G 是有限群, 群代数 kG 半单, 并设 V = kG 作为左 kG-模有不可约分解

kG = V
(1)
1 ⊕ · · · ⊕ V

(m1)
1 ⊕ V

(1)
2 ⊕ · · · ⊕ V (1)

r ⊕ · · · ⊕ V (mr)
r ,

其中每个 V
(k)
i 是不可约模,对每个 1 ≤ i ≤ r,有 V

(k)
i

∼= V
(l)
i , ∀k, l ∈ {1, 2, ...,mi},只要 i 6= j,就有 V

(k)
i 6∼= V

(l)
j .

若记 ∆i = EndkG(V (1)
i ), 那么 |G| = dimkkG =

r∑
i=1

m2
i dimk∆i. 若进一步要求 k 是代数闭域, 则 |G| =

r∑
i=1

m2
i .

我们再指出对上述不可约分解 V = V
(1)
1 ⊕· · ·⊕V (m1)

1 ⊕V (1)
2 ⊕· · ·⊕V (1)

r ⊕· · ·⊕V (mr)
r ,可直接验证 k-代数

同构 EndkG(V ) ∼= EndkG((V (1)
1 )m1 ⊕· · · (V (1)

r )mr) ∼= EndkG(V (1)
1 )m1 ×· · ·EndkG(V (1)

r )mr ,记 ∆i = EndkGV (1)
i

是域 k 上的有限维可除代数, 那么有 k-代数同构

EndkG(V ) ∼= Mm1
(∆1)× · · · × Mmr

(∆r),

于是得到 k-代数同构 kG ∼= Mm1
(∆op

1 )× · · · × Mr(∆
op
r ). 我们把刚刚的讨论总结为

Corollary 1.36. 设 G 是有限群, 群代数 kG 半单, 并设 kG 作为左 kG-模有不可约分解

kG = V
(1)
1 ⊕ · · · ⊕ V

(m1)
1 ⊕ V

(1)
2 ⊕ · · · ⊕ V (1)

r ⊕ · · · ⊕ V (mr)
r ,

其中每个 V
(k)
i 是不可约模, 对每个 1 ≤ i ≤ r, 有 V

(k)
i

∼= V
(l)
i , ∀k, l ∈ {1, 2, ...,mi}, 只要 i 6= j, 就有

V
(k)
i 6∼= V

(l)
j . 若记 ∆i = EndkG(V (1)

i ), 那么有 k-代数同构 kG ∼= Mm1
(∆op

1 )× · · · × Mmr
(∆op

r ). 这时同样可得

|G| =
r∑

i=1

m2
i dimk∆i. 若进一步要求 k 是代数闭域, 则代数同构 ∆i

∼= k 表明 ∆i = ∆op
i , 从而有代数同构

kG ∼= Mm1
(k)× · · · × Mmr

(k).
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下面再把有限群的共轭类和群代数的中心联系起来——有限群的共轭类数目就是群代数中心的线性维数.

Proposition 1.37. 设 G 是有限群, 共轭类全体是 C1 = {1G}, C2, ..., Cr, 对每个 1 ≤ i ≤ r, 置 ci =
∑

g∈Ci

g, 那

么 {c1, ..., cr} 是群代数 kG 中心 Z(kG) 作为 k-线性空间的一个基, 特别地, dimkZ(kG) = r 为共轭类个数.

Proof. 易见 {c1, ..., cr} 是线性无关的, 只要证每个 ci ∈ Z(kG) 以及任何 c ∈ Z(kG) 可被 {c1, ..., cr} 线性表
出即可. 任取 g ∈ G, 有 gcig

−1 =
∑

gi∈Ci

ggig
−1 = ci, 所以 ci ∈ Z(kG). 对每个 c ∈ Z(kG), 设

c =
∑
g∈G

αgg, αg ∈ k,

那么 c = hch−1, ∀h ∈ G, 由此可见 αhgh−1 = αg, ∀h ∈ G. 这蕴含 c 可被 {c1, ..., cr} 线性表出.

Remark 1.38. 同样设 G 是有限群, {c1, ..., cr} 同上, 则 Zc1 ⊕ · · · ⊕ Zcr ⊆ CG 是有限生成自由 Z-模. 对任
给 1 ≤ i, j ≤ r, cicj ∈ Z(CG), 所以 cicj ∈ Zc1 ⊕ · · · ⊕ Zcr. 于是知每个 ci 满足 Z 上某个首一多项式.

若设 Artin半单代数 A的极小左理想分解为 A = I1⊕· · ·⊕ Im, 那么每个不可约左 A-模都同构于某个 Ik,
把这一观察和前面的讨论结合立即得到下述推论.

Corollary 1.39. 设 G 是有限群, k 是代数闭域且群代数 kG 半单, V = kG 作为左 kG-模有不可约分解

V = V
(1)
1 ⊕ · · · ⊕ V

(m1)
1 ⊕ V

(1)
2 ⊕ · · · ⊕ V (1)

r ⊕ · · · ⊕ V (mr)
r ,

其中每个 V
(k)
i 是不可约模,对每个 1 ≤ i ≤ r,有 V

(k)
i

∼= V
(l)
i , ∀k, l ∈ {1, 2, ...,mi},只要 i 6= j,就有 V

(k)
i 6∼= V

(l)
j .

那么群 G 的共轭类总数 dimkZ(kG) = r 就是 kG 上不可约模同构类总数.

Proof. 此时 kG ∼= Mm1
(k)× · · · × Mr(k), 再由 Z(kG) ∼= Z(Mm1

(k))× · · · × Z(Mmr
(k)) 便知.

Example 1.40 (置换群 Sn 的不可约复表示和整数拆分). 对有限群 G, [推论1.39] 说 CG 上不可约模同构类
总数恰是 G 共轭类数目. 当我们取 G = Sn 为 n 次对称群时, Sn 中两个元素共轭当且仅当它们有相同的型

(回忆置换 σ ∈ Sn 的型如下定义：当 σ 分解为不相交轮换分解后, 记 {1, 2, ..., n} 中被 σ 作用固定不同的元素

数目是 α1, 不相交轮换分解中长度为 i(2 ≤ i ≤ n) 的轮换数目是 αi, 称形式记号 [1α12α2 · · ·nαn ] 是置换 σ 的

型), 而置换 σ ∈ Sn 的型 [1α12α2 · · ·nαn ] 对应正整数 n 的拆分 n = α11 + α22 + · · ·+ αnn(即把正整数 n 分解

成一些正整数的和, 分解中数字 1 出现 α1 次, 数字 i(2 ≤ i ≤ n) 出现 αi 次), 我们把正整数 n 的拆分数记作

p(n)(例如, p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5), 那么 p(n) 也就是 Sn 共轭类的数目. 所以 CSn 不可约模同

构类, 或者说 Sn 的不可约复表示等价类, 数目是 p(n).

Example 1.41 (有限 Abel 群的不可约表示). 设 k 是代数闭域, G 是有限 Abel 群, 那么 kG 是交换代数. 考
虑 kG 上任何不可约左模 M , 它是有限维模, 由 [引理1.33] 知 M 上任何一个自同态是 k 中元素决定的数乘作

用. 而 kG 的交换性使得每个 g ∈ G 决定的 M 上左乘变换是左 kG-模同态, 于是 M 的左 kG-子模等价于 M

的 k-线性子空间. 这一观察意味着 M 作为不可约左 kG-模是 1 维的. 故

有限 Abel 群在代数闭域上的不可约表示都是 1 次的.

在 [推论1.39] 中我们看到只要代数闭域 k 的特征不整除有限群的阶 |G|, 那么有限群 G 在代数闭域 k 上的不

可约表示等价类数恰好就是 G 的共轭类总数. 当 G 是有限 Abel 群时, 它的共轭类数目恰好是 |G|, 因此
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对有限 Abel 群 G 和代数闭域 k, 只要 chark 6 | G, 那么 G 的不可约表示等价类恰好 |G| 个.

Remark 1.42. 如果域 k 不是代数闭域, 那么有限 Abel 群在 k 上的不可约表示未必是 1 次的. 例如考虑 3

阶循环群 C3 在 Q 上的表示 M = Q[x]/(x2 + x+ 1)(通过 [例1.6] 中的代数同构 QC3
∼= Q[x]/(x3 − 1) 赋予 M

自然的左 QC3-模结构), 那么由 x2 + x+1 是 Q 上不可约多项式不难验证 M 是 C3 在 Q 上的不可约表示, 并
注意到 dimQM = 2. 反之, 对有限群 G 和域 k, 只要 chark 6 | G 且 G 在 k 上的不可约表示都是 1 次的, 那么
G 是 Abel 群. 原因是这时群代数 kG 作为左 kG-模也是完全可约的, 进而存在不可约左 kG-模 M1, ...,Mt 使

得 kG = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mt(比较两边维数不难看出 t = |G|). 由 [引理1.33] 可知任意 g, h ∈ G, 作为 Mi 上

kG-模自同态是域 k 中元素的数乘变换, 这一观察表明 g 和 h 所决定的 kG 上的左乘变换是可交换的. 因此
G 是 Abel 群. 结合前面的讨论可知, 如果 G 是有限群且 k 是特征不整除 |G| 的代数闭域, 则 G 是 Abel 群的
充要条件是 G 在 k 上的不可约表示都是 1 次的.

Example 1.43 (一般有限群的不可约表示构造). 对含幺环 R,S 之间的保幺环同态 α : R → S, 我们可以使
用 α 为每个左 S-模 M 赋予自然的左 R-模结构：rx = α(r)x, ∀r ∈ R, x ∈ M . 如果 α 是满环同态, 易知 SM

是不可约模蕴含配备 α 诱导的 R-模 RM 也不可约. 应用这个观点于群的表示理论, 我们对每个有限群 G, 关
于它的换位子群 [G,G] 作商可得一有限 Abel 群 G = G/[G,G], 并且标准投射 π : G → G 是满群同态, 它诱
导满环同态 α : kG→ kG,

∑
g∈G

agg 7→
∑
g∈G

agπ(g), 由此能够从每个不可约 kG-模产生不可约左 kG-模结构. 用

群表示的语言说, 我们可以从有限 Abel 群 G 的不可约表示出发构造有限群 G 的不可约表示.

Proposition 1.44. 设 G 是群, k 是域, 那么 G 在 k 上的 1 次表示等价类与 G/[G,G] 在 k 上的 1 次表示等

价类间有标准双射 (注意含幺环上有限生成模同构类全体构成集合, 故群的 1 次表示等价类全体也构成集合).

Proof. 任给群 G 的 1 次表示 ρ : G → GL(V ), 其中 dimkV = 1, 则由 GL(V ) ∼= k
∗ 是交换群得到 [G,G] ⊆

Kerρ, 所以 ρ 可天然诱导 G/[G,G] 的表示 ρ̃ : G/[G,G] → GL(V ), g[G,G] 7→ ρ(g). 命

η : {G在域k上的1次表示} → {G/[G,G]在域k上的1次表示}, [ρ] 7→ [ρ̃],

不难验证 η 是双射.

2 特征标理论

虽然群的矩阵表示使得我们可以通过分析具体的对象结构来了解抽象的群, 但是对高阶群, 它的矩阵表示
或是置换表示难以具体分析处理. 例如对充分大的正整数 n, 置换群 Sn 中每个元素的不相交轮换分解可能基

本无法手算. 这时我们需要更精巧的数值不变量, 使得不通过复杂计算也能在一些具体处理问题的场合能为我
们提供一些有用的信息. 大量实践经验表明特征标 (见 [定义2.1]) 所载有的表示信息在应用中卓有成效. 并
且, 我们会说明对有限群的任意两个不可约复表示, 这两个复表示等价的充要条件是它们的特征标相同 (见 [推
论2.19]). 并且有限维复表示的不可约性可通过计算特征标复内积判别 (见 [推论2.20]).

2.1 基本概念

Definition 2.1 (类函数, 特征标). 设 G 是群, k 是域.
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• 若函数 f : G→ k 在群 G 的每个共轭类上取值是常值的, 即 f(gxg−1) = f(x), ∀x, g ∈ G, 则称 f 是一个

类函数. 易见 G 的类函数全体关于通常加法和乘法构成含幺交换环, 称为 G 的类函数环.

• 若 ρ : G→ GL(V ) 是次数为 n ≥ 1 的有限维表示, 称 χ : G→ k, g 7→ trρ(g) 为该表示的特征标. 不可约
表示的特征称为不可约特征标. 称 ρ 的次数为该特征标的次数. 当 k = C 时, 称 χ 是复特征标.

有时为了突出 χ 是表示 ρ 的特征标, 我们会把特征标记作 χρ. 从特征的定义可以看到群表示的特征标是
群上一个类函数. 群 G 两个等价的有限维表示特征标一致. 下面是关于有限维表示特征标的一些简单事实.

Example 2.2 (平凡表示特征标). 设 ρ : G→ GL(V ) 是群 G 的 n 次平凡表示, 则该表示的特征标

χ(g) = n1k, ∀g ∈ G.

Example 2.3 (子表示直和特征标). 设 ρ : G→ GL(V )是群 G的 n ≥ 1次表示,如果 ρ是子表示 ρ1, ρ2, ..., ρm

的直和, 即 ρ = ρ1 ⊕ ρ2 ⊕ · · · ⊕ ρm, 若记 χi 是子表示 ρi 的特征标, 那么明显有 χ =
m∑
i=1

χi.

Example 2.4 (商表示特征标). 设 ρ : G→ GL(V ) 是群 G 的 n ≥ 1 次表示, 如果 U 是 V 的 kG-子模, 设 ρU

和 ρV /U 是相应子表示与商表示, 那么 χρ = χρU
+ χρV /U

.

Example 2.5 (表示张量积的特征标). 设群 G有有限维表示 ρ : G→ GL(V )和 ρ′ : G→ GL(V ′),它们次数均
正. 在 [例1.21]中我们已经看到若取定 V 的基 B = {u1, ..., un}, V ′ 的基 C = {v1, ..., vm},设 ρ(g)在 B 下的表

示矩阵是 ρB(g), ρ′(g) 在 C 下的表示矩阵是 ρC(g), 那么 (ρ⊗ ρ′)(g) 在基 {u1⊗ v1, u1⊗ v2, ..., u1⊗ vm, ..., un⊗
v1, ..., un ⊗ vm} 下的表示矩阵是矩阵 ρB(g) 和 ρC(g) 的 Kronecker 积 ρB(g)⊗ ρC(g). 于是 χρ⊗ρ′ = χρχρ′ .

2.2 复特征标

实际应用中我们更感兴趣复特征标, 它性质丰富. 例如对有限群 G 的 n 次复表示 ρ : G → GL(V ), 每个
ρ(g) 的特征值总是单位根, 进而 χρ(g) 为一些单位根之和. 现在我们来看一些复特征标的基本性质.

Lemma 2.6. 设 G 是有限群, 它的指数是 m, 即全体元素阶的最小公倍数是 m. 那么对任何一个群 G 的 n

次复表示 ρ, 对每个 g ∈ G, ρ(g) 在某个基下表示矩阵是由一些 m 次本原单位根构成的对角阵. 即 ρ(g) 在某

个基下表示矩阵形如 diag{ω1, ..., ωn}, 其中每个 ωi 是某个 m 次本原单位根. 于是 χρ(g) =
n∑

i=1

ωi.

Proof. 注意线性变换 ρ(g) 在 C 上的最小多项式整除 xm − 1, 故其最小多项式无重根且特征值均为 m 次本原

单位根, 这表明线性变换 ρ(g) 在 C 上可对角化且相似于一个主对角线都是 m 次本原单位根的对角阵.

Remark 2.7. 上述引理表明对有限群 G 的任何有限维复表示 ρ, χρ(g) 总是一些单位根的和, 而单位根总是
代数整数 (回忆 α ∈ C 被称为代数数, 如果 α 是某个首一整系数多项式的根, 即 Z 上整元), 而有限个代数整
数的和仍是代数整数 (一般地, 对含幺交换环的扩环链 R ⊆ E, E 中所有在 R 上的整元, 即满足某个 R 上首

一多项式的元素, 构成的集合总是 E 的子环, 称为 R 在 E 中的整闭包), 所以 χρ(g) 是代数整数.

上述引理说有限群 G 它的任何 n 次复表示的特征标均是一些 m 次本原单位根的和, 这里 m 是 G 的指

数. 于是对任何 n 次复表示 ρ : G → GL(V ), 有 |χρ(g)| ≤ n. 不等式中等号成立当且仅当存在 m 次本原单位

根 ω 使得 ρ(g) = ωidV . 充分性明显, 必要性：设 ρ(g) 在某个基下表示矩阵形如 diag{ω1, ..., ωn}, 其中每个 ωi
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是某个 m 次本原单位根. 那么 χρ(g) =
n∑

i=1

ωi 且 |
n∑

i=1

ωi| = n 迫使所有 ωi 具有相同方向, 即都相同, 设 ωi 的

公共值是 ω, 那么我们便得到 ρ(g) = ωidV . 我们把刚刚的讨论总结为

Proposition 2.8. 设 G 是有限群, 它的指数是 m, ρ : G → GL(V ) 是 n 次复表示. 那么对每个 g ∈ G, 有
|χρ(g)| ≤ n. 等号成立当且仅当存在 m 次本原单位根 ω 使得 ρ(g) = ωidV . 特别地, 如果 χρ(g) = n, 那么
ρ(g) = idV . 也就是说我们可以直接从有限群 G 的复特征标 χ 在元素 g 上的取值读出 ρ(g) 是否是恒等映射!

根据上述命题, 对有限群 G 的 n 次复表示 ρ : G → GL(V ), 那些满足 |χρ(g)| = n 的元素 g 对应了某个

m(m 表示群的指数) 次本原单位根诱导的数乘变换 ρ(g) = ωidV . 同时也看到 {g ∈ G|χρ(g) = n} = Kerρ, 也
称 {g ∈ G|χρ(g) = n} 为该特征标的核, 记作 Kerχρ. 我们也引入

Z(χρ) = {g ∈ G|特征标|χρ(g)| = n} = {g ∈ G|存在m次本原单位根ω使得ρ(g) = ωidV }

这也是群 G 的正规子群, 并且包含 Kerχρ = Kerρ. 通过满群同态 Z(χρ) → U(m), g 7→ ω, 这里 ρ(g) = ωidV ,
我们看到 Z(χρ)/Kerρ 是循环群.

Example 2.9 (对偶表示). 设有限群 G有 n 次复表示 ρ : G → GL(X), 那么可如下在 X∗ = HomC(X,C) 上
赋予左 CG-模结构：gφ : X → C, x 7→ φ(g−1x), 于是得到 G 的表示 ρ∗ : G → GL(X∗), 称为 G 关于 ρ 的

对偶表示. 在 [引理2.6] 中我们看到对每个 g ∈ G, 可选取 X 的一个基 B 使得 ρ(g) 在 B 下的表示矩阵形如

diag{ω1, ..., ωn}, 其中每个 ωi 是某个 m 次本原单位根, m 是 G 的指数, 考虑 B 对应的 X∗ 中对偶基 B∗, 容
易验证 ρ∗(g) 在 B∗ 下表示矩阵是 diag{ω1, ..., ωn}, 所以 χρ(g

−1) = χρ∗(g) = χρ(g), ∀g ∈ G.

下面的结果表明有限群的忠实不可约复表示的特征标能够提供中心的结构信息.

Application 2.10. 设 G 是有限群, ρ : G → GL(V ) 是 G 的忠实不可约复表示 (即 ρ 是单同态且 V 是不可

约左 CG-模), χ 是相应的复特征标. 若记 n = dimCV , 则 Z(G) = {g ∈ G||χ(g)| = n} 且 Z(G) 是循环群.

Proof. 从 [命题2.8] 我们看到对任何 g ∈ G, 只要 χ(g) = n, ρ(g) 就是由某个本原单位根诱导的数乘变换. 因
此对任何 g′ ∈ G 以及满足 χ(g) = n 的元素 g, 总有 ρ(g′)ρ(g) = ρ(g)ρ(g′). 结合 ρ 是单射可知 g ∈ Z(G). 反
之, 如果 g ∈ Z(G), 那么 [引理1.33] 表明 g 所诱导的 V 上线性变换是 C 中某个元素 λ 的数乘变换. 并且若记
G 的指数是 m, 则 λ 一定是 m 次本原单位根. 进而 |χ(g)| = n|λ| = n. 最后我们说明 Z(G) 是循环群. 任取
g, h ∈ Z(G), 那么存在 m 次本原单位根 λ, µ 使得 ρ(g) = λidV , ρ(h) = µidV , 进而

φ : Z(G) → C∗, g 7→ χ(g)

n

是定义合理的群同态. 通过 ρ 是单射可知 φ 是单同态, 故 Z(G) ∼= Imφ 是 C∗ 的有限乘法子群, 为循环群.

Remark 2.11. 因此存在忠实不可约复表示的有限群的中心一定是循环群.

Example 2.12. 设 G 是有限 Abel 群, 且 G 不是循环群. 那么 G 不存在忠实不可约复表示.

2.3 第一正交关系

固定有限群 G, 设 {ρ1, ρ2, ..., ρr} 是 G 在 C 上不可约表示等价类的一个代表元集, ρi 的表示空间是 Wi,
χi 是 ρi 的特征标. 那么 {W1, ...,Wr} 是 CG 上所有不可约模同构类的一个代表元集. 对每个 G 的有限维表
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示 ρ : G→ GL(V ), 我们已经看到 V 作为完全可约左 CG-模可分解为一些不可约模的直和, 可设

V = V
(1)
1 ⊕ · · · ⊕ V

(m1)
1 ⊕ V

(1)
2 ⊕ · · · ⊕ V (1)

r ⊕ · · · ⊕ V (mr)
r ,

其中每个 V
(k)
i 是不可约模, 对每个 1 ≤ i ≤ r, V ℓ

i
∼= Wi, ∀1 ≤ ℓ ≤ mi, 这里 m1, ...,mr 由 V 决定. 进而得到

CG-模同构 V ∼= Wm1
1 ⊕Wm2

2 ⊕ · · · ⊕Wmr
r . 从 [例2.3] 可知 χρ =

r∑
i=1

miχi. 接下来我们来说明 {χ1, ..., χr} 作

为复线性空间 CG = {f : G→ C} 的子集线性无关. 一旦说明这一点我们马上得到

有限群 G 的两个有限维复表示等价当且仅当它们有相同的特征标.

我们通过证明下面的定理来得到特征标集 {χ1, ..., χr} 的 C-线性无关性.

Theorem 2.13 (第一正交关系). 设 G是有限群, k 的特征零的代数闭域. {ρ1, ρ2, ..., ρr} 是 G 在 k 上不可约

表示等价类的一个代表元集, ρi 的表示空间是 Wi, χi 是 ρi 的特征标. 那么对每个 g ∈ G, 有

1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g
−1) =

1

|G|
∑
g∈G

χi(g
−1)χj(g) =

1, i = j

0, i 6= j
.

为了看到上述定理成立, 对有限群 G 的有限维表示 ρ : G→ GL(V ), dimkV = n, 设线性作用的不动点集

V G = {x ∈ V |gx = x, ∀g ∈ G},

易见 V G 是 V 作为左 kG-模的一个子模, 并且 chark=0 使得可构造满 kG-模同态

p : V → V G, x 7→ 1

|G|
∑
g∈G

gx

使得对标准嵌入 i : V G → V 有 pi = idV G , 因此 p 是 V 在直和因子 V G 上的投射. 我们把 p 视作 V 上线性

变换 p̃ : V → V 并设 dimkV
G = t, 那么可取 V 的一个基 B 使得 p̃ : V → V 在 B 下的表示矩阵为(

It 0

0 0

)
,

所以 tr(p̃) = dimkV
G. 另一方面, 由 p 的定义可以看出 p̃ = (1/|G|)

∑
g∈G

ρ(g), 对该等式两边取迹得

p̃ =
1

|G|
∑
g∈G

χρ(g),

总结一下, 得到

Lemma 2.14. 对有限群 G 的有限维表示 ρ : G → GL(V ), dimkV = n, 设线性作用的不动点集 V G = {x ∈
V |gx = x, ∀g ∈ G}, 那么 dimkV

G = (1/|G|)
∑

g∈G χρ(g).

对群 G 上任意两个左 kG-模 X,Y , 可如下赋予 Homk(X,Y ) 一个左 kG-模结构：对每个 g ∈ G, φ ∈
Homk(X,Y ), 定义 gφ : X → Y, x 7→ gφ(g−1x). 那么 Homk(X,Y ) 给出群 G 的一个表示.

Example 2.15. 设 G 是群, X,Y 是左 kG-模, 则 Homk(X,Y )G = HomkG(X,Y ).
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通过取对偶基容易验证下述经典同构.

Lemma 2.16. 设 G是群, X,Y 是左 kG-模, 那么 X⊗k Y 上通过表示的张量积可知有一个左 kG-模结构 (见
[例1.21]), 对 Homk(X,Y ), X∗ = Homk(X,k) 通过前面的方式赋予左 kG-模结构 (其中 k 上左模结构平凡),
则当 X 或 Y 是有限维模时有左 kG-模同构 X∗ ⊗k Y ∼= Homk(X,Y ).

现在我们把上述引理具体到有限维复表示的场景, 对有限维非零左 CG-模 X,Y , 由模同构 X∗ ⊗C Y ∼=
HomC(X,Y ) 知它们对应的表示有相同的特征标, 设 ρX , ρY 分别是模 X,Y 对应的复表示. 从 [例2.5] 看到
X∗⊗C Y 的特征标由 χρ∗

X
χρY
给出,而 [例2.9]中已说明 χρ∗

X
= χρX

,所以 HomC(X,Y )对应的表示的特征标是

χρX
χρY

. 因此由 HomC(X,Y )G = HomCG(X,Y ) 以及 dimCHomC(X,Y )G = (1/|G|)
∑

g∈G χρX
(g)χρY

(g) 知

Proposition 2.17. 设有限群 G 有有限维复表示ρX : G→ GL(X), ρY : G→ GL(Y ), 其中 X,Y 6= 0. 那么

dimCHomCG(X,Y ) =
1

|G|
∑
g∈G

χρX
(g)χρY

(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χρX
(g−1)χρY

(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χρX
(g)χρY

(g−1).

Remark 2.18. 如果 X 是不可约复表示, 则 dimCHomCG(X,Y ) 就是 Y 不可约分解中与 X 同构的不可约直

和项数目. 如果 Y 是不可约表示, dimCHomCG(X,Y ) 是 X 不可约分解中与 Y 同构的不可约直和项数目.

现在我们可以给出 [定理2.13] 的证明：对不可约模同构类代表元集 {W1, ...,Wr}, 有

dimCGHomCG(Wi,Wj) =
1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g).

当 i = j 时, [引理1.33] 说上式等号左边的维数是 1. 当 i 6= j 时, 明显 HomCG(Wi,Wj) = 0, 证毕.
对有限群 G, 在复线性空间 CG 上, 对每个 φ,ψ ∈ CG, 通过定义

〈φ,ψ〉 = 1

|G|
∑
g∈G

φ(g)ψ(g), ∀g ∈ G,

可赋予 CG 复内积结构. 那么 [定理2.13] 无非是说不可约特征标集 {χ1, ..., χr} 是两两正交且长度是 1 的向量

集, 这也是为什么我们称该定理体现的是“正交关系”. 特别地, 我们得到 {χ1, ..., χr} 是 C-线性无关的.

Corollary 2.19. 有限群 G 的两个有限维复表示等价当且仅当它们有相同的特征标.

该推论表明有限群 G 的有限维复表示的特征标承载了复表示结构上的所有信息. 此外, 引入复内积语言
后, 任何有限维表示的特征标在该复内积下的长度可由不可约分解中的“重数”表示. 具体地, 有

Corollary 2.20 (复表示的不可约性关于内积的判别). 设有限群 G 有有限维复表示 ρ : G → GL(V ), 并设有
CG-模同构 V ∼=Wm1

1 ⊕Wm2
2 ⊕ · · · ⊕Wmr

r (m1, ...,mr 由 V 决定), 其中 {W1, ...,Wr} 是 CG-不可约模同构类
代表元集, 它们对应的不可约表示特征标集设为 {χ1, ..., χr}. 我们有 χρ =

r∑
i=1

miχi, 并且 〈χρ, χρ〉 =
r∑

i=1

m2
i .

特别地, ρ 是不可约复表示当且仅当 〈χρ, χρ〉 = 1. 若取 V = CG, 那么 〈χρ, χρ〉 = |G|(回忆 [推论1.35]).

Corollary 2.21. 给定有限群族 {Gi|1 ≤ i ≤ m}, Wi 是不可约左 CGi-模, ρi : G → GL(Wi) 是 Wi 对应

的不可约复表示. 则群 G1 × · · · × Gm 有天然的复表示 ρ : G1 × · · · × Gm → GL(W1 ⊗C · · · ⊗C Wm) 满足

ρ(g) = ρ1(g)⊗ · · · ρm(g). 那么 ρ 是 G1 × · · · ×Gm 的不可约复表示.
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Proof. 根据 [推论2.20], 只需验证上述表示 ρ 满足 〈χρ, χρ〉 = 1. 即要说明下式的值为 1:

1

|G1 × · · · ×Gm|
∑

(g1,...,gm)

χρ(g1, ..., gm)χρ(g1, ..., gm) =
1

|G1| · · · |Gm|
∑

(g1,...,gm)

|χρ(g1, ..., gm)|2.

结合每个 ρi 是不可约表示, 记其复特征标为 χi, 便有

1

|G1| · · · |Gm|
∑

(g1,...,gm)

|χρ(g1, ..., gm)|2 =

(
1

|G1|
∑

g1∈G1

|χ1(g1)|2
)
· · ·

(
1

|G1|
∑

gm∈Gm

|χm(gm)|2
)

= 1.

因为有限维复表示 χρ 关于自己的复内积由定义是

〈χρ, χρ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

χρ(g)χρ(g), ∀g ∈ G,

特征标相当于算有限维线性空间上线性变换的迹, 它的计算并不需要把线性变换所有特征值解出, 因此计算
复特征标的复内积在实际计算中是可行的. 前面提到有限群的元素个数可通过计算 CG 对应的复表示特征标
自身和自身的内积得到, 任何有限维复表示的不可约性判别也可由复特征标内积计算得到. 所以有限群的特
征标理论不止步于理论本身的优美与重要研究意义, 也具有很高的应用价值. 若有限群 G 的共轭类全体是

{C1, ..., Cr}, {χ1, ..., χr} 是不可约复表示等价类的一个代表元集 {ρ1, ..., ρr} 所对应的复特征标 (我们已经从
[推论1.39] 中看到 r 就是 CG 上所有不可约模等价类的数目), 每个 χi 可视作共轭类上的函数, 于是得到下表

C1 C2 · · · Cr

χ1 χ1(C1) χ1(C2) · · · χ1(Cr)

χ2 χ2(C1) χ2(C2) · · · χ2(Cr)
...

...
...

...
χr χr(C1) χr(C2) · · · χr(Cr)

称为群 G 的复特征标表. 设 C1 = {1G}, 则特征标表 C1 所在的列, 各元素 χi(C1) 就是 ρi 的次数. 我们也指
出特征标表实际上也给我们提供了一个复方阵

χ1(C1) χ1(C2) · · · χ1(Cr)

χ2(C1) χ2(C2) · · · χ2(Cr)
...

...
...

χr(C1) χr(C2) · · · χr(Cr)

 ∈ Mr(C).

下面应用特征标的复内积来导出有限群所有不可约复表示维数的平方和就是群的阶, 也就是说特征标表
第一列的平方和, 即

r∑
i=1

(χi(C1))
2(C1 = {1G}), 是 |G|.

在 [例1.8] 中引入了正则表示, 它相当于是对群 G 利用群代数上的模结构给出一个表示. 在 [推论1.35]
中我们也看到若有限群 G 与代数闭域 k 使 chark 6 | |G|, 则考察正则表示对应的不可约模直和分解 kG ∼=
Wm1

1 ⊕Wm2
2 ⊕ · · · ⊕Wmr

r , 其中 {W1, ...,Wr} 是 kG-不可约模同构类代表元集, 会得到 |G| =
r∑

i=1

m2
i , 即正则
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表示的不可约表示直和分解中所有重数平方和给出群的阶. 下面我们说明当 k = C 时每个 mi = dimkWi, 即
有限群 G 的正则表示的不可约表示直和分解中, 每个 Wi 对应表示 ρi 的重数 mi 恰是 Wi 作为复线性空间的

维数, 进而知群的阶 |G| 就是所有 Wi 作为复线性空间的维数平方和.

Lemma 2.22. 设 G 是有限群, {W1, ...,Wr} 是 CG-不可约模同构类代表元集, 并设有 CG-模同构 kG ∼=
Wm1

1 ⊕Wm2
2 ⊕ · · · ⊕Wmr

r , 那么对每个 1 ≤ i ≤ r, 有 mi = dimCWi. 进而 |G| =
r∑

i=1

(dimCWi)
2.

Proof. 记 Wi 对应的不可约表示为 ρi, 其特征标是 χi, 正则表示仍记为 ρ : G → GL(CG). 那么 [推论2.20] 说
χρ =

r∑
i=1

miχi, 从而对每个 i 有 〈χρ, χi〉 = mi. 另一方面, 由正则表示的定义不难看到 χρ(g) = 0, ∀g 6= 1G ∈ G

以及 χρ(1G) = |G|. 所以

mi = 〈χρ, χi〉 =
1

|G|
∑
g∈G

χρ(g)χi(g) =
1

|G|
χρ(1G)χi(1G) = χi(1G) = dimCWi.

Theorem 2.23. 设 G,H 是有限群, {W1, ...,Wr} 是 CG-不可约模同构类代表元集, {T1, ..., Ts} 是 CH-不可
约模同构类代表元集. 那么 CG 与 CH 作为 C 上代数同构的充要条件是 r = s 且经适当重排后有

dimCWi = dimCTi, i = 1, 2, ..., r.

Proof. 必要性是明显的, 只证充分性. 通过 [引理2.22] 我们看到群在复数域上群代数作为 Artin 半单代数的结
构完全由不可约表示等价类数目以及不可约表示的次数决定.

在 [例1.41] 中我们看到有限 Abel 群 G 在代数闭域 k 上的不可约表示都是 1 次的, 所以群代数 kG 上的

不可约模都是 1 维的. 下面我们用刚刚得到的事实给出一个有限群交换性的刻画.

Application 2.24 (有限群交换性刻画). 设 G 是有限群, 则 G 交换的充要条件是任何不可约左 CG-模都是 1

维的, 即任何不可约复表示都是 1 次的. 因此我们可以读特征标表第一列元素来判别有限群的交换性. 例如对
称群 S3 的共轭类总数是 p(3) = 3(回忆 [例1.40]), 所以可设 S3 的一个不可约复表示代表元集是 {ρ1, ρ2, ρ3},
ρi 的次数是 mi, 那么 6 = |S3| = m2

1 +m2
2 +m2

3 表明 S3 存在次数高于 1 的不可约表示, 事实上求解上式的正
整数解便知在等价意义下 S3 有两个 1 次不可约表示和一个 2 次不可约表示. 这就反映了 S3 是非交换的.

Proof. 只需说明充分性：如果任何不可约左 CG-模都是 1 维的, 那么 [引理2.22] 表明 G 的共轭类总数就是

|G|, 这迫使群 G 每个元素所在的共轭类是单点集, 进而知 G 是交换群.

2.4 第二正交关系

在 [定理2.13] 中我们得到了复特征标的第一正交关系, 本节我们介绍另一种正交关系, 它不仅指出复特征
标表不同的列是正交的, 也为我们提供了用复特征标计算有限群中一给定元素所在共轭类元素数目的公式 (见
[定理2.25]).
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对有限群 G, 设 G 的共轭类全体是 {C1, ..., Cr}, {W1, ...,Wr} 是 CG-不可约模同构类代表元集, 它们对应
的不可约表示特征标集设为 {χ1, ..., χr}. 我们有下述特征标表

C1 C2 · · · Cr

χ1 χ1(C1) χ1(C2) · · · χ1(Cr)

χ2 χ2(C1) χ2(C2) · · · χ2(Cr)
...

...
...

...
χr χr(C1) χr(C2) · · · χr(Cr)

前面提到过我们可以把特征标表视作一个 r 阶复方阵
χ1(C1) χ1(C2) · · · χ1(Cr)

χ2(C1) χ2(C2) · · · χ2(Cr)
...

...
...

χr(C1) χr(C2) · · · χr(Cr)

 .

回忆不可约特征标的第一正交关系 (见 [定理2.13]) 表明

1

|G|

r∑
k=1

|Ck|χi(Ck)χj(Ck) =
1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g
−1) =

1, i = j

0, i 6= j
.

作复方阵

A =
1√
|G|


χ1(C1)

√
|C1| χ1(C2)

√
|C2| · · · χ1(Cr)

√
|Cr|

χ2(C1)
√
|C1| χ2(C2)

√
|C2| · · · χ2(Cr)

√
|Cr|

...
...

...
χr(C1)

√
|C1| χr(C2)

√
|C2| · · · χr(Cr)

√
|Cr|

 ,

那么 A 的行向量是两两正交的单位复向量, 所以 A 是酉矩阵, 这说明 A 的列向量全体也是两两正交的单位向

量. 于是我们得到了下述定理.

Theorem 2.25 (第二正交关系). 设 G 是有限群, G 的共轭类全体是 {C1, ..., Cr}, {W1, ...,Wr} 是 CG-不可
约模同构类代表元集, 它们对应的不可约表示特征标集设为 {χ1, ..., χr}. 那么
(1) 对每个共轭类 Ck, 有

r∑
i=1

χi(g)χi(g) = |G|/|Ck|, ∀g ∈ Ck. 特别地, 对任何 g ∈ G, g 所在的共轭类元素个数

是 |G|/(
r∑

i=1

|χi(g)|2), 这给出了用特征标计算共轭类元素个数的公式.

(2) 设 a, b ∈ G 是不共轭的两个元素, 那么
r∑

i=1

χi(a)χi(b) = 0. 特别地, 复特征标表中任意两个不同的列作为

Cr 中列向量 (在标准复内积下) 正交.

Example 2.26 (S3 的复特征标表). 我们已经看到 S3 的不可约复表示在等价意义下有三个, 其中两个是 1 次

表示, 剩下一个是 2 次表示. 设 χ1 是平凡表示的复特征标, χ2 是非平凡的 1 次表示复特征标, χ3 是不可约 2
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次表示的复特征标. 记 C1 = {1}, C2 是对换 (1 2) 所在的共轭类, C3 是轮换 (1 2 3) 所在的共轭类. 则可设

C1 C2 C3

χ1 1 1 1

χ2 1 x y

χ3 2 z w

其中 x, y, z, w ∈ C, 下面来确定 x, y, z, w. 注意到 χ2 是 1 次表示的特征标, 因此 x, y 是单位根. 而 C2 中元素

的阶为 2 蕴含 x 满足 x2 = 1, 类似地, y3 = 1. 利用第一正交关系, 由 |C2| = 3, |C3| = 2 可知 1 + 3x+ 2y = 0,
因此由 x 是整数迫使 y 是有理数. 从而 y = 1, x = −1. 于是上述特征标表变为

C1 C2 C3

χ1 1 1 1

χ2 1 −1 1

χ3 2 z w

现在利用第二正交关系可得 2z = 0, 1 + 1 + 2w = 0, 解得 z = 0, w = −1. 由此得到 S3 的复特征标表：

C1 C2 C3

χ1 1 1 1

χ2 1 −1 1

χ3 2 0 −1

下面我们应用第二正交关系来提取 8 阶非交换群的不可约复表示信息.

Application 2.27. 设 G 是 8 阶非交换群 (例如四元数 8 元群 Q8 = {±1,±i,±j,±k} ⊆ H), 那么
(1) 中心 Z(G) = [G,G] 且中心的阶为 2.
(2) 群 G 共有 5 个不可约复表示同构类, 其中 4 个次数为 1; 剩下的次数为 2, 以下将其特征标记作 χ.
(3) 若 g 6= 1 ∈ Z(G), 则 χ(g) = −2; 若 g /∈ Z(G), 则 χ(g) = 0.

Proof. (1) 对任何素数 p, p-群的中心非平凡, 所以 Z(G) 的阶只可能是 2, 4. 如果 |Z(G)| = 4, 那么由 G/Z(G)

是循环群得到 G 是交换群, 矛盾. 因此 Z(G) 是 2 阶群. 一方面, G/Z(G) 作为 4 阶群必交换, 这说明
[G,G] ⊆ Z(G). 另一方面, G 的非交换性表明 [G,G] 非平凡, 所以 [G,G] = Z(G).

(2) 根据 [命题1.44], 群 G 的 1 次不可约复表示同构类数目就是 G/[G,G] = G/Z(G) 的 1 次不可约复表

示同构类数目. 结合 [例1.41] 便知 G 的 1 次不可约复表示同构类数目是 |G/[G,G]| = 4. 设 {W1, ...,Wr} 是
CG-不可约模同构类代表元集, 其中 r ≥ 4 且 W1,W2,W3,W4 是都是 1 次不可约复表示. 若设 Wi 的线性维

数是 ni, 则 [引理2.22] 告诉我们 n2
1 + · · ·+ n2

r = |G| = 8. 由 n1 = n2 = n3 = n4 = 1 且 nj ≥ 2(5 ≤ j ≤ r) 知

r = 5 且 n5 = 2. 因此群 G 共有 5 个不可约复表示同构类, 其中 4 个次数为 1; 剩下的次数为 2.
(3) 通过 [推论1.39] 我们看到 G 的共轭类总数是 5, 设 G 所有共轭类为

C1 = {1}, C2 = Z(G)− C1, C3, C4, C5.

注意到 |C1| = |C2| = 1, 因此由 |C3|, |C4|, |C5| ≥ 2 迫使 |C3| = |C4| = |C5| = 2. 设 W1,W2,W3,W4 对应的不

可约特征标是 χ1, χ2, χ3, χ4, 并记 χ5 = χ. 如果 g 6= 1 ∈ Z(G), 则 C2 = {g}. 那么

χ1(1)χ1(g) + χ2(1)χ2(g) + χ3(1)χ3(g) + χ4(1)χ4(g) + χ5(1)χ5(g) = 0.
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由此可知 χ1(g) + χ2(g) + χ3(g) + χ4(g) + 2χ5(g) = 0. 注意到 g ∈ Z(G) = [G,G], 所以 g 诱导的 1 次不可约

表示上的作用都是恒等的, 从而 χj(g) = 1, 1 ≤ j ≤ 4. 由此解出 χ(g) = χ5(g) = −2. 由第一正交关系得到

22 + (−2)2 + 2(|χ(C3)|2 + |χ(C4)|2 + |χ(C5)|2) =
r∑

k=1

|Ck|χ(Ck)χ(Ck) = |G| = 8,

因此 χ(C3) = χ(C4) = χ(C5) = 0. 即 χ(g) = 0, ∀g /∈ Z(G).

Remark 2.28. 沿用前面的记号, 我们还可以计算上述 8 阶非交换群 G 的复特征标表. 可设

C1 C2 C3 C4 C5

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 a1 b1 c1 d1

χ3 1 a2 b2 c2 d2

χ4 1 a3 b3 c3 d3

χ5 2 −2 0 0 0

通过第二正交关系考察上述表的前两列可得 a1+a2+a3 = 3. 注意到 a2i = 1(1 ≤ i ≤ 3),那么只可能 a1 = a2 =

a3 = 1. 因此由第一正交关系以及 |C3| = |C4| = |C5| = 2可得对每个 1 ≤ j ≤ 3都有 bj+cj+dj = −1. 因为 G

不是循环群, 因此 G 中元素的阶至多 4, 这蕴含 bj , cj , dj(1 ≤ j ≤ 3) 均为 4 次单位根, 即 aj , bj , cj ∈ {±1,±i}.
利用 bj + cj + dj = −1 以及第二至四行两两正交可通过反证法说明 aj , bj , cj = ±1. 在 [推论2.19] 中我们看到
两个不等价的有限维复表示的特征标不同, 因此对固定的正整数 1 ≤ j ≤ 3, bj + cj + dj = −1 迫使 bj , cj , dj 中

恰有两个是 −1, 剩余的是 1. 不妨设 b1 = c2 = d3 = 1, 那么 G 的复特征标表为

C1 C2 C3 C4 C5

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 −1 −1

χ3 1 1 −1 1 −1

χ4 1 1 −1 −1 1

χ5 2 −2 0 0 0

通过比较元素的阶, 易验证正方形的二面体群 D4 与四元数群 Q8 是不同构的非交换群. 所以

不同构的有限群可能有相同的复特征标表.

不过 [定理2.23] 告诉我们两个有限群只要有相同的复特征标表, 至少它们在复数域上群代数同构. 这也让我们
看到两个不同构的同阶有限群可能有等价的表示范畴, 因此研究给定的有限群的线性表示范畴虽然可以帮助
我们获取很多给定群的结构信息, 但并没有蕴含群的所有结构信息.

2.5 一些算术性质

本节我们着眼于不可约复特征标的一些算术性质. [引理1.33] 表明代数闭域 k 上代数上的有限维不可约

表示的自同态都是基域内某个元素的数乘, 因此对有限群 G 的不可约表示 ρ1, ..., ρr(设对应的不可约 kG 模分

别为 W1, ...,Wr) 内固定的 ρi, 只要 c ∈ Z(kG), c 决定的左乘变换对应 Wi 上模自同态. 这一观察使我们看到：
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Lemma 2.29. 设 G 是有限群, c ∈ Z(CG), 那么对任何 G 的不可约复表示 ρ : G→ GL(V ) 有

ρ̃(c) =
χ̃ρ(c)

dimCV
idV ,

这里 ρ̃ : CG→ EndCV 的 ρ 的线性延拓, χ̃ρ : CG→ C 是 χρ 的线性延拓.

下述观察是之后证明 Burnside 定理所需必要准备.

Corollary 2.30. 设 G 是有限群, 设 G 的共轭类全体是 {C1, ..., Cr}, C1 = {1}, {W1, ...,Wr} 是 CG-不可约
模同构类代表元集, 它们对应的不可约表示特征标集设为 {χ1, ..., χr}. 那么对任给 gj ∈ Cj 与特征标 χi 有

|Cj |χi(gj)

χi(1)
=

|Cj |χi(gj)

dimCWi

是代数整数.

Proof. 沿用 [命题1.37] 中的记号, 对每个 1 ≤ i ≤ r, 置 ci 是共轭类 ci 中所有元素的和, 那么 {c1, ..., cr} 是
Z(CG) 的一个基, 那么对任给正整数 1 ≤ s, t ≤ r, 存在整数 mstl(1 ≤ l ≤ r) 使得

csct =
r∑

l=1

mstlcl,

两边作用 Wi 对应不可约表示的线性延拓 ρ̃i : CG→ C 和 χi 的线性延拓 χ̃i : CG→ C 可得

|Cs|χi(gs)

χi(1)

|Ct|χi(gt)

χi(1)
=

(
r∑

l=1

mstl|Cl|χi(gl)

)/
χi(1).

对条件中固定的指标 i 和每个正整数 1 ≤ j ≤ r, 记 uj = |Cj |χi(gj)/χi(1), 补充定义 u0 = 1 并作考虑 C 作为
Z-模的子模 M = Zu0 + Zu1 + · · ·+ Zur, 那么 M 是有限生成 Z-模且对每个 uj 有 ujM ⊆M .

于是结合特征标的正交关系我们可以证明有限群的不可约复表示的次数总整除群的阶.

Corollary 2.31. 设 G 是有限群, 设 G 的共轭类全体是 {C1, ..., Cr}, C1 = {1}, {W1, ...,Wr} 是 CG-不可约模
同构类代表元集, 它们对应的不可约表示特征标集设为 {χ1, ..., χr}. 那么对每个 1 ≤ i ≤ r 有 χi(1) 整除 |G|.

Proof. 下面说明有理数 |G|/χi(1) 是 Z 上整元来得到 χi(1) 整除 |G|. 根据第一正交关系 (回忆 [定理2.13]) 有

1

|G|

r∑
k=1

|Ck|χi(Ck)χj(Ck) =
1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g
−1) =

1, i = j

0, i 6= j
.

现取 j = i, 则 |G| =
r∑

k=1

|Ck|χi(Ck)χi(Ck). 由此得到

|G|
χi(1)

=
r∑

k=1

|Ck|χi(Ck)

χi(1)
χi(Ck).

[推论2.30] 表明 |Ck|χi(Ck)/χi(1) 是代数整数, 因此由 χi(g) = χi(g−1), ∀g ∈ G(见 [例2.9]) 也是代数整数便知
|G|/χi(1) 是 Z 上整元. 因为 Z ⊆ Q 是整闭扩张, 所以 χi(1) 整除 |G|.
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Remark 2.32. 该推论通常被称为 Frobenius 可除性定理.

上述推论可以进一步加强为有限群的不可约复表示的次数可以整除中心在有限群中的指数.

Theorem 2.33. 设 G 是有限群, ρi : G→ GL(Wi) 是不可约复表示, 则特征标 χi(1) 整除 [G : Z(G)].

Proof. 根据 [推论2.21] 得到群 Gm = G× · · · ×G 的不可约复表示 ρ = ρi ⊗ · · · ⊗ ρi : G
m → GL(Wi ⊗C Wi ⊗C

· · · ⊗CWi)(以下为叙述方便将 Wi⊗CWi⊗C · · · ⊗CWi 记作 X). 因为每个 c ∈ Z(G) 满足 ρ(c) 是 Wi 上 CG-模
自同构, 所以 [引理1.33] 表明存在唯一的 γi(c) ∈ C∗ 使得 ρ(c) = γi(c)idWi

. 于是得到群同态 γi : Z(G) → C∗,
易见 ρ(1, ..., 1, c, 1, ..., 1) = γi(c)idX . 所以对任给 c1, ..., cm ∈ Z(G) 有 ρ(c1, ..., cm) = γi(c1 · · · cm)idX . 因此

D = {(c1, ..., cm) ∈ Gm|cj ∈ Z, c1 · · · cm = 1}

不仅是 Gm 的正规子群还含于 Kerρ(不难看出 D 的阶为 |Z(G)|m−1). 由此得到 Gm/D 的一个不可约复表示

ρ : Gm/D → GL(X). 应用 [推论2.31], 可知 χi(1)
m 整除 |G|m/|Z(G)|m−1. 特别地, 对任何正整数 m 有(

|G|
|Z(G)|χi(1)

)m

∈ Z
1

|Z(G)|
⊆ Q.

进而得到 ZQ 的有限生成 Z-子模

M =
∞∑

m=0

Z
(

|G|
|Z(G)|χi(1)

)m

.

若记 u = [G : Z(G)]/χi(1), 那么 uM ⊆M 且 1 ∈M . 这说明有理数 u 是 Z 上整元, 于是 u ∈ Z.

Application 2.34. 设 p, q 是素数满足 p > q, G 是 pq 阶非交换群. 那么 q 整除 p− 1, [G,G] 的元素数目是

p, G 有 q 个 1 次不可约复表示等价类和 (p− 1)/q 个 q 次不可约复表示等价类.

Proof. 因为G非交换,所以 [G : G] 6= 1. 依 Sylow定理, p > q蕴含G有唯一的 Sylow p-子群 P ,从而 P 是正规

子群. 于是由 G/P 是交换群得 [G,G] ⊆ P ,结合 [G,G]非平凡得到 [G,G] = P 为 p阶群. 由 [命题1.44], G的 1

次不可约复表示等价类数与 q 阶循环群 G/[G,G]的 1次不可约复表示等价类数一致. 因此 G恰有 q 个 1次不

可约复表示等价类. 在 [推论2.31] 中我们看到有限群不可约复表示的次数总整除群的阶, 所以若设 CG 上不可
约模等价类的一个代表元集是 {W1, ...,Wq,Wq+1, ...,Wq+k},其中W1, ...,Wq 均为 1维模,则对每个 q+1 ≤ j ≤
q+k有 dimCWj 整除 |G|. 再利用 [引理2.22]可得 (dimCWq+1)

2+(dimCWq+2)
2+· · ·+(dimCWq+k)

2 = (p−1)q,
因此 p > q 迫使对每个 q + 1 ≤ j ≤ q + k 有 dimCWj = q. 于是可得 q 整除 p− 1 且 k = (p− 1)/q.

2.6 Burnside 定理

W. Burnside(英国, 1852-1927) 于 1904 年利用有限群表示论的工具证明了下述定理.

Burnside’s Theorem. 设 p, q 是素数, a, b ∈ N, 那么阶为 paqb 的群是可解群.

本节的目标是证明上述定理, 首先我们回顾可解群的基本概念与性质. 若群 G 存在正规列

G = G1 ⊵ G2 ⊵ G3 ⊵ · · · ⊵ Gs ⊵ Gs+1 = {1G}

满足每个商因子 Gi/Gi+1 是 Abel 群, 则称 G 是可解群. 否则称该群不可解. 可解群的“可解”一词来源便是
它在多项式根式求解问题上起到至关重要的作用——特征为零的域 F 上次数不低于 1的多项式方程 f(x) = 0

可根式求解的充要条件是该多项式的 Galois 群是可解群. 让我们来回顾一些可解群的基本例子.

23



Example 2.35. 若单群 G 是可解群, 则 G 是 Abel 群. 故交错群 An(n ≥ 5) 不可解.

Remark 2.36. 这一观察表明 Burnside 定理成立意味着非交换有限单群的阶至少被三个不同的素数整除.

Example 2.37. 设 n 是正整数, 则当 n ≤ 4 时对称群 Sn 可解, 当 n ≥ 5 时对称群 Sn 不可解.

Proof. S1 与 S2 的可解性是明显的. S3 有正规列 S3 ⊵ A3 ⊵ {(1)}, 它的两个商因子都是 Abel 群, 所以
S3 也是可解群. 当 n = 4 时, 记 K = {(1), (12)(34), (14)(23), (24)(13)}, 可直接验证 K 是 S4 的正规子群

(注意 4 阶群都交换, K 是 Abel 群), 所以 S4 有正规列 S4 ⊵ A4 ⊵ K ⊵ {(1)}, 它每个商因子都是 Abel
群, 所以 S4 是可解群. 最后我们来看 n ≥ 5 的情形, 假设 Sn 可解, 那么有商因子都是 Abel 群的正规列
Sn ⊵ G2 ⊵ G3 ⊵ · · · ⊵ Gs ⊵ {(1)}, 那么存在正整数 i ≥ 2 使得 Gi 6= Sn, 设 l 是使得 Gl 6= Sn 的最小正

整数, 因为 n ≥ 5 时 Sn 的正规子群只有 Sn, An, {(1)}, 所以 Gl = An 或 {(1)}, 但 Gl−1/Gl 是交换群, 所以
Gl = An. 因为 An 不是交换群, 所以存在正整数 l + 1 ≤ t ≤ s 使得 Gt 6= An, 设 t 是满足条件的最小正整数,
那么由 An 是单群知 Gt = {(1)}, 于是 Gt−1/Gt

∼= An 非交换, 矛盾. 所以当 n ≥ 5 时 Sn 不是可解群.

Remark 2.38. 这里关于 n ≥ 5 时 Sn 的正规子群只有 Sn, An, {(1)} 可如下证明: 设 N 是 Sn 的一个正规子

群, 如果 N ⊆ An, 那么由 An 是单群知 N = {(1)} 或 An. 下设 N ⊈ An. 首先 N ∩ An = {(1)} 或 An, 如果
An ⊆ N , 那么由 N 6= An 知 N = Sn. 如果 N ∩An = {(1)}, 那么由 |N | > 1 知 NAn = Sn, 从而 |N | = 2, 但
当 n ≥ 5 时, Sn 不存在阶为 2 的正规子群, 矛盾.

Example 2.39. 称群 G 是幂零群, 如果群 G 存在中心正规列, 即有 G 的正规子群列

G = G1 ⊵ G2 ⊵ G3 ⊵ · · · ⊵ Gs ⊵ Gs+1 = {1G}

满足每个商因子 Gi/Gi+1 ⊆ Z(G/Gi+1). 从该定义立即看到幂零群是可解群且任何 Abel 群是幂零群.

对群 G, 我们也将 G 的换位子群记作 G′ 或 G(1), 将 G′ 的换位子群记作 G′′ 或 G(2), 递归地可以定义
G(k) = (G(k−1))′, k ≥ 2, 称 G(k) 为 G 的 k 次导群. G 的零次导群定义为 G 本身. 下面是可解群的一个等价
刻画, 我们将使用它去证明任何一个可解群的商群还是可解群.

Proposition 2.40. 给定群 G, 那么 G 可解的充要条件是存在正整数 k 使得 G(k) = {1G}.

Proof. 充分性：如果存在正整数 k 使得 G(k) = {1G}, 那么 G 有正规列 G = G(0) ⊵ G(1) ⊵ · · · ⊵ G(k−1) ⊵
G(k) = {1G}, 且该正规列每个商因子是交换群, 所以 G 可解. 必要性：假设 G 可解, 即有正规列 G =

G1 ⊵ G2 ⊵ G3 ⊵ · · · ⊵ Gs ⊵ Gs+1 = {1G}. 如果 s = 1, 结论直接成立, 下设 s ≥ 2. 因为 G/G2 是

交换群, 所以 G2 ⊇ G(1). 假设对正整数 1 ≤ i ≤ s − 1 有 Gi+1 ⊇ G(i), 那么 Gi+1/Gi+2 为交换群表明

Gi+2 ⊇ G′
i+1 ⊇ (G(i))′ = G(i+1), 故归纳地我们得到 Gs+1 ⊇ G(s), 因此取 k = s 得到 G(k) = {1G}.

Remark 2.41. 通过该命题立即得到可解群的子群都可解. 事实上也可以得到可解群的同态像都可解. 具体
地, 给定可解群 G, 如果群 K 满足存在 G 到 K 的满群同态 f : G → K, 那么 K 也是可解群. 我们断言对任
何满群同态 f : G → K 必有 f(G(i)) = K(i), ∀i ≥ 1, 下面对正整数 i 作归纳. 当 i = 1 时, 群同态 f 将任何一

个 G 的换位子映为 K 的一个换位子, 所以 G(1) ⊆ f−1(K(1)), 于是 f(G(1)) ⊆ K(1). 反之, 因为 f 是满射, 所
以 f(G(1)) 包含任何一个 K 的换位子, 于是 f(G(1)) ⊇ K(1), 从而 f(G(1)) = K(1), 所以 i = 1 时结论成立. 假
设结论对正整数 i 成立, 即 f(G(i)) = K(i), 那么对满群同态 f̃ : G(i) → K(i), x 7→ f(x) 应用 i = 1 时已证明的

24



结论可得 f(G(i+1)) = f((G(i))′) = (Ki)′ = K(i+1). 故由数学归纳原理知断言成立. 当 G 是可解群时, 由可解
性的导群刻画知存在正整数 s 使得 G(s) = {1G}, 所以 Ks = {1K}, 这说明 K 也是可解群. 特别地, 我们得到
对可解群 G 的任何正规子群 N , G/N 也是可解群.

Corollary 2.42. 设 G 是群, 且有正规子群 N , 那么 G 是可解群的充要条件是 G/N 与 N 可解.

Proof. 根据前面的讨论, 只需再验证充分性. 由条件, N 有正规列 N = N1 ⊵ N2 ⊵ · · · ⊵ Ns ⊵ {1G} 满足每个
商因子是 Abel 群, G/N 有正规列 G/N = G1 ⊵ G2 ⊵ · · · ⊵ Gt ⊵ 1G 满足每个商因子是 Abel 群. 由子群对
应定理, 存在 G 的子群 Gi ⊇ N 使得 Gi/N = Gi, ∀1 ≤ i ≤ t. 易见子群列 G = G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ⊇ Gt ⊇ N ⊇
N2 ⊇ · · · ⊇ Ns ⊇ {1G} 是正规列且每个商因子是 Abel 群, 故 G 是可解群.

Example 2.43. 设 p 是素数, 那么 p-群是可解群.

Proof. 设该群的阶 |G| = pn, 我们对正整数 n 作归纳. 当 n = 1 时, G 是 p 阶循环群, 有正规列 G ⊵ {1G}, 该
正规列唯一的商因子交换, 结论成立. 下设结论对不超过 n 的正整数成立, 现考虑 pn+1 阶群 G, 因为 p-群的
中心非平凡, 所以 Z(G) 也是 p-群, 设 |Z(G)| = pm, 1 ≤ m ≤ n+ 1, 当 m = n+ 1 时, 有 Z(G) = G, 即 G 是

交换群, 此时有正规列 G ⊵ {1G}, 商因子同构于 G 为交换群. 如果 1 ≤ m ≤ n, 那么 G/Z(G) 与 Z(G) 都是

p-群, 由归纳假设可知它们都是可解群, 所以 G 可解.

接下来回到 Burnside 定理的准备中, 首先我们需要:

Lemma 2.44. 设 χ 是有限群 G 的某个不可约复表示 ρ : G → GL(V ) 的特征标. 那么 G 的共轭类 C 满足

|C| 与 χ(1) = dimCV 互素, 那么对任给 g ∈ C 有 χ(g) = 0 或 ρ(g) ∈ CidV .

Proof. 由条件知存在整数 m, l 使得 mχ(1) + l|C| = 1, 所以等式两边同时除以 χ(1) 并乘上 χ(g) 可得等式

χ(g)

χ(1)
= l|C|χ(g)

χ(1)
+mχ(g), g ∈ C.

在 [推论2.30] 中我们看到对 g ∈ C 有 |C|χ(g)/χ(1) 是代数整数, 因此由 χ(g) 本身也是代数整数立即得到

χ(g)/χ(1)是代数整数. 设 χ(g) = ω1+ · · ·+ωn 是 n个 ℓ次本原单位根的和 (回忆 [引理2.6]),考虑 ℓ次本原单

位根 ζn = e2πi/ℓ 生成的 ℓ 次分圆域 Q(ζℓ), 那么有有限扩张 Q(ζℓ) ⊇ Q, 并且它是 Galois 扩张 (原因是 ζℓ 在 Q
上的最小多项式在 Q(ζℓ) 上分裂). 考虑该域扩张的 Galois 群 AutQQ(ζℓ) = {σ ∈ AutQ(ζℓ)|σ(q) = q, ∀q ∈ Q}.
注意到 χ(g)/χ(1) ∈ Q(ζℓ), 并且对任何 σ ∈ AutQQ(ζℓ) 总有 σ(χ(g)) 是 n 个 ℓ 次本原单位根的和. 现作

N =
∏

σ∈AutQQ(ζℓ)

σ

(
χ(g)

χ(1)

)
,

那么 τ(N) = N, ∀τ ∈ AutQ(ζℓ). 前面提到分圆域Q(ζℓ)是Q的有限Galois扩张,因此Q(ζℓ)中关于AutQQ(ζℓ)

中所有元素作用不动的元素在 Q 中, 于是上面构造的 N 在 Q 中. N 作为有限个代数整数之积依然是代数整
数, 结合它是有理数以及 Q ⊇ Z 是整闭扩张可得 N ∈ Z. 注意到对每个 σ ∈ AutQQ(ζℓ) 有 σ(χ(g)/χ(1)) 是模

长不超过 1 非复数, 所以 |N | = 0 或 1. 如果 N = 0, 那么 χ(g) = 0. 如果 |N | = 1, 那么 [命题2.8] 表明存在 ℓ

次本原单位根 ω 使得 ρ(g) = ωidV . 因此对固定的 g ∈ C 有 χ(g) = 0 或 ρ(g) ∈ CidV .
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Remark 2.45. 这里回忆证明过程中涉及到的 Galois 理论的概念和相关性质. 对有限扩张 E ⊇ F , 总有
|AutFE| ≤ [E : F ]. 如果等号成立, 则称该域扩张 E ⊇ F 为 Galois 扩张. 设域扩张 E ⊇ F 是有限扩张, 那
么该域扩张 Galois 扩张的充要条件是对任给 c ∈ E − F , 存在 σ ∈ AutFE 使得 σ(c) 6= c. 设域扩张 E ⊇ F 是

有限扩张, 那么 E ⊇ F 是 Galois 扩张的充要条件是存在 α ∈ E 使得 E = F [α] 且 α 在 F 上的首一最小多项

式在 E[x] 中可以分解为两两互异的一次多项式乘积, 即能够在 E 上分裂且没有重根.

Theorem 2.46. 设 G 是有限单群, 那么不存在 G 的共轭类 C 使得 |C| 为某个素数的正整数幂.

Proof. 如果 G 是 Abel 群, 结论明显成立. 下设 G 非交换, 我们用反证法证明结论. 假设存在素数 p 与 G 的

共轭类 C 使得 |C| = pℓ, 其中 ℓ 是某个正整数. 设 G 有不可约复表示 {ρ1, ..., ρr}, 对应特征标集 {χ1, ..., χr},
并记 ρi(1) = ni. 我们不妨设 ρ1 是平凡表示 ρ1 : G→ GL(C), g 7→ idC, 那么 n1 = 1 且 χ1(g) = 1, ∀g ∈ G.

Claim. 存在正整数 2 ≤ j ≤ r 使得 p 整除 nj .

若不然, 只要正整数 i 满足 p 不整除 ni, 那么 |C| 与 χi(1) 互素, 于是应用 [引理2.44] 得到对 g ∈ C 有

χi(g) = 0 或 ρi(g) ∈ Cid. 假设存在 g ∈ C 使得 χi(g) 6= 0, 那么 N = {g ∈ G|ρi(g) ∈ Cid} 是 G 的非平凡正规

子群, 由 G 是单群迫使 N = G, 所以 G ∼= ρi(G) 为 Abel 群, 这与条件矛盾, 所以 χi(g) = 0, ∀g ∈ C. 由特征
标理论的第二正交关系 (回忆 [定理2.25]), 对 g ∈ C 与 1 这两个不共轭的元素有

0 =
r∑

i=1

χi(1)χi(g) =
r∑

i=1

niχi(g) = χ1(1) = 1,

矛盾. 断言得证, 即有某个 nj 能够被素数 p 整除. 依然考虑第二正交关系导出的等式

1 +
r∑

i=2

niχi(g) = 0, g ∈ C.

通过前面证明断言的讨论我们知道上式那些满足 p 不整除 ni 的项满足 χi(g) = 0, 因此由每个 χi(g) 是代数整

数知上式蕴含 1/p 是代数整数. 这与 Q ⊇ Z 是整闭扩张矛盾.

Application 2.47. 设 G 是有限非交换单群, 则 G 的任何 Abel 子群 H 满足 [G : H] 不是素数的自然数幂.

Proof. 假设存在素数 p 与自然数 m 使得 [G : H] = pm, 那么由 G 非交换知 m ≥ 1. 并且由 G 是非交换单群

知 H 6= 1, 否则 |G| = pm 表明 G 不是单群或 G 是交换群. 故可取 h 6= 1 ∈ H, 那么中心化子 C(h) ⊇ H. 由
Z(G) 平凡知 C(h) ⊊ G. 于是 [G : C(h)] 作为 [G : H] 的因子是 p 的正整数幂. 而 [G : H] 就是 h 在 G 中共

轭类的元素数目, 所以 G 存在共轭类 C 使得 |C| 为 p 的正整数幂, 这与 [定理2.46] 矛盾.

Corollary 2.48. 设 p, q 是不同的素数, a, b ∈ N≥1, 那么阶为 paqb 的群不是单群.

Proof. 设 G 是满足条件的有限群, 取 G 的一个 Sylow p-子群 P , 那么由 P 是 p-群知其中心 Z = Z(P ) 非平

凡, 取 z 6= 1 ∈ Z, 那么 z 在群 G 中的中心化子 C(z) ⊇ P , 这意味着指数 [G : C(z)](也是元素 z 所在的共轭

类元素数目) 是素数 q 的幂次. 如果 [G : C(z)] > 1, 那么由 [定理2.46] 知 G 不是单群. 如果 [G : C(z)] = 1,
那么 z ∈ Z(G), 于是 Z(G) 6= 1. 如果 Z(G) 6= G, 那么由 Z(G) 是 G 的非平凡正规子群知 G 不是单群. 如果
Z(G) = G, 那么 G 作为阶不是素数正整数幂的 Abel 群自然不是单群.

Remark 2.49. 该推论的意义是要寻找非交换的有限单群, 只需从阶至少含三个不同素因子的群里找.
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现在我们可以正式地给出 Burnside 定理的证明: 对 n = |G| 作归纳, 当 n = 1 时结论直接成立. 假设结
论对阶不超过 n− 1(n ≥ 1) 的群成立, 那么对 n = paqb 的有限群 G, 如果 a 与 b 中有一个为零, 那么 [例2.43]
保证了 G 可解. 下设 a, b 均不为零, 这时 [推论2.48] 保证了 G 存在正规子群 N 满足 1 ⊊ N ⊊ G, N 与 G/N

的阶都具备一个素数的自然数幂乘上一个素数的自然数幂的形式, 并且阶严格小于 n, 故对 N 和 G/N 应用归

纳假设得到 N,G/N 是可解群. 最后应用 [推论2.42] 得到 G 是可解群.
之前已经提到, Bernside 定理在有限单群分类问题中的基本意义是它告诉我们要寻找非交换有限单群只

需从阶至少有三个不同素因子的群中找. 下述定理是有限单群分类问题中里程碑式的成果.

Feit-Thompson Theorem. 奇数阶单群可解, 因此任何奇数阶单群同构于奇素数阶循环群.

该定理由 W. Feit(美国, 1930-2004) 与 J. G. Thompson(美国, 1932-) 于 1963 年证明, 论文长达 255 页.

2.7 诱导表示

如果含幺环 R,S 间有保幺环同态 α : R→ S, 可以通过 α 将每个 S-模视作 R-模. 设 k 是域, 考虑到群 G

的任何子群 H 决定的群代数 kH 到 kG 有标准嵌入 j : kH → kG, 所以任何左 kG-模都可以视作左 kH-模.

Definition 2.50 (限制模). 设 G 是群, 有子群 H 且 k 是域. 那么任何左 kG-模 M 可天然视作左 kH-模, 将
左 kH-模 M 记作 ResGHM , 称为 M 的限制模. 因此任何群 G 的表示可限制为子群 H 的表示.

Remark 2.51. 给定保幺环同态 α : R → S, M 是左 S-模, 那么通过 α 赋予 M 左 R-模结构后, 有天然的左
R-模同构 RM ∼= HomS(SSR, ST ). 因此左 kG-模 M 满足左 kH-模同构 ResGHM ∼= HomkG(kG,M). 根据限
制模的定义不难看出限制模的概念给出共变函子 ResGH(−) : kG-Mod → kH-Mod, 称为限制函子. 根据前面的
讨论容易验证自然同构 ResGH(−) ∼= HomkG(kG,−).

Example 2.52. 设 G 是有限群, H 是子群且 k 是域. 那么 kG 作为 kH-kH 双模在单边均自由. 以右模情形
为例, 若设 {g1H, g2H, ..., gnH} 是群 G 关于 H 的一个左陪集分解, 则 {g1, ..., gn} 是 kG 作为右 kH-模的基.

前面提到通过保幺环同态 α : R → S 可将任何 S-模视作 R-模, 那么 S-模作为 R-模的结构仍可反映原先
作为 S-模的一些结构信息. 例如 S-模 M 如果有非零真子模那么 M 作为 R-模也有非零真子模. 进而知 RM

是不可约模蕴含 SM 也是不可约模. 翻译成群表示的语言, 我们得到

Proposition 2.53. 设 G 是群, 有子群 H 且 k 是域. 如果线性表示 ρ : G → GL(V ) 满足将该表示限制于子

群 H 得到的表示 ρH : H → GL(V ) 是不可约表示, 那么 ρ 也是不可约表示.

如果有限群 G 存在性质好的子群, 我们也可以该子群的信息得到一些不可约表示的信息.

Proposition 2.54. 设有限群 G 有 Abel 子群 H, 则 G 在特征为零的代数闭域 k 上任何不可约表示次数不

超过子群 H 在 G 中的指数 [G : H].

Proof. 设 ρ : G → GL(V ) 是群 G 在域 k 上的一个不可约表示, 那么它可自然限制为 H 的不可约表示. 根据
Maschke 定理, V 作为左 kH-模可分解为一些不可约左 kH-模的直和, 而 [例1.41] 说有限 Abel 群在代数闭域
上的不可约表示都是 1 次的, 所以 V 可以分解为一些 1 维左 kH-模的直和. 总之, V 存在 1 维左 kH-子模
W , 考虑 V 作为左 kG-模的子模

V ′ =
∑
g∈G

gW,
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那么由 V ′ = V 且集合 {gW |g ∈ G} 的元素数目不超过 [G : H] 知结论成立.

Remark 2.55. 若取有限群 G 的平凡子群 H = {1}, 那么上述命题给出的不可约表示维数上界是平凡的.

Example 2.56. 设 Dn 是正 n 边形的二面体群, 记 r 为将正 n 边形中心置于平面原点绕原点逆时针旋转

2π/n 对应的旋转变换, 那么 〈r〉 是 Dn 的指数为 2 的 Abel 子群. 故 Dn 的不可约复表示次数为 1 或 2.

前面我们看到有了整个群的表示可以通过取限制模的手段得到子群的表示. 反之, 也可以从小群的表示出
发构造大群的表示. 保幺环同态 α : R→ S 赋予 S 天然的 R-R 双模结构, 于是任何左 R-模 M 可产生左 S-模
S ⊗R M . 类似于限制模的情形, 对群 G 的子群 H, 考虑群代数的嵌入 j : kH → kG, 便可得到诱导模的概念.

Definition 2.57 (诱导模). 设G是群,有子群H 且 k是域. 那么任何左 kH-模M 可诱导左 kG-模 kG⊗kHM ,
记作 IndG

HM , 称为 M 的诱导模. 若记 ρ : H → GL(M) 是左 kH-模 M 对应的表示, 则称左 kG-模 IndG
HM

对应的表示为 ρ 的诱导表示. 这给出共变函子 IndG
H(−) : kH-Mod → kG-Mod, 称为诱导函子.

Remark 2.58. 对保幺环同态 α : R → S, β : S → T , 任何左 R-模 M 可经这两个环同态视作左 S-模以及左
T -模. 并且有左 T -模同构 T ⊗S (S ⊗R M) ∼= T ⊗R M . 因此, 如果群 G 有子群链 N ⊆ H ⊆ G, 那么对任何 N

的线性表示 M 有左 kG-模同构 IndG
NM

∼= IndG
H(IndH

NM), 因此诱导表示具有传递性.

在 [例2.52] 中我们看到若 H 是 G 的子群, 则 kG 是 kH 上的自由右模, 并且存在一个基由 G 关于 H

左陪集分解的代表元集构成. 现考虑子群 H 的表示 M , 那么作为 k-线性空间, 诱导模 kG ⊗kH M ∼= M [G:H].
所以若 M 是有限维表示, 设 M 作为 k-线性空间有基 {x1, ..., xn}, G 关于子群 H 的左陪集分解有代表元集

{g1, ..., gm}, 那么 {gi ⊗ xj |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} 是 IndG
HM 作为 k-线性空间的基. 我们把刚刚的讨论总结为:

Proposition 2.59. 设 G是有限群, H 是子群, M 是H 在域 k上的有限维表示,那么线性维数 dimkIndG
HM =

[G : H]dimkM . 若设M 作为 k-线性空间有基 {x1, ..., xn}, G关于子群H 的左陪集分解有代表元集 {g1, ..., gm},
那么 {gi ⊗ xj |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} 是 IndG

HM 作为 k-线性空间的基.

Remark 2.60. 该命题表明有限群子群的有限维表示产生的诱导表示的维数是给定表示维数的指数倍.

除了诱导表示与给定表示之间的维数关系, 我们也关心诱导表示的特征标. 首先可直接验证下述结果.

Lemma 2.61. 设 G 是有限群, H 是子群, ρ : G → GL(M) 是 H 在域 k 上的有限维表示, M 作为 k-线
性空间有基 B = {x1, ..., xn}, G 关于子群 H 的左陪集分解有代表元集 {g1, ..., gm}. 取定 IndG

HM 作为 k-线
性空间的基 C = {gi ⊗ xj |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}(根据 [命题2.59] 这确实是诱导表示的基). 如果记表示 ρ

关于基 B 的矩阵表示为 ρB : H → GLn(k), 那么诱导表示 τ : G → GL(IndG
HM) 在基 C 下的矩阵表示

τC : G→ GLℓ(k), g 7→ τC(g)(这里 ℓ = dimkIndG
HM = [G : H]dimkM = mn) 满足

τC(g) =


˙ρB(g

−1
1 gg1) ˙ρB(g

−1
1 gg2) · · · ˙ρB(g

−1
1 ggm)

˙ρB(g
−1
2 gg1) ˙ρB(g

−1
2 gg2) · · · ˙ρB(g

−1
2 ggm)

...
...

...
˙ρB(g

−1
m gg1) ˙ρB(g

−1
m gg2) · · · ˙ρB(g

−1
m ggm)

 ,

其中 ˙ρB(g) 满足当 g ∈ H 时 ˙ρB(g) = ρB(g), 当 g /∈ H 时 ˙ρB(g) = O.
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通过上述引理中诱导表示的矩阵表示, 便可导出诱导表示与给定表示特征标的关系.

Proposition 2.62. 设 G 是有限群, H 是子群, ρ : G → GL(M) 是 H 在域 k 上的有限维表示, 对应特征标
χ : G→ k, G 关于子群 H 的左陪集分解有代表元集 {g1, ..., gm}. 那么诱导表示 τ : G→ GL(IndG

HM) 的特征

标 IndG
H(χ) 满足 IndG

H(χ)(g) =
m∑
i=1

χ̇(g−1
i ggi) = (1/|H|)

∑
a∈G

χ̇(a−1ga), 其中

χ̇(x) =

χ(x), x ∈ H

0, x /∈ H
.

Proof. 在 [引理2.62] 中我们已经看到了取定 M 的一个基 B 后诱导表示关于 B 诱导的基 C 下的矩阵表示

τC : G→ GLℓ(k), g 7→ τC(g) 所具有的形式, 其中 ℓ = dimkIndG
HM . 于是由特征标的定义便知结论成立.

2.8 Frobenius 互反律

如果群 G有子群 H,那么有限制函子 ResGH(−) : kG-Mod → kH-Mod和诱导函子 IndG
H(−) : kH-Mod →

kG-Mod. 我们已经看到自然同构 ResGH(−) ∼= HomkG(kG,−) 以及 IndG
H(−) = kG⊗kH −, 因此由 Hom 函子

和张量函子的伴随性质便知诱导函子 IndG
H(−) 是限制函子 ResGH(−) 的左伴随函子. 特别地, 我们有

Proposition 2.63. 设群 G 有子群 H, k 是域, 则对任何左 kH-模 X, 左 kG-模 Y 有标准 k-线性同构

HomkG(IndG
HX,Y ) ∼= HomkH(X,ResGHY ).

Remark 2.64. 若 k 是代数闭域且 chark 不整除 |G|, 那么任何 H 在 k 上的有限维表示 X 和 G 在 k 上的

有限维表示 Y 都可在不计次序与同构意义下唯一地分解为有限个不可约模的直和. 而上述命题表明在此条件
下 (例如 k = C), 如果进一步 Y 是 G 的不可约表示, 那么 dimkHomkH(X,ResGHY ) 就是 IndG

HX 作为 kG-模
的不可约分解式中与 Y 同构的不可约直和项项数.

在 [命题2.17] 中我们看到对有限群 G 的任何有限维复表示 ρX : G → GL(X), ρY : G → GL(Y ), 其中
X,Y 6= 0, 有

dimCHomCG(X,Y ) =
1

|G|
∑
g∈G

χρX
(g)χρY

(g) = 〈χρX
, χρY

〉.

所以此时对 [命题2.63] 中的线性同构两边取线性维数便可得下面的 Frobenius 互反律.

Frobenius Reciprocity. 设有限群 G 有子群 H, χ 是 H 的一个复特征标, ψ 是 G 的一个复特征标, 则

〈IndG
H(χ), ψ〉G = 〈χ,ResGH(ψ)〉H ,

其中 〈−,−〉H , 〈−,−〉G 分别表示 CH 和 CG 上之前定义的复内积.

Remark 2.65. Frobenius 互反律反映了有限群复特征标的限制特征与其子群复特征标的诱导特征间的某种
对偶性. 根据前面的讨论我们看到 Frobenius 互反律成立的本质原因是 Hom 函子与张量函子间的伴随性质.

通过 Frobenius 互反律我们可以看到有限群与其子群的最高次不可约复表示的次数间的关系.
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Application 2.66. 设 G 是有限群, 有子群 H, 那么MH ≤ MG ≤ [G : H]MH , 其中MH 表示 H 所有不可

约复表示的次数中最大者、MG 表示 G 所有不可约复表示的次数中最大者.

Proof. 设 H 有不可约复特征标 χ 使得 χ(1) = MH . 那么诱导特征标 IndG
H(χ) 对应的表示一定会包含 H 的

某个不可约复表示, 记该复表示对应的不可约复特征标为 ψ, 那么 〈χ,ResGH(ψ)〉H = 〈IndG
H(χ), ψ〉G ≥ 1, 这意

味着限制特征标 ResGH(ψ) 对应的限制表示会包含一个同构于 χ 对应不可约表示的直和因子. 特别地, MH 不

超过限制特征标 ResGH(ψ) 对应的限制表示的次数, 该次数就是 ψ(1), 因此由 ψ(1) ≤ MG 可得MH ≤ MG.
下面证明 MG ≤ [G : H]MH . 取 G 的不可约复表示 ψ 满足 ψ(1) = MG, 那么限制特征标 ResGH(ψ)

对应的限制表示会包含 H 的某个不可约复表示, 设该复表示对应的特征标是 χ. 那么通过 〈IndG
H(χ), ψ〉G =

〈χ,ResGH(ψ)〉H ≥ 1 可知 IndG
H(χ) 对应的诱导表示存在同构于 ψ 对应不可约复表示的直和项, 这说明 ψ(1) =

MG 不超过 IndG
H(χ) 对应诱导表示的次数, 根据 [命题2.59] 立即得到MG ≤ [G : H]χ(1) ≤ [G : H]MH .

Remark 2.67. 若 H 是 Abel 子群, 那么MH = 1, 进而MG ≤ [G : H], 这就是 [命题2.54] 的结果.

2.9 Mackey 不可约性判别

诱导表示作为通过子群表示构造大群表示的手段, 我们自然关心诱导表示何时是不可约的. 设 H 是有限

群 G 的子群, 并有有限维复表示 ρ : H → GL(W ), ρ 对应的特征标记作 χ. 根据 [推论2.20], IndG
HW 是不

可约 CG-模的充要条件是 〈IndG
H(χ), IndG

H(χ)〉G = 1. 因此需要挖掘使得 〈IndG
H(χ), IndG

H(χ)〉G = 1 成立的条

件. 由 Frobenius 互反律, 诱导特征标 IndG
H(χ) 满足 〈IndG

H(χ), IndG
H(χ)〉G = 〈χ,ResGH(IndG

H(χ))〉H , 所以要
研究诱导模 IndG

HW 的不可约性, 需要进一步认识 ResGH(IndG
HW ) ∼= HomkG(kG,kG ⊗kH W ) 的结构来计算

ResGH(IndG
H(χ)). 让我们先来考虑更一般的场景. 给定群 G 的子群 H,L, 通过对 x, y ∈ G 定义 x ∼ y ⇔ 存在

l ∈ L, h ∈ H 使得 y = lxh. 可赋予集合 G 上等价关系 ∼, g ∈ G 关于该等价关系所在的等价类为 LgH , 称 G

中具有该形式的子集为关于子群对 (L,H)的双陪集. 一旦 G是有限集, 则存在双陪集代表元集 {s1, ..., sm}使
得 G 有不相交双陪集分解 G = Ls1H ∪ Ls2H ∪ · · · ∪ LsmH. 对每个正整数 1 ≤ i ≤ m, 记 Li = L ∩ siHs−1

i ,
那么可直接验证若 {bi1, bi2, ..., biji} ⊆ L 是 L 关于子群 Li 左陪集分解的一个代表元集, 则

{b11s1, b12s1, ..., b1j1s1, ..., bm1sm, ..., bmjmsm} ⊆ G

是 G 关于子群 H 的一个左陪集分解代表元集, 并且 LsiH = bi1siH ∪ bi2siH ∪ · · · ∪ bijisiH, ∀1 ≤ i ≤ m.

现设 G 有限. 通过 [命题2.59], 我们看到作为域 k 上线性空间, 任何左 kH-模 W 的诱导模 IndG
HW 与

m⊕
i=1

ji⊕
k=1

biksi ⊗kH W

同构. 并且对每个正整数 1 ≤ i ≤ m, L 可天然作用在 {bi1siH, bi2siH, ..., bijisiH} 上, 这说明

Ui =

ji⊕
k=1

biksi ⊗kH W

上有自然的左 kL-模结构. 不难看出左 kL-模同构
m⊕
i=1

Ui
∼= ResGL (IndG

HW ).

对每个 g ∈ G, 线性表示 ρ : H → GL(W ) 可产生共轭子群的线性表示 ρg : gHg−1 → GL(W ), x 7→
ρ(g−1xg),即可通过群同构 gHg−1 ∼= H 自然地给出 W 上左 k[gHg−1]-模结构,为不引起混淆,之后将 W 视作
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左 k[gHg−1]-模时, 记作 W g. 于是 W si 的限制模 RessiHs−1
i

Li
(W si) 是左 kLi-模. 现在我们设 ρ : H → GL(W )

是有限群 G 的子群 H 在 k 上的有限维表示, 则有如下左 kL-模同构：

φi : Ui → IndL
Li
(RessiHs−1

i

Li
(W si)), biksi ⊗ w 7→ bik ⊗ w.

φi 是通过 Ui 具体的基直接构造的 k-线性映射, 因为 {bi1, bi2, ..., biji} ⊆ L 是 L 关于子群 Li 左陪集分解的一

个代表元集所以 φi 是满射. 于是由 dimkUi = dimkIndL
Li
(RessiHs−1

i

Li
(W si)) 知 φi 是线性同构. 要看到 φi 是左

kL-模同态, 只需验证 φi 保持 L 中每个元素的作用. 任取 l ∈ L, 并设 lbiksi = bitsih, 其中 t ∈ {1, 2, ..., ji}, 那
么 φi(lbiksi ⊗ w) = bit ⊗ hw. 而 lφi(biksi ⊗ w) = lbik ⊗ w = bitsihs

−1
i ⊗ w = bit ⊗ hw = φi(lbiksi ⊗ w), 所以

φi 是左 kL-模同构. 上述讨论证明了下面的 Mackey 分解定理.

Mackey’s Decomposition Theorem. 设群 G 是有限群, L.H 是子群. 设 {s1, ..., sm} 是群 G 关于子群对

(L,H) 的双陪集分解的一个代表元集, 并记 Li = L ∩ siHs−1
i , i = 1, 2, ...,m. 那么对 H 在域 k 上的任何有限

维表示 ρ : H → GL(W ), 有左 kL-模同构

ResGL (IndG
HW ) ∼=

m⊕
i=1

IndL
Li
(RessiHs−1

i

Li
(W si)),

其中 W si 是同构群同构 siHs
−1
i

∼= H 给出 W 上自然的左 k[siHs
−1
i ]-模结构.

现在我们可以证明下面的 Mackey 不可约性判别准则.

Mackey’s Irreducibility Criterion. 设 G 是有限群, 有子群 H, ρ : H → GL(W ) 是 H 的一个有限维复表

示, 对应的复特征标记为 χ. 那么诱导表示 IndG
Hρ 是不可约复表示的充要条件是 ρ 为 H 的不可约表示且对任

何 t ∈ G−H, ResHHt
W 和 RestHt−1

Ht
(W t) 作为左 CHt-模没有同构的不可约子模, 其中 Ht = H ∩ tHt−1.

Proof. 根据 [推论2.20], IndG
HW 是不可约 CG-模的充要条件是 〈IndG

H(χ), IndG
H(χ)〉G = 1. 结合 Frobenius 互

反律知 IndG
Hρ 是不可约复表示当且仅当 〈χ,ResGH(IndG

H(χ))〉H = 1. 现在将 Mackey 分解定理中的子群 L 取

为 H, 那么由 〈χ,ResGH(IndG
H(χ))〉H = dimCHomCH(W,ResGH(IndG

H(W ))), 立即得到

〈χ,ResGH(IndG
H(χ))〉H =

m∑
i=1

〈χ, IndH
Hi
(RessiHs−1

i

Hi
(W si))〉H ,

其中 {s1, ..., sm}是群 G关于子群对 (H,H)的双陪集分解的一个代表元集, Hi = H ∩ siHs−1
i . 不妨设 s1 = 1,

那么 H1 = H, 因此 〈χ, IndL
H1

(Ress1Hs−1
1

H1
(W s1))〉H = 〈χ, χ〉H(只要 W 6= 0 便有 〈IndG

H(χ), IndG
H(χ)〉H ≥ 1). 现

在我们把 〈χ,ResGH(IndG
H(χ))〉H 表示为

〈χ, χ〉H +
m∑
i=2

〈χ, IndH
Hi
(RessiHs−1

i

Hi
(W si))〉H ,

那么由上式每一项均为自然数且当 W 6= 0 时第一项至少为 1 可知 IndG
Hρ 不可约的充要条件是 ρ 不可约且

〈χ, IndH
Hi
(RessiHs−1

i

Hi
(W si))〉H = 0, ∀2 ≤ i ≤ m.

根据 Frobenius 互反律, 后者等价于 〈ResHHi
χ,RessiHs−1

i

Hi
(W si)〉Hi

= 0, ∀2 ≤ i ≤ m. 由此立即看到充分性成立.
必要性来自任何 t ∈ G−H 均可作为 G 关于 (H,H) 双陪集分解的一个代表元.
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