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这份笔记主要用于介绍仿射簇场景下的有理映射与双有理等价, 主要参考了 [Sha94] 与 [Har77]. 这里的
仿射簇均指仿射空间在 Zariski 拓扑下的闭子集, 有可能是可约空间. [Har77] 中介绍的有理映射场景更一般.

由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎大家指出, 谢谢.

1 有理映射

设 X,Y 是域 k 上仿射簇, 若分别记它们的坐标环为 O(X),O(Y ), 则 X ∼= Y ⇔ O(X) ∼= O(Y ). 这表明
仿射簇在同构意义下完全被其坐标环分类. 类似于考虑拓扑空间之间的同伦等价、非交换环中间的 Morita 等
价, 人们关心同类数学对象间比同构更弱的某种等价关系来分类数学对象. 下面我们介绍不可约仿射簇到仿射
簇的有理映射的概念, 它产生的不可约仿射簇间的等价关系被称为“双有理等价”, 是比同构更弱的等价关系.
现设 k 是域, X ⊆ k

n 是不可约仿射簇, Y ⊆ k
m 是仿射簇. 考虑集合

T = {(U, f)|U为X的非空开子集, f : U → Y是正则映射},

在 T 上定义二元关系 (U, f) ∼ (V, g) ⇔ f |U∩V = g|U∩V . 由 X 的不可约性, X 的任何非空开子集稠密, 所以
上述二元关系的定义也等价于存在非空开子集 W ⊆ U ∩ V 使得 f |W = g|W . 称 T 关于 ∼ 的每个等价类为 X

到 Y 的一个有理映射. 如果进一步 Y = k, 称有理映射为不可约仿射簇 X 上有理函数.

Remark 1.1. 对一般的仿射簇 X, 可将集合 T 定义中开子集 U 要求为稠密开子集来定义有理映射的概念.

设 X ⊆ k
n 是域 k 上不可约仿射簇, 不难看出 X 上所有有理函数通过考察代表元有自然的加法运算和乘

法运算, 由此构成的环记作 k(X). 该环的零元为 (X, 0) 所在的等价类, 幺元为 (X, 1) 所在的等价类. 任取非
零元 [(U, f)] ∈ k(X), 那么存在 p ∈ U 使得 f(p) 6= 0. 由 f 的正则性, 存在 p 的开邻域 V ⊆ U 以及多项式

h1, h2 ∈ k[x1, ..., xn] 使得 h1 和 h2 在 V 上处处非零且 f(q) = h1(q)/h2(q), ∀q ∈ V . 因此可定义 V 上正则函

数 h : V → k 使得在 V 上 fh = 1. 故 [(U, f)] 关于乘法有逆元, 这说明 k(X) 是域, 我们将 k-代数 k(X) 称

为不可约仿射簇 X 的有理函数域. 事实上不可约仿射簇的有理函数域就是其坐标环的商域.

Theorem 1.2. 设 k是域, X ⊆ k
n 是不可约仿射簇, 则 k(X) ∼= FracO(X), 这里 FracO(X)是 O(X)的商域.
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Proof. 命 η : FracO(X) → k(X), f/g 7→ [(X − V (g), f/g)]. 下面说明 η 是定义合理的映射. 首先 g 是 X 上非

零多项式函数, 所以 X − V (g) 是 X 的非空开子集. 如果 f1/g1 = f2/g2, 那么存在 X 上非零多项式函数 u 使

得 u(f1g2 − f2g1) = 0. 因此在 (X − V (u)) ∩ (X − V (g1)) ∩ (X − V (g2)) 这一非空开集 (X 不可约) 上 f1/g1

与 f2/g2 是相同的正则函数, 由此知 [(X − V (g1), f1/g1)] = [(X − V (g2), f2/g2)]. 所以 η 是定义合理的映射,
它明显是 k-代数同态. 由于 FracO(X) 是域, 所以 η 是单射. 最后只要再验证 η 是满射. 任取 X 上有理函数

[(U, f)], 那么存在 U 的开子集 V , X 上多项式函数 g, h 使得 h 在 V 上处处非零并且在 V 上 f = g/h. 因为
h 是 X 上非零多项式函数, 故 [(V, g/h)] 就是 g/h ∈ FracO(X) 关于 η 的像. 于是 η 是代数同构.

每个不可约仿射簇 X 到仿射簇 Y 的有理映射满足存在 X 的非空开子集 U 和 U 上正则映射 g : U → Y

使得该有理映射是 [(U, g)]. 若将 [(U, g)] 设为 {(Ui, gi)|i ∈ Γ}, 那么可定义

φ :W =
∪
i∈Γ

Ui → Y, p 7→ gi(p)(p ∈ Ui),

不难看出 φ : W → Y 是定义合理的映射并且是拟仿射簇 W 到 Y 的正则映射. 这里的 W 被给定的双有理映

射唯一确定, 称之为该有理映射的定义域. φ :W → Y 在每个开子集 Ui 上的限制就是 gi. 因此 φ 也被给定的

有理映射唯一确定. 事实上, 若在有理映射 {(Ui, gi)|i ∈ Γ} 中定义二元关系 (Ui, gi) ≤ (Uj , gj) ⇔ Ui ⊆ Uj , 那
么 ≤ 是偏序关系并且上述构造的 (W,φ) 是 {(Ui, gi)|i ∈ Γ} 中唯一的最大元. 如果给定有理映射关于上述定
义的偏序关系有最大元 (W,φ), 那么 W 就是上面定义的定义域, 这时将有理映射记作 φ : X 99K Y .

Remark 1.3. 不可约仿射簇 X 到仿射簇 Y 的有理映射 φ : X 99K Y 并不是映射, 但它对应 X 的某个开子

集 W 上的正则映射 φ : W → Y . 如果进一步 Y 也是不可约仿射簇, 那么对任何 Y 到仿射簇 Z 的有理映射

ψ : Y → Z,只要 Imφ在 Y 中稠密,则可定义 φ与 ψ 的合成. 具体地,设 ψ 的定义域为 V ,那么 Imφ∩V 6= ∅.
进而 φ−1(V ) ∩W 是 X 的非空开子集. 定义 ψφ : X 99K Y 为 (W ∩ φ−1(V ), ψφ) 所在的等价类.

Definition 1.4 (支配有理映射). 设 φ : X 99K Y 是不可约拟仿射簇 X 到仿射簇 Y 的有理映射. 如果 Imφ
是 Y 的稠密子集, 则称该有理映射是支配的. 可直接验证不可约仿射簇间支配有理映射的合成仍支配.

设 φ : X 99K Y 是不可约拟仿射簇 X 到不可约仿射簇 Y 的支配有理映射, 那么对 Y 上任何有理函数

f : Y 99K k, 有 X 上有理函数 fφ : X 99K k. 这给出了 k-代数同态 φ∗ : k(Y ) → k(X), f 7→ fφ. 进而由 k(Y )

是域得到 φ∗ 是代数嵌入. 考虑域 k 上所有不可约仿射簇与簇间支配有理映射构成的范畴 C 和 k 上所有有限

生成域以及代数同态构成的范畴 D. 那么前面的讨论表明我们有逆变函子 F : C → D 使得 F (X) = k(X) 并

将每个支配有理映射 φ : X 99K Y 映至代数同态 φ∗ : k(Y ) → k(X). 一个基本的观察是

Lemma 1.5. 设 X,Y 是域 k 上不可约仿射簇, 则前述函子 F 是忠实的满函子. 即对域 k 上任何不可约仿射

簇 X,Y , 上述定义出的映射 F : HomC(X,Y ) → HomD(FY, FX) = HomD(k(Y ),k(X)), φ 7→ φ∗ 是双射.

Proof. 先证 F 是单射, 如果支配有理映射 φ : X 99K Y 满足 φ∗ = 0. 设 Y ⊆ k
m, 那么对 Y 上 m 个坐

标投射函数 pi : Y → k(1 ≤ i ≤ m) 有 piφ = 0. 因此存在 X 的非空开子集 W 使得 W 含于 φ 的定义域

并且 φ(W ) = 0. 于是根据有理映射的定义便知 φ = 0, 所以 F 是单射. 再说明 F 是满射. 任取 k-代数同
态 ξ : k(Y ) → k(X), 对 Y 上每个坐标投射函数 pi : Y → k(1 ≤ i ≤ m), 设 ξ([(Y, pi)]) = [(Ui, fi/gi)], 这
里 fi, gi 均为 Ui 上多项式函数满足 gi 在 Ui 上处处非零. 于是可知对任何满足多项式 h ∈ I(Y ), 由 ξ 是代

数同态得到 h(f1(p)/g1(p), ..., fm(p)/gm(p)) = 0, ∀p ∈ U1 ∩ · · · ∩ Um. 这一观察表明当 p ∈ U1 ∩ · · · ∩ Um 时,
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(f1(p)/g1(p), ..., fm(p)/gm(p)) ∈ V (I(Y )) = Y . 因此 U1∩U2∩· · ·∩Um → Y, p 7→ (f1(p)/g1(p), ..., fm(p)/gm(p))

定义出的有理映射 ψ : X 99K Y 满足 ψ∗ 和 ξ 在 [(Y, pi)], 1 ≤ i ≤ m 上取值相同. 于是由 {[(Y, pi)]|1 ≤ i ≤ m}
对应 O(Y ) 作为 k-代数的一个生成元集以及 [定理1.2] 得 ξ = ψ∗ = F (ψ), 所以 F 是满射.

若进一步 k 是代数闭域, 易见任何 k 上有限生成域同构于某个不可约仿射簇 X 的坐标环 O(X), 进而由
O(X) ∼= FracO(X) 以及 [定理1.2] 得到下述范畴对偶.

Theorem 1.6. 设 k 是代数闭域, 则前述逆变函子 F : C → D 给出范畴对偶.

2 双有理等价

从 [引理1.5] 中我们看到两个不可约仿射簇 X,Y 之间存在支配有理映射 φ : X 99K Y, ψ : Y 99K X 使得
ψφ = 1X 且 φψ = 1Y 的充要条件是 k(X) ∼= k(Y ). [定理1.2] 表明同构的不可约仿射簇总满足该条件.

Definition 2.1. 设 X,Y 是域 k 上不可约仿射簇, φ : X 99K Y 是支配有理映射. 若存在支配有理映射
ψ : Y 99K X 使得 ψφ = 1X 且 φψ = 1Y , 则称 φ : X 99K Y 是双有理映射. 这时称 X 与 Y 是双有理等价的.

Remark 2.2. 根据 [定理1.2]和 [引理1.5],不可约仿射簇X 与 Y 双有理等价当且仅当 FracO(X) ∼= FracO(Y ).
如果不可约仿射簇 X 与某个仿射空间双有理等价, 称该簇是有理的.

下面再介绍两个不可约仿射簇双有理等价的等价刻画.

Theorem 2.3. 设 X,Y 是域 k 上不可约仿射簇, 则以下三条等价:
(1) 仿射簇 X 与 Y 双有理等价.
(2) 存在 X 的非空开子集 X1 和 Y 的非空开子集 Y1 作为拟仿射簇同构.
(3) 有理函数域 k(X) ∼= k(Y ).

Proof. 通过 [引理1.5] 立即看到 (1) 与 (3) 等价. 如果 X 和 Y 双有理等价, 那么存在支配有理映射 φ : X 99K
Y, ψ : Y 99K X 使得 ψφ = 1X 且 φψ = 1Y . 设 φ 的定义域是 U , ψ 的定义域是 V , 那么存在 φ−1(V ) 的非空

开子集 W ⊆ U 使得 ψφ|W = idW . 注意到 φ(W ) 是 Y 的稠密子集, 所以 W ∩φ−1(V ) 是 V 的非空开子集, 同
理 V ∩ ψ−1(W ) 是 V 的非空开子集. 由 φψ = 1Y 知存在 V ∩ ψ−1(W ) 的非空开子集 T 使得 φψ|T = idT . 进
而 φ 与 ψ 给出了 φ−1(T ) 与 T 间的同构. 现取 X1 = φ−1(T ), Y1 = T 便得 X1

∼= Y1, 这证明了 (1)⇒(2). 而
(2)⇒(1) 由有理映射及其合成的定义立即得到.

通过双有理等价可给出不可约仿射簇类上一个相较同构类更粗的划分. 有理映射、双有理等价的概念都可
以对更一般的不可约拟射影簇定义, 人们感兴趣对每个不可约拟射影簇所在的双有理等价类中寻找光滑的代
表元 (与之相关的理论被称为奇点解消) 以及构造双有理不变量等. 1964 年 H. Hironaka(日本, 1931-) 证明了
特征零的域上任何不可约拟射影簇总双有理等价于某个光滑的不可约射影簇.
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