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对含幺交换环上的自由模, 我们有秩的概念. 这份笔记主要介绍交换代数中有限生成投射模的秩.
设 R 是含幺交换环, M 是秩为 n 的自由 R-模, 则对 R 的乘闭子集 S(0 /∈ S), MS 是秩为 n 的自由 R-模.

这是因为作为 RS-模有 MS
∼= RS ⊗R M ∼= RS ⊗R Rn ∼= (RS ⊗R R)n ∼= Rn

S . 如果 M 是由 n 个元素生成的

投射 R-模, 那么 MS 是由 n 个元素生成的投射 RS-模. 这是因为这时存在 R-模 N 使得 M ⊕N ∼= Rn, 于是
(RS ⊗R M)⊕ (RS ⊗R N) ∼= Rn

S , 所以 MS ⊕NS
∼= Rn

S , 这说明 MS 是由 n 个元素生成的投射 RS-模.
对含幺交换环 R 的每个素理想 P , 若 M 是由 n 个元素生成的投射 R-模, 那么 MP 是秩不超过 n 的自由

RP -模. 对每个素理想 P , 记 γM (P ) 是 MP 作为自由 RP -模的秩, 命 γM : Spec(R) → Z, P 7→ γM (P ).

Definition 1. 如果投射模 M 满足 γM 是常值函数, 则称该常数为有限生成投射模 M 的秩, 记为 rank(M).

我们已经看到, 当 M 是有限生成自由模时, 对任何素理想 P , RP -模 MP 作为自由模的秩就是 M 作为自

由 R-模的秩. 因此我们在有限生成投射模上定义秩与有限生成自由模的秩是一致的. 我们将 Z 赋予 R 上欧式
拓扑的子空间拓扑, 那么 Z 上带有离散拓扑, 一个自然的问题是拓扑空间之间的映射 γM : Spec(R) → Z 是否
是连续映射? 为了解答这个问题我们需要下面的引理.

Lemma 2. 设 R 是含幺交换环, M 是有限生成投射 R-模, P 是 R 的一个素理想, 则存在 a /∈ P , 使得 M⟨a⟩

作为 R⟨a⟩-模是自由的, 其中 〈a〉 表示由 a 在含幺半群 (R, ·) 中生成的含幺子半群 {an|n ∈ Z≥0}.

Proof. 因为 M 是有限生成投射 R-模, 所以 MP 作为 RP -模也是有限生成投射模. 由于 RP 是局部环, 所以
MP 是秩有限 (且不超过 MP 的生成元个数)的自由 RP -模. 设自由 RP -模 MP 有基 {x1/s1, x2/s2, ..., xn/sn},
那么 {x1/1R, x2/1R, ..., xn/1R} 也是 MP 的基. 命

f : Rn → M, (a1, a2, ..., an) 7→
n∑

k=1

akxk

是 R-模同态, 那么 fP : (Rn)P → MP 是 RP -模同构 (直接计算验证可知同态 fP 将 (Rn)P 中的基

{(1R, 0, ..., 0)/1R, (0, 1R, 0, ..., 0)/1R, ..., (0, ..., 0, 1R)/1R}

映到MP 的基 {x1/1R, x2/1R, ..., xn/1R}),因此KerfP = {0}, CokerfP = {0}. 于是 (Cokerf)P = {0}, (Kerf)P =

{0}. 由 M 是有限生成投射模可知 Cokerf 也是有限生成模, 因此存在 b ∈ R− P 使得 b ∈ AnnR(Cokerf), 因
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此 (Cokerf)⟨b⟩ = {0}. 由此得到正合列 0 (Kerf)⟨b⟩ (Rn)⟨b⟩ M⟨b⟩ 0
f⟨b⟩ , 利用 M⟨b⟩ 是

有限生成投射 R⟨b⟩-模知这一短正合列可裂, 所以 (Kerf)⟨b⟩ 是有限生成的, 由此容易得到 (对生成元分析)存在
c ∈ R − P 使得 (c/1R)(Kerf)⟨b⟩ = {0}. 因此 (Kerf)⟨bc⟩ = {0}. 记 a = bc ∈ R − P , 那么 (Kerf)⟨a⟩ = {0}, 易
见此时也有 (Cokerf)⟨a⟩ = {0}. 对正合列 0 Kerf Rn M Cokerf 0

f
作用局

部化函子 (−)⟨a⟩ 可得 R⟨a⟩-模同构 M⟨a⟩ ∼= (Rn)⟨a⟩ ∼= Rn
⟨a⟩ 是自由 R⟨a⟩-模.

下面的结果表明映射 γM : Spec(R) → Z 是连续的.

Proposition 3. 设 M 是含幺交换环 R 上有限生成投射模, 那么 γM : Spec(R) → Z 是连续映射.

Proof. 因为 Z 上带有离散拓扑, 所以只需证明任意 n ∈ Z 关于 γM 的原像集是开集. 如果 γ−1
M (n) 是空集, 结

论已成立. 下设 P ∈ γ−1
M (n), 根据前面的引理, 存在 a ∈ R − P 使得 M⟨a⟩ 作为 R⟨a⟩-模是秩有限的自由模, 设

rankR⟨a⟩M⟨a⟩ = ℓ ≥ 1(如果 M⟨a⟩ 是零模, 利用 M 是有限生成的容易得到结论成立). 我们断言主开集 Xa ⊆
γ−1
M (n), 任取 Q ∈ Xa, 我们说明 MQ 作为 RQ 的秩是 m. 事实上由 rankR⟨a⟩M⟨a⟩ = ℓ 可知存在 x1, x2, ..., xℓ ∈

M 使得 {x1/1R, x2/1R, ..., xℓ/1R} 是 M⟨a⟩ 作为 R⟨a⟩-模的一个基. 我们验证 {x1/1R, x2/1R, ..., xℓ/1R} ⊆ MQ

是MQ 作为 RQ-模的一个基：首先在M⟨a⟩ 中,对任给 m ∈ M ,存在 r1, r2, ..., rℓ ∈ R, s1, s2, ..., sℓ ∈ 〈a〉 ⊆ R−Q

使得
m

1R
=

r1
s1

x1

1R
+

r2
s2

x2

1R
+ · · ·+ rℓ

sℓ

xℓ

1R
=

r1s2 · · · sℓx1 + r2s1s3 · · · sℓx2 + · · ·+ rℓs1s2 · · · sℓxℓ

s1s2 · · · sℓ
,

这表明存在 u ∈ 〈a〉 ⊆ R−Q 使得

u(s1s2 · · · sℓm− r1s2 · · · sℓx1 + r2s1s3 · · · sℓx2 + · · ·+ rℓs1s2 · · · sℓxℓ) = 0,

因此在 MQ 中我们也有

m

1R
=

r1s2 · · · sℓx1 + r2s1s3 · · · sℓx2 + · · ·+ rℓs1s2 · · · sℓxℓ

s1s2 · · · sℓ
=

r1
s1

x1

1R
+

r2
s2

x2

1R
+ · · ·+ rℓ

sℓ

xℓ

1R
,

由此可知 MQ 中任意元素可被 {x1/1R, x2/1R, ..., xℓ/1R} 线性表出. 如果存在 a1, a2, ..., aℓ ∈ R, t1, t2, ..., tℓ ∈
R−Q 使得

a1
t1

x1

1R
+

a2
t2

x2

1R
+ · · ·+ aℓ

tℓ

xℓ

1R
=

0

1R
,

那么存在 v ∈ R−Q 使得 v(a1x1 + a2x2 + · · ·+ aℓxℓ) = 0, 于是在 M⟨a⟩ 中有

va1
1R

x1

1R
+

va2
1R

x2

1R
+ · · ·+ vaℓ

1R

xℓ

1R
=

0

1R
,

所以对每个 vak, 都存在 ck ∈ 〈a〉 ⊆ R−Q 使得 ckvak = 0, 由此立即得到在 RQ 中 ak/tk = 0/1R, 这就说明了
{x1/1R, x2/1R, ..., xℓ/1R} ⊆ MQ 是 MQ 作为 RQ-模的基. 因此 rankRQ

MQ = ℓ. 特别地, rankRP
MP = ℓ, 所以

n = ℓ, 从而 Xa ⊆ γ−1
M (n) = γ−1

M (ℓ). 因此 γM 是连续映射.

Corollary 4. 如果含幺交换环 R 是连通的, 那么 R 上的有限生成投射模的秩是定义合理的.

Theorem 5. 设 R是含幺交换环, M 是 R上有限生成投射模,则 γM (Spec(R))是有限集,设为 {n1, n2, ..., ns},
那么存在 R 的非零理想直和分解 R = R1 ⊕ R2 ⊕ · · · ⊕ Rs 使得每个 Rk 都是含幺交换环且 RkM 是 Rk 上秩

为 nk 的有限生成投射模.
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Proof. 不妨设 M 是非零模, 否则取 s = 1 即可. 因为 M 是 R 上有限生成模, 所以 γM : Spec(R) → Z 是连
续映射, 于是 {γ−1

M (n)|n ∈ Z≥0} 构成 Spec(R) 的一个开覆盖, 因为素谱是拟紧的, 所以该开覆盖有有限子覆
盖, 设 n1, n2, ..., ns ∈ Z≥0 满足 Spec(R) =

s∪
k=1

γ−1
M (nk). 注意到 Z 上的是离散拓扑, 因此每个 γ−1

M (nk) 是素谱

Spec(R) 中既开又闭集, 于是对每个 k 存在 R 中幂等元 ek 使得 Xek = γ−1
M (nk). 不妨设所有的 ek 非零. 对

1 ≤ i 6= j ≤ s, 有 Xeiej = Xei ∩Xej = ∅, 因此 eiej 是幂零元, 于是由 ei, ej 的幂等性知 eiej = 0. 因为这时
Spec(R) =

s∪
k=1

Xek , 所以 V ({e1, e2, ..., es}) = V (
s∑

k=1

ek) = ∅, 于是知
s∑

k=1

ek 是 R 中可逆元. 由于
s∑

k=1

ek 幂等

可知
s∑

k=1

ek = 1R. 易见 R = Re1 ⊕ Re2 ⊕ · · · ⊕ Res, 因为每个 ek 6= 0, 所以每个 Rk = Rek 是 R 中非零理想,

且是含幺交换环, 幺元为 ek. 易见每个 Rk-模 N 都有 R-模结构：R × N → N, (r, n) 7→ rekn, 由此不难证明
Mk 作为 Rk-模是投射的. 由 M 是有限生成 R-模可知 Mk 是有限生成投射 Rk-模. 任取 Pk ∈ Spec(Rk), 下面
证明 rankRk

MPk
= nk. 命 P = Pk +

∑
j ̸=k

Rj , 注意到 ek /∈ P , 故容易验证 P 是 R 中素理想. 由 nk 的选取方式

知 MP 作为 RP -模是秩为 nk 的自由模. 如果 MP = {0}, 容易验证 MPk
= {0}. 因此我们只需考虑 nk ≥ 1 的

情形, 为叙述方便, 记 nk 为 ℓ. 设 MP 作为 RP -模有基 {x1/1R, x2/1R, ..., xℓ/1R}, 容易验证 MPk
作为 Rk-模

有基 {ekx1/ek, ekx2/ek, ..., ekxℓ/ek}, 因此 rankRk
MPk

= nk, 故 Mk 作为有限生成投射 Rk-模的秩为 nk.
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