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这份笔记主要记录了我在 2023 年 8 月 4 日至 8 月 9 日学习商范畴 (Serre 商) 的基本知识, 结论大都来
自 [Smi97], 证明细节主要参考了 [Gab62], [Pop73] 和 [Sta23]. 商范畴最早由 A. Grothendieck 在 [Gro57] 中
引入, 后由其博士生 P. Gabriel 在博士论文 [Gab62] 中系统地补充了商范畴的基本性质的证明细节并发展了
应用 (这篇文章中使用了 Grothendieck 宇宙的假定, 而这里使用 von Neumann-Bernays-Gödel 公理系统并承
认全局选择公理). 内容主要由以下三部分构成：
• 首先介绍 Serre 子范畴 (见 [定义1.1]) 的基本概念, 它可以被认为是抓住挠 Abel 群范畴作为 Ab 全子范畴
中的一个特性的抽象产物. 随后详细地定义 Abel 范畴关于一个 Serre 子范畴的商范畴 (见 [定义1.5]), 它是具
有和原有 Abel 范畴相同的对象类的 Abel 范畴, 并且原先范畴到其商范畴的标准函子 (以下称为商函子) 是正
合函子. 与原先的 Abel 范畴不同的是, 原先 Abel 范畴的 Serre 子范畴中的对象对应到商范畴中全部变成了零
对象, 原先 Abel 范畴中核 (余核) 在 Serre 子范畴中的态射对应到商范畴中全部变成了 monic(epic) 态.
• 随后推导了商范畴的基本性质并验证了商范畴的泛性质 (见 [定理2.11]). 并给了两个重要例子, 一是任何含
幺环 R 如果有右分母集 S, 那么Mod-R 中所有 S-挠模构成 Serre 子范畴 S(见 [例1.3]) 并且Mod-R 关于 S
的商范畴和Mod-RS 是范畴等价的 (见 [例2.15]). 特别地, Ab 关于挠 Abel 群范畴的商范畴范畴等价于 Q 上
线性空间范畴; 二是不加证明地介绍了作为 0 次部分 S0 上代数可由有限个 1 次部分 S1 生成的交换 Noether
正分次环 S 决定的射影概形 ProjS 上的凝聚层范畴 Coh(ProjS)和 S 上有限生成分次模范畴关于某种意义下

的挠子模范畴的商范畴范畴等价 (见 [例2.16]), 这表明商范畴可以作为联系几何范畴与代数范畴的基本语言.
• 最后介绍了当商函子的右伴随存在时, 商函子与右伴随具有的性质, 例如这时右伴随与商函子的合成自然同
构于商范畴上的恒等函子 (见 [命题3.3]), 因此一般称商函子的右伴随为截面函子.
由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎批评指正.

1

mailto:qtcmaths@126.com


1 商范畴的构造

本节我们学习从一个 Abel 范畴 A 出发, 关于它的一个 Serre 子范畴 S(见 [定义1.1]) 的商范畴 A/S(见
[定义1.5]) 的具体构造, 关于商范畴细致地讨论最早来自 P. Gabriel 的博士论文 [Gab62].

Set-theoretical Assumption. 为避免集合论层面的问题, 如无特别说明, 对所考虑的 Abel 范畴的任何对象
X, 该对象所有不同的子对象构成的类 Sub(X) 是集合, 这一假定包含了 (非) 分次模范畴. 并且把对象 X 的

子对象全体构成的集合 Sub(X) 与所有子对象的一个代表元集 (子对象本身是用等价类定义) 视作等同.

首先正式引入 Serre 子范畴的概念, 挠 Abel 群全子范畴就是 Ab 特殊的 Serre 子范畴.

Definition 1.1 (Serre 子范畴). Abel 范畴 A 的非空全子范畴 S 被称为 Serre 子范畴, 如果它满足对任何 A
中正合列 0 X ′ X X ′′ 0, 有 X ∈ obS 当且仅当 X ′, X ′′ ∈ obS.

Remark 1.2. 通过定义易见 Abel 范畴的一个非空全子范畴是 Serre 子范畴的充要条件是它对取子对象、取
商对象和取扩张对象封闭. 特别地, Serre 子范畴关于同构封闭. 一般也把 S 中对象称为是关于该 Serre 子范
畴的挠对象 (torsion subobject). 如果 Abel 范畴中一个对象 X 满足 X 的子对象只有零对象在给定的 Serre
子范畴中, 则称 X 关于该 Serre 子范畴是无挠的 (torsion-free). 如果记 F 是 Abel 范畴 A 中所有关于 Serre
子范畴 S 无挠的对象构成的全子范畴, 那么任给 T ∈ obS, F ∈ obF , 易见 HomA(T, F ) = 0. 并且若 X ∈ obA
满足对任何 T ∈ obS 有 HomA(T,X) = 0, 那么 X ∈ obF . 之后会指出在一定条件下, (S,F) 可构成挠对.

下面我们来看一个来自非交换代数局部化理论的 Serre 子范畴经典例子.

Example 1.3. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, M 是右 R-模, 回忆 M 的 S-挠部分是指 tS(M) =

{x ∈ M |存在s ∈ S, 使得xs = 0} 是. 易见 tS(M) 确实是 M 的子模 (原因是对每个 x1, x2 ∈ tS(M), 设
s1, s2 ∈ S 使 x1s1 = x2s2 = 0. 因为 S 满足右 Ore 条件, 存在 a ∈ R, t ∈ S 使得 s1a = s2t = u ∈ S, 从而
x1u = x2u = 0, 即 (x1 − x2)u = 0, 所以 x1 − x2 ∈ tS(M). 下面再说明 x1r ∈ tS(M), ∀r ∈ R. 同样由右 Ore
条件, 存在 b ∈ R, v ∈ S 使 s1b = rv, 于是 x1rv = 0). 如果 tS(M) = M , 即对任何 x ∈ M , 存在 s ∈ S 使得

xs = 0, 则称 M 是 S-挠模 (S-torsion). 如果 M 满足能够被 S 中某个元素零化的元素只有零, 即 tS(M) = 0,
称 M 是 S-无挠 (S-torsionfree). 易见任何右 R-模 M , M/tS(M) 总是 S-无挠. 和交换代数类似, 这时有局部
化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS , 它满足自然同构 (−)S ∼= −⊗R RS 并且仍是正合函子. 此外, 根据右 R-模
关于 S 作局部化的定义, 容易证明：对任何右 R-模 M , M 是 S-挠模的充要条件是 MS = 0. 于是利用局部化
函子是正合函子可知, 全子范畴 S = {M ∈ Mod-R|M是S-挠模} 是 Mod-R 的 Serre 子范畴.

Remark 1.4. 若取 R = Z, S = Z−{0}, 那么 S 就是挠 Abel 群范畴. 一般地, 若 F : A → B 是 Abel 范畴间
的正合函子, 那么全子范畴 KerF = {X ∈ obA|FX = 0} 是 A 的 Serre 子范畴.

我们之后定义的商范畴 A/S 它的对象类会和 A 的对象类一致, 下面先对之后定义商范畴的 Hom 集作准
备. 设 Abel 范畴 A 有 Serre 子范畴 S, 对 A 中任意两个对象 X,Y , 考虑

I = {(X ′, Y ′)|X ′ ⊆ X,Y ′ ⊆ Y使得X/X ′, Y ′ ∈ obS},

它本身是 Sub(X)× Sub(Y ) 的子类, 根据我们的假定, Sub(X)× Sub(Y ) 是集合, 所以 I 也是集合. 下面在 I

上定义二元关系：(X ′, Y ′) ≤ (X ′′, Y ′′), 如果 X ′′ ⊆ X ′, Y ′ ⊆ Y ′′. 容易看出 (I,≤) 是正向集, 并且有范畴 Ab
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上以 I 为指标集的正向系 {HomA(X
′, Y /Y ′), φi

j}I , 这里 φi
j 如下定义：当 i = (X ′, Y ′) ≤ (X ′′, Y ′′) = j ∈ I

时, 记 π : Y /Y ′ → Y /Y ′′ 是由子对象关系 Y ′ ⊆ Y ′′ 诱导的标准 epic 态, l : X ′′ → X ′ 是子对象包含关系对应

的 monic 态. 那么定义 φi
j : HomA(X

′, Y /Y ′) → HomA(X
′′, Y /Y ′′), f 7→ πfl, 这明显是加群同态. 因为模范

畴中正向系的正向极限总存在 (回忆对 Mod-R 中以正向集 I 为指标的正向系 {Fi, φ
i
j}I , 置 F = ⊕i∈IFi, 设

λi : Fi → F 是标准映射, 若记 S 是由集合 {λi(ai) − λjφ
i
j(ai)|ai ∈ F, i ≤ j ∈ I} 所生成的 F 的子模, 并记

αi : Fi → F/S 是由 λi 诱导的自然同态, 可直接验证 F 与 {αi}i∈I 即为上述正向系的正向极限), 故可定义

HomA/S(X,Y ) = lim
−→

(X′,Y ′)∈I

HomA(X
′, Y /Y ′)

接下来我们说明对任给 X,Y, Z ∈ obA, 可定义合成 HomA/S(X,Y )× HomA/S(X,Y ) → HomA/S(X,Z). 由于
在一般的 Abel 范畴中定义合成映射的细节较为复杂, 下面仅对 A = Ab 的情形定义, 它至少已经包含了模范
畴层面的验证. 先引入一些记号, 设正向系

{HomA(X
′, Y /Y ′), φi

j}I , {HomA(Y
′′, Z/Z ′), φi′

j′}I′ , {HomA(X
′′, Z/Z ′′), φi′′

j′′}I′′

的正向极限由下图给出：

HomA/S(X,Y ) HomA/S(X,Z) HomA/S(Y, Z)

HomA(X
′, Y /Y ′) HomA(X

′′, Z/Z ′′) HomA(Y
′′, Z/Z ′)

αi
γi′′

βi′

任给 f ∈ HomA/S(X,Y ), g ∈ HomA/S(Y, Z), 因为 I, I ′ 均为正向集, 所以存在 i = (X ′, Y ′) ∈ I 以及 i′ =

(Y ′′, Z ′) ∈ I ′ 使得存在 σ ∈ HomA(X
′, Y /Y ′), τ ∈ HomA(Y

′′, Z/Z ′) 满足 αi(σ) = f, βi(τ) = g. 根据指标集

I, I ′的定义,这时有X/X ′, Y ′, Y /Y ′′, Z ′ ∈ obS. 作X ′′ = σ−1(Y ′+Y ′′/Y ′) ⊆ X ′以及 Z ′′ = p−1(τ(Y ′∩Y ′′)) ⊆
Z, 这里 p : Z → Z/Z ′ 是标准投射, 若记 τ(Y ′ ∩ Y ′′) = T/Z ′, T ⊇ Z ′, 则 Z ′′ = T + Z ′, 特别地, Z ′ ⊆ Z ′′ ⊆ Z.

Lemma. 上面构造的 X ′′ 和 Z ′′ 满足 X/X ′′, Z ′′ ∈ obS.

Proof. 对 X ′′ ⊆ X ′ ⊆ X, 总有正合列 0 X ′/X ′′ X/X ′′ X/X ′ 0, 其中 X/X ′ ∈
obS, 所以要说明 X/X ′′ ∈ obS 只需说明 X ′/X ′′ ∈ obS. 考虑 σ : X ′ → Y /Y ′ 诱导的下述交换图：

0 X ′′ X ′ X ′/X ′′ 0

0 Y ′ + Y ′′/Y ′ Y /Y ′ Y /(Y ′ + Y ′′) 0

σ̃ σ σ

易知 Y /(Y ′+Y ′′)作为 Y /Y ′′ 的商对象也在 S 中. 根据 X ′′ 的定义可直接验证 σ 是单射,所以利用 S 是 Serre
子范畴得到 X ′/X ′′ 作为 Y /(Y ′ + Y ′′) 的子对象也在 S 中. 下面说明 Z ′′ ∈ obS. 因为 τ(Y ′ ∩ Y ′′) 是 Y ′ 的子

商, 故 τ(Y ′ ∩ Y ′′) ∈ obS. 注意 0 Z ′ Z ′′ τ(Y ′ ∩ Y ′′) 0
p

正合, 所以由 Z ′ ∈ obS 立
即得到 Z ′′ ∈ obS.

于是 (X ′′, Z ′′) ∈ I ′′ = {(X ′′, Z ′′)|X ′′ ⊆ X,Z ′′ ⊆ Z使得X/X ′′, Z ′′ ∈ obS}, 记 τ̃ : Y ′′/Y ′ ∩ Y ′′ → Z/Z ′′ 是

τ 诱导的自然同态, 我们定义 θ : X ′′ → Z/Z ′′ 是下述同态序列的合成：

X ′′ Y ′ + Y ′′/Y ′ Y ′′/Y ′ ∩ Y ′′ Z/Z ′′σ̃ ∼= τ̃
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定义 gf ∈ HomA/S(X,Z) 为 θ ∈ HomA(X
′′, Z/Z ′′) 关于 γi′′(这里 i′′ = (X ′′, Z ′′) ∈ I ′′) 下的像. 为说

明 gf 的定义合理, 需要说明 gf = γi′′(θ) 不依赖于 σ ∈ HomA(X
′, Y /Y ′), τ ∈ HomA(Y

′′, Z/Z ′) 的选

取. 因此关于 gf 定义合理的验证可以化归为两步：(1) 验证对固定的选取 τ ∈ HomA(Y
′′, Z/Z ′), 如果

σ1 ∈ HomA(X
′
1, Y /Y ′

1), σ2 ∈ HomA(X
′
1, Y /Y ′

1) 满足它们在正向极限 HomA/S(X,Y ) 中的像一致, 那么通过
σ1 定义出的 θ1 ∈ HomA(X

′′
1 , Z/Z ′′

1 ) 和 σ2 定义出的 θ2 ∈ HomA(X
′′
2 , Z/Z ′′

2 ) 在正向极限 HomA/S(X,Z) 中

的像一致; (2) 对固定的选取 σ ∈ HomA(X
′, Y /Y ′), 验证对满足条件不同的 τ 诱导出的 σ 对应正向极限

HomA/S(X,Z) 中相同的像. 以 (1) 为例, 根据正向极限的性质, 对满足条件的 σ1 ∈ HomA(X
′
1, Y /Y ′

1), σ2 ∈
HomA(X

′
1, Y /Y ′

1)(以下记 i1 = (X ′
1, Y

′
1), i2 = (X ′

2, Y
′
2)), 一定存在 i3 = (X ′

3, Y
′
3) ∈ I 使得 i1, i2 ≤ i3 以及

φi1
i3
(σ1) = φi2

i3
(σ2) = σ3 ∈ HomA(X

′
3, Y /Y ′

3). 因此, 关于 (1) 的验证可以化归为验证下述特殊情形.

Lemma. 设 i1 = (X ′
1, Y

′
1), i2 = (X ′

2, Y
′
2) 满足 i1 ≤ i2 且 σ1 ∈ HomA(X

′
1, Y /Y ′

1), σ2 ∈ HomA(X
′
1, Y /Y ′

1) 满足

σ2 = φi1
i2
(σ1), 那么 σ1 诱导的 θ1 与 σ2 诱导的 θ2 在正向极限 HomA/S(X,Z) 中的像一致.

Proof. 因为这时 X ′
2 ⊆ X ′

1, Y
′
1 ⊆ Y ′

2 , 所以有 X ′′
2 ⊆ X ′′

1 , Z
′′
1 ⊆ Z ′′

2 记 l : X ′′
2 → X ′′

1 是标准嵌入, π : Z/Z ′′
1 →

Z/Z ′′
2 是标准投射, 那么下图交换：

X ′′
1 Y ′

1 + Y ′′
1 /Y

′
1 Y ′′

1 /Y
′
1 ∩ Y ′′

1 Z/Z ′′
1

X ′′
2 Y ′

2 + Y ′′
2 /Y

′
2 Y ′′

2 /Y
′
2 ∩ Y ′′

2 Z/Z ′′
2

σ̃1 ∼= τ̃1

πj

σ̃2 ∼= τ̃2

这意味着 θ2 = φ
i′′1
i′′2
(θ1), 其中 i′′1 = (X ′′

1 , Z
′′
1 ), i

′′
2 = (X ′′

2 , Z
′′
2 ) ∈ I ′′, 故结论成立.

于是我们得到态射 f ∈ HomA/S(X,Y ), g ∈ HomA/S(Y, Z) 的合成 gf ∈ HomA/S(X,Z) 定义合理, 并且根
据合成的定义可以看到合成具备结合律, 并满足对任给 f, f1, f2 ∈ HomA/S(X,Y ), g, g1, g2 ∈ HomA/S(Y, Z) 有

g(f1 + f2) = gf1 + gf2, (g1 + g2)f = g1f + g2f.

此外, 对任给 X ∈ obA, 取 X ′ = X,Y ′ = 0, 那么 (X ′, Y ′) 满足 X/X ′, Y ′ ∈ obS, 进而有恒等态 idX ∈
HomA(X

′, Y /Y ′) = HomA(X,X), 容易验证 idX 在正向极限 HomA/S(X,X) 中的像 1X 满足对任何态射

f ∈ HomA/S(X,Y ), g ∈ HomA/S(Z,X) 有 f1X = f, 1Xg = g. 现在我们可以给出商范畴的正式定义.

Definition 1.5 (商范畴). 设 A 是 Abel 范畴, S 是 A 的 Serre 子范畴, 通过如下方式定义的范畴 A/S 称为
A 关于 S 的商范畴 (quotient category)(或称之为 Serre 商)：
(1) 定义 obA/S = obA;
(2) 对任意两个对象 X,Y ∈ obA/S = obA, 定义

HomA/S(X,Y ) = lim
−→

(X′,Y ′)∈I

HomA(X
′, Y /Y ′),

其中 I = {(X ′, Y ′)|X ′ ⊆ X,Y ′ ⊆ Y使X/X ′, Y ′ ∈ obS} 与正向系 {HomA(X
′, Y /Y ′), φi

j}I 的定义如前所述;
(3) 对任给 f ∈ HomA/S(X,Y ), g ∈ HomA/S(Y, Z), 设 i = (X ′, Y ′) ∈ I 以及 i′ = (Y ′′, Z ′) ∈ I ′ 使得存在

σ ∈ HomA(X
′, Y /Y ′), τ ∈ HomA(Y

′′, Z/Z ′) 满足 αi(σ) = f, βi(τ) = g. 作 X ′′ = σ−1(Y ′ + Y ′′/Y ′) ⊆ X ′ 以及
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Z ′′ = p−1(τ(Y ′ ∩ Y ′′)) ⊆ Z, 其中 p : Z → Z/Z ′ 是标准投射, 并设 σ̃ : X ′′ → Y ′ + Y ′′/Y ′ 是 σ 诱导的标准态

射, τ̃ : Y ′′/Y ′ ∩ Y ′′ → Z/Z ′′ 是 τ 诱导的自然同态, 定义 θ : X ′′ → Z/Z ′′ 是下述同态序列的合成：

X ′′ Y ′ + Y ′′/Y ′ Y ′′/Y ′ ∩ Y ′′ Z/Z ′′σ̃ ∼= τ̃

再定义 gf ∈ HomA/S(X,Z) 为 θ 关于 γi′′(这里 i′′ = (X ′′, Z ′′) ∈ I ′′) 下的像来得到合成映射

HomA/S(X,Y )× HomA/S(X,Y ) → HomA/S(X,Z).

根据前面的讨论, A/S 确实构成范畴.

对商范畴 A/S 中任意两个对象 X,Y , 取 X ′ = X,Y ′ = 0, 则任何 A 中态射 f : X → Y 对应

HomA/S(X,Y )中态射 π(f)(通过正向极限中的同态),那么明显有 π(f+f ′) = π(f)+π(f ′), ∀f, f ′ ∈ HomA(X,Y )

以及 π(idX) = 1X ∈ HomA/S(X,X), 这里 idX ∈ HomA(X,X) 是单位态. 如果定义 π : obA → obA/S, 就得
到共变函子 π : A → A/S. 于是由 A 是加性范畴保证了 A/S 也是加性范畴. 进而 π 是加性函子.

Definition 1.6 (商范畴的商函子). 设 A 是 Abel 范畴, S 是 A 的 Serre 子范畴, 通过上述方式定义的共变加
性函子 π : A → A/S 称为商函子.

2 商范畴基本性质

本节固定记号：A 是 Abel 范畴, S 是 A 的 Serre 子范畴, π : A → A/S 表示商函子. 我们将证明商范畴
是 Abel 范畴且商函子是正合函子, 为了证明这一事实, 需要做一些准备.
先指出, 根据商范畴中态射合成的定义, 有如下的基本观察 (通过态射合成定义直接验证可得).

Proposition 2.1 ([Pop73]). 如果 A 中态射 s : X → Y 满足 Kers,Cokers ∈ obS, 则 π(s) 是 A/S 中同构.
对 A/S 中任意态射 f : X → Y , 设 (X ′, Y ′) ∈ I 满足 HomA(X

′, Y /Y ′) 中有态射 g : X ′ → Y /Y ′ 使得 g 对应

在正向极限 HomA/S(X,Y ) 中元素是 f , 那么对子对象包含关系对应的 monic 态 l : X ′ → X 和标准 epic 态
p : Y → Y /Y ′ 有 π(g) = π(p)fπ(l), 其中 π(p), π(l) 都是同构.

X Y

X ′ Y /Y ′

f

π(p)

π(g)

π(l)

Remark 2.2. 对每个 X ∈ obA/S, 该命题也表明存在 X ′ ∈ obA 使得 π(X ′) ∼= X, 即商函子是稠密的.

下面的引理表明 Abel 范畴 A 关于给定的 Serre 子范畴作商后将 S 中对象全部变成零对象.

Lemma 2.3 ([Smi97]). 设 A 是 Abel 范畴, S 是 A 的 Serre 子范畴, π : A → A/S 是商函子. 则对 X ∈ obA,
X ∈ obS 的充要条件在商范畴 A/S 中 X = π(X) = 0. 即商函子作用后是零的对象恰好是 S 中对象.

Proof. 必要性：只需说明 HomA/S(X,X) = 0, 记 I = {(X ′, Y ′)|X ′ ⊆ X,Y ′ ⊆ X使得X/X ′, Y ′ ∈ obS}.
任取 f ∈ HomA/S(X,X), 因为商范畴中态射集用正向集上正向系定义, 所以存在 i = (X ′, Y ′) ∈ I 使得有
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σ ∈ HomA(X
′, X/Y ′) 使得 σ 对应正向极限 HomA/S(X,X) 中元素是 f . 注意到 j = (X ′, Y ′) ≤ (0, Y ′) ∈ I,

所以 f 也是 φi
j(σ) ∈ HomA(0, X/Y ′) 在正向极限中对应的元素, 进而 f = 0.

充分性：此时 HomA/S(X,X) = 0, 这说明 1X 作为 idX ∈ HomA(X,X) 在正向极限中对应的元素也是零,
因为 I 是正向集, 所以对 i = (X, 0) ∈ I, 存在 j = (X ′, Y ′) ≥ i 使得 φi

j(idX) = 0. 具体地, 记 l : X ′ → X 是

子对象关系对应的 monic 态, p : X → X/Y ′ 是 epic 态, 那么 0 = φi
j(idX) = pl : X ′ → X/Y ′. 于是存在态射

q : X ′ → Y ′ 使得下图交换：

0 Y ′ X X/Y ′ 0

X ′

k p

lq

因为 Y ′ ∈ obS, 所以由 q : X ′ → Y ′ 是 monic 态得到 X ′ ∈ obS, 于是由 X/X ′ ∈ obS 得到 X ∈ obS.

Lemma 2.4 ([Gab62]). 设 f : X → Y 是 A 中态射. 那么 π(f) = 0 的充要条件是 Imf ∈ S.

Proof. 充分性由 [引理2.3]立即得到. 必要性：如果 π(f) = 0,那么存在 j = (X ′, Y ′) ∈ I 使得对 i = (X, 0) ∈ I

有 φi
j(f) = 0, 若记 l : X ′ → X 是子对象关系的嵌入, p : Y → Y /Y ′ 是标准投射, 则 f ′ = pfl : X ′ → Y /Y ′ 是

零态. 这意味着 f 诱导出态射 f̃ : X ′ → Y ′ 满足对标准态射 f : X → Imf + Y ′ 有下图交换 (上下两行正合)：

0 X ′ X X/X ′ 0

0 Y ′ Imf + Y ′ (Imf + Y ′)/Y ′ 0

f̃ f f̂

p

可直接验证 pf 是 epic 态 (细节繁琐, 不过当 A = Ab 时明显成立), 故 f̂ 是 epic 态. 于是由 X/X ′ ∈ obS 知
(Imf +Y ′)/Y ′ ∈ obS. 结合 Y ′ ∈ obS 知 Imf +Y ′ 在 S 中. 那么 Imf 作为 Imf +Y ′ 的子对象也在 S 中.

Lemma 2.5 ([Gab62]). 设 f : X → Y 是 A 中态射. 那么：(1)π(f) 是 A/S 中 monic 态的充要条件是
Kerf ∈ obS. (2)π(f) 是 A/S 中 epic 态的充要条件是 Cokerf ∈ obS.

Proof. 仅验证 (1), (2) 类似可证. 必要性：如果 π(f) 是 monic 态, 那么对 k : Kerf → Y 有 π(k) = 0, 进而
[引理2.4] 表明 Kerf ∼= Imk ∈ obS. 充分性：设 Kerf = Imk ∈ obS, 下面通过说明对任何 A/S 中非零态射
g : Z → X 有 π(f)g 6= 0 来得到 π(f) 是 monic 态. 根据商范畴中 Hom 集的定义, 存在 Z 的子对象 Z ′ 与 X

的子对象 X ′ 满足 Z/Z ′, X ′ ∈ obS 并且有 θ : Z ′ → X/X ′ 使得 θ 对应在 HomA/S(Z,X) 中的像是 g. 不妨设
X ′ ⊇ Kerf , 否则用 X ′ + Kerf 替换 X ′ 讨论 (这里用到了 Kerf 在 S 中). 设 t : X ′ → X 是子对象关系的标

准嵌入, 现在考虑下述交换图：

0 X ′ X X/X ′ 0

0 Im(ft) Y Y /Im(ft) 0

t

e f f̃

m p

其中上下两行正合, e 是 epic 态, m 是 monic 态. 因为 X ′ ⊇ Kerf , 所以 f̃ : X/X ′ → Y /Im(ft) 是 monic 态
(在模范畴层面追图易证, 可使用 Freyd–Mitchell 嵌入定理转化为模范畴得到). 因为 g 6= 0, 所以 [命题2.1] 表
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明 π(θ) 6= 0, 进而 Imθ /∈ obS. 于是 Im(f̃θ) ∼= Imθ /∈ obS. 于是 π(f̃θ) 6= 0, 下证 π(f)g 6= 0. 记 X 到 X/X ′

的标准 epic 态是 p1, l1 : Z ′ → Z 是标准 monic 态, 那么 f̃p1 = pf , 两边作用 π 得到

π(f̃)π(p1) = π(p)π(f).

由 [命题2.1] 知 g = π(p1)
−1π(θ)π(l1)

−1. 对上面的等式两边右乘上 π(p1)
−1π(θ) 得到 0 6= π(f̃)π(θ) =

π(p)π(f)gπ(l1), 这说明 π(f)g 6= 0, 因此 π(f) 是 monic 态.

Remark 2.6. 由于零对象总在 S 中, 所以 A 中任何 monic 态在商函子作用下成为 A/S 中 monic 态, A 中
任何 epic 态在商函子作用下成为 A/S 中 epic 态. 换言之, 商函子保持 monic 态与 epic 态.

Lemma 2.7 ([Gab62]). 设 f : X → Y 是 A 中态射, k : Kerf → X 是 f 的核, c : Y → Cokerf 是 f 的余核.
那么 π(k) 是 π(f) 的核, π(c) 是 π(f) 的余核. 特别地, 利用 [命题2.1] 中商范畴中态射的分解式立即得到商范
畴 A/S 中任何态射存在核与余核, 并且 A/S 中任何 monic 态是它余核的核、任何 epic 态是核的余核.

Proof. 仅验证 π(k) 是 π(f) 的核, 余核情形类似可证. 在 Abel 范畴层面细节验证过于复杂, 所以这里仅验证
A = Ab 的情形 (这里使用的方法可推广至 Abel 范畴, 只是泛性质细节较多). 因为商函子保持 monic 态, 所
以 π(k) 是 monic 态, 由 π 是加性函子立即得到 π(f)π(k) = 0. 所以还需验证对任何满足 π(k)g = 0 的态射

g ∈ HomA/S(Z,X), 存在态射 h ∈ HomA/S(Z,Kerf) 使得 π(k)h = g. 对于上述 g : Z → X, 存在 Z 的子对象

Z ′ 与 X 的子对象 X ′ 使得 Z/Z ′, X ′ ∈ obS 以及 g′ ∈ HomA(Z
′, X/X ′) 使得 g 是 g′ 对应在 HomA/S(Z,X)

中的像. 若设 l : Z ′ → Z 是标准 monic 态, p : X → X/X ′ 是标准 epic 态, 则 π(g′) = π(p)gπ(l). 考虑交换图：

0 Kerf X Y

0 Kerf/(Kerf ∩X ′) X/X ′ Y /f(X ′)

k

p3

f

p p1

k′ f̃

其中上下两行正合, k′ 来自标准同构 Kerf/(Kerf ∩ X ′) ∼= (Kerf + X ′)/X ′, f̃ 由 f : X → Y 自然诱导. 利
用 π(f)g = 0 以及 f(X ′) ∈ obS, 将 g = π(p)−1π(g′)π(l)−1 代入等式可得 π(f̃g′) = 0. 应用 [引理2.4] 得
Im(f̃g′) ∈ obS. 所以 Z ′/Ker(f̃g′) ∼= Im(f̃g′) ∈ obS.

0 Kerf/(Kerf ∩X ′) X/X ′ Y /f(X ′)

Kerf̃g′ Z ′

k′ f̃

i

g′

记 i : Kerf̃g′ → Z ′ 是标准嵌入,那么 f̃g′i = 0,因此由 k′ 是 f̃ 的核知存在态射 q : Kerf̃g′ → Kerf/(Kerf∩X ′)

使得 k′q = g′i. 注意到 Kerf ∩X ′ ⊆ X ′ 在 S 中, 所以 π(p3) 在 A/S 中可逆, 于是 π(k′) = π(p)π(k)π(p3)
−1.

现在对等式 k′q = g′i 两边作用商函子 π 得到 π(g′)π(i) = π(k′)π(q) = π(p)π(k)π(p3)
−1π(q), 所以

π(p)π(k)π(p3)
−1π(q) = π(p)gπ(l)π(i),

消去同构 π(p) 得到 π(k)π(p3)
−1π(q) = gπ(l)π(i), 之前已经说明 Z ′/Ker(f̃g′) 在 S 中, 所以 π(i) 是同构, 进而

g = π(k)π(p3)
−1π(q)π(i)−1π(l)−1. 取 h = π(p3)

−1π(q)π(i)−1π(l)−1 ∈ HomA/S(Z,Kerf), 则 g = π(k)h.
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Theorem 2.8 ([Gab62]). 商范畴 A/S 是 Abel 范畴并且商函子 π : A → A/S 是正合函子.

Proof. 根据 [引理2.7], 马上看到 A/S 是 Abel 范畴. π 保持核说明 π 左正合, π 保持余核说明 π 右正合.

Remark 2.9. 之前指出任意两个 Abel 范畴间的正合函子的核是 Serre 子范畴, 该定理也表明 Serre 子范畴是
某个 Abel 范畴间正合函子的核. 因此, Abel 范畴 A 的一个非空全子范畴 S 是 A 的 Serre 子范畴当且仅当 S
是某个从 A 出发的正合函子的核.

Corollary 2.10 ([Gab62]). 设 f : X → Y 是A中态射. 则 π(f)是A/S 中同构当且仅当 Kerf,Cokerf ∈ obS.

Theorem 2.11 (商范畴泛性质). 对任何 Abel 范畴 B 以及正合函子 F : A → B, 只要 FX = 0, ∀X ∈ obS(这
等价于要求正合函子 F 将 A 中所有核和余核在 S 中的态射映为同构), 那么存在一个唯一的函子 F̃ : A/S →
B 使得下图交换：

A A/S

B
F

π

F̃

并且这里 F̃ : A/S → B 是正合函子.

Proof. 对商范畴 A/S 中任何态射 f : X → Y , 依 [命题2.1] 有分解 f = π(p)−1π(g)π(l)−1：

X Y

X ′ Y /Y ′

f

π(p)

π(g)

π(l)

定义 F̃X = X, ∀X ∈ oAbA/S, F̃ (f) = F (p)−1F (g)F (l)−1(从这里也可以看到 F̃ 的唯一性), 利用 I =

{(X ′, Y ′)|X ′ ⊆ X,Y ′ ⊆ Y使得X/X ′, Y ′ ∈ obS} 是正向集以及 A/S 中态射合成的定义可直接验证 F̃ 是

定义合理的函子 (用心去感受). F̃ 的正合性可以从下面的引理直接看到.

Remark 2.12. 事实上商范畴也可用 A 中所有核与余核均在 S 中的态射构成的乘法系 S 取局部化构造

[Sta23, Tag 02MN]. 通过该定理知 A/S 就是在上述泛性质意义下将 S 中态射变成同构的“最小”Abel 范畴.

Lemma. 对商范畴 A/S 中任何正合列 0 U V W 0
f g , 存在 A 中正合列

0 A B C 0σ τ

以及 A/S 中同构 α : U → A, β : V → B, γ : W → C 使得下图交换：

0 U V W 0

0 A B C 0

f

α

g

β γ

π(σ) π(τ)

Proof. 根据 [命题2.1], 存在 V 的子对象 V ′, W 的子对象 W ′ 使得 V /V ′,W ′ ∈ obS 并且有分解

V W

π(V ′) π(W/W ′)

g

π(p)

π(g′)

π(l)
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其中 l : V ′ → V 是子对象关系的 monic 态, p : W → W/W ′ 是标准 epic 态. 因为 g 是商范畴中 epic 态, 所以
[引理2.5] 表明 Cokerg′ ∈ obS. 考虑 g′ 的满单分解

V ′ Img′ W/W ′p1 j

因为 g′ 的余核也是 j 的余核, 所以 π(j) 是商范畴中 epic 态, 结合 π 是正合函子得到 π(j) 是同构, 这时

V W

π(V ′) π(Img′)

g

π(j)−1π(p)

π(p1)

π(l)

交换. 作 p1 的核得到 A 中正合列 0 Kerp1 V ′ Img′ 0,t p1
因为 π 是正合函子, 所以

我们得到下面上下两行都正合的交换图：

0 U V W 0

0 π(Kerp1) π(V ′) π(Img′) 0

f g

π(j)−1π(p)

π(t) π(p1)

π(l)

并且竖直方向的态射都是商范畴中的同构. 因为商范畴是 Abel 范畴, 所以存在态射 θ : U → π(Kerp1) 使得下
图交换：

0 U V W 0

0 π(Kerp1) π(V ′) π(Img′) 0

f

θ

g

π(j)−1π(p)

π(t) π(p1)

π(l)

由五引理, 态射 θ 也是商范畴中同构, 故引理得证.

Corollary 2.13. 设 B 是 Abel 范畴, H : A/S → B 是函子. 则 Hπ 是正合函子的充要条件是 H 是正合函子.

Proposition 2.14. 设 B 是 Abel 范畴, H : A/S → B 是正合函子. 那么 H 是忠实函子的充要条件是

KerHπ = {X ∈ obA|Hπ(X) = 0} = obS. 特别地, 如果正合函子 F : A → B 满足 KerF = obS, 那么 F 所诱

导的满足 F̃ π = F 的正合函子 F̃ 是忠实函子.

Proof. 必要性：只需验证每个满足 Hπ(X) = 0 的对象 X 在 S 中. 此时 Hπ(idX) = 0, 所以 H 的忠实性保证

了 π(X) = 0, 于是 [引理2.3] 保证了 X ∈ obS. 充分性：如果商范畴中态射 f : X → Y 满足 H(f) = 0, 设 f

有分解 f = π(p−1)π(f ′)π(l)−1, 那么 Hπ(f ′) = 0, 所以利用 Hπ 的正合性可知 Imf ′ = 0, 通过 [引理2.4] 知这
等价于 π(f ′) = 0, 因此 f = 0. 所以 H 是忠实函子.

Example 2.15 ([Sta23, Tag 0B0J]). 设 R 是含幺环, S 是右分母集, 在 [例1.3] 中我们已经看到 Mod-R 中
S-挠模构成的全子范畴 S 是 Mod-R 的 Serre 子范畴, 接下来说明商范畴 Mod-R/S 与右局部化 RS 上模范

畴 Mod-RS 是范畴等价的. 因为局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS 是正合函子, 并且对任何 S-挠模 M

有 MS = 0, 因此由商范畴的泛性质知存在唯一的正合函子 F : Mod-R/S → Mod-RS 使得下图交换：

Mod-R Mod-R/S

Mod-RS

(−)S

π

F
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注意到由 R-模 M 是 S-挠模的充要条件是 MS = 0, 因此应用 [命题2.14] 立即得到 F 是忠实函子. 因为
对任何一个右 RS-模 X, 将其天然视作右 R-模 M 后总有 X ∼= MS , 所以局部化函子是稠密函子, 进而 F

也是稠密函子. 为了说明 F 是范畴等价, 只需再验证 F 是满函子. 任取 Mod-R 中模 X,Y , 需要说明映
射 F : HomMod-R/S(X,Y ) → HomRS

(XS , YS), ξ 7→ F (ξ) 是满射. 任取右 RS-模同态 g : XS → YS , 记
右 R-模同态 θ1 : X → XS , θ2 : Y → YS 是局部化标准映射. 取 X ′ 是 X 的一个极大 S-无挠子模 (考
虑集合 Σ = {X ′ ⊆ X|X ′是S-无挠的}, 它包含零模所以是关于子模包含关系的非空偏序集, 易验证 Σ 任何

全序子集有上界, 再应用 Zorn 引理), 对 Y 考虑商模 Y /tS(Y ), 它是 S-无挠模, 进而局部化标准映射 θ3 :

Y /tS(Y ) → (Y /tS(Y ))S 是单射, 易见对标准嵌入 l1 : X ′ → X, θ1l1 : X ′ → XS 也是单射. 现在考虑 X ′ 的子

模 X ′ ∩ (pSgθ1l)
−1(θ3(Y /tS(Y ))), 记 l : X ′ ∩ (pSgθ1l)

−1(θ3(Y /tS(Y ))) → X 是标准嵌入. 那么

X

X ′ ∩ (pSgθ1l)−1(θ3(Y /tS(Y )))

是 S-挠模并且可以天然定义出使得下图交换的右 R-模同态 g′.

X ′ ∩ (pSgθ1l)
−1(θ3(Y /tS(Y ))) Y /tS(Y )

XS (Y /tS(Y ))S

YS

θ1l

g′

θ3

g pS

这里 p : Y → Y /tS(Y ) 是标准投射. 可直接验证 Mod-R/S 中态射 ξ = π(p)−1π(g′)π(l)−1 满足 F (ξ) = g.

X Y

X ′ ∩ (pSgθ1l)
−1(θ3(Y /tS(Y ))) Y /tS(Y )

ξ

π(p)π(l)

π(g′)

因此 F 是忠实满的稠密函子, 从而知 F 是范畴等价. 因此 Mod-R 关于 S-挠模子范畴 S 的商范畴在本质上
就是 Mod-RS . 若取 R = Z, 那么我们得到 Abel 群范畴 Ab 关于挠 Abel 群范畴 Tor 的商范畴 Ab/Tor 范
畴等价于 Mod-Q, 即有理数域上线性空间范畴.

在本节结尾不加证明地介绍商范畴可以作为联系代数几何中“几何范畴”与“代数范畴”联系的基本语

言. 设 S 是含幺交换正分次环, 满足 S0 是 Noether 环且 S 作为 S0 上代数可由有限个 S1 中元素生成 (那么
这时 S 明显是 Noether 的), 例如取 S 是域上有限个未定元的多项式代数并赋予自然分次就是满足条件的例

子. 引入记号 S+ = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · . 称一个 (整数) 分次 S-模 M 是 S+-幂挠模 (S+-power torsion module), 如
果满足对每个 x ∈ M , 存在 n ≥ 1 使得 (S+)

nx = 0. 容易验证对有限生成分次 S-模 M , M 是 S+-幂挠模的充
要条件是对充分大的正整数 n 有 Mn = 0. 把所有 S+-幂挠模构成的全子范畴记作 Tor(S), 有限生成 S+-幂挠
模构成的全子范畴记作 tor(S). 容易验证 Tor(S) 是 Gr(S) 的 Serre 子范畴, tor(S) 是 gr(S) 的 Serre 子范
畴. 那么有下述结果, 它联系了射影概形 ProjX 上凝聚层范畴与与 S 上有限生成模范畴的商范畴.

Theorem 2.16 (Serre, 见 [Sta23, Tag 01YR]). 设 S 是正分次交换环, 满足 S0 是 Noether 环且 S 作为 S0

上代数可由有限个 S1 中元素生成. 考虑射影概型 X = ProjS, 那么 S 上有限生成分次模 M 的层化 M 7→ M̃

10

https://stacks.math.columbia.edu/tag/02MN


诱导出的函子 F : grS 7→ CohX(之前提到当 S 是 Noether 环时, 有限生成分次模 M 的层化 M̃ 是射影概形

ProjS 上的凝聚层) 满足将每个 S+-幂挠模映至零, 所以存在唯一的正合函子 F̃ : grS → CohX 使下图交换：

grS grS/torS

CohX

π

F F̃

并且这里 F̃ 给出 X 上凝聚层和 S 上有限生成分次模范畴关于有限生成 S+-幂挠模的商范畴之间的范畴等价.

Remark 2.17. 该定理表明由 1 次部分有限生成的正分次交换 Noether 环 (回忆交换正分次环是 Noether 环
的充要条件是它 0 次部分 Noether 且是 0 次部分上的有限生成代数) 的射影概形上凝聚层范畴与该分次环上
有限生成分次模范畴关于挠模子范畴的商范畴是范畴等价的. M. Artin 与 Zhang 受此定理启发, 在 [AZ94] 中
定义了非交换射影概形, 并将上述 Serre 定理推广至非交换情形, 极大地推动了非交换射影代数几何的发展.

3 商函子的右伴随

对含幺环 R 的右分母集 S, 我们有局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS . 同时, 任何右 RS-模可天然
视作右 R-模, 这给出函子 F : Mod-RS → Mod-R, 对固定的右 R-模 X 以及右 RS-模 Y , 记 θX : X → XS

是局部化标准映射. 作

ηX,Y : HomRS
(XS , Y ) → HomR(X,FY )

φ 7→ φθX

根据局部化的泛性质, 易知 ηX,Y 是加群同构. 现定义

η : obMod-R× obMod-RS →
⋃

(X,Y )

HomZ(HomRS
(XS , Y ),HomR(X,FY )), (X,Y ) 7→ ηX,Y ,

其中 (X,Y ) ∈ obMod-R× obMod-RS . 可直接验证 η 关于变量 X,Y 都是自然的. 因此

Basic Observation. 设 R 是含幺环, S 有右分母集, 那么局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS 与上述将

RS-模可天然视作右 R-模所定义的函子 F : Mod-RS → Mod-R 是一对伴随函子, F 是 (−)S 的右伴随.

在 [例2.15] 中我们看到 Mod-R 关于 S-挠模全子范畴的商范畴与 Mod-RS 是范畴等价的, 所以利用前
面的 F : Mod-RS → Mod-R 是局部化函子的右伴随函子我们马上得到：

Proposition 3.1. 设 R 是含幺环, S 有右分母集, S 是 Mod-R 中 S-挠模构成的全子范畴, 那么商函子
π : Mod-R → Mod-R/S 存在右伴随. 具体地, 若设 H : Mod-R/S → Mod-RS 是局部化函子通过商范畴泛

性质所诱导的范畴等价, 那么 ω = FH : Mod-R/S → Mod-R 是 π 的右伴随.

Definition 3.2. 设 A 是 Abel 范畴, S 是 Serre 子范畴, 如果商函子 π : A → A/S 存在右伴随 ω : A/S → A,
则称 ω 是截面函子 (section functor), 这时称 S 是局部化子范畴 (localizing subcategory).

下面的命题解释了为什么当商函子的右伴随函子存在时, 右伴随函子被称为截面函子.
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Proposition 3.3. 设 A是 Abel范畴, S 是 Serre子范畴, 商函子 π : A → A/S 存在右伴随 ω : A/S → A, 则
(1) 对任何对象 F ∈ obA/S, ωF 是 (关于 S) 无挠的;
(2) 设 A 中态射 f : X → Y 满足 π(f) 是商范畴中同构, 那么对任何对象 F ∈ obA/S, 加群同态 f∗ :

HomA(Y, ωF ) → HomA(X,ωF ) 是同构;
(3) 对任何对象 F ∈ obA/S, 商函子诱导的加群同态 π : HomA(X,ωF ) → HomA/S(πX, πωF ) 是同构;
(4) 设 ζ : πω → 1A/S 是通过伴随函子间的联络诱导的自然变换, 那么 ζ 给出自然同构 πω ∼= 1A/S .

Proof. (1) 伴随函子间的联络给出加群同构 HomA/S(πX,F ) ∼= HomA(X,ωF ), ∀X ∈ obA. 现取 X ∈ obS, 那
么 HomA(X,ωF ) = 0, ∀X ∈ obS, 这说明 F 关于 S 是无挠的.

(2) 通过伴随函子间的联络给出下述交换图, 故由条件马上得到结论.

HomA/S(πX,F ) HomA(X,ωF )

HomA/S(πY, F ) HomA(Y, ωF )

∼=

∼=

(πf)∗ f∗

(3)通过 (1)知道 ωF 是无挠的,所以利用 (2)知对 X 任何满足 X/X ′ ∈ obS 的子对象 X ′, HomA(X,ωF )

到 HomA(X
′, ωF ) 的标准态射是同构. 下面验证加群同态 π : HomA(X,ωF ) → HomA/S(πX, πωF ) 是同构.

任取 g ∈ HomA/S(πX, πωF ), 那么存在 X ′ ⊆ X 使得 X/X ′ ∈ obS 以及 A 中态射 g′ : X ′ → ωF 对应正

向极限中的元素是 g. 记 l : X ′ → X 是标准 monic 态, 由 l∗ : HomA(X,ωF ) → HomA(X
′, ωF ) 是同构知

HomA(X,ωF ) 中有元素对应在正向极限中的像是 g, 这说明 π 是满射. 下面说明 π 是单射：如果 A 中态射
f : X → ωF 满足 π(f) = 0, 那么存在 X ′ ⊆ X 使得 X/X ′ ∈ obS 并且若记 l : X ′ → X 是标准 monic 态, 那
么 l∗(f) = 0. 但 l∗ 是加群同构, 这迫使 f = 0. 故 π : HomA(X,ωF ) → HomA/S(πX, πωF ) 是同构.

(4) 设 π 与 ω 作为一对伴随函子有联络

η : obA× obA/S →
⋃

(X,Y )∈obA×obA/S

HomZ(HomA/S(πX, Y ),HomA(X,ωY )), (X,Y ) 7→ ηX,Y ,

那么它导出函子 πω 到恒等函子 1A/S 的自然变换：

ζ : obA/S →
⋃

Y ∈obA/S

HomA/S(πωY, Y ), Y 7→ ζY = η−1
ωY,Y (1ωY ).

我们需要验证对每个商范畴中对象 Y , η−1
ωY,Y (1ωY ) 是同构. 通过 Yoneda 引理不难看到, 只需验证 η−1

ωY,Y (1ωY )

所诱导的自然变换 (η−1
ωY,Y (1ωY ))∗ : HomA/S(−, πωY ) → HomA/S(−, Y ) 是自然同构. 因为 π 和 ω 是一对伴随

函子, 所以对每个 A 中对象 X 总有下面的交换图：

HomA/S(πX, Y ) HomA(X,ωY )

HomA/S(πX, Y ) HomA(πX, πωY )

1

η−1
X,Y

π

(η−1
ωY,Y (1ωY ))∗

在 (3) 中证明了上图右边竖直方向的同态是同构, 因此自然变换 (η−1
ωY,Y (1ωY ))∗ 作用每个形如 πX 的对象都是

同构. 而商函子是稠密函子, 因此 (η−1
ωY,Y (1ωY ))∗ 是自然同构.
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Example 3.4. 设含幺环 R 有右分母集 S, 那么任何右 RS-模都是 S-无挠的.

如果 Abel 范畴 A 中对象 X 的一个子对象 τX 满足 τX(关于 Serre 子范畴 S) 是挠对象, 并且任何 X 的

挠子对象都是 τX 的子对象, 那么称 τX 是 X 最大的挠子对象. 一个基本的观察是

Basic Observation. 设 A 是 Abel 范畴, S 是 Serre 子范畴, 如果对每个 X ∈ obA 有 τX 存在, 那么 (S,F)

是挠对, 其中 F 是 Abel 范畴 A 中所有关于 Serre 子范畴 S 无挠的对象构成的全子范畴.

Proof. 结合 Serre子范畴定义下的注记,只需再验证如果 X ∈ obA满足对任何 F ∈ obF 有 HomA(X,F ) = 0,
那么 X ∈ obS. 因为 τX 存在, 所以 X/τX 是无挠对象, 考虑标准 epic 态 p : X → X/τX, 则由

0 τX X X/τX 0l p

的正合性以及 p = 0 知 l : τX → X 是同构. 因此 X ∈ obS.

下面我们说明当商函子的右伴随存在时, 可以保证 Abel 范畴任何对象存在最大挠子对象.

Corollary 3.5. 设 A 是 Abel 范畴, S 是 Serre 子范畴, 商函子 π : A → A/S 存在右伴随 ω : A/S → A. 那
么商函子和其右伴随间的联络

η : obA× obA/S →
⋃

(X,Y )∈obA×obA/S

HomZ(HomA/S(πX, Y ),HomA(X,ωY )), (X,Y ) 7→ ηX,Y ,

天然诱导出 1A 到 ωπ 的自然变换

ξ : obA →
⋃

X∈obA

HomA(X,ωπX), X 7→ ξX = ηX,πX(1πX),

现固定对象 X ∈ obA, 记 f = ηX,πX(1πX) : X → ωπX, 则 Kerf,Cokerf ∈ obS 且 Kerf 是 X 最大挠子对象.

Proof. 考虑 f : X → ωπX 的标准正合列 0 Kerf X ωπX Cokerf 0.k f c 作用

商函子得到商范畴中正合列 0 π(Kerf) πX πωπX π(Cokerf) 0.
π(k) π(f) π(c)

如果能说

明 π(f) 是同构, 那么由 [引理2.3], [引理2.7] 以及 [推论2.10] 便知 Kerf,Cokerf ∈ obS. 在 [命题3.3(4)] 证明过
程中我们已经看到对 A 中给定的对象 X 总有交换图：

HomA/S(πX, Y ) HomA(X,ωY )

HomA/S(πX, Y ) HomA(πX, πωY )

1

η−1
X,Y

π

(η−1
ωY,Y (1ωY ))∗

对上图取 Y = πX, 那么由 f 的定义知 1πX = η−1
X,πX(f) = (η−1

ωπX,πX(1ωπX))∗(π(f)) = η−1
ωπX,πX(1ωπX)π(f). 由

[命题3.3(4)] 知 η−1
ωπX,πX(1ωπX) 是同构, 所以 π(f) 也是同构. 于是知 Kerf,Cokerf ∈ obS. 最后验证 Kerf 是

X 的最大挠子对象. 任取 X 的挠子对象 T , 并设 l : T → X 是子对象关系的标准 monic 态, 那么由 ωπX 是

无挠对象 (见 [命题3.3(1)]) 得到 fl = 0. 所以存在 monic 态 j : T → Kerf 使得下图交换：

0 Kerf X ωπX

T

k f

l
j
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因此 T 是 Kerf 的挠子对象, 即 Kerf 是 X 的最大挠子对象.

Corollary 3.6. 记 F 是 Abel 范畴 A 中所有关于 Serre 子范畴 S 无挠的对象构成的全子范畴. 如果商函子
π : A → A/S 存在右伴随 ω : A/S → A, 那么 A 中每个对象的最大挠子对象存在并且 (S,F) 构成挠对.

Remark 3.7. 一个自然的反问题是商函子何时存在右伴随? 可以证明当 A 有足够多内射对象 A 中任何对象
都存在最大挠子对象时, 商函子的右伴随存在 (见 [Smi97, p.432, Theorem 13.14]).

局部化理论一个经典结论是如果含幺环 R 有右分母集 S, 那么任何内射右 RS-模作为右 R-模也是内射的
(更一般地, 对含幺环扩张 α : R → T , 如果 RT 平坦, 则任何内射右 T -模作为右 R-模也内射). 现在我们把这
个结论用完全相同的方法推广到商范畴上.

Proposition 3.8. 设商函子 π : A → A/S 存在右伴随 ω : A/S → A, 那么 A/S 中每个内射对象 Q 满足 ωQ

是 A 中内射对象.

Proof. 伴随函子间的联络给出自然同构

HomA(−, ωQ) ∼= HomA/S(π−, Q) = HomA/S(−, Q)π,

而 HomA/S(−, Q)π 作为正合函子的合成仍正合, 因此 ωQ 是 A 中内射对象.
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