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这份笔记主要记录量子仿射空间的基本性质与相关概念, 主要参考文献是 [BG12], [GL09] 和 [CPWZ16].
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1 量子仿射空间

在古典代数几何中我们知道代数闭域上的仿射簇与交换仿射可约代数范畴间有标准的范畴对偶——仿射

簇与坐标环之间的对应. 量子仿射空间可以理解为仿射空间的“量子坐标环”. 原因是多项式代数 k[x1, ..., xn]

(这里假设 k 是无限域) 是 k
n 的坐标环, 它可以视作单参数 (设参数为 q) 的量子仿射空间 Oq(k

n) 中令参数

q → 1 的某种“极限”. 本章我们首先给出多参数量子仿射空间的定义 (见 [定义1.3]), 这是最简单的一类量
子坐标环. 随后利用 Ore 扩张的基本性质说明量子仿射空间总是双边 Noether 的仿射整区 ([命题1.7]). 对单
参数的量子仿射空间, 我们介绍单位根处量子仿射空间中心的基本性质以及量子仿射空间作为中心上模有限
代数的基本表现. 我们也介绍量子环面 (见 [定义1.15]) 和泛参数的量子仿射空间, 并说明具体参数的量子仿射
空间可以视作泛参数量子仿射空间的“特殊化”(见 [命题1.20]). 这一构造源于单位根处量子代数的研究 (见
[DCL94], [DCKP93], [DCKP93], [DCKP92], [DCKP92] 和 [DCKP91]), 在 [BG03] 中被公理化. 由此可知量
子仿射空间在其中心上有标准的 Poisson order 结构 (见 [命题1.21]). 最后在基域特征零且参数是单位根的场
景, 我们指出量子仿射空间的中心上的 Poisson 结构总是非平凡的. 因此人们能够从量子仿射空间的中心决定
的 Poisson 簇的几何信息读出其不可约表示的信息 (例如见 [BG03] 和 [BY18]).
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1.1 基本概念

本节固定域 k, 将 k 所有非零元构成的乘法群记作 k
×. 在给出量子仿射空间定义 ([定义1.3]) 前我们需要

Definition 1.1. 设 q = (qij)n×n ∈ Mn(k), 如果 A 满足

qii = 1, ∀1 ≤ i ≤ n 且qijqji = 1, ∀1 ≤ i 6= j ≤ n,

则称 q 是乘性反对称阵.

Example 1.2. 对 q ∈ k
×, 之后定义的单参数量子仿射空间需要下述标准的乘性反对称阵

q =


1 q · · · q

q−1 1 · · · q
...

... q

q−1 q−1 · · · 1

 .

Definition 1.3. 设 q = (qij)n×n 是 k 上乘性反对称阵, 称由生成元 x1, x2, ..., xn 以及生成关系

xixj = qijxjxi, ∀1 ≤ i, j ≤ n,

得到的 k-代数称为 q 处的多参数量子仿射 n-空间, 记作 Oq(k
n). 如果 q 取为 [例1.2] 中矩阵, 即这时

xixj = qxjxi, ∀1 ≤ i < j ≤ n,

那么把得到的量子仿射空间记作 Oq(k
n), 称为 q 处的单参数量子仿射 n-空间.

Remark 1.4. 乘性反对称阵 q 处的多参数量子仿射空间可表示为 Oq(k
n) = k〈x1, ..., xn〉/(xixj − qijxjxi).

如果 q 的每个分量都是 1, 那么 Oq(k
n) = k[x1, ..., xn] = O(kn). 如果把 Mn(k) 中所有分量为 1 的矩阵记 1,

那么上述讨论表明当乘性反对称阵 q → 1 时, Oq(k
n) → O(kn), 这时也称 O(kn) 是 Oq(k

n) 的半经典极限.
从量子仿射 n-空间的定义中我们也可以看出要求 q 是乘性反对称是自然的: 一方面, 我们自然有 xi 与自身可

交换; 另一方面, 在 Oq(k
n) 中对 xixj = qijxjxi 两边同时左乘上 q−1

ij 得到 q−1
ij xixj = xjxi = qjixixj .

Example 1.5. 设 q ∈ k
×, 将 q 处的量子仿射 2-空间 Oq(k

2) 称为 q 处的量子平面.

1.2 基本结构

本节固定域 k 上乘性反对称阵 q = (qij)n×n. 根据量子仿射空间的定义, Oq(k
n) 是仿射 k-代数. 下面我

们通过说明 Oq(k
n) 是多项式代数作有限次 Ore 扩张得到的代数来得到 Oq(k

n) 的基本环论性质.
命 τ1 : k[x1] → k[x1], f(x1) 7→ f(q21x1), 易见 τ1 是代数自同构, 并记 R1 = k[x1][x2; τ1]. 递归地, 如果已

经对每个正整数 1 ≤ i ≤ n− 1 定义了 Ri = k[x1][x2; τ1] · · · [xi; τi−1], 其中 τk−1 : Rk−1 → Rk−1 是由

τk−1(f(x1, ..., xk−1)) = f(qk1x1, ..., qk,k−1xk−1), ∀f(x1, ..., xk−1) ∈ Rk−1

确定的代数自同构 (可直接验证). 再考虑代数自同构 τi : Ri → Ri, f(x1, ..., xi) 7→ f(qi+1,1x1, ..., qi+1,ixi) 定义

出的 Ore 扩张 Ri+1, 进而得到 Rn = k[x1][x2; τ1] · · · [xn−1; τn−2][xn; τn−1]. 我们有
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Lemma 1.6. 上述构造的 (递归)Ore 扩张代数 Rn = k[x1][x2; τ1] · · · [xn−1; τn−2][xn; τn−1] 同构于 Oq(k
n).

Proof. 考虑自由代数到 Rn 的标准代数同态 θ : k〈x1, ..., xn〉 → Rn, f(x1, ..., xn) 7→ f(x1, ..., xn). 对每个正
整数对 1 ≤ i < j ≤ n, θ(xixj − qijxjxi) = xixj − qijτj−1(xi)xj = xixj − xixj = 0. 因此 θ 诱导代数同态

θ̃ : Oq(k
n) → Rn 满足 θ̃(xk) = xk, ∀1 ≤ k ≤ n. 于是知 Oq(k

n) 作为 k-线性空间有基

{xi1
1 x

i2
2 · · ·xin

n |i1, ..., in ∈ N}.

这一观察表明 θ̃ 是单射. 而 θ̃ 明显是满射, 因此 θ̃ 是代数同构.

通过 [引理1.6], 以及 Ore 扩张代数的基本性质, 我们立即看到

Proposition 1.7. 量子仿射空间 Oq(k
n) 是双边 Noether 仿射 k-整区且有 k-基 {xi1

1 x
i2
2 · · ·xin

n |i1, ..., in ∈ N}.

Corollary 1.8. 量子仿射空间 Oq(k
n) 既不是左 Artin 环也不是右 Artin 环.

Proof. 有左理想严格降链 Oq(k
n)xn ⊋ Oq(k

n)x2
n ⊋ · · · 和右理想严格降链 x1Oq(k

n) ⊋ x2
1Oq(k

n) ⊋ · · · .

下面我们着眼于参数 q 是单位根时, Oq(k
n) 中心的基本性质, 更一般的讨论见 [CPWZ16]. 设 q 是 ℓ 次本

原单位根, 那么明显有 Ẑ = k[xℓ
1, ..., x

ℓ
n] ⊆ Z(Oq(k

n)). 于是知 Oq(k
n) 是有限生成 Ẑ-模, 可由

{xi1
1 x

i2
2 · · ·xin

n |0 ≤ i1, ..., in ≤ ℓ− 1}

生成. 通过对上述生成元集中每个单项式的幂指数组模 ℓ 可知 Oq(k
n) 是秩为 ℓn 的自由 Ẑ-模.

以下设 q = (qij)n×n 是 [例1.2] 中定义的矩阵. 对每个正整数 1 ≤ i ≤ n, 定义 τi : Oq(k
n) → Oq(k

n)

是由 τi(x
k1
1 xk2

2 · · ·xkn
n ) = qk1

i1 · · · qkn

in x
k1
1 xk2

2 · · ·xkn
n 确定的线性同构, 不难看出 τi 还是 k-代数同构. 对任何

f ∈ Oq(k
n), 易知 xif = τi(f)xi, 所以 τi 可以理解为 xi 决定的“共轭变换”. 一个基本的观察是

Lemma 1.9. 设 f ∈ Oq(k
n), 那么 fxi = xif 当且仅当 τi(f) = f .

Proposition 1.10. 设 n 是偶数, 那么 Z(Oq(k
n)) = k[xℓ

1, ..., x
ℓ
n].

Proof. 不妨设 ℓ ≥ 2. 之前已经指出 k[xℓ
1, ..., x

ℓ
n] ⊆ Z(Oq(k

n)), 假设该包含关系是严格的, 则存在单项式

xd1
1 · · ·xdn

n ∈ Z(Oq(k
n))− k[xℓ

1, ..., x
ℓ
n].

根据 [引理1.9], 对每个正整数 1 ≤ i ≤ n, τi 作用 xd1
1 · · ·xdn

n 不动. 记 (aij)n×n 是 Z/ℓZ 中主对角线全为零, 严
格上三角部分全为 1, 严格下三角部分全为 −1 的矩阵 (即 q 每个分量关于 q 的幂指数按照原有次序排成的矩

阵), 可直接计算 det(aij)n×n = 1. 因为 τi(x
d1
1 · · ·xdn

n ) = xd1
1 · · ·xdn

n , 所以对每个正整数 1 ≤ i ≤ n, 有
n∑

j=1

aijdj = 0, (mod ℓ).

于是由 (aij)n×n 是 Z/ℓZ 上可逆 n 阶阵得到每个 dj = 0, (mod ℓ). 这与 xd1
1 · · ·xdn

n 的选取矛盾.

Remark 1.11. 特别地, n 是偶数时, Z(Oq(k
n)) 的中心同构于 n 元多项式代数.

Example 1.12. 量子平面 Oq(k
2) = k〈x, y〉/(xy − qyx) 的中心是 k[x2, y2].
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如果 n 是奇数, 那么 [命题1.10] 一般不成立. 例如

Example 1.13. 设 n = ℓ = 3, 那么 x2
1x2x

2
3 ∈ Z(Oq(k

3)) 但 x2
1x2x

2
3 /∈ k[x3

1, x
3
2, x

3
3].

Remark 1.14. 记 Ẑ = k[x3
1, x

3
2, x

3
3] ⊊ Z(Oq(k

3)), 之前指出 Oq(k
3) 是秩为 ℓn = 27 的自由 Ẑ-模. 但此时

Oq(k
3)作为中心上的模不再是自由的. 注意到 x2

1x2x
2
3 数乘 Oq(k

3)中的非零元 x1x2−x2x1 是零,所以 Oq(k
3)

作为中心上的模有 (非零) 挠元, 结合中心是整区便知 Oq(k
3) 不是自由 Z(Oq(k

3))-模. 一般地, 整区上的平坦
模都是无挠的, 所以 Oq(k

3) 在中心上不是平坦的.

上述例子表明单位根处的量子仿射 n-空间作为中心上的有限生成模通常不是平坦的. 当 n 是偶数时, 单
位根处的量子仿射 n-空间总是中心上的有限生成自由模.

1.3 量子环面

本节固定域 k 以及乘性反对称阵 q = (qij)n×n. 记 S 是量子仿射空间 Oq(k
n) 中 {x1, ..., xn} 生成的乘法

幺半群. 易见乘闭子集 S 满足左 Ore 条件与右 Ore 条件, 于是由 Oq(k
n) 是整环可知 Oq(k

n) 关于 S 的局部

化存在. 下面我们介绍量子环面的概念, 它由 Y. Manin(俄罗斯, 1937-2023) 在 [Man91] 中引入. 我们将看到
量子环面就是 Oq(k

n) 关于 S 的局部化. 这也解释了量子环面命名之由: (暂时) 设 k 是代数闭域, 那么有拟仿
射簇间的正则同构 φ : (k×)n → V(x1x2 · · ·xn+1−1) ⊆ k

n+1, (x1, ..., xn) 7→ (x1, ..., xn, (x1 · · ·xn)
−1),这说明有

拟仿射簇同构 (k×)n ∼= V(x1x2 · · ·xn+1 − 1). 特别地, (k×)n 是仿射簇. 在代数群理论中通常 (k×)n 称为秩为

n 的代数环面. 代数环面 (k×)n 的坐标环 O((k×)n) = k[x1, ..., xn+1]/(x1x2 · · ·xn+1 − 1)(可用反证法比较多项
式分解式中低次项来得到 x1x2 · · ·xn+1 − 1 的不可约性) 同构于 k[x1, ..., xn] 在 {x1, ..., xn} 生成的乘法幺半群
处作局部化. 当我们把非交换代数等同于“非交换空间”时, 量子环面可视作代数环面的“非交换类似物”.

Definition 1.15. 考虑由生成元 x1, ..., xn, x
−1
1 , ..., x−1

n 与关系 xixj = qijxjxi, xix
−1
i = x−1

i xi = 1, ∀1 ≤ i, j ≤
n 定义出的 k-代数, 记作 Oq((k

×)n), 称为 q 处的多参数量子环面. 如果 q 取为 [例1.2] 中矩阵, 这时得到的量
子环面称为单参数的, 并记作 Oq((k

×)n).

任给保幺环同态 φ : Oq(k
n) → R, 并设 φ(S) 中元素均在 R 中可逆. 通过 α · a = φ(α)a, ∀α ∈ k, a ∈ R 可

赋予 R 上 k-代数结构使 φ 成为 k-代数同态. 于是存在唯一的 k-代数同态 η : k〈x1, ..., xn, x
−1
1 , ..., x−1

n 〉 → R

使得 η(xi) = φ(xi), η(x
−1
i ) = φ(xi)

−1, ∀1 ≤ i ≤ n. 易见 η(xixj − qijxjxi) = η(xix
−1
i − 1) = η(x−1

i xi − 1) = 0,
所以 η 诱导唯一的 k-代数同态 η̃ : Oq((k

×)n) → R 使得下图交换:

k〈x1, ..., xn, x
−1
1 , ..., x−1

n 〉 Oq((k
×)n)

R
η

η̃

由 Oq((k
×)n) 作为 k-代数可由 {x1, ..., xn, x

−1
1 , ..., x−1

n } 生成可知 η̃ 是使下图交换唯一的代数同态:

Oq(k
n) Oq((k

×)n)

R

φ

λS

η̃

这里 λS : Oq(k
n) → Oq((k

×)n) 是标准映射. 于是知 Oq((k
×)n) ∼= Oq(k

n)S . 上述讨论证明了
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Proposition 1.16. 量子环面 Oq((k
×)n) 是 Oq(k

n) 关于 S 的局部化.

现在由量子环面的定义, 量子仿射空间是双边 Noether 整区以及局部化的性质立即得到

Corollary 1.17. 量子环面 Oq((k
×)n) 是双边 Noether 仿射 k-整区.

Remark 1.18. 量子环面不是除环,例如 1+x1 就不是可逆元: 若不然,存在 f(x1, ..., xn), cx
k1
1 · · ·xkn

n (c ∈ k
×)

使得在 Oq(k
n) 中有 (1 + x1)f(x1, ..., xn) = cxk1

1 · · ·xkn
n , 等号左边表示为标准基 ([命题1.7] 意义下) 线性组合

后至少有两个非零单项式, 矛盾. 特别地, 量子环面存在不可逆的正则元, 所以量子环面不是左、右 Artin 的.

下面设 q ∈ k
× 是 ℓ 次本原单位根, 类似于量子仿射空间, 这时量子环面也在某个中心子代数上模有限. 考

虑 Oq(k
n) 的中心子代数 Ẑ = k[xℓ

1, ..., x
ℓ
n], 注意 xℓ

1, ..., x
ℓ
n ∈ S, 这时 Oq(k

n) 有中心子代数 Ẑ(Ẑ ∩ S)−1. 容易
验证 Oq(k

n) 作为 Ẑ(Ẑ ∩S)−1 上的模可由 {(xi1
1 · · ·xin

n )(xj1
1 · · ·xjn

n )−1|0 ≤ i1, ..., in, j1, ..., jn ≤ ℓ− 1} 生成. 即

Proposition 1.19. 单位根处的量子环面在某个中心子代数上模有限.

1.4 泛参数量子仿射空间

之前我们讨论的量子仿射空间的参数是取定的域中非零元, 下面我们考虑参数是未定元的量子仿射空间.
本节仍固定域 k, 并设 h̄ 是 k 上未定元. 定义 Oh̄(k

n) 是由生成元 x1, ..., xn 与关系

xixj = h̄xjxi, ∀1 ≤ i < j ≤ n

确定的 k[h̄]-代数. 称 Oh̄(k
n) 是 h̄ 处的量子仿射 n-空间. 任给 q ∈ k

×, 那么 Oh̄(k
n) 到 Oq(k

n) 有标准 k-代
数同态 Φ : Oh̄(k

n) → Oq(k
n) 将形如 f(h̄)xk1

1 · · ·xkn
n (f(h̄) ∈ k[h̄]) 的元素映至 f(q)xk1

1 · · ·xkn
n , 即 Φ 是赋值

h̄ = q 诱导的代数同态. 下面说明 KerΦ = (h̄− q). 首先 (h̄− q) ⊆ KerΦ 是明显的, 现设∑
k1,...,kn

fk1···kn
(h̄)xk1

1 · · ·xkn
n ∈ KerΦ,

注意到任何 g(h̄) ∈ k[h̄] 满足 g(h̄) = g(h̄− q) + g(q), 所以这时
∑

k1,...,kn

fk1···kn
(q)xk1

1 · · ·xkn
n ∈ KerΦ. 于是

fk1···kn
(q) = 0, ∀k1, ..., kn ∈ N.

因此 KerΦ ⊆ (h̄− q), 进而 KerΦ = (h̄− q). 上述讨论表明

Proposition 1.20. 设 q ∈ k
×, 则 h̄− q 是 Oh̄(k

n) 的中心正则元且有 k-代数同构 Oh̄(k
n)/(h̄− q) ∼= Oq(k

n).

这一观察表明量子仿射空间的中心上有自然的 Poisson 结构. 首先让我们回忆“特殊化”的代数构造.
设 A,R是域 k上代数, h̄是 R的中心正则元,满足有 k-代数同构 A ∼= R/h̄R(这里设 θ : A → R/h̄R是 k-

代数同构), π : R → R/h̄R 是标准投射, 那么有满同态 θ−1π : R → A, 设该满同态有 k-线性截面 ι : A → R(该
满同态总存在, 只需取定 A 的一个基并考虑该基中元素关于 θ−1π 的原像). 我们把满足上述条件的代数 A(即
有 A ∼= R/h̄R, 这里 h̄ 是 R 的中心正则元) 称为由特殊化得到的. 根据 ι 的定义我们知道 πι = θ. 下面将在 A

的中心上赋予 Poisson 结构. 对 z1, z2 ∈ Z = Z(A), 命

{z1, z2} = θ−1π

(
[ι(z1), ι(z2)]

h̄

)
.
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即将 Z 中元素先通过线性截面 ι 映至 R 中, 在 R 中作换位子除以中心正则元 h̄ 后再拉回 A 中.
下面我们将说明 {z1, z2} 的定义不依赖于线性截面的选取并且 {z1, z2} ∈ Z.
我们先说明对任何 s ∈ R 有 ι(z)s − sι(z) 在 π 作用下为零, 这里 z ∈ Z. 在首先存在 ŝ ∈ A 使得

θ(ŝ) = π(s),所以 π(ι(z)s−sι(z)) = θ(zŝ− ŝz) = 0. 下面我们说明 {z1, z2}的定义不依赖于线性截面 ι的选取.
如果还有 k-线性截面 ι̃ : A → R, 即满足 πι̃ = θ, 那么存在 s, t ∈ R 使得 ι̃(z1)− ι(z1) = sh̄, ι̃(z2)− ι(z2) = th̄.
只需验证

[ι(z1), ι(z2)]− [ι̃(z1), ι̃(z2)]

h̄

在 π 的作用下为零即可, 我们计算 [ι(z1), ι(z2)]− [ι̃(z1), ι̃(z2)]. 代入上面对 s, t 的假设整理可得

ι(z1)(ι(z2)− ι̃(z2)) + (ι(z1)− ι̃(z1))ι̃(z2) + (ι̃(z2)− ι(z2))ι(z1) = h̄(x− x̃),

其中 [ι(z1), ι(z2)] = h̄x, [ι̃(z1), ι̃(z2)] = h̄x̃. 上式左边为 (ι̃(z2)s− sι̃(z2))h̄+ (tι(z1)− ι(z1)t)h̄, 因此

(ι̃(z2)s− sι̃(z2)) + (tι(z1)− ι(z1)t) = x− x̃.

由此便知 π(x− x̃) = 0, 所以 {z1, z2} 的定义不依赖于线性截面 ι 的选取.
现在说明 {z1, z2} ∈ Z. 事实上, 任给 a ∈ A, θ(a{z1, z2}) = π(ι(a)[ι(z1), ι(z2)]/h̄), θ({z1, z2}a) =

π([ι(z1), ι(z2)]ι(a)/h̄). 所以要看到 {z1, z2} ∈ Z 只需验证 ι(a)[ι(z1), ι(z2)] = [ι(z1), ι(z2)]ι(a). 用 π 作用

等号左边与等号右边便可看到两式相等, 因此 {−,−} : Z × Z → Z 是定义合理的交错 k-双线性映射, 且该定
义不依赖于 ι 的选取. 下面我们验证 (Z, {−,−}) 是 k-Poisson 代数. 任取 z1, z2, z3 ∈ Z, 有

θ({z1z2, z3}) = π

(
[ι(z1z2), ι(z3)]

h̄

)
, θ(z1{z2, z3}+ {z1, z3}z2) = π

(
ι(z1)[ι(z2), ι(z3)] + [ι(z1), ι(z3)]ι(z2)

h̄

)
,

易见 θ(z1{z2, z3}+ {z1, z3}z2) = π([ι(z1)ι(z2), ι(z3)]/h̄), 所以只需验证

π

(
[ι(z1z2)− ι(z1)ι(z2), ι(z3)]

h̄

)
= 0

便可得 {−,−} 在每个分量上具有导子性质. 用 π 作用 ι(z1z2) − ι(z1)ι(z2) 可得零, 所以存在 w ∈ R 使得

ι(z1z2)− ι(z1)ι(z2) = h̄w, 于是由 π 作用 wι(z3)− ι(z3)w 为零便知 π 作用 [ι(z1z2)− ι(z1)ι(z2), ι(z3)]/h̄ 为零.
最后只要再验证 (Z, {−,−}) 是 k-Lie 代数便知 (Z, {−,−}) 是 Poisson 代数, 因为换位子本身满足 Jacobi 恒
等式, 所以只需验证 θ({{z1, z2}, z3}) = π([[ι(z1), ι(z2)], ι(z3)]/h̄

2) 即可. 直接计算可知

θ({{z1, z2}, z3}) = π

(
[ι({z1, z2}), ι(z3)]

h̄

)
,

而 πι({z1, z2}) = π([ι(z1), ι(z2)]/h̄), 这说明 ι({z1, z2})− [ι(z1), ι(z2)]/h̄ 对应 R/h̄R 中同一元素. 设

ι({z1, z2})− [ι(z1), ι(z2)]/h̄ = h̄u, u ∈ R.

那么可直接计算得到

[ι({z1, z2}), ι(z3)] =
[[ι(z1), ι(z2)], ι(z3)]

h̄
+ (uι(z3)− ι(z3)u)h̄,
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这说明 [ι({z1, z2}), ι(z3)]/h̄− [[ι(z1), ι(z2)], ι(z3)]/h̄
2 在 π 作用下是零. 因此 {−,−} 满足 Jacobi 恒等式. 由此

我们证明了对 k-代数同构 θ : A → R/h̄R, 任取一线性截面 ι : A → R(即满足 θ−1πι = idA), 如果定义

{z1, z2} = θ−1π

(
[ι(z1), ι(z2)]

h̄

)
, ∀z1, z2 ∈ Z,

便有 Poisson 代数 (Z, {−,−}), 并且这里的 Poisson 括号不依赖于线性截面的选取. 对每个 z ∈ Z, 定义

Dz : A → A, a 7→ θ−1π

(
[ι(z), â]

h̄

)
,

这里 â ∈ π−1(θ(a))(是 R 中元素), 我们说明 Dz 是 A 上定义合理的导子并且不依赖于线性截面 ι 的选取. 如
果还有 ã ∈ R 也满足 π(ã) = θ(a), 那么存在 x ∈ R 使得 â − ã = h̄x, 那么易见 π([ι(z), h̄x]/h̄) = 0, 所以
Dz 的定义不依赖于 â 的选取. 对任何 b ∈ A, θ−1π(b̂) = b, 所以由换位子在每个分量上具有导子性质可知
Dz ∈ DerkA. 结合 D : Z → DerkA, z 7→ Dz 是 k-线性的, 按照 [BG03] 中的术语, 我们得到 A 带上 k-线性映
射 D : Z → DerkA 是 Z 上 Poisson order. 总结一下, 前面的讨论证明了单位根量子群理论中的经典观察:

Proposition 1.21 (特殊化产生 Poisson order). 设 k-代数 A 是由特殊化得到的代数. 具体地, 设有 k-代数
R, R 的中心正则元 h̄ 以及 k-代数同构 θ : A → R/h̄R. 任取 θ−1π : R → A 的线性截面 ι : A → R, 定义

{z1, z2} = θ−1π

(
[ι(z1), ι(z2)]

h̄

)
, ∀z1, z2 ∈ Z = Z(A).

那么 {−,−} : Z ×Z → Z 是定义合理的 Poisson 括号且不依赖于线性截面 ι 的选取. 如果进一步定义 k-线性
映射 D : Z → DerkA, z 7→ Dz 满足

Dz : A → A, a 7→ θ−1π

(
[ι(z), â]

h̄

)
,

其中 â ∈ π−1(θ(a)) 是 a 关于 θ−1π 在 R 中的一个原像, 那么 D 定义合理且 (A,D) 是 Poisson Z-order.

Remark 1.22. 这里的 Poisson order 没有要求 ZA 是有限生成模的条件. Z 上的 Poisson 结构不依赖于线性
截面 ι的选取,而不同的线性截面定义出的导子 Dz 相差一 A上内导子 (即存在 a0 ∈ A使得该导子为 [a0,−]):
设 θ−1π 有线性截面 ι, ι̃ : A → R, 那么对固定的 z ∈ Z, 存在唯一的 w ∈ R 使得 ι(z) − ι̃(z) = wh̄, 于是对任
何 a ∈ A, Dz(a) − D̃z(a) = θ−1π([w, â]). 因为这里 â 满足 π(ã) = θ(a), 所以 Dz(a) − D̃z(a) = [θ−1π(w), a],
记 b = θ−1π(w) ∈ A, 则 Dz − D̃z = [b,−]. 所以 Dz 关于不同线性截面的选取相差一内导子.

Example 1.23. 设 q ∈ k
×,考虑标准 k-代数同构 θ : Oq(k

n) → Oh̄(k
n)/(h̄−q),那么由 h̄−q是Oh̄(k

n)/(h̄−q)

中的中心正则元知量子仿射空间 Oq(k
n) 可特殊化得到. 而前面的“h̄ = q”赋值代数同态 Φ : Oh̄(k

n) →
Oq(k

n)就是 θ−1π. 它有 k-线性截面 ι : Oq(k
n) → Oh̄(k

n)满足将每个 cxk1
1 · · ·xkn

n 映至 cxk1
1 · · ·xkn

n ∈ Oh̄(k
n).

在这些记号下, 我们得到 Z = Z(Oq(k
n)) 上 Poisson 结构 {−,−} 以及 Oq(k

n) 上 Poisson Z-order 结构.

1.5 单位根处量子仿射空间

本节固定域 k 以及 k 中的 ℓ 次本原单位根 ε. 我们在此场景下重新总结 Oε(k
n) 的基本性质. 之前我们已

经看到 Oε(k
n) 是双边 Noether 仿射 k-整区 (见 [命题1.7]) 并且这时 Oε(k

n) 在中心子代数 Ẑ = k[xℓ
1, ..., x

ℓ
n]
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上是秩为 ℓn 的有限生成自由模. 如果进一步 n 是偶数, 那么 Z(Oε(k
n)) = k[xℓ

1, ..., x
ℓ
n]. 当 n 是奇数时, 可能

有 Ẑ ⊊ Z(Oε(k
n)) 并且 Oε(k

n) 作为中心上的有限生成模未必是自由的 (见 [例1.13]).
通过 [命题1.21], 我们看到模有限代数 Oε(k

n) 作为可特殊化得到的代数是中心上的 Poisson order. 即便
ε 是单位根, 通常中心上的 Poisson 结构也不是平凡的: 沿用 [例1.23] 中的记号, 这时 q = ε, 考虑的 Oh̄(k

n) 中

的中心正则元为 h̄− ε. 设 chark = 0, 这时对 xℓ
1, x

ℓ
2 ∈ Ẑ, 有

{xℓ
1, x

ℓ
2} = θ−1π

(
[ι(xℓ

1), ι(x
ℓ
2)]

h̄− ε

)
= θ−1π

(
(εℓ − h̄ℓ)xℓ

1x
ℓ
2

h̄− ε

)
= θ−1π(−(εℓ−1 + εℓ−2h̄+ · · ·+ εh̄ℓ−2 + h̄ℓ−1)xℓ

1x
ℓ
2).

化简上式, 得到 {xℓ
1, x

ℓ
2} = −ℓεℓ−1xℓ

1x
ℓ
2. 再由 chark = 0 得到 {xℓ

1, x
ℓ
2} 6= 0.

上述讨论表明单位根处的量子仿射空间作为可特殊化得到的模有限代数, 其上 Poisson order 结构在特征
零的域场景下是非平凡的. 因为 k-代数同构 k[xℓ

1, ..., x
ℓ
n]

∼= k[x1, ..., xn], 所以当 n 为偶数时, Oε(k
n) 本质上就

是一个多项式 Poisson 代数. 这时 Oε(k
n) 是一个光滑仿射 Poisson 整区上的 Poisson order.
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