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这份笔记主要记录二次域的整数环的计算, 主要参考文献是 [DF04]. 首先我们回忆一些基本概念. 如果域
K 是 Q的有限扩张, 则称 K 是代数数域. 将代数数域作为 Q-线性空间的次数称为该代数数域的次数. 例如当
[K : Q] 时, 称 K 是二次域. 代数数域 K 的整数环 OK 是指 Z 在 K 中的整闭包. 例如当 K = Q 时, OQ = Z.
代数数域的整数环是代数数论中的中心研究对象, 它是 Dedekind 整区, 所以 OK 决定的仿射概形是非奇异的.

1 代数数域的复嵌入

本节我们说明有理数域的任何代数扩张可嵌入复数域. 特别地, 代数数域从同构于复数域的某个子域.

Theorem 1.1. 设 E,L 是域, 其中 L 是代数闭域, σ : E → L 是非零环同态, K 是 E 的代数扩张, 则存在环
同态 σ̃ : K → L 使得 σ̃|E = σ.
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Proof. 命 S = {(F, f)|F是K ⊇ E的中间域, f : F → L是环同态且f |E = σ}, 那么 S 是集合且 (E, σ) ∈ S 表明

S 是非空的. 在 S 上定义二元关系 ≤:(F1, f1) ≤ (F2, f2) ⇔ F1 ⊆ F2, f2|F1
= f1. 容易验证 (S,≤) 是非空偏序

集, 且任何全序子集 {(Fα, fα)|α ∈ Λ} 有上界 (F, f), 这里 F =
∪
α∈Λ

Fα, f : F → L, x 7→ fα(x)(对每个 x ∈ F ,

存在 α ∈ Λ 使得 x ∈ Fα, 这里定义 f(x) = fα(x), 容易验证 f 是定义合理的环同态), 故由 Zorn 引理知上述偏
序集有极大元 (M, τ), 我们断言 M = K. 若不然, 设 M 是 K 的真子域, 那么存在 a ∈ K −M , 设 a 在 M 上

首一最小多项式是 m(x), 那么 φ :M(a) →M [x]/(m(x)), g(a) 7→ g(x)+ (m(x)) 是环同构. 因为 τ 是非零环同

态, 所以由 M 是域可知 τ : M → L 是单保幺环同态, 进而有域同构 θ : M → τ(M), x 7→ τ(x), 这导出多项式

环间的同构 θ∗ : M [x] → τ(M)
l∑
i=0

bix
i 7→

l∑
i=0

τ(bi)x
i, 易见 τ(M) 是 L 的子域. 因为 m(x) 是 M [x] 中不可约

多项式, 所以由 θ∗ 是同构可知 θ∗(m(x)) 是 τ(M)[x] 中的不可约多项式. 因为 L 是代数闭域, 所以 θ∗(m(x))

在 L 中有根 c, 于是有环同构 ψ : τ(M)[x]/(θ∗(m(x))) → τ(M)(c), h(x) + (θ∗(m(x))) 7→ h(c). 并注意到 θ∗ 导

出环同构 Θ :M [x]/(m(x)) → τ(M)[x]/(θ∗(m(x))), g(x) + (m(x)) 7→ θ∗(m(x)) + (θ∗(m(x))).

M(a) M [x]/(m(x)) τ(M)[x]/(θ∗(m(x))) τ(M)(c) L
φ Θ ψ
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注意到 ψΘφ 能够诱导一个 M(a) 到 L 的环同态且容易验证下图交换：

M [x]/(m(x))

M(a) τ(M)[x]/(θ∗(m(x)))

E τ(M)(c)

L

Θφ

ψ

σ

这与 (M, τ) 是极大元矛盾. 因此 M = K, 取 σ̃ = τ 即得结果.

Example 1.2. 取 E = Q,K 是代数数域且 L = C. 那么标准嵌入 j : Q → C 诱导域嵌入 j̃ : K → C.

Corollary 1.3. 域 E 的任何代数扩张可嵌入 E 的代数闭包.

Proof. 在 [定理1.1] 中取 L 为 E 的代数闭包即可.

Remark 1.4. 由 [定理1.1], E 的所有代数扩张中, 代数闭包可视作某种意义下“最大”代数扩张.

2 二次整数环的计算

本节固定二次域 K, 即满足 [K : Q] = 2. 根据 [定理1.1], 可设 K ⊆ C. 因为 charQ = 0, 故由本原
元定理知存在 c ∈ K 使得 K = Q(c). 设 c 满足的 Q 上最小多项式是 m(x), 那么 m(x) 是二次的, 设为
m(x) = x2 + a1x+ a0, ai ∈ Q. 于是

√
a21 − 4a0 不是有理数, 易见 K = Q(c) = Q(

√
a21 − 4a0), 那么存在既不

是 0 也不是 1 的无平方因子整数 D 使得 K = Q(
√
D). 易知 K 中任何元素形如 a+ b

√
D(a, b ∈ Q).

Lemma 2.1. 如果 D1, D2 均为既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数, 则 Q(
√
D1) = Q(

√
D2) ⇔ D1 = D2.

Proof. 设 Q(
√
D1) = Q(

√
D2), 那么存在有理数 a, b 使得

√
D1 = a + b

√
D2. 假设 b = 0, 那么 D1 = a2

可得 a 是整数, 这与 D1 是既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数矛盾. 因此 b 6= 0. 如果 a 6= 0, 那么由
D1 = a2 +2ab

√
D2 + b2D2 可知

√
D2 ∈ Q, 这与 D2 是既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数矛盾. 因此 a = 0.

现在我们得到 D2/D1 是某个有理数的平方, 假设 D2 6= D1, 可设互素的正整数 s, t 满足 s2D2 = t2D1, 并且
s, t 其中一个至少是 2. 这蕴含 D1 与 D2 中至少有一个不是无平方因子整数, 矛盾.

Remark 2.2. 如果 D 是既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数, 易验证 {1,
√
D} 是 Q(

√
D) 的 Q-基.

由此可知集合 S = {D ∈ Z|D无平方因子且D 6= 0, 1} 与所有二次域 Q = {K ⊆ C|Q ⊆ K, [K : Q] = 2}
间有标准双射S → Q, D 7→ Q(

√
D). 如果不限制二次域在 C中,那么有双射 φ : S → {二次域的同构类}, D 7→

[Q(
√
D)]. 根据 [例1.2] 和前面的讨论, φ 是满射. 依 [引理2.1] 得到 φ 是单射. 所以二次域都被某个既不是 0

也不是 1 的无平方因子整数决定. 以下我们仍假设考虑的二次域 K = Q(
√
D) 是 C 的子域.

当 D ≡ 1(mod 4) 时, 记 ω = (1 +
√
D)/2, 易验证 ω ∈ OK . 所以 Z[ω] = {a + bω|a, b ∈ Z} ⊆ OK . 反

之, 任取 a + b
√
D ∈ OK , 这里 a, b ∈ Q. 那么 a ± b

√
D 是 x2 − 2ax + (a2 −Db2) ∈ Q[x] 的根. 如果 b = 0,
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那么 a ∈ OK ∩ Q = Z. 如果 b 6= 0, 那么 x2 − 2ax + (a2 −Db2) 是 a + b
√
D 在 Q 上的最小多项式, 于是由

a+ b
√
D 也满足某个首一整系数多项式 g(x) 可知 x2 − 2ax+ (a2 −Db2) 整除 g(x). 所以 a± b

√
D 都是 g(x)

的根. 那么由 Vieta 定理知 2a, a2 −Db2 ∈ Z. 于是 4(a2 −Db2)− 4a2 ∈ Z, 于是 (2b)2D ∈ Z, 结合 b ∈ Q 易知
2b ∈ Z. 记 2a = s, 2b = t, 那么由 a2 −Db2 ∈ Z 可得 s2 −Dt2 ≡ 0(mod 4). 于是 s, t 必定同奇或同偶, 由此可
知 a+ b

√
D ∈ Z[ω]. 刚刚的讨论证明了

Proposition 2.3. 设 D 为既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数并且 D ≡ 1(mod 4), 那么

OK = Z

[
1 +

√
D

2

]
.

下设 D ≡ 2, 3(mod 4), 首先易见 Z[
√
D] ⊆ OK . 反之, 任取 a + b

√
D ∈ OK , 这里 a, b ∈ Q. 类似前面

的讨论可知 2a, 2b ∈ Z. 同样设 2a = s, 2b = t, 那么由 a2 − Db2 ∈ Z 可得 s2 − Dt2 ≡ 0(mod 4). 注意到
s2 ≡ 0, 1(mod 4), 所以 t 只可能是偶数, 进而 s 也是偶数. 这说明 a, b ∈ Z. 于是我们得到

Proposition 2.4. 设 D 为既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数并且 D ≡ 2, 3(mod 4), 那么 OK = Z[
√
D].

现在把 [命题2.3] 和 [命题2.4] 总结为下述定理.

Theorem 2.5. 设 D 为既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数, 则 OK = Z[ω], 其中

ω =

(1 +
√
D)/2, D ≡ 1(mod 4)

√
D, D ≡ 2, 3(mod 4).

Example 2.6. 如果 D = −1, 那么 K = Q(i). 这时 OK = Z[i] 是 Gauss 整数环.

Example 2.7. 如果 D = 5, 那么 K = Q(
√
5). 这时 OK = Z[(1 +

√
5)/2] ⊋ Z[

√
5].

Definition 2.8. 设 E ⊆ K 是域的有限扩张, x ∈ K, 并记 ℓx : K → K 是 x 决定的左乘变换. 称 E-线性变换
ℓx 的迹 tr(ℓx) 为 x 关于 E 的迹, 记作 trK/E(x). 称 ℓx 的行列式 det(ℓx) 为 x 关于 K 的范数, 记作 NK/E(x).
将 trK/E : L→ K,x 7→ trK/E(x) 与 NL/K : L→ K,x 7→ NK/E(x) 分别称为迹映射与范数映射.

现在取 E = Q, 我们来计算二次域 K = Q(
√
D), 这里 D 6= 0, 1 且是无平方因子的整数, 的范数映射. 首

先 K 作为 Q-线性空间有基 {1,
√
D}, 因此每个 x = a+ b

√
D ∈ K(a, b ∈ Q) 对应的 K 上左乘变换 ℓx 满足

ℓx(1,
√
D) = (1,

√
D)

(
a Db

b a

)
,

由此可知NK/Q(a+b
√
D) = a2−Db2. 如果D ≡ 2, 3(mod 4),那么 OK = Z[

√
D],于是每个 a+b

√
D ∈ OK(a,∈

Z)的范数为 a2−Db2 ∈ Z. 于是由范数映射保持乘法, NK/Q(1) = 1以及 (a+b
√
D)(a−b

√
D) = a2−Db2 可知

OK 中元素 α 是乘法可逆元当且仅当 NK/Q(α) = ±1. 如果 D ≡ 1(mod 4), 那么每个 a+ b(1 +
√
D)/2 ∈ OK

诱导的左乘变换在 {1,
√
D} 下表示矩阵的行列式为 a2 + ab+ (1−D)b2/4. 如果记 ω = (1 +

√
D)/2, ω = (1−

√
D)/2,那么 NK/Q(a+ω) = (a+bω)(a+bω). 同样可得 OK 中元素 α是乘法可逆元当且仅当 NK/Q(α) = ±1.
因此代数数域上的范数映射可刻画其整数环中的可逆元. 将前面的讨论总结为
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Theorem 2.9. 设 D 为既不是 0 也不是 1 的无平方因子整数, K = Q(
√
D), 并记

ω =

(1 +
√
D)/2, D ≡ 1(mod 4)

√
D, D ≡ 2, 3(mod 4),

ω =

(1−
√
D)/2, D ≡ 1(mod 4)

−
√
D, D ≡ 2, 3(mod 4),

那么对任何 a+ bω ∈ OK(a, b ∈ Z), 有

NK/Q(a+ bω) = (a+ bω)(a+ bω) =

a2 + ab+ (1−D)b2/4, D ≡ 1(mod 4)

a2 −Db2. D ≡ 2, 3(mod 4),

特别地, NK/Q(OK) ⊆ Z. 并且 α ∈ OK 是可逆元当且仅当 NK/Q(α) = 1.

Example 2.10. 设 D 是无平方因子的正整数, 称方程 x2 −Dy2 = 1 是 Pell 方程. 人们感兴趣该方程的整数
解. 我们不妨设 D 6= 1, 否则由 (x− y)(x+ y) = 1 不难得到该方程所有的整数解. 如果 (s, t) 是 x2 −Dy2 = 1

的整数解, 那么 (s+
√
Dt)(s−

√
Dt) = 1, 由此得到 s+

√
Dt 是 Z[

√
D] 中的可逆元. 因此求解 Pell 方程的整

数解可化归为求出二次域 K = Q(
√
D) 的整数环 OK 中的所有可逆元.

Example 2.11. 设 D = −1, 则 K = Q(i),OK = Z[i]. Fermat 二平方和定理说素数 p 可表示为两个整数的

平方和的充要条件是 p = 2 或 p ≡ 1(mod 4). 我们可以在 Z[i] 中研究素数是否可表为二整数平方和问题. 如
果有整数 a, b 使得 p = a2 + b2, 那么 p = (a+ bi)(a− bi) = NK/Q(a+ bi). 因此素数 p 可表示为某两个整数的

平方和等价于存在 α ∈ OK = Z[i] 使得 p = NK/Q(α).
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