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这份笔记主要用于整理关于多项式 Poisson 代数的 Poisson 结构的相关事实. 以下固定域 k.
如果多项式代数 k[x1, ..., xn] 上有 Poisson 结构 {−,−}, 那么利用多项式代数的导子性质可知

{f, g} =
n∑

i=1

n∑
j=1

∂f

∂xi

∂g

∂xj

{xi, xj}, ∀f, g ∈ k[x1, ..., xn],

即其 Poisson 结构完全由 Poisson 括号在在未定元集 {x1, ..., xn} 上的作用决定. 这一观察表明

Example 1. 多项式代数 k[x] 上只有平凡的 Poisson 结构.

Proof. 因为 {x, x} = 0, 所以 {f, g} = 0, ∀f, g ∈ k[x].

Example 2 (广义 Jacobian Poisson 结构). 设 R = k[x1, ..., xn](n ≥ 2) 是多项式代数, 给定 f3, ..., fn, u ∈ R.
对每个 f, g ∈ R,定义 {f, g} = J(f, g, f3, ..., fn)u,其中 J(f, g, f3, ..., fn)表示多项式 f, g, f3, ..., fn 的 Jacobian
行列式. 那么 (R, {−,−})是 Poisson代数,称该 Poisson结构为由多项式 f3, ..., fn 和 u给出的广义 Jacobian
Poisson 结构 (简称为 GJPS). 当 u = 1 时, 称为 Jacobian Poisson 结构 (简称 JPS).

Proof. 易知 {−,−} 是满足交错性双线性映射, 并且固定第一分量上元素可给出 R 上导子. 括号 {−,−} 满足
Jacobi 恒等式通过混合导数的对称性直接计算化简得到.

Example 3. 多项式代数 R = k[x, y] 上的 Poisson 结构都是由某个多项式 h ∈ R 决定的 GJPS.

Proof. 若 R 上有 Poisson 括号 {−,−}, 那么对任何 f, g ∈ R 有

{f, g} =
∂f

∂x

∂g

∂y
{x, y}+ ∂f

∂y

∂g

∂x
{y, x} =

(
∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x

)
{x, y}.

若记 h = {x, y}, 那么该 Poisson 结构就是由 h 决定的 GJPS. 反之, 已说明 GJPS 是 R 上 Poisson 结构.

Basic Observation. 设 R = k[x1, ..., xn](n ≥ 2) 是多项式代数, 设 hij = {xi, xj} ∈ R(1 ≤ i, j ≤ n). 如下定
义双线性映射 {−,−} : R×R → R:

{f, g} =
n∑

i=1

n∑
j=1

∂f

∂xi

∂g

∂xj

hij , ∀f, g ∈ R.
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那么 (R, {−,−}) 是 Poisson 代数的充要条件是 (hij)n×n 是 Mn(R) 中反对称阵并且

{{xi, xj}, xk}+ {{xj , xk}, xi}+ {{xk, xi}, xj} = 0, ∀1 ≤ i, j, k ≤ n.

Proof. 根据 {−,−} 的定义, 固定每个分量它给出 R 上导子. (hij)n×n 是 Mn(R) 中反对称阵等价于要求

{−,−} 是交错的. 通过直接计算可验证后一条件等价于要求 {−,−} 满足 Jacobi 等式.

Example 4. 设 R = k[x1, x2, x3], hij = {xi, xj} ∈ R(1 ≤ i, j ≤ 3). 定义 R 上双线性映射 {−,−}：

{f, g} =
3∑

i=1

3∑
j=1

∂f

∂xi

∂g

∂xj

{xi, xj}, ∀f, g ∈ R.

那么 {−,−} : R×R → R 给出 R 上 Poisson 结构当且仅当 (hij)3×3 是 M3(R) 中的反对称矩阵并且

∂h12

∂x1

h13 +
∂h12

∂x2

h23 −
∂h23

∂x2

h12 −
∂h23

∂x3

h13 −
∂h13

∂x1

h12 +
∂h13

∂x3

h23 = 0.

Example 5. 设 R = k[x1, x2, x3], 通过 {x1, x2} = 0, {x1, x3} = x1, {x2, x3} = x2 可赋予 R 上 Poisson 结构.
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