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这份笔记主要记录光滑流形上多重向量场的基本概念与性质, 例如多重向量场模与高阶微分形式模的对
偶关系 ([引理1.1]) 以及多重向量场模与光滑函数环上交错多重线性导子模的同构关系 ([命题1.2]). 在纯代
数场景, 这里介绍给定交换代数的高阶 Kähler 微分模与交错多重线性导子模的对偶关系. 主要参考文献是
[Lee12], [CPV12] 以及 [KZ19]. 关于 Kähler 微分模的基本构造与性质可参见 [Eis04] 或 [Mat70].

1 多重向量场

本节固定光滑流形 M, 对每个自然数 k, 记 Ωk(M) 是所有光滑 k-形式构成的 C∞(M)-模. 对含幺交换
环 K 上的交换代数 A 以及自然数 k, 记 Xk(A) = {F : ∧k

KA → A|F在每个分量上是K-导子}. 在这个记号下,
Xk(C∞(M)) 就是 C∞(M) 上交错 k 重 C∞(M)-线性函数全体. 对反变 k-张量场 B : M → T kTM, 如果对
每个 p ∈ M, 反变 k-张量 Bp 是余切空间 T ∗

pM 上的交错线性函数, 则称 B 是交错的. 如果交错反变 k-张量
场 B 是光滑的, 则称 B 是 k 次光滑多重向量场或光滑 k-向量场 (也简称为多重向量), 记M上所有光滑 k-向
量场构成的集合为 Xk(M), 那么 Xk(M) 作为光滑丛 ∧kTM 的光滑截面模上有自然的 C∞(M)-模结构. 之后
我们会在 [命题1.2] 中说明 Xk(M) ∼= Xk(C∞(M)), 进而知交错多重线性导子是多重向量场的代数推广.
注意到 Xk(M) ∼= {F : Ω1(M)k → C∞(M)|F是交错k重C∞(M)-线性函数}, 这里每个光滑 k-向量场 B

对应 C∞(M)-模同态 B : Ωk(M) → C∞(M) 满足 B(df1 ∧ · · · ∧ dfk) = B(df1, ..., dfk), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M). 这
诱导 C∞(M)-模同构 Xk(M) ∼= HomC∞(M)(Ω

k(M), C∞(M)). 我们把该同构记录为

Lemma 1.1. 定义映射 η : Xk(M) → HomC∞(M)(Ω
k(M), C∞(M)) 满足将每个光滑 k-向量场 B 映至满足

B(df1 ∧ · · · ∧ dfk) = B(df1, ..., dfk), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M)

的 C∞(M)-模同态 B, 那么 η 是 C∞(M)-模同构. 特别地, HomC∞(M)(X
k(M), C∞(M)) ∼= Ωk(M).

Remark. 因为 Ωk(M) 是有限生成投射 C∞(M)-模, 故利用其自反同构可得 C∞(M)-模同构 τ : Ωk(M) →
HomC∞(M)(X

k(M), C∞(M)), 这里 τ(df1 ∧ · · · ∧ dfk)(B) = B(df1, ..., dfk), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M), B ∈ Xk(M).

Proposition 1.2. 定义 ξ : HomC∞(M)(Ω
k(M), C∞(M)) → Xk(C∞(M)) 为满足将每个模同态 φ 映至

ξ(φ)(f1, ..., fk) = φ(df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfk), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M)
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的映射, 那么 ξ 是 C∞(M)-模同构. 特别地, 由 [引理1.1] 得到 C∞(M)-模同构 Xk(M) ∼= Xk(C∞(M)).

Proof. 首先由 d : C∞(M) → Ω1(M) 是 R-导子易见 ξ 是定义合理的 C∞(M)-模同态. 再由 Ω1(M) 是可由恰

当形式生成的有限生成模看到 ξ 是单射, 最后我们说明 ξ 是满射来得到结论. 任取 F ∈ Xk(C∞(M)), 对每个
p ∈ M,如下定义交错线性函数 Bp : (T ∗

pM)k → R: 任取含 p光滑坐标卡 (U,φ),并设有坐标表示 (xi)
n
i=1,那么

关于此坐标表示余切空间 T ∗
pM有自然基 {dx1|p, ..., dxn|p}. 设 D ⊆ U 是含 p开领域满足 D ⊆ U ,那么存在光

滑函数 x̃i : M → R使得 x̃i|D = xi|D. 定义 Bp(dxi1 |p, ..., dxik |p) = F (x̃i1 , ..., x̃ik)(p). 为了说明 Bp的定义合理

性, 我们需要说明 F (x̃i1 , ..., x̃ik)(p) 仅依赖于 x̃i1 , ..., x̃ik 在 p 点的局部性态. 只需验证对 f1, ..., fk ∈ C∞(M),
如果 fi 在点 p 的某个开邻域 W 上恒为零, 则 F (f1, ..., fk) = 0. 首先可构造支集含于 W 的光滑函数 ψ

使得 ψ(p) = 1, 那么 ψfi = 0, 因此 0 = ψ(p)F (f1, ..., fk)(p) + fi(p)F (f1, ..., fi−1, ψ, fi+1, ..., fn)(p), 这说
明 F (f1, ..., fk) = 0. 所以 Bp 是定义合理的交错多重线性函数. 并且根据 B 的定义可知 B 是光滑的, 故
B ∈ Xk(M). 它对应 C∞(M)-模同态 B : Ωk(M) → C∞(M) 满足

B(df1 ∧ · · · ∧ dfk) = B(df1, ..., dfk) = F (f1, ..., fn), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M).

上式表明 ξ(B) = F , 因此 ξ 是满射.

Remark. 根据证明过程, C∞(M)-模同构 Xk(M) ∼= Xk(C∞(M)) 由映射 ζ : Xk(M) → Xk(C∞(M)) 给出:

ζ(B) : C∞(M)× · · · × C∞(M) → C∞(M), (f1, ..., fk) 7→ B(df1, ..., dfk).

ζ 的逆映射 ζ−1 满足将每个 F ∈ Xk(C∞(M)) 映至M 上唯一满足 B(df1, ..., dfk) = F (f1, ..., fk), ∀f1, ..., fk ∈
C∞(M) 的光滑多重向量场 B. 再结合 C∞(M)-模同构 Ωk(M) ∼= HomC∞(M)(X

k(M), C∞(M)) 可得模同构

λ : Ωk(M) → HomC∞(M)(X
k(C∞(M)), C∞(M)),

满足 λ(df1 ∧ · · · ∧ dfk)(F ) = F (f1, ..., fk), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M).

Example 1.3. 当 k = 1 时, X1(M) = X(M) ∼= X1(C∞(M)) = DerRC∞(M) 是光滑向量场模.

Example 1.4. 当 k = 2 时, X2(M) ∼= X2(C∞(M)) 中的元素被称为 (光滑) 双向量场. 例如, 设 (M, ω) 是

辛流形, 记每个光滑函数 f 的 Hamilton 向量场为 Xf , 那么定义 {f, g} = Xgf 可赋予光滑函数环上 Poisson
代数结构 {−,−} : C∞(M)× C∞(M) → C∞(M), 这时 {−,−} ∈ X2(C∞(M)), 它可视作M 上双向量场. 由
于 {−, g} = Xg, ∀g ∈ C∞(M), 因此在含幺交换环 K 上 Poisson 代数 (A, {−,−}) 中, 形如 {a,−}, a ∈ R 的

K-导子被称为 Hamilton 导子.

Remark. 对光滑流形 M, 我们已经看到 C∞(M)-模同构 X2(M) = Γ(∧2TM) ∼= X2(C∞(M)), 即双向量场
与光滑函数环上交错双线性导子间一一对应. 任给双线性导子 F : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M), 存在唯一
的双向量场 π 满足 π(df ∧ dg) = F (f, g), ∀f, g ∈ C∞(M). 反之, 任何双向量场 π ∈ X2(M) 诱导 C∞(M)

上交错双线性导子 F , 满足 F (f, g) = π(df ∧ dg), ∀f, g ∈ C∞(M). 因此双向量场 π ∈ X2(M) 诱导的交错

双线性导子能够赋予光滑函数环 Poisson 代数结构当且仅当该交错双线性导子是 R-Lie 括号. 我们把 π 诱导

的交错双线性导子记作 {−,−} : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M), 如果 {−,−} 是 C∞(M) 上 R-Lie 括号, 即
{f, g} = π(df, dg), 则称 π 是 M 上 Poisson 结构、Poisson 双向量 (场) 或 Poisson 张量. 任何光滑流形
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上都有 Poisson 结构, 例如取 π = 0, 这时光滑函数环上有平凡 Poisson 代数结构. 如果 π ∈ X2(M) 是 M
上双向量场, 那么称 (M, π) 是 Poisson 流形. 根据前面的讨论, C∞(M) 上 Poisson 代数结构与 X2(M) 中

Poisson 结构一一对应.

下面我们来说明进一步有 C∞(M)-模同构 Xk(C∞(M)) ∼= ∧k
C∞(M)DerRC∞(M). 根据 [命题1.2], 我们有

C∞(M)-模同构 ξ : HomC∞(M)(Ω
k(M), C∞(M)) → Xk(C∞(M)), 标准同构 Ωk(M) ∼= ∧k

C∞(M)Ω
1(M) 产生

模同构 ε : ∧k
C∞(M)HomC∞(M)(Ω

1(M), C∞(M)) → HomC∞(M)(Ω
k(M), C∞(M)), 这里 ε 满足

ε(F1 ∧ · · · ∧Fk)(ω1 ∧ · · · ∧ωk) =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)F1(ωσ(1)) · · ·Fk(ωσ(k)), ∀F1, ..., Fk ∈ HomC∞(M)(Ω
1(M), C∞(M)).

考虑标准同构 φ : DerRC∞(M) → HomC∞(M)(Ω
1(M), C∞(M)), 这里 φ 满足对每个光滑函数环上导子 D,

有 φ(D)d = D, 其中 d : C∞(M) → Ω1(M) 是外微分算子. 那么下图的交换性唯一确定出 C∞(M)-模同构
Φ : ∧k

C∞(M)DerRC∞(M) → Xk(C∞(M)):

∧k
C∞(M)DerRC∞(M) ∧k

C∞(M)HomC∞(M)(Ω
1(M), C∞(M))

Xk(C∞(M)) HomC∞(M)(Ω
k(M), C∞(M))

∧kφ

Φ ε

ξ

通过直接计算可知 Φ(X1 ∧ · · · ∧ Xk)(f1, ..., fk) =
∑

σ∈Sk

(sgnσ)X1(fσ(1)) · · ·Xk(fσ(k)), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M). 我

们把刚刚得到的模同构总结为下述推论.

Corollary 1.5. 固定自然数 k, 则存在唯一的 C∞(M)-模同构 Φ : ∧k
C∞(M)DerRC∞(M) → Xk(C∞(M)) 满足

Φ(X1 ∧ · · · ∧Xk)(f1, ..., fk) =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)X1(fσ(1)) · · ·Xk(fσ(k)), ∀f1, ..., fk ∈ C∞(M).

2 多重线性导子

固定含幺交换环 K 上交换代数 A, 之前我们已经引入了 A 上交错多重线性导子模 Xr(A). 更一般地, 对
任何 A-模 M , 可以考虑 A 到 M 的交错多重线性导子, 定义 A 到 M 的所有交错 r 重线性导子为

Xr(M) = {F ∈ HomK(∧r
KA,M)|F在每个分量上是K-导子}.

记 Ωr(A) 是交换代数 A 的 r 阶 Kähler 微分模, 则有 Xk(M) ∼= HomC∞(M)(Ω
k(M), C∞(M)) 的代数版本:

Theorem 2.1. 设 M 是 A-模, r 是自然数. 那么有典范 A-模同构 φ : Xr(M) → HomA(Ω
r(A),M) 使得

φ(F )(a0da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ dar) = a0F (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an), ∀ai ∈ A.

因此, 对任何交错 r-线性导子 F : ∧r
KA→M , 存在唯一的 A-模同态 F̃ : Ωr(A) →M 使得下图交换：

∧r
KA Ωr(A)

M
F

∧rd

F̃
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Proof. 首先对每个 F ∈ Xr(M), 有 A-模同态

θ :

(⊕
a∈A

Ada

)
⊗A

(⊕
a∈A

Ada

)
⊗A · · · ⊗A

(⊕
a∈A

Ada

)
→M

b1da1 ⊗ b2da2 ⊗ · · · ⊗ brdar 7→ b1b2 · · · brF (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar)

因为 F 在每个分量上是 K-导子, 故 θ(⊕a∈AAda⊗ · · · ⊗ C ⊗ · · · ⊕a∈A Ada) = 0, 其中

C = ({d(aa′)− ad(a′)− d(a)a′ − d(ka+ k′a′)− kd(a)− k′d(a′)|a, a′ ∈ A, k, k′ ∈ K})

在 i 次位置, i = 1, 2, ..., r. 因此 θ 诱导 A-模同态

Θ :

(⊕
a∈A

Ada/C

)
⊗A

(⊕
a∈A

Ada/C

)
⊗A · · · ⊗A

(⊕
a∈A

Ada/C

)
→M

利用 Ω(A) =
⊕
a∈A

Ada/C, 可改写 Θ 为 Θ : Ω(A) ⊗A · · · ⊗A Ω(A) → M . 易见 Θ(a0da1 ⊗ · · · dar) = a0F (a1 ∧

· · ·∧ar), ∀ai ∈ A. 注意到 Θ(da1⊗· · ·⊗dai−1⊗x⊗x⊗dai+1⊗· · ·⊗dar) = 0, ∀x ∈ ΩA/K ,所以对 x =
n∑

k=1

ckdbk,

有 Θ(da1 ⊗ · · · ⊗ dai−1 ⊗ x⊗ x⊗ dai+1 ⊗ · · · ⊗ dar)

=
n∑

k=1

n∑
l=1

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

=
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar) +
∑
l<k

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

=
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)−
∑
l<k

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bl ∧ bk ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

=
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)−
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

= 0.

所以 Θ 可唯一地沿着 Ωr(A) 分解, 即存在唯一的 A-模同态 φ : Xr(M) → HomA(Ω
r(A),M) 使得下图交换.

Ω⊗r

(A) Ωr(A)

M
Θ

π

φ
,

这里 π 是标准投射. 易见 φ(F )(a0da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ dar) = a0F (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an), 所以 φ 定义合理. 下面验证
φ 可逆. 作 ψ : HomA(Ω

r(A),M) → Xr(M), g 7→ ψ(g), 其中

ψ(g) : ∧r
KA→M,a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar 7→ g(da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ dar).

可直接计算验证 φ 与 ψ 互为逆映射.

类似于 [推论1.5], 可直接计算验证下述推论.
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Corollary 2.2. 设 A 是 K-交换代数, 满足 Ω(A) 是有限生成投射模 (例如当 A 是域上光滑仿射交换代数时

该结论成立). 那么对任何自然数 r, A-模同态 Φ : ∧r
ADerKA→ Xr(A), δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr 7→ Φ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr),

这里 Φ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr)(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) =
∑

σ∈Sr

sgn(σ)δ1(aσ(1))δ2(aσ(2)) · · · δr(aσ(r)), 是同构, 且

∧r
ADerKA ∧r

AHomA(Ω(A), A)

Xr(A) HomA(Ω
r(A), A)

Φ

∧r
Aφ

α

φ

交换, 其中 α 是有限生成投射模取外幂与对偶可交换的标准同构, φ 是来自 [定理2.1] 的同构.

对 K-交换代数 A, 若记

X∗(A) =
∞⊕
i=0

Xi(A),

那么我们可以通过定义

∧ : Xn(A)× Xm(A) → Xm+n(A)

(F,G) 7→ F ∧G,

其中

(F ∧G)(a1 ∧ · · · ∧ am+n) =
∑

σ∈Sm,n

sgn(σ)F (aσ(1) ∧ aσ(2) ∧ · · · ∧ aσ(m))G(aσ(m+1) ∧ aσ(m+2) ∧ · · · ∧ aσ(m+n)),

来赋予 X∗(A) 上一个二元运算, 可直接验证 F ∧ G 是定义合理的交错多重线性映射, 它明显在每个分量上有
导子性质, 故 F ∧ G ∈ Xm+n(A). 称 F ∧ G 为交错多重线性导子 F ∧ G 的外积. 可直接计算验证交错多重线
性导子关于外积是结合的. 于是我们对分次 A-模 X∗(A) 的齐次元定义了二元运算, 再线性地扩张可得 X∗(A)

上分次代数结构, 即 (X∗(A),∧) 是分次代数.

Corollary 2.3. 设 A 是 K-交换代数, 满足 Ω(A) 是有限生成投射模, 那么 DerKA 到 X∗(A) 的自然嵌入

θ : DerKA → X∗(A), δ 7→ δ 由外代数泛性质诱导出的分次代数同态 Θ : EA(DerKA) → X∗(A) 是分次代数同

构, 并且 Θ 限制在指标 r 处给出的 A-模同构为

Θ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr)(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)δ1(aσ(1))δ2(aσ(2)) · · · δr(aσ(r)).

DerKA EA(DerKA)

X∗(A)

i

θ
Θ

因为此时 Θ 是分次 A-代数同构, 所以 Xr(A) 中任何交错多重线性映射都可以表示为形如 D1 ∧ · · · ∧Dr(这里
的外积是交错多重线性映射间的外积运算) 的有限和.
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Proof. 根据 [推论2.2], 只需验证代数同态 Θ 限制在指标 r ∈ N 处给出的 A-模同态为

Θ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr)(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)δ1(aσ(1))δ2(aσ(2)) · · · δr(aσ(r)).

当 r = 0, 1, 2 时结论明显成立, 一般情形对 r ≥ 1 作归纳可计算验证.
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