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1 背景知识

1.1 Dixmier-Moeglin 等价

代数表示论的一个基本目标是对给定的代数找出并分类该代数的所有不可约表示. 而对于许多无限维代
数而言, 寻找它们的不可约表示似乎是不可能完成的任务. 因此, 法国数学家 J. Dixmier 提出了以下的替代方
案：先找该代数所有的本原理想, 再对每个本原理想至少找到一个以该本原理想为零化子的不可约表示.
该方案的理论支撑来自两个基本观察：(1) 任何不可约表示的零化子都是某个本原理想; (2) 每个本原理

想都是某个不可约表示的零化子. 一般地, 极大理想一定是本原理想, 本原理想一定是素理想, 但反之未必成立
(对于 PI 代数, Kaplansky 定理表明任何本原理想是极大理想, 所以 PI 代数的本原理想集就是极大理想集).
因此对于 Dixmier 方案的第一步, 寻找所有本原理想的任务可转化为判别哪些素理想是本原的.

Definition 1.1. 设 A 是域 k 上右 Noether 代数, 称 A 的素理想 P 是有理的, 若域 Z(Q(A/P )) 在 k 上代数.

Remark 1.2. 根据 Goldie 定理, 右 Noether 素环的右局部化存在且为 Artin 单环, 故 Z(Q(A/P )) 确实是域.

Example 1.3. 域上的交换仿射代数的有理素理想集恰为极大理想集.

Proof. 设 A是域 k上交换仿射代数,那么由 Zariski引理知对任何极大理想 m有 A/m是有限维 k-代数,这说
明 m 是有理素理想. 反之, 若 P 是 A 的有理素理想, 那么 A/P ⊆ Q(A/P ) 是 k 的整扩张, 故 A/P 是域.

回忆拓扑空间 X 的子集 L 被称为局部闭集, 如果 L 可表为 X 的一个开子集和一个闭子集之交. 若单点
x ∈ X 满足 {x} 是 X 的局部闭集, 则称 x 是 X 中局部闭点 (等价地, 单点集 {x} 为 x 某开领域的闭子集).
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Basic Observation. 设 R 是含幺环, 那么 P ∈ SpecR 是素谱中的局部闭点的充要条件是所有真包含 P 的

素理想之交仍是真包含 P 的理想.

Proof. 设 T 是所有真包含 P 的素理想之交. 必要性：设 P 是素谱内的局部闭点, 那么存在 R 的理想 I, J 使

得 {P} = V (I)−V (J), 从而对任何素理想 Q ⊋ P , 有 Q ∈ V (J). 所以 T ⊇ J +P ⊋ P . 充分性：假设 T ⊋ P ,
那么 {P} = V (P )− V (T ), 这意味着 P 是素谱内的局部闭点.

J. Dixmier[Dix77] 和 C. Moeglin[Mœg80] 证明了下述结果：

Theorem 1.4. 设 g 是有限维复 Lie 代数, 那么 g 的包络代数 U(g) 的下述三个素理想子集相同：

{U(g)的本原理想} = {U(g)的局部素理想} = {U(g)的有理素理想}.

Remark 1.5. 在 [IS80] 中 L.W. Small 和 R.S. Irving 将结论推广至特征为零的域上.

Definition 1.6 (Dixmier-Moeglin 等价). 若域 k 上右 Noether 代数 A 满足其本原理想集、局部素理想集和

有理素理想集相同, 则称 A 满足 Dixmier-Moeglin 等价. 对左 Noether 代数也有类似定义.

1.2 Jacobson 环

在 Hilbert 零点定理证明过程中, 域上的仿射代数满足任何素理想都可以表示为一些极大理想之交这一性
质起到了至关重要的作用. 下面 Jacobson 环概念便是这一捕捉特性后的非交换推广.

Definition 1.7. 称含幺环 R 是 Jacobson 环, 如果对任何素理想 P , P 总可以表示为一些本原理想之交.

Remark 1.8. 由此立即看到含幺交换环 R 是 Jacobson 环当且仅当每个素理想是一些极大理想之交.

Basic Observation. 设 R 是含幺环, 则 R 是 Jacobson 环的充要条件是对任何素理想 P , R/P 是半本原环.

Basic Observation. 设 R 是 Jacobson 环, 则 R 的 JacR = N(R), 故 Jacobson 环的 Jacobson 根诣零.

Example 1.9. 域上的仿射交换代数是 Jacobson 环.

Proof. 这里证明更强的断言：设 A 是域 k 上仿射交换代数, 则任何理想 I 的根理想是所有包含 I 的极大理想

之交. 记 A 的 Rabinowitsch 素谱是 SpecrabA = {P ∈ SpecA|存在极大理想m ⊆ A[x]使得P = A ∩ m}, 那么
这时 maxSpecA = SpecrabA ⊆ SpecA, 故只需验证

√
I 包含 Rabinowitsch 素谱中所有含 I 素理想之交. 这里

记 Rabinowitsch 素谱中所有含 I 素理想之交是 T , 那么对每个 a ∈ T , 有 J = (I, ax − 1) = A[x], 所以存在
s1, ..., sm ∈ I, f1(x), ..., fm(x), g(x) ∈ A[x] 使得 f1(x)s1 + · · · + fm(x)sm + g(x)(ax − 1) = 1. 于是在 Laurent
多项式环 A[x, x−1] 中有

f1(x
−1)s1 + · · ·+ fm(x−1)sm + g(x−1)(ax−1 − 1) = 1,

在上式两边适当乘上 x 的某个正整数幂后知存在 g1(x), ..., gm(x), h(x) ∈ A[x], l ∈ Z≥1 使得 g1(x)s1 + · · · +
gm(x)sm + h(x)(a− x) = xl, 所以 a ∈

√
I, 进而 T ⊆

√
I.

Example 1.10. 设 k 是域, 则 A = k[x1, x2, ...]/({xixj |i, j ≥ 1}) 是非 Noether 的 Jacobson 局部环.
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Proof. A明显非 Noether. 注意到 A唯一的素理想是 (x1, x2, ...)/({xixj |i, j ≥ 1}), 故是 Jacobson局部环.

Example 1.11. 设 k 是域, 则交换 Noether 局部代数 A = k[[x]] 不是 Jacobson 环.

Proof. 注意到 A 唯一的极大理想是 (x), 而零理想是素理想, 所以 A 不是 Jacobson 环.

Example 1.12. 任何单边 Artin 环是 Jacobson 环.

Proof. 只需注意到单边 Artin 的素理想集和极大理想集相同.

Basic Observation. 设 R 是 Jacobson 环, 则 R 的局部闭素理想均为本原理想.

Proof. 如果 P 是局部闭素理想, 那么由 P 可以表为所有包含 P 的本原素理想之交可知一定存在某个本原素

理想和 P 相同. 特别地, P 是本原理想.

Proposition 1.13. 设 k-代数 A 是右 (左)Noether 的, 且 dimkA < |k|, 那么 A 是 Jacobson 环.

Proof. 如果 k 是有限域, 那么 A 是有限集, 进而是 Artin 代数, 所以这时 A 是 Jacobson 环. 下设 k 是无限

域, 此时 |k| = |k×|. 下面断言 JacA 是诣零理想, 一旦证明该断言立即得到对每个 A 的素理想 P , A/P 是半
本原代数, 原因是如果 Jac(A/P ) 6= 0, 由 A/P 是右 Noether 素环知 Jac(A/P ) 作为本质右理想总存在正则元,
这将与 Jac(A/P ) 是诣零理想矛盾. 下面证明 JacA 是诣零理想. 任取 c ∈ JacA, 我们有 |k×| 个不同的元素
c− α, α ∈ k, 并且由 c− α = −α(1− α−1c) 知这些元素都可逆, 注意到此时 {(c− α)−1|α ∈ k

×} 是 k-线性相
关的, 所以 c 是 k 上代数元. 设 c 满足 k 上首一多项式 xm + αm−1x

m−1 + · · ·+ α1x+ α0(αi ∈ k), 因为 c 不

可逆所以 α0 = 0, 不妨设 m ≥ 2. 从而 cm +αm−1c
m−1 + · · ·+α1c = 0. 设 l ≥ 1 是满足 αl 6= 0 的最小正整数,

则 (1 + α−1
l cm−l + · · ·+ α−1

l αl+1c)c
l = 0, 注意 1 + α−1

l cm−l + · · ·+ α−1
l αl+1c 是 A 中可逆元, 故 c 幂零.

Remark 1.14. 该命题的证明技术告诉我们对线性维数严格小于 k 基数的可除代数 A 一定在 k 上代数.

Corollary 1.15. 设域 k 不可数, 那么任何右 Noether 仿射 k-代数是 Jacobson 环.

一般地, 右 Noether 环的 Jacobson 性质有如下环论刻画.

Proposition 1.16. 设含幺环 R 满足对每个素理想 P , R/P 是右 Goldie 环 (例如 R 是右 Noether 环或 PI
环). 那么 R 是 Jacobson 环的充要条件是对 R 的任何真理想 I, Jac(R/I) 是诣零理想.

Proof. 必要性：如果 R是 Jacobson环,那么对 R的任何真理想 I,商环 R/I 也是 Jacobson环,因此 Jac(R/I)

诣零. 充分性：对任何素理想 P , R/P 是素右 Goldie 环, 故没有非零诣零理想, 这迫使 Jac(R/P ) = 0.

Remark 1.17. 一般地, 对交换 Noether 代数 R, 即便 JacR 是诣零理想也未必能保证 R 关于素理想 P 的商

环 R/P 满足 Jac(R/P ) 诣零. 例如取 S 是域上形式幂级数环 k[[x]], 它是交换 Noether 局部整环, 唯一的极大
理想 m = (x) 每个非零元都不是幂零元. 根据 Amitsur 定理, 没有非零诣零理想的含幺环上的一元多项式环
半本原, 所以 R = S[x] 是交换 Noether 半本原环. 故 JacR = 0, 但是 S ∼= R/(x) 有不诣零的 Jacobson 根.

事实上, 之前验证满足线性维数严格小于基域基数的 Noether 代数是 Jacobson 环本质上就是利用了满足
“线性维数严格小于基域基数”的 Noether 代数有诣零的 Jacobson 根.
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1.3 非交换零点定理

Lemma 1.18. 设 R 是左 Noether 环, P 是某个不可约左 R-模 M 的零化子, 那么存在 Z(Q(R/P )) 到

Z(EndRM) 的 Z(R/P )-代数嵌入. 特别地, 若 R 是域 k 上代数, 则该嵌入是 k-代数嵌入.

Proof. 由条件知 P 是本原理想, 用 R/P 替换 R 可知不妨设 R 是左 Noether 本原环且 M 是忠实的不可约

模. 只需要验证这时存在 Z(Q(R)) 到 Z(EndRM) 的 Z(R)-代数嵌入, 证明分四步：

Step 1. 记 S 是 R 所有正则元构成的乘闭子集, 现在说明对任何 s−1r ∈ Z(Q(R)) 有 sar = ras, ∀a ∈ R. 此
时在 Q(R) 内对任何 a ∈ R 有 (sas)(s−1r) = s(s−1r)as, 故 sar = ras, ∀a ∈ R.

Step 2. 对给 s−1r ∈ Z(Q(R)), 存在唯一的 R-模同态 f : M → M 使得 f(sm) = rm, ∀m ∈ M . 因为 M 是忠

实的, 所以对正则元 s, 存在 m0 ∈ M 使得 sm0 6= 0. 如果能够说明 annR(sm0) ⊆ annR(rm0), 那么存在唯一
的 R-模同态 f : M → M 使得 f(sm0) = rm0. 再利用 sm0 生成不可约模 M 可知 f(sm) = rm, ∀m ∈ M . 现
在用反证法说明 annR(sm0) ⊆ annR(rm0). 假设存在 a ∈ R 使得 asm0 = 0 但 arm0 6= 0. 于是存在 b ∈ R 使

得 barm0 = m0, 同时也有 basm0 = 0, 进而 sm0 = 0, 矛盾. 因此 annR(sm0) ⊆ annR(rm0).

Step 3. 如果 s−1r = t−1q, 并设 R-模同态 f, g : M → M 满足 f(sm) = rm, g(tm) = qm, ∀m ∈ M , 则 f = g.
注意这时 sr = rs, 所以在 Q(R) 内有 s−1r = rs−1, 进而 tr = qs. 于是 f(tsm) = g(tsm), ∀m ∈ M . 因为 ts 是

正则元, 所以存在 M 中元素在 ts 作用下非零, 再结合 M 是不可约模可得 f = g.

Step 4. 置 φ : Z(Q(R)) → Z(EndRM), s−1r 7→ f , 其中 f 满足 f(sm) = rm, ∀m ∈ M . 那么 φ 是定义合理

的 Z(R)-模同态, 可直接计算验证 φ 是 Z(R)-代数同态. 根据 Goldie 定理, R 作为左 Noether 素环的左局部
化 Q(R) 是 Artin 单环, 所以 Z(Q(R)) 是域, 这说明 φ 是 Z(R)-代数嵌入.

Definition 1.19. 若 k 上左 Noether 代数 A 是 Jacobson 环且任何不可约左 A-模的自同态环在 k 上代数,
则称 A 满足零点定理. 易见代数闭域上仿射交换代数都满足零点定理 (事实上这里代数闭域条件可以去掉).

Remark 1.20. 对一般的 k-代数 A, 也可以定义满足零点定理的概念. 称 A 具有根性质, 如果 A 关于每

个真理想的商环有诣零的 Jacobson 根. 在 [命题1.16] 中已说明单边 Noether 代数具有根性质当且仅当它是
Jacobson 环. 称 k-代数 A 满足零点定理, 如果 A 具有根性质且任何不可约左 A-模的自同态环在 k 上代数.

Example 1.21. 设 A 是域 k 上交换仿射代数, 则每个不可约 A-模有限维. 特别地, A 满足零点定理.

Proof. 设 AM 不可约, 那么 AnnAM 是 A 的极大理想, 所以 A/AnnAM 是仿射 k-域, 进而是有限维代数. 由
此易见 M 是有限维模.

Basic Observation. 若 k-代数 A 满足任何不可约左 A-模的自同态环在 k 上代数, 则 A 关于任何真理想 I

的商代数 A/I 也满足该性质.

Remark 1.22. 更一般地, 之后会说明仿射 PI 代数都满足零点定理.

Corollary 1.23. 若 k 上左 Noether 代数 A 满足零点定理, 则在 SpecA 内有下述蕴含关系：

局部闭素理想⇒本原理想⇒有理素理想.
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Remark 1.24. 上述三个蕴含关系反过来都有例子表明不一定成立.

Corollary 1.25. 设 k-代数 A 是左 Noether 的, 且 dimkA < |k|, 那么 A 满足零点定理.

Proof. 之前已经说明该条件下 A是 Jacobson环,还需说明任何不可约左 A-模M 的自同态环在 k上代数. 注
意到这时 EndAM 是 k 上可除代数且 dimkEndAM ≤ dimkM ≤ dimkA < |k|, 故 EndAM 在 k 上代数.

下面说明对未必 Noether 的 k-代数 A, 如果 A[x] 上不可约模的自同态环在 k 上代数, 那么 A 满足零点

定理. 作为推论, 将说明仿射 PI 代数也满足零点定理. 首先需要下面的基本观察.

Basic Observation. 设 R 是含幺环, a ∈ R, 那么 a 是幂零元当且仅当 (1− ax)R[x] = R[x].

Proof. 如果 a是幂零元,设 an+1 = 0,进而 (1−ax)(1+ax+a2x2+ · · ·+anxn) = 1,必要性得证. 假设有多项式
a0+a1x+· · ·+anx

n 使得 (1−ax)(a0+a1x+· · ·+anx
n) = 1,直接计算得到 a0 = 1, a1 = a, ..., an = an, aan = 0,

所以 an+1 = 0. 类似地容易验证 a 是幂零元当且仅当 R[x](1− ax) = R[x].

Proposition 1.26. 设 k-代数 A 满足任何不可约左 A[x]-模的自同态环在 k 上代数, 那么 A 满足零点定理.

Proof. 此时 A ∼= A[x]/(x) 以及 A 的任何商代数 A/I 也满足任何不可约模在 k 上代数. 用 A/I 替换 A 知

只需验证 JacA 是诣零理想. 任取 a ∈ JacA, 假设 a 不是幂零元, 那么 A[x](1 − ax) 6= A[x], 取 A[x] 的一个

包含 1 − ax 的极大左理想 M , 那么 A[x]/M 作为不可约左 A[x]-模在 k 上代数. 考察 x ∈ A[x] 决定的左乘

变换 θ = xl ∈ EndA[x](A[x]/M), 那么 θ 6= 0, 所以由 Schur 引理知 θ−1 存在. 于是 θ−1 满足 k 上某个首一

多项式, 故存在 g(x) ∈ k[x] 使得 θ = g(θ−1), 进而由 θ−1(1 + M) = a + M 可知 g(a) + M = x + M , 所以
(1− g(a)a)x+M = 0, 而 1− g(a)x 在 R 中可逆, 矛盾.

Corollary 1.27. 设 k-代数 A 是仿射 PI 代数, 那么：
(1) 任何不可约左 A-模是有限维模;
(2) A 满足零点定理, 进而也是 Jacobson 环;
(3) 若进一步 A 是 Artin 的, 则 A 是有限维代数.

Proof. (1) 任取不可约左 A-模 M , 那么 A/AnnAM 是本原 PI 代数, 用 A/AnnAM 替换 A 可不妨设 A 是本

原的. 由 Kaplansky 定理知本原 PI 代数是其中心 Z(A) 上的有限维中心单代数. 对代数扩链 k ⊆ Z(A) ⊆ A

应用 Artin-Tate 引理可得 Z(A) 是 k 上仿射代数. 注意到此时 Z(A) 是域, 所以 Zariski 引理保证了 Z(A) 是

有限维代数, 从而 A 是有限维代数 (注意这是在 A 本原的假定下), 从而 M 是有限维模.
(2) 这时 A[x] 作为 A 的中心扩张仍是仿射 PI 代数, 进而 [命题1.26] 保证了 A 满足零点定理. 特别地, A

满足根性质, 因为 A 是 PI 代数, 所以由 [命题1.16] 得到 A 是 Jacobson 环.
(3) 此时 AA 作为既 Noether 又 Artin 的左 A-模存在合成列, 通过 (1) 知道 AA 的每个合成因子是有限

维模, 从而 A 也是有限维的.

Remark 1.28. 交换代数中的经典结论是域上交换代数是 Artin 的当且仅当是有限维代数. 该推论说对仿射
PI 代数, 它是 Artin 的当且仅当它是有限维代数.

下面的定理来自 [Von96], 它表明代数闭域上仿射 PI 代数满足 Dixmier-Moeglin 等价.

Theorem 1.29. 设 k 是代数闭域, 代数 A 是 k 上仿射 PI 代数, 则 A 满足 Dixmier-Moeglin 等价.
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Proof. 下面说明 A 的局部闭素理想、有理素理想恰好是极大理想. 根据 [推论1.27], 仿射 PI 代数的局部闭素
理想是本原理想, 因此局部闭素理想恰好是极大理想. 下证有理素理想恰是极大理想. 如果 M 是极大理想, 则
由 Posner 定理知 Q(A/P ) 是其中心 Z(Q(A/P )) 上有限维中心单代数, 特别地, Z(Q(A/P )) 是域. 于是由 k

是代数闭域得到 Z(Q(A/P )) = k, 因此 A/P 是有限维代数, 即 Artin 素环. 那么也是 Artin 单环, 这说明
P 是极大理想. 反之, 若 P 是极大理想, 下面说明 P 是有理素理想. 根据 Kaplansky 定理, 这时 A/P 是其

中心上有限维中心单代数, 所以由 Artin-Tate 引理可知 Z(A/P ) 是仿射 k-代数, 进而 Z(A/P ) = k, 现在由
Q(A/P ) 的中心就是 Z(A/P ) 关于非零元全体作局部化可知 Z(Q(A/P )) = k.
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