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这份笔记的目的是记录特征为零的域上本质有限型交换代数的同调光滑性与光滑性等价的证明.

1 准备工作

Definition 1. 设 R 是含幺交换环 K 上的交换代数, 如果对任何 K-交换代数 S, S 中平方是零的理想 N 以

及 K-代数同态 u : R → S/N , 都存在 K-代数同态 v : R → S 使得下图交换：

R S

S/N

v

u π

其中 π : S → S/N 是标准投射, 则称 R 是光滑代数.

Remark 2. 含幺交换环 K 上交换代数 R 是光滑的当且仅当对任何 K-交换代数 E,A 间满足 (Kerε)2 = 0 的

满 K-代数同态 ε : E → A 以及 K-代数同态 u : R → A 都存在 K-代数同态 v : R → S 使得 εv = u.

Definition 3. 若含幺交换 Noether 环 R 满足对任何素理想 P , RP 是正则局部环, 则称 R 是正则环.

Remark 4. 可以证明正则环的整体维数总是等于 Krull 维数 [Lam12, Theorem 5.94].

Definition 5. 设 R 是含幺交换环 K 上代数, 若 R 作为左 Re = R ⊗K Rop-模有个有限长的有限生成投射分
解, 则称 R 是同调光滑的.

Definition 6. 含幺交换环 K 上交换代数 A 被称为本质有限型的, 如果 A 作为 K-代数同构于某个 K 上交

换仿射代数的局部化.

Remark 7. 一般而言本质有限型的代数不是仿射的 (但明显还是 Noether 环), 例如复数域 C 上有理函数域
C(x) 作为多项式代数 C[x] 的局部化就不是 C-仿射代数 (通过反证法考察生成元集表出有理函数的分母容易
推出矛盾). 对本质有限型交换代数可直接验证它一定是 Noether 代数.

Lemma 8. 设 R 是域 k 上交换 Noether 代数, 那么 R 光滑蕴含 R 正则.
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Proof. 证明可参见 [Wei94, p.317 Proposition 9.3.13].

Lemma 9. 设域 k 特征为零, R 是域 k 上本质有限型代数, 那么 R 正则蕴含 R 光滑.

Proof. 证明参见 [vDdB].

联系前面两个引理我们得到：

Corollary 10. 设 R 是特征为零的域 k 上本质有限型交换代数, 则 R 光滑当且仅当 R 正则.

Lemma 11. 设 k 是域, R 是 k-代数, 则 l.gl.dimR ≤ p.dimReR.

Proof. 不妨设 p.dimReR 有限. 如果 R 作为左 Re-模的投射维数是 n, 可设左 Re-模投射分解

0 Pn Pn−1 · · · P1 P0 R 0.
dn d1 ε

该复形每项作为右 R-模投射, 所以作为右 R-模复形可裂正合, 进而对任何左 R-模 M 有正合列

0 Pn ⊗R M Pn−1 ⊗R M · · · P1 ⊗R M P0 ⊗R M R⊗R M 0,
dn⊗1 d1⊗1 ε⊗1

注意到双模同构 (R ⊗k Rop) ⊗R M → R ⊗k M,a ⊗ b ⊗ x 7→ a ⊗ bx, 并且 M 作为线性空间自然是自由 k-模,
所以对任何投射左 Re-模 Q, Q⊗R M 是投射左 R-模.

Proposition 12. 设 A 是含幺交换环 K 上本质有限型交换代数, 那么对任何 K-交换代数 B, A ⊗K B 作为

B-代数也是本质有限型的. 特别地, 当 B 也是 Noether 代数时, A⊗K B 是 Noether 环. 因此对任何本质有限
型 K-交换代数 R, 其包络代数 Re = R⊗K R 是 Noether 环.

Proof. 因为 A 是本质有限型的, 所以存在 K-仿射交换代数 R 以及 R 的乘闭子集使得 A ∼= RS , 那么有 B-代
数同构 A ⊗K B ∼= RS ⊗R (R ⊗K B). 记 T 是 S 在 R ⊗K B 中的像集, 即乘闭子集 S ⊗ 1B ⊆ R ⊗K B. 下面
说明 RS ⊗R (R ⊗K B) 是 B-仿射交换代数 R ⊗K B 关于乘闭子集 T 的局部化. 作标准映射 λT : R ⊗K B →
RS ⊗R (R⊗K B), 那么这是 B-模同态且每个 T 中元素在 λT 作用下变为 RS ⊗R (R⊗K B) 中可逆元. 现在任
取含幺交换环 Q 以及保幺环同态 f : R ⊗K B → Q 满足 f(t) 在 Q 中可逆对任何 t ∈ T 成立. 下面说明存在
唯一的环同态 f : RS ⊗R (R⊗K B) → Q 使得 fλT = f . 作 RS × (R⊗K B) → Q, (a/s, x) 7→ f(s⊗ 1)−1f(ax),
可直接验证这是定义合理的 R-平衡映射, 于是诱导加群同态 f : RS ⊗R (R⊗K B) → Q 使得 fλT = f . 容易验
证 f 是环同态, 因此 RS ⊗R (R⊗K B) 是 R⊗K B 的局部化. 这说明 A⊗K B 是本质有限型 B-代数.

Lemma 13. 设 k 是域, R 是 k 上本质有限型交换代数, 那么当 R 光滑时, Re 正则.

Proof. 证明可参见 [Wei94, p.322 Proposition 9.4.6].

2 定理的叙述与证明

Theorem 14. 设域 k 特征为零, R 是域 k 上本质有限型交换代数, 则以下六条等价：
(1) R 是光滑代数.
(2) R 是正则代数.
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(3) R 的整体维数有限.
(4) Re 的整体维数有限.
(5) p.dimReR < +∞.
(6) R 是同调光滑代数.

Proof. 在 [推论10] 中已说明 (1) 与 (2) 等价. 由 R 的是本质有限型交换代数可直接看到 (2) 与 (3) 等价. [命
题12] 告诉我们 Re 作为 R 上代数是本质有限型的, 故由 R 是 Krull 维数有限的交换 Noether 环知 Re 具有

有限的 Krull 维数. 因此 (4) 等价于 Re 是正则代数. 于是 [引理13] 给出了 (1)⇒(4). (4)⇒(5)⇒(6) 是明显的.
接下来只需说明 (6)⇒(3): 此时 p.dimReR < +∞, 故由 [引理11] 知 R 的整体维数有限.

Remark 15. 论文写作时要用该结论可直接引 [WZ21, Lemma 1.5].

Remark 16. 对域上光滑代数, 其 Kähler 微分模总是投射 [Wei94, p.318, Theorem 9.3.14], 所以对特征为零
的域上的本质有限型的正则局部代数 A, 其 Kähler 微分模 Ω(A) 是有限秩的自由模.
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