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这份笔记主要记录从经典仿射代数几何到现代仿射代数几何的基本介绍, 主要参考文献是 [GW20] 和
[Har77]. 由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎大家指出, 谢谢.

设 k 是代数闭域, 以下的仿射簇均指仿射空间中的 Zariski 闭子集. 经典仿射代数几何中我们熟知:
• k 上仿射簇 X 坐标环 O(X) 的根理想集与 X 的闭子簇集有自然的双射 {I ⊆ O(X)|I是根理想} → {Z ⊆
X|Z是闭子集}, I 7→ V (I). 若将该双射限制在 O(X) 的素理想集上, 便得到 O(X) 的素理想集与 X 的不可约

闭子集间的双射. 若进一步限制该双射于 O(X) 的极大理想集, 则给出 O(X) 的极大理想集与 X 的所有单点

集之间的双射, 并且这给出极大谱 maxSpecO(X) 与 X 间的同胚.
• k 上的仿射簇范畴与 k 上有限生成交换半素代数范畴间有自然的范畴对偶. 该对偶函子将每个仿射簇 X 对

应到坐标环 O(X), 把每个正则映射 φ : X → Y 对应到标准代数同态 φ∗ : O(Y ) → O(X)(将 X 的坐标环等

同于 X 上多项式函数代数, 则 φ 可逆变地诱导出 Y 的函数环到 X 的函数环的代数同态). 特别地, 仿射簇 X

与 Y 同构当且仅当 O(X) ∼= O(Y ). 进而可从坐标环的代数结构读出簇的几何信息, 例如 X 在点 p ∈ X 的光

滑性等价于 O(X) 在 p 对应的极大理想处作局部化是正则局部环.
因为 k 上仿射簇范畴与 k-有限生成半素交换代数范畴间存在范畴对偶. 因此一个基本问题是何类几何对

象产生的范畴能够于含幺交换环范畴对偶? 这是仿射概形 (见 [定义2.2]) 产生的基本动机. 我们将在 [定理2.5]
中看到仿射概形范畴与含幺交换环范畴间存在自然的范畴对偶.
要定义仿射概形, 结合 k 上仿射簇与其坐标环的极大谱间有自然的同胚, 一个基本想法是用含幺交换环的

极大谱来作为含幺交换环对应的仿射概形定义的底空间. 但通常含幺交换环的极大理想关于环同态的原像集
未必仍是极大理想, 用极大谱去定义仿射概形便失去了自然的函子性质. 而含幺交换环间的环同态可自然逆变
地诱导素谱间的连续映射, 因此为保留自然的函子性, 含幺交换环对应的仿射概形的底空间选取为给定环的素
谱. 设 R 是含幺交换环, N(R) 是其素根, 那么标准满射 π : R → R/N(R), a 7→ a + N(R) 诱导的连续映射

π∗ : Spec(R/N(R)) → SpecR,Q 7→ π−1(Q) 是同胚. 由此可构造不同构的含幺交换环 R1, R2 使得 SpecR1 与

SpecR2 同胚. 这说明含幺交换环的素谱不足以重塑出环本身, 因此有必要在素谱的基础上多引入某种额外结
构来蕴含环所有的结构信息, 这是考虑结构层 (见 [定理2.1]) 的基本动机.

这里也介绍概形的基本概念与相关基本性质. 例如给定含幺交换环上的概形 (见 [定义2.15]) 以及概形的
约化性与有限型性. 我们将看到含幺交换环 K 上的仿射概形范畴与 K-交换代数范畴间有自然的范畴对偶 (见
[定理2.16]). 最后介绍域上仿射代数簇的概念, 它是域上有限型的约化仿射概形. 我们将指出域 k 上仿射代数

簇范畴与 k-交换半素代数范畴间有范畴对偶. 特别地, 若 k 是代数闭域, 则 k-仿射簇范畴与 k-仿射代数簇范
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畴是范畴等价的 (但经典的仿射簇带上正则函数环层未必是仿射概形, 见 [例2.6]). 特别地, k-仿射簇范畴可忠
实满地嵌入 k-仿射概形范畴. 于是可在概形框架下研究经典的簇理论.

1 层论回顾

层是微分拓扑、代数拓扑、复几何、范畴表示论以及代数几何等领域的常用工具, 层论被认为最早于 1945
年由 Jean Leray(法国, 1906-1998) 发展, 随后被众多数学家广泛应用到各领域中.

Definition 1.1. 设 X 是拓扑空间, C 是范畴. 记 Top(X) 是由 X 上全体开集关于集合包含关系诱导的偏序

范畴, 称 Top(X) 到 C 的逆变函子是 X 上取值在 C 中的预层.

Remark 1.2. 在这里我们约定一些记号与术语. 设 F : Top(X) → C 是取值在范畴 C 中的预层. 如果 V, U

是 X 的开子集满足 V ⊆ U , 那么这对应 C 中从 F (U) 到 F (V ) 的态射, 记作 ResUV : F (U) → F (V ), 常称为
(U 在 V 上的) 限制态射. 如果 V ⊆ U 是 X 的开子集且 f ∈ F (U), 常把 ResUV (f) 记作 f |V . 对 X 的每个开

子集 U , 也把 F (U) 记 Γ(U,F ), 称其中的元素为 F 在 U 上的截面. 将 Γ(X,F ) 中元素称为 F 的整体截面.

为叙述方便, 之后始终将含幺交换环范畴记作 CRing, 其中的环同态都是保持幺元的.

Example 1.3. 设 X 是拓扑空间, 记 C (U) 是 X 的开子集 U 上的实值连续函数全体构成的连续函数环. 如
果 V, U 是 X 的开子集满足 V ⊆ U , 记 ResUV : C (U) → C (V ), f 7→ f |V . 则可定义出逆变函子 C : Top(X) →
CRing. 称 C 为 X 上连续函数环预层, 其整体截面全体 Γ(X,C ) = C (X) 是 X 的连续函数环.

粗糙地说, 层相比于预层所多加的条件即要求几何对象相容的“局部数据”可以唯一地得到“整体数据”.

Definition 1.4. 设 X 是拓扑空间, C 是范畴, F : Top(X) → C 是预层. 如果 F 满足粘接条件, 即对 X 的

任何开子集 U , U 的开覆盖 {Ui|i ∈ I}(这里开覆盖指所有 Ui 之并恰为 U) 以及 si ∈ Γ(Ui,F )(i ∈ I), 只要
si|Ui∩Uj

= sj |Ui∩Uj
, ∀i, j ∈ I, 就存在唯一的 s ∈ Γ(U,F ) 使得 s|Ui

= si, ∀i ∈ I, 则称 F 为 X 上的层.

Remark 1.5. 如果 F 是拓扑空间 X 上层, 那么取 U = Ui = I = ∅, 考虑 U 的开覆盖 {Ui}i∈I 并利用层的

定义中的粘接条件可证得 F (∅) 是单点集, 因此当范畴 C 是模范畴或含幺交换环范畴时, F (∅) = 0.

Example 1.6. 设 F 是拓扑空间 X 上取值在范畴 C 中的层, 固定 X 的开子集 U , 那么 U 的开子集均为 X

的开子集, 于是可限制 F 定义出层 F |U : Top(U) → C, 称为 F 在开子集 U 上的限制.

根据层的定义不难看出 [例1.3] 中定义的连续函数环预层是层. 称取值在 CRing 中的层为环层.

Definition 1.7. 设 X 是拓扑空间, OX 是其上环层. 称 (X,OX) 是赋环空间, OX 被称为其结构层.

Example 1.8. 设 X 是域 k 上仿射簇, 对每个 X 的开子集 U , 记 OX(U) 为拟仿射簇 U 上正则函数环, 如果
V, U 是 X 的开子集满足 V ⊆ U , 定义 ResUV : O(U) → O(V ), f 7→ f |V 为正则函数的限制映射. 那么我们得到
逆变函子 OX : Top(X) → CRing. 由正则函数的定义易知预层 OX 是 X 上层, 称为 X 上正则函数环层. X
的正则函数环层的整体截面全体为 X 上正则函数环. 若 k 是代数闭域, 则 Γ(X,OX) 就是 X 的坐标环.

对代数闭域 k 上仿射簇 X, 其正则函数环 OX(X) 关于每个 p ∈ X 对应的极大理想作局部化即得 X 在

点 p 处的局部环 OX,p. 我们知道 X 在 p 点处光滑当且仅当局部环 Op(X) 是正则局部环. 因此可以考虑对预
层引入“局部概念”来观察几何对象在给定点处的局部表现.
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Definition 1.9. 设 X 是拓扑空间, F 是取值在范畴 C 中的预层, p ∈ X. 如果正向极限

Fp = lim
−→
x∈U

F (U)

存在, 则称 Fp 是 X 在 p 处的茎. 这里的正向系是 p 所有的开邻域上二元关系 ≤: U ≤ V ⇔ V ⊆ U 诱导的.
具体地, 对 p 点的开邻域 U, V , 如果 V ⊆ U(U ≤ V ), 则对应 C 中态射 ResUV : F (U) → F (V ).

Remark 1.10. 当 C = Sets 时, Fp 可如下具体地构造: 考虑集合 T = {(U, s)|U是含p的开邻域, s ∈ F (U)},
在 T 上定义二元关系 ∼: (U, s) ∼ (V, t) 当且仅当存在 x 的开邻域 W ⊆ U ∩ V 使得 ResUW (s) = ResVW (t).
容易验证这是 T 上等价关系. 考虑商集 Fp = T/ ∼. 无论 C 是模范畴或是 CRing, 都易在 T/ ∼ 上定义出
相应代数结构. 对每个 X 的开子集 U , F (U) 到 Fp 都有自然映射 αU : F (U) → Fp, f 7→ [(U, f)]. 易验证
(Fp, {αU |p ∈ U是开邻域}) 就是 F 在 p 处的茎. 以后将 Fp 与此具体构造视作等同, 由此易见 X 每个开子集

U 上的截面 s ∈ Γ(U,F ) 对应茎 Fp 中元素 [(U, s)], 称为 s 在点 p 处的芽.

如果赋环空间 (X,OX) 满足对每个点 p 处的茎 OX,p = (OX)p 是局部环, 称 (X,OX) 是局部赋环空间.

Example 1.11. 在 [例1.6] 中我们看到拓扑空间上的层可限制在给定开子集上, 如果局部赋环空间 (X,OX)

有开子集 U , 易知 (U,OX |U ) 也是局部赋环空间.

Example 1.12. 考虑域 k 上仿射簇 X 的正则函数环层 OX . 对每个 p ∈ X, OX 在该点处的茎就是 X 在 p

点的局部环 OX,p. 所以 (X,OX) 是局部赋环空间. X 每个开子集 U 上正则函数 s : U → k 对应正则函数芽

[(U, s)] ∈ OX,p. 因此也将局部环 OX,p 称为 X 在 p 处的正则函数芽环.

设 F ,G 是拓扑空间 X 上取值在范畴 C 中的预层, 称逆变函子 F 到 G 的自然变换为 F 到 G 的一个态

射. 因此 F 到 G 的态射是满足下述条件的映射

η : obTop(X) →
∪

U∈obTop(X)

HomC(F (U),G (U)), U 7→ ηU :

对所有 X 的开子集链 V ⊆ U , 下图交换:

F (U) G (U)

F (V ) G (V )

ResUV (F)

ηU

ResUV (G )

ηV

因为 Top(X) 是小范畴, 所以 F 到 G 的所有态射构成的类是集合. 可用自然变换的合成来定义预层间的合
成来得到 X 上的预层范畴, 记作 Psh(X, C)(在 C 明确的场景下, 简写为 PSh(X)). 称 X 上所有层构成的预

层范畴的全子范畴为 X 上的层范畴, 记作 Sh(X, C)(相应地简记为 Sh(X)).
设 F 与 G 是拓扑空间 X 上取值在 Abel 群范畴中的层, η : F → G 是态射, 那么根据正向极限的定义,

对每个点 p ∈ X, 层间态射 η 诱导茎间态射 ηp : Fp → Gp. ηp 是使得下图交换的唯一态射:

Fp Gp

F (U) G (U)

F (V ) G (V )

ηp

ResUV (F)

ηU

αU

ResUV (G )

βU

ηV

αV βV
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其中 V ⊆ U 是 X 的任意含 p 的开子集链. 元素层面, ηp 将每个 Fp 中形如 [(U, s)] 的元素映至 [(U, ηU (s))].

Proposition 1.13. 设 F 与 G 是拓扑空间 X 上 Abel 群层, 那么态射 η : F → G 是同构的充要条件是对任

何 p ∈ X, η 诱导的茎间态射 ηp : Fp → Gp 是同构.

Proof. 必要性明显, 只需验证充分性. 设 ηp : Fp → Gp 对所有 p ∈ X 是同构, 需要验证对 X 的每个开子

集 U , ηU : F (U) → G (U) 是同构. 假设 s ∈ F (U) 满足 ηU (s) = 0. 固定 p ∈ X, 则 [(U, s)] ∈ Fp 满

足 [(U, ηU (s))] = 0, 故由 ηp 是单射知存在 p 的开邻域 V ⊆ U 使得 ResUV (s) = 0. 于是利用层的粘接条件
得到 s = 0, 这说明 ηU 是单射. 最后说明 ηU 是满射, 任取 t ∈ G (U). 对每个 p ∈ X, 利用 ηp 满得存在

[(Vp, sp)] ∈ Fp 使得 [(V, ηV (sp))] = [(U, t)], 其中 Vp 是 p 的开邻域. 用 U ∩Vp 更小的含 p 开子集替换 Vp 可设

ηVp
(sp) = t|Vp

. 因为 {Vp}p∈U 是 U 的开覆盖, 所以粘接条件保证存在 s ∈ F (U) 使得 s|Vp
= sp. 于是 ηU (s)

在 Vp 上的限制就是 t|Vp
. 现在应用粘接条件中的唯一性便得到 ηU (s) = t, 这说明 ηU 是满射.

Remark 1.14. 同样的证明过程可知结论对拓扑空间上环层也成立.

如果拓扑空间 X 上取值在 Abel 群范畴的预层 F 与 G 间有态射 η, 则将每个开子集 U 对应到加群

KerηU , 将开子集链 V ⊆ U 对应到 KerηU 到 KerηV 的自然的限制映射, 那么可得预层 Kerη. 若进一步要求
F ,G 均为层, 则易验证 Kerη 也是层. 类似地, 将 X 的每个开子集 U 对应到加群 CokerηU 可自然地定义预层
的余核 Cokerη. 但当 F ,G 都是层时, 一般无法保证预层的余核是层. 层范畴中态射余核的构造依赖于层化.

Proposition 1.15. 设 F 是拓扑空间 X 上取值在 Abel 群范畴的预层. 则存在 X 上取值在 Abel 群范畴的
层 F̃ 和预层的态射 iF : F → F̃ 使得 (F̃ , iF ) 满足下述泛性质: 对任何 X 上取值在 Abel 群范畴的层 G 和

预层态射 φ : F → G , 存在唯一的态射 φ̃ : F̃ → G 使得 φ̃iF = φ, 即下图交换:

F F̃

G

φ

iF

φ̃

易见 (F̃ , iF ) 在同构意义下唯一, 称为 F 的层化或伴随层. F 的伴随层 (F̃ , iF ) 即预层 F 到嵌入函子

J : Sh(X,Ab) → PSh(X,Ab) 的泛性质.

Proof. 由泛性质的同构唯一性知只需验证其存在性. 任给 X 的开子集 U , 定义 F̃ (U) 为

F̃ (U) = {(sx)x∈U ∈
∏
x∈U

Fx|对任给x ∈ U,存在x的开邻域W ⊆ U与t ∈ F (W )使得sw = tw, ∀w ∈W},

那么 F̃ (U)上有自然的加群结构且对任何开子集链 V ⊆ U , F̃ (U)中每个元素 (sx)x∈U 诱导 (sx)x∈V ∈ F̃ (V ),
这给出标准限制映射 τUV : F̃ (U) → F̃ (V ). 由此可定义逆变函子 F̃ : Top(X) → Ab. 下面验证 X 上预层 F̃

是层. 任取开子集 U 和其开覆盖 {Ui|i ∈ I}, fi ∈ F̃ (Ui), i ∈ I 使得 fi|Ui∩Uj
= fj |Ui∩Uj

, 那么定义 f = (sx)x∈U

满足若 x ∈ Ui, 则 sx 为 fi 在指标 x 处分量. 由 F̃ 的定义易知 f = (sx)x∈U 定义合理且 f ∈ F̃ (U). 根据 f

的构造立即得到 f |Ui
= fi, ∀i ∈ I. 如果还有 g ∈ F̃ (U) 满足 g|Ui

= fi, ∀i ∈ I. 那么对每个 x ∈ U , 设 x ∈ Uj ,
则 g 在 x 处分量与 f 在 x 处分量一致, 这说明 f 是唯一满足限制在每个 Ui 上是 fi 的元素, 因此 F̃ 是层. 下
面定义预层的态射 iF : F → F̃ 为将每个 X 的开子集 U 映至加群同态 iF ,U : F (U) → F̃ , s 7→ (sx)x∈U . 根
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据 F̃ (U) 的定义, 明显 (sx)x∈U ∈ F̃ (U), ∀s ∈ F (U)(取 W = U, t = s 即可). 所以 iF ,U 是定义合理的加群同

态, 并且易见对任何 X 的开子集链 V ⊆ U 有下图交换:

F (U) F̃ (U)

F (V ) F̃ (V )

ResUV

iF,U

τU
V

iF,V

所以 iF : F → F̃ 是预层间自然变换. 任给预层态射 φ : F → G , 对每个 x ∈ X, φ 诱导茎间同态
φx : Fx → Gx, [(T, v)] 7→ [(T, φT (v))]. 下面需要构造满足 φ̃iF = φ 的态射 φ̃ : F̃ → G . 任给开子集 U

和 (sx)x∈U ∈ F̃ (U). 对每个 x ∈ U , 根据 F̃ (U) 的定义, 存在 x 的开邻域 Wx ⊆ U 和 t(x) ∈ F (Wx) 使得

t(x)w = sw, ∀w ∈Wx. 因此如果 x, y ∈ U 满足Wx∩Wy 6= ∅,那么 t(x)和 t(y)在Wx∩Wy 中每点处的芽相同.
因此 φWx

(t(x))与 φWy
(t(y))在 Wx∩Wy 中每点处的芽相同,利用 G 的粘接条件便知 φWx

(t(x))与 φWy
(t(y))

在 Wx ∩ Wy 上的限制相同. 所以由 {Wx}x∈U 构成 U 的开覆盖可知存在唯一的 φ̃((sx)x∈U ) ∈ G (U) 使得

φ̃((sx)x∈U ) 在每个开子集 Wx 上的限制是 φWx
(t(x))(并且可直接验证 φ̃((sx)x∈U ) 的构造不依赖于满足 F̃ (U)

定义的开子集族 {Wx}x∈U 的选取). 易验证 φ̃U : F̃ (U) → G (U), (sx)x∈U 7→ φ̃((sx)x∈U ) 是定义合理的加群同

态并且 φ̃ 为层间态射. 对每个 s ∈ F (U), 由 φ̃U 的定义合理性便知 φU (s) = φ̃((sx)x∈U ), 这说明 φ̃iF = φ. 最
后证明满足 φ̃iF = φ 的态射 φ̃ 是唯一的. 如果还有态射 ψ : F̃ → G 满足 ψiF = φ̃iF , 那么对任何开子集 U

和 U 上截面 s总有 φ̃U ((sx)x∈U ) = ψU ((sx)x∈U ). 对任给 (tx)x∈U ∈ F̃ (U),每个 x ∈ U 都存在开邻域 Wx 以及

Wx 上截面 g(x) 使得 g(x)w = tw, ∀w ∈ Wx. 下面说明 ψU ((sx)x∈U ) = φ̃U ((sx)x∈U ). 这时 ψWx
((tw)w∈Wx

) =

ψWx
((g(x))w∈Wx

) = φ̃Wx
((g(x))w∈Wx

) = φ̃Wx
((tw)w∈Wx

),因此 ψU ((sx)x∈U )和 φ̃U ((sx)x∈U )在每个开子集 Wx

上限制相同. 由于 {Wx}x∈U 是 U 的开覆盖, 所以利用 G 的粘接性质立即得到 ψU ((sx)x∈U ) = φ̃U ((sx)x∈U ).
进而 φ̃U = ψU 对 X 的任何开子集 U 成立. 由此得到 φ̃ 的唯一性.

Remark 1.16. 如果 F 本身就是 X 上层, 取 F̃ = F 以及 iF 为恒等函子便知其层化同构于自身.

Corollary 1.17. 设 X 是拓扑空间, 则 Sh(X,Ab) 中任何态射存在余核.

Proof. 设 η : F → G 是 X 上层的态射, 设 C 是 η 对应的预层余核, 即把每个开子集 U 对应到 CokerηU , 每
个开子集链 V ⊆ U 对应到 CokerηU 到 CokerηV 的自然同态得到的预层, 并记 π : G → C 是预层余核的标准

投射, 每个开子集 U 对应的同态 πU 都是满射. 下面说明 (C̃ , iCπ) 是 η 在层范畴中的余核.

F G C C̃

H

η π

ξ

iC

ξ

ξ̃

首先根据伴随层的泛性质可知 iCπ 是层范畴中的 epic 态. 任给 X 上层 H 和态射 ξ : G → H 并设 ξη = 0.
那么由 π 的定义可知存在态射 ξ : C → H 使得 ξ = ξπ. 再由伴随层的泛性质得到态射 ξ̃ : C̃ → H 使得

ξ̃iC = ξ. 于是 ξ = ξ̃iCπ. 因此 (C̃ , iCπ) 是 η 在层范畴中的余核.

下面我们说明拓扑空间之间的连续映射 f : X → Y 可诱导层范畴之间的函子. 对 X 上层 F , 我们来定
义一个 Y 上的层 f∗(F ): 任给 Y 的开子集 V , 定义 f∗(F )(V ) = F (f−1(V )); 任给 Y 的开子集链 V ⊆ U ,
f−1(V ) ⊆ f−1(U), 所以有 F 的限制映射 Resf

−1(U)

f−1(V ) : F (f−1(U)) → F (f−1(V )), 把 Resf
−1(U)

f−1(V ) 记作 ResUV 再
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更改记号得到 ResUV : f∗(F )(U) → f∗(F )(V ), 于是得到预层 f∗(F ). 因为 F 是层, 因此由 f∗(F ) 的定义直

接保证了 f∗(F ) 满足粘接条件. 由此得到的层 f∗(F ) 被称为 F 沿 f 的推出层. 根据推出层的定义, 任何 X

上层间态射 η : F → G 也可以自然地对应 f∗(F ) 到 f∗(G ) 的态射 f∗(η) : f∗(F ) → f∗(G ), 满足把 Y 中每个

开子集 V 对应到自然变换 ηf−1(V ). 上述讨论表明对给定连续映射取推出层给出函子 f∗ : Sh(X) → Sh(Y ).

Definition 1.18. 设 (X,OX), (Y,OY ) 是赋环空间. 如果 f : X → Y 是连续映射且 f# : OY → f∗OX 是 Y

的环层间的态射, 则称 (f, f#) 是赋环空间 (X,OX) 到 (Y,OY ) 的一个态射.

如果 (X,OX), (Y,OY ), (Z,OZ) 均为赋环空间, 那么对态射 (f, f#) : (X,OX) → (Y,OY ) 和 (g, g#) :

(Y,OY ) → (Z,OZ),有连续映射 gf : X → Z 以及环层间态射 (g∗f
#)g# : OZ → g∗f∗(OX) = (gf)∗(OX). 定义

(f, f#) 与 (g, g#) 的合成为 (gf, (g∗f
#)g#) : (X,OX) → (Z,OZ). 通过直接计算验证可知赋环空间之间态射

的合成具备结合律且每个赋环空间 (X,OX) 上的单位态是 (idX , 1OX
). 并且不难看出 (X,OX) 到 (Y,OY ) 的

态射全体构成的类是集合. 因此所有的赋环空间关于上述定义的态射以及合成构成范畴, 称为赋环空间范畴.

Lemma 1.19. 如果 (X,OX), (Y,OY ) 是同构的赋环空间, 则有环同构 OX(X) ∼= OY (Y ).

下面我们考虑局部赋环空间. 设 (X,OX), (Y,OY ) 是局部赋环空间, 如果赋环空间之间的态射 (f, f#) :

(X,OX) → (Y,OY ) 满足对任何 p ∈ X, 局部环间的环同态 (f#)p : OY,f(p) → OX,p 是局部同态 (见下面的 [引
理1.20]), 则称 (f, f#) : (X,OX) → (Y,OY ) 为局部赋环空间之间的态射.

Lemma 1.20. 设 (R,m), (S, n) 是交换局部环, 则 f(m) ⊆ n 的充要条件是 f(m) = n. 此时称 f 是局部同态.

Remark 1.21. 这里 f(m) ⊆ n 等价于 m ⊆ f−1(n), 也等价于 m = f−1(n).

根据局部赋环空间之间态射的定义不难看出局部赋环空间之间态射的合成仍为局部赋环空间, 因此所有
局部赋环空间构成赋环空间范畴的子范畴, 它不是全子范畴 (存在赋环态射不是局部赋环态射的例子).

Conclusion. 本节先介绍了预层的概念 ([定义1.1]) 以及相关基本术语, 例如对给定拓扑空间的所有开子集取
连续函数环并考虑限制映射便可产生预层的例子 ([例1.3]). 我们可以把拓扑空间上的预层代入该例子来赋予
预层定义的几何直观: 把拓扑空间的每个开子集对应到其上函数环, 具有包含关系的开子集链对应函数环间的
限制映射. 满足粘接条件的预层便是层 ([定义1.4]), 粘接条件可以用拓扑空间上连续函数的特有性质予以理
解: 如果拓扑空间 X 的开子集 U 有开覆盖 {Ui|i ∈ I}, 那么如果每个 Ui 上都有连续函数 fi 满足连续函数

族 {fi}i∈I 在定义域的公共部分有相同取值, 那么这族连续函数可唯一粘接成 U 上的连续函数. 考察拓扑空
间上所有开子集上的连续函数环 (这里没有介绍光滑流形的例子, 可以类似考虑其开子集上的光滑函数环给出
光滑函数环层) 或是仿射簇的所有开子集上的正则函数环 ([例1.8]) 都能产生层的例子. 随后对拓扑空间上的
层介绍了给定点处茎的概念 ([定义1.9]), 它可用于研究几何对象的局部特性. 例如仿射簇的正则函数环层在给
定点处的茎就是簇在给定点处的局部环 ([例1.12]), 这时层在给定点处的茎是正则局部环当且仅当该点是光滑
点. 因为预层和层都是函子, 因此用函子间的自然变换可给出 (预) 层间态射的概念, 进而产生给定拓扑空间上
的 (预) 层范畴. 通过 [命题1.13] 可知层间态射是同构当且仅当该态射诱导每点处茎的态射是同构, 这是层满
足“各点局部性质可得到整体数据”性质的反映. 在 [命题1.15] 中介绍了预层的伴随层, 它给定预层到“层范
畴到预层范畴的嵌入函子”的泛性质. 最后我们介绍了赋环空间范畴与局部赋环空间范畴.
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2 仿射概形

本节的目标是对任给含幺交换环, 引入其素谱上一个具体的结构层使得带有结构层的素谱能够重塑环.
固定含幺交换环 R, 考虑 R 的素谱 SpecR, 我们将构造 SpecR 上的一个环层 OSpecR 使得 (R,OSpecR) 是

局部赋环空间且 OSpecR 的整体截面全体 Γ(SpecR,OSpecR) ∼= R, 进而该环层已经蕴含 R 所有的结构信息 ([定
理2.1]). 以下记每个元素 a ∈ R 对应 X = SpecR 中的主开集 {P ∈ SpecR|a /∈ P} 为 Xa, 易见 {Xa|a ∈ R}
是 Zariski 拓扑的一个拓扑基. 之后构造的环层 OX 会满足 Γ(D(f),OX) ∼= Ra, 即 R 在元素 a 生成的乘法幺

半群处的局部化. 并且我们会看到含幺交换环范畴与仿射概形范畴是范畴对偶的 (见 [定理2.5]).
现在对每个 X 的开子集 U , 定义 OX(U) 为所有满足下述条件的映射 s : U →

⨿
p∈U

Rp 构成的集合:

对每个 p ∈ U , 存在 p 的某个开邻域 V ⊆ U 以及 a ∈ R, s ∈ R−
∪

q∈V

q 使得 s(q) = a/s ∈ Rq, ∀q ∈ V.

即映射 s : U →
⨿
p∈U

Rp 局部上可表示为统一分式, 其中
⨿
p∈U

Rp 表示局部环族 {Rp|p ∈ SpecR} 的无交并.

通过 Rp 的环结构可自然地赋予 OX(U) 上的含幺交换环结构. 对 X 的每个开子集链 V ⊆ U , 有天然的
限制映射 ResUV : OX(U) → OX(V ). 进而定义出逆变函子 OX : Top(X) → CRing. 因为每个开子集 U 对应

的 OX(U) 的定义是局部的, 故容易验证预层 OX 满足粘接公理, 为 X 上环层. 称之为素谱上的结构层.
下面我们说明 (X,OX) 是局部赋环空间, 并且 OX 可重塑给定的含幺交换环 R.

Theorem 2.1. 设 R 是含幺交换环, X = SpecR, OX 是如上定义的结构层. 那么:
(1) 对每个素理想 p, 茎 OX,p

∼= Rp 是局部环, 故 (X,OX) 是局部赋环空间.
(2) 对每个 a ∈ R, 主开集 Xa 对应的含幺交换环 OX(Xa) ∼= Ra. 特别地, OX(X) ∼= R.

Proof. (1) 固定 R 的素理想 p, 有标准映射 φ : OX,p → Rp, [(U, s)] 7→ s(p), 这是定义合理的环同态. 注意到
R− p 中每个元素 v 对应 OX,p 中的可逆元 [(X, v/1)], 因此环同态 R→ OX,p, a 7→ [(X, a/1)] 把 R− p 中元素

映至 OX,p 中的可逆元, 这里把 a/1 视作映射 a/1 : X →
⨿
q∈X

Rq, q 7→ a/1. 这诱导出环同态

ψ : Rp → OX,p, a/v 7→ [(Xv, a/v)],

其中 a/v : Xv →
⨿

q∈Xv

Rq, q 7→ a/v. 容易验证 φ 与 ψ 是互逆的映射, 故有环同构 OX,p
∼= Rp.

(2) 固定 a ∈ R, 由环同态 R → OX(Xa), b 7→ b/1 将 a 的自然数幂映至可逆元知该环同态诱导环同态

ψ : Ra → OX(Xa), b/a
m 7→ b/am, 这里 b/am ∈ OX(Xa) 表示将 Xa 中每个素理想映至 b/am 的映射. 下

面证明 ψ 是单射. 如果 b/am ∈ Ra 满足 b/am 是 Xa 上零映射, 那么每个 p ∈ Xa 满足 annR(b) ⊈ p, 这里
annR(b) = {c ∈ R|cb = 0}. 因此 V (annR(b)) ∩Xa = ∅, 进而 a ∈

√
annR(b), 这说明在 Ra 中 b/am = 0.

最后证 ψ : Ra → OX(Xa) 是满射, 任取 s ∈ OX(Xa). s 关于 ψ 原像的构造分为两步.

Step 1. 首先说明存在 u1, ..., ur ∈ R 使得 Xa = Xu1
∪ · · · ∪ Xum

且 s 在每个 Xuj
(1 ≤ j ≤ r) 上可表示为

aj/uj 的形式. 根据 OX 的定义, Xa 可表为一些开子集 {Ui|i ∈ I} 的并, 且在每个 Ui 上 s 形如 ci/vi, 其中
vi ∈ R 满足 vi /∈ q, ∀q ∈ Ui. 因为 {Xb|b ∈ R} 是素谱的拓扑基, 所以每个 Ui 可表为一些 Xb 的并, 所以可
不妨设每个 Ui 都为主开集, 设为 Ui = Xbi . 从而 Xbi ∩ V (vi) = ∅, ∀i ∈ I 且 Xa 为 {Xbi |i ∈ I} 之并. 于是
bi ∈

√
(vi), 所以存在 di ∈ R 和正整数 ni 使得 bni

i = divi, 这里 di /∈ q, ∀q ∈ Xbi . 所以 s 在每个 Xbi 上可表
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示为 cidi/b
ni

i . 注意到 Xbi = Xb
ni
i

, 所以用 ui 替换 bni

i , ai 替换 cidi, 再结合 Xa 是拟紧空间便知存在有限个

u1, ..., ur ∈ R 使得 Xa = Xu1
∪ · · · ∪Xum

且 s 在每个 Xuj
(1 ≤ j ≤ r) 上可表示为 aj/uj .

Step 2. 这时在每个 Xui
∩Xuj

= Xuiuj
上, s 有 ai/ui 与 aj/uj 两种表示方式, 故由之前证明的 ψ 是单射可

知在 Ruiuj
中 ai/ui = aj/uj . 因此对上述固定的 1 ≤ i, j ≤ r, 存在正整数 ℓij 使得 (uiuj)

ℓij (aiuj − ajui) = 0.
故可选取充分大的正整数 n 使得 (uiuj)

n(aiuj − ajui) = 0, ∀1 ≤ i, j ≤ r. 用 un+1
i 替换 ui, ai 替换 uni ai, 可设

Xa = Xu1
∪ · · · ∪ Xum

, s 在每个 Xuj
(1 ≤ j ≤ r) 上可表示为 aj/uj 且满足 aiuj = ajui, ∀1 ≤ i, j ≤ r. 再由

{Xui
}ri=1 覆盖 Xa 得到存在 z1, ..., zr ∈ R 以及正整数 t 使得 at = z1u1 + · · ·+ zrur. 命 b = z1a1 + · · ·+ zrar,

那么对每个 1 ≤ j ≤ r, ujb = ajz1u1 + · · ·+ ajzrur = aja
t. 这说明 s 在每个 Xui

上可表为 b/at.

通过前面的讨论, 得到 ψ(b/at) = s, 所以 ψ 是满射.

Definition 2.2. 如果一个局部赋环空间满足存在含幺交换环 R 使得该空间作为局部赋环空间与 (R,OSpecR)

同构, 那么称该局部赋环空间是一个仿射概形. 每个含幺交换环 R 产生标准的仿射概形 (R,OSpecR). 称所有
仿射概形所构成的局部赋环空间范畴的全子范畴为仿射概形范畴.

Remark 2.3. 如果 R 是零环, 这时其素谱是空集, 对应的仿射概形称为空概形.

[定理2.1] 的一个直接推论便是素谱上的结构层承载了环的所有结构信息.

Corollary 2.4. 如果含幺交换环 R,S 决定的标准仿射概形 (R,OSpecR) 和 (S,OSpecS) 同构, 那么 R ∼= S.

Proof. 由 [引理1.19], 这时 OSpecR(SpecR) ∼= OSpecS(SpecS), 再应用 [定理2.1] 即可.

代数闭域 k 上仿射簇范畴与 k 上有限生成半素交换代数范畴间通过取仿射簇的坐标环可产生标准的范畴

对偶. 下述定理表明仿射概形范畴等价于含幺交换环范畴的对偶范畴.

Theorem 2.5. 含幺交换环范畴与仿射概形范畴是范畴对偶的.

Proof. 因为仿射概形范畴和由所有形如 (SpecR,OSpecR) 的局部赋环空间构成的全子范畴 C 是等价的, 所以要
证明结论只需构造 C 与 CRing 之间的范畴对偶. 下面先构造出范畴间对偶函子, 再验证它确实是对偶函子.

Step 1. 首先说明存在一自然的逆变函子 F : CRing → C 满足 F (R) = (SpecR,OSpecR). 易知交换环间同
态 f : R → R′ 可逆变地诱导连续映射 f∗ : SpecR′ → SpecR,Q 7→ f−1(Q). 对 SpecR 的每个开子集 V 以及

Q ∈ (f∗)−1(V ), 有自然的局部同态 fQ : Rf∗(Q) → R′
Q, a/s 7→ f(a)/f(s), 那么根据素谱上结构层的定义, 局

部同态族 {fQ|Q ∈ f−1(V )} 诱导映射 (f∗)#(V ) : OSpecR(V ) → (f∗)∗OSpecR′(V ) = OSpecR′((f∗)−1(V )), s 7→
(f∗)#(V )(s), 这里 (f∗)#(V )(s) 将 f−1(V ) 中每个素理想 Q 映至 fq(s(q)), 其中 q = f∗(Q). 易验证 (f∗)#(V )

是定义合理的环同态并且

(f∗)# : obTop(SpecR) →
∪

V ∈obTop(SpecR)

HomCRing(OSpecR(V ), (f∗)∗OSpecR(V )), V 7→ (f∗)#(V )

是函子 OSpecR 到 (f∗)∗OSpecR 的自然变换, 这说明 (f∗)# : OSpecR → f∗OSpecR′ 是环层间的态射.
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根据 (f∗)# 的定义可知对每个 Q ∈ SpecR′, q = f∗(Q) 以及 q 的任何开邻域 V 有下述交换图:

Rq R′
Q

OSpecR(V ) OSpecR′((f∗)−1(V ))

fQ

(f∗)#(V )

这里 Rq = OSpecR,f∗(Q), R
′
Q = OSpecR′,Q, 因此 (f∗, (f∗)#) : (SpecR,OSpecR) → (SpecR′,OSpecR′) 是局部赋环

空间之间的态射. 于是通过定义 F (R) = (SpecR,OSpecR) 并对任何交换环间的环同态 f : R → R′ 如上定义

F (f) = (f∗, (f∗)#) 可得逆变函子 F : CRing → C.

Step 2. 下面来验证前面构造的函子 F : CRing → C 是范畴对偶. 根据 C 的定义直接得到 F 是本质满函子,
故还需验证 F 是忠实满函子, 即说明映射 F : HomCRing(R,R

′) → HomC((SpecR′,OSpecR′), (SpecR,OSpecR))

是双射. 先证 F 是单射. 如果环同态 f, g : R → R′ 满足 F (f) = (f∗, (f∗)#) = (g∗, (g∗)#) = F (g), 那么
由 (f∗)# = (g∗)# 知环同态 (f∗)#(SpecR), (g∗)#(SpecR) : OSpecR(SpecR) → OSpecR′(SpecR′) 相同. 通过
[定理2.1] 我们看到环同构 R → OSpecR(SpecR), a 7→ a/1, 所以 (f∗)#(SpecR) = (g∗)#(SpecR) 表明 f(a) =

g(a), ∀a ∈ R,即 f = g. 最后验证 F 是满射,任取局部赋环同态 (h, h#) : (SpecR′,OSpecR′) → (SpecR,OSpecR),
那么赋环态射 h# : OSpecR → h∗OSpecR′ , 它诱导 ĥ = h#(SpecR) : Γ(SpecR,OSpecR) → Γ(SpecR′,OSpecR′),
借助 [定理2.1] 可得环同态 φ : R → S, 满足 ĥ 把每个 a/1 ∈ Γ(SpecR,OSpecR)(注意 Γ(SpecR,OSpecR) 中元

素均具备这种形式) 映至 φ(a)/1 ∈ Γ(SpecR′,OSpecR′). 任取 R′ 的素理想 Q, 那么对任何 OSpecR,h(Q) 中元素

[(U, s)] 存在 h(Q) 的开邻域 V ⊆ U 使得 s 在 V 上可表为 a/v 的形式, 进而知 h# 所诱导的茎之间的同态把

[(V, a/v)] ∈ OSpecR,h(Q) 映至 [[(h−1(V ), φ(a)/φ(v))] ∈ OSpecR′,Q. 因为 (h, h#) 是局部赋环映射, 所以 R′
Q 唯

一的极大理想 QQ = {φ(a)/φ(v)|a ∈ h(Q), v ∈ R − h(Q)}, 由此得到 φ−1(Q) = h(Q). 由 Q 的任意性知上述

环同态 φ 所诱导的素谱间的连续映射 φ∗ 就是 h. 前面提到 h# 诱导层面的间同态把形如 [(V, a/v)] 映至形如

[[(h−1(V ), φ(a)/φ(v))] 的元素, 可直接计算验证 (φ∗)# = h#. 所以 F (φ) = (h, h#).

由此得到范畴对偶 F : CRing → C, 结合 C 是仿射概形的全子范畴以及仿射概形的定义便得结论.

Notation. 当考虑的仿射概形是某个含幺交换环 R 决定的标准仿射概形 (SpecR,OSpecR) 时, 简记为 SpecR.

Example 2.6. 设 X 是代数闭域 k上仿射簇, OX 是其上正则函数环层. 之前已经在 [例1.12]中指出 (X,OX)

是局部赋环空间. 考虑 X 的坐标环 OX(X) 决定的仿射概形 SpecOX(X), 那么 SpecOX(X) 中元素与 X 的

不可约闭子簇全体一一对应, 仿射概形中的闭点与 X 中点一一对应. 易验证拓扑同胚 X ∼= maxSpecOX(X).
一般地, (X,OX) 未必是仿射概形, 例如考虑仿射直线 X = C, 它是不可约空间. 假设存在仿射概形 SpecR 使
得 (C,OC) 与之同构, 则有同胚 C ∼= SpecR, 因此 R 的素根 N(R) 是素理想. 进而得到 C 中存在某个点的
Zariski 闭包是整个空间, 这与 C 中单点集是闭子集矛盾.

Remark 2.7. 如果拓扑空间 X 中点 p 满足 {p} 是稠密集, 则称 p 是 X 的一般点.

Example 2.8. 设 R 是含幺交换环, 称仿射概形 SpecR[x1, ..., xn] 是 R 上 n 维仿射空间. 当 n = 1 时称

SpecR[x] 是仿射直线; 当 n = 2 时称 SpecR[x, y] 是仿射平面. 如果 R = k 是代数闭域, 和经典仿射空间 k
n

相比, SpecR[x1, ..., xn]“增添”了 k
n 中非单点的不可约闭子簇全体.
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Example 2.9. 考虑仿射概形 X = SpecR 的任何非空主开集 Xa, 下证有局部赋环空间同构 (Xa,OX |Xa
) ∼=

SpecRa. 考虑局部化标准映射 λ : R → Ra, b 7→ b/1. 作用 [定理2.5] 中的范畴对偶 F 可得赋环空间态射

F (λ) = (λ∗, (λ∗)#) : SpecRa → SpecR. 因为 λ∗ 诱导 SpecRa 到 Xa 的拓扑同胚, 所以可将 F (λ) 限制为仿射

概形 SpecRa 到 (Xa,OX |Xa
) 的态射, 该态射所对应环层 OX |Xa

到 ξ∗OSpecRa
的态射 (其中 ξ : SpecRa → Xa

是 λ∗ 诱导的拓扑同胚) 在每点 p ∈ Xa 处诱导的茎上同态就是标准同构 Rp
∼= (Ra)pa

. 现在应用 [命题1.13] 可
得 F (λ) 诱导的仿射概形 SpecRa 到 (Xa,OX |Xa

) 的局部赋环空间态射是同构. 故 (Xa,OX |Xa
) 是仿射概形.

Remark 2.10. 因此任何仿射概形 X 的每点 p 都存在某个开邻域 Vp 使得 (Vp,OX |Vp
) 是仿射概形.

如果说流形是粘合欧式空间产生的几何对象, 那么概形就是粘合仿射概形产生的几何对象.

Definition 2.11. 设 (X,OX) 是局部赋环空间, 若 X 存在开覆盖 X =
∪
i∈I

Ui 使得每个 (Ui,OX |Ui
) 是仿射概

形, 则称 (X,OX) 是概形, X 是其底空间. 将所有概形构成的局部赋环空间范畴的全子范畴定义为概形范畴.

Notation. 在不引起混淆时将概形 (X,OX) 简记为 X.

Lemma 2.12. 设 X 是局部赋环空间,则 X 是概形当且仅当 X 的每点有开邻域 U 使 (U,OX |U )是仿射概形.

Proof. 充分性来自概形的定义, 必要性来自概形可被一些仿射概形覆盖以及 [例2.9].

Proposition 2.13. 设 (X,OX) 是概形, 则任何开子集 U 满足 (U,OX |U ) 是概形, 称 U 为 X 的开子概形.

Proof. 根据 [引理2.12], 局部赋环空间是概形当且仅当它每点局部上是仿射概形. 故结论明显成立.

Remark 2.14. 如果概形 X 的开子集 U 作为开子概形进一步是仿射的, 称 U 是仿射开子概形. 根据 [例2.9],
仿射概形的所有仿射开子概形作为集合构成该概形底空间的一个拓扑基. 于是结合概形的定义得到给定概形
的所有仿射开子概形构成拓扑基. 如果概形 X 有开覆盖 {Ui}i∈I 满足每个 Ui 是 X 的仿射开子概形, 则称
{Ui}i∈I 是 X 的一个仿射开覆盖.

在本节最后我们介绍给定概形上的概形以及给定交换环上的概形.

Definition 2.15. 设 X,S 是概形, 设 f : X → S 是概形间的态射. 称 (X, f) 是 S 上概形或 S-概形, 这里的
态射 f 被称为结构态射. 如果 S = SpecR 是含幺交换环 R 决定的仿射概形, 称 (X, f) 是交换环 R 上概形或

R-概形. 设 (X, f) 与 (Y, g) 均为 S-概形, 如果概形间的态射 h : X → Y 满足 gh = f , 则称 h 是 S-概形态射.
所有的 S-概形以及 S-概形构成的范畴称为 S-概形范畴.

X Y

S

f

h

g

固定含幺交换环 K, 则对任何含幺交换环 A, 保幺环同态 α : K → A 给出 A 上 K-代数结构. 反之, 任
给 K-交换代数 A 诱导环同态 α : K → A, k 7→ k1A. 所以 K-交换代数本质上就是环同态 α : K → A. 如
果 f : A → B 是含幺交换环间的环同态, 对标准映射 α1 : K → A,α2 : K → B, f 是 K-代数同态当且仅当
fα1 = α2. 下面我们说明 K-仿射概形范畴与 K-交换代数范畴间有自然的范畴对偶.
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Theorem 2.16. 设 K 是含幺交换环, 记 K-CAlg 是 K 上交换代数范畴, K-AffSch 是 K-概形范畴. 如
下定义逆变函子 H : K-CAlg → K-AffSch: 对每个 K-交换代数 A, 记 fA : SpecA → SpecK 是环同态
αA : K → A 在 [定理2.5] 中范畴对偶 F 作用下得到的仿射概形态射 F (αA), 定义 H(A) = (SpecA, fA). 对任
何 K-交换代数同态 φ : A→ B, 则 αB = φαA, 这诱导 fB = fAF (φ). 定义 H(φ) = F (φ), 那么

SpecA SpecB

SpecK
fA fB

F (φ)

的交换性保证了 F (φ) : H(B) → H(A) 是仿射概形间的 K-概形态射. 所以 H 是定义合理的逆变函子. 那么
H : K-CAlg → K-AffSch 是范畴对偶.

Proof. 先说明 H 是本质满函子, 任取 K-仿射概形 (X, f), 可不妨设 X = SpecA, f : SpecA → SpecK. 因为
[定理2.5]保证了函子 F 是满函子,所以存在环同态 αA : K → A使得 F (αA) = f ,由 αA 可将 A视作 K-代数.
进而 (X, f) ∼= H(A), 故 H 是本质满函子. 故只需要说明对任何 K-交换代数 A,B, H : HomK-CAlg(A,B) →
HomK-AffSch(HB,HA), φ 7→ H(φ) = F (φ) 是双射, 而这由 F 是忠实满函子保证.

Remark 2.17. 因为代数闭域 k 上仿射簇范畴与 k-仿射半素交换代数范畴间有范畴对偶, 故该定理表明 k 上

仿射簇范畴可忠实满地嵌入 k-仿射概形范畴.

通过 [定理2.16] 可以看到, 研究交换环 K 上的仿射概形本质上就是研究 K-交换代数, 这是几何空间与交
换代数之间的对应. 从这个角度看, 可以将研究非交换代数理解为研究某些“非交换空间”. 例如多项式代数
O(k2) = k[x, y] 对应仿射平面 k

2, 那么对 q ∈ k
∗, 可以将非交换代数 Oq(k

2) = k〈x, y〉/(xy − qyx) 理解为某

种非交换空间, 一般将 Oq(k
2) 称为量子平面. 当 q → 1 时, 该非交换代数的“经典极限”为 O(k2).

Conclusion. 本节首先对任何含幺交换环 R 的素谱 SpecR 定义了其上结构层使得 (SpecR,OSpecR) 成为局

部赋环空间 ([定理2.1]). 因为 Γ(SpecR,OSpecR) ∼= R, 所以素谱上的结构层蕴含了环的所有结构信息. 一般
地, 不同构的含幺交换环可能有同胚的素谱, 但带有结构层的素谱在同构意义下可重塑环 ([推论2.4]). 代数闭
域 k 上仿射簇范畴与 k-仿射半素交换代数范畴间有自然的对偶, [定理2.5] 表明当把 k-仿射半素交换代数范畴
替换成更一般的交换环范畴时, 仿射概形范畴是与之对偶的几何范畴. 由于代数闭域上仿射簇和其坐标环的极
大谱间有标准同胚, 所以用素谱作为定义仿射概形的底空间并不自然. 选取素谱替代极大谱来作为仿射概形的
底空间的一个根本原因是它能保证极大谱无法具有的某种函子性质——极大理想关于环同态的原像未必是极

大理想. [例2.6] 指出代数闭域上带有正则函数环层的仿射簇虽然是局部赋环空间但一般不是仿射概形. 类似
流形是局部欧式的, 概形是局部仿射概形的 ([引理2.12] ), 并且概形的每个开子集天然继承结构层成为开子概
形 ([命题2.13]). 概形的所有仿射开子概形构成一个拓扑基. 结尾介绍了给定概形上的概形以及交换环上的概
形, [定理2.16] 表明给定交换环上概形范畴与该交换环上交换代数范畴间有自然的对偶, 进而知代数闭域 k 上

仿射簇范畴可忠实满地嵌入 k-仿射概形范畴, 由此可在概形框架下研究仿射簇.

3 基本性质

如果概形的底空间连通, 则称该概形连通. 如果概形的底空间拟紧, 则称该概形拟紧. 例如仿射概形总是
拟紧的. 如果概形的底空间不可约, 则称该概形不可约. 因此不可约概形总是连通概形.
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Example 3.1. 仿射概形 SpecR 是不可约的当且仅当 N(R) 是 R 的素理想.

Definition 3.2. 如果概形 X 存在仿射开覆盖 {Ui|i ∈ I} 使得每个 Γ(Ui,OX) 是交换 Noether 环, 则称 X 是

局部 Noether 概形. 如果进一步 X 是拟紧的, 则称 X 是 Noether 概形.

Remark 3.3. 因为拓扑空间如果可被有限多个拟紧子集覆盖, 此空间本身也是拟紧的. 所以概形 X 是

Noether 概形当且仅当存在有限仿射开覆盖 {U1, ..., Ur} 使得每个 Γ(Ui,OX) 是交换 Noether 环.

Proposition 3.4. 考虑仿射概形 X = SpecR, 则 X 是 Noether 概形当且仅当 R 是交换 Noether 环.

Proof. 根据 Noether 概形的定义, 只需验证必要性. 由下面的 [引理3.5] 以及 X 的拟紧性可知存在 a1, ..., ar ∈
R 使得 SpecR = Xa1

∪ · · · ∪Xar
且每个 Γ(Xai

,OX |Xai
) 是 Noether 环. 于是 (a1, ..., ar) = R. 下面说明 R 的

任何理想 I 是有限生成的来得到 R 的 Noether 性. 因为每个 Rai
∼= Γ(Xai

,OX) 是 Noether 环, 所以 Iai
作为

Rai
中理想是有限生成的. 现在应用 [引理3.6] 便知 I 是有限生成的, 所以 R 是 Noether 环.

Lemma 3.5. 设 U 是 X = SpecR 的仿射开子概形, 且满足 Γ(U,OX) 是 Noether 环. 则对任何主开集
Xa 6= ∅ ⊆ U , Γ(Xa,OX |U ) 也是 Noether 环.

Proof. 由条件, 存在交换 Noether 环 B 和局部赋环空间同构 (h, h#) : (U,OX |U ) → (SpecB,OSpecB). 设
∆ ⊆ SpecB 是由 Xa = h−1(∆) 确定的开子集, 则有下述交换图:

Γ(X,OX) Γ(U,OX) Γ(SpecB,OSpecB)

Γ(Xa,OX) Γ(∆,OSpecB)

ResXU

ResXXa

ResUXa

h#(SpecB)

h#(∆)

这里 h#(V ) 对 SpecB 的任何开子集 V 都是环同构. 设 b ∈ B ∼= Γ(SpecB,OSpecB) 满足 h#(SpecB)(b) 是 a

关于 ResXU 的像 a, 下证 ∆ 是 SpecB 中 b 决定的主开集来得到 Ra
∼= Γ(Xa,OX) ∼= Γ(∆,OSpecB) ∼= Bb(应用

[定理2.1]), 进而得到 Γ(Xa,OX |U ) = Γ(Xa,OX) ∼= Ra 也是 Noether 环.
记 Y = SpecB, 需要验证 h(Xa) = ∆ = Yb. 任取 p ∈ Xa, 则 a/1 所对应的 Γ(Xa,OX) 中映射在 p 中取

值是 Rp 中的可逆元. 因为 (h, h#) 是局部赋环空间态射, 故它诱导下述交换图:

Rp Bh(p)

Γ(U,OX) Γ(SpecB,OSpecB)

Γ(Xa,OX) Γ(∆,OSpecB)

(h#)p

αU

h#(SpecB)

βSpecB

αXa

h#(∆)

β∆

这里 a ∈ Γ(U,OX) 在 αU 下的像为 a/1 对应 Γ(X,OX) 中映射在 p 处取值. 注意到 (h#)p 是同构, 所以 b/1

对应 Γ(∆,OSpecB) 中映射在 h(p) 中的像也可逆. 这说明 b /∈ h(p), 进而 h(Xa) ⊆ Yb. 反之, 如果 p ∈ SpecR 使
得 h(p) ∈ Yb, 那么 b/1 对应 Γ(∆,OSpecB) 中映射在 h(p) 处取值是 Bh(p) 中可逆元, 因此 a/1 对应 Γ(U,OX)

中映射在 p 处取值也是可逆元. 这表明 a /∈ p, 即 p ∈ Xa. 所以由 h 是同胚便知 h(Xa) = Yb.

12



Lemma 3.6. 设 R 是含幺交换环, a1, ..., ar ∈ R 满足 (a1, ..., ar) = R. 如果 R-模 M 在每个 ai 生成的乘法幺

半群处的局部化 Mai
作为 Rai

-模有限生成, 则 M 是有限生成 R-模.

Proof. 设每个 Mai
作为 Rai

-模可由 xi1/a
ni1

i , ..., xi,ki
/a

ni,ki

i 生成. 记 N 是 {xij |1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ki} 生成的
M 的 R-子模. 那么 Nai

= Mai
, ∀1 ≤ i ≤ r. 因为对 R 的每个素理想 p, 都存在某个 ai 不在 p 中, 所以 M/N

在每个素理想 p 处的局部化是零模, 这说明 M/N = 0. 特别地, M = N 是有限生成 R-模.

含幺交换环 R 如果素根是零, 即 R 是半素环, 则称 R 是约化环.

Definition 3.7. 设 X 是概形. 如果对任何 p ∈ X 有 OX,p 是约化环, 则称 X 是约化概形.

Remark 3.8. 易见约化概形的开子概形 (回忆 [命题2.13]) 仍约化. 通常把不可约的约化概形称为整概形.

下面的命题解释了约化概形和整概形命名的原因.

Proposition 3.9. 设 X 是概形. 那么 X 是约化概形的充要条件是 X 的任何开子集 U 满足 Γ(U,OX) 是约

化环. 更进一步, X 是整概形的充要条件是 X 的任何非空开子集 U 满足 Γ(U,OX) 是整区.

Proof. 如果 U 是约化概形 X 的开子集, 假设 Γ(U,OX) 中的存在非零幂零元 f , 设 fn = 0. 那么存在 p ∈ U

使得 [(U, f)] ∈ OX,p 非零 (若不然, U 中每个点 p 满足存在 p 的开邻域 Vp 使得 f |Vp
= 0, 利用粘接条件得到

f = 0). 于是 [(U, f)] 给出茎 OX,p 的一个非零幂零元, 这与 X 是约化概形矛盾. 反之, 如果概形 X 满足任何

开子集 U 上截面全体 Γ(U,OX) 是约化环. 那么每个 OX,p 中的幂零元 [(U, f)] 满足存在正整数 n 和 p 的开邻

域 V ⊆ U 使得 fn|V = (f |V )n = 0. 由 Γ(V,OX) 是约化环得到 f |V = 0, 因此 [(U, f)] = 0. 故 OX,p 约化.
现在设 X 是整概形, 那么 X 的任何非空开子集 U 作为不可约空间的非空开子集仍不可约, 所以每个开

子概形 U 都是整概形. 因此我们只需说明 Γ(X,OX) 是整区便得到 X 非空开子集 U 对应的环 Γ(U,OX) 均

为整区. 假设 f, g ∈ Γ(X,OX) 满足 fg = 0. 这时每个使得 [(X, f)] 是 OX,p 中非零元的点 p ∈ X 的任何

开邻域 Vp 都满足 f |Vp
6= 0. 特别地, 因为 X 是局部仿射的 ([引理2.12]), 所以可选取 Vp 是 X 的仿射开子

概形. 进而得到 (f |Vp
)(g|Vp

) = (fg)|Vp
= 0. 如果我们能够证明结论对 X 是仿射概形的情形成立, 那么一

般情形对仿射开子概形 Vp(根据前面的讨论, Vp 也是整概形) 应用仿射时的结果得到 Γ(Vp,OX) 是整区. 于
是由 f |Vp

6= 0 得到 g|Vp
= 0, 这表明 [(X, g)] = 0 ∈ OX,p. 上述讨论表明 X = {p ∈ X|[(X, f)] = 0 ∈

OX,p} ∪ {p ∈ X|[(X, g)] = 0 ∈ OX,p}. 即 X 中任何点 p 一定使得 f 或 g 中的某个在 p 处的芽是零. 根据
茎的定义易见 {p ∈ X|[(X, f)] = 0 ∈ OX,p} 与 {p ∈ X|[(X, g)] = 0 ∈ OX,p} 都是 X 的开子集 (以 f 为例,
如果 p ∈ X 满足 [(X, f)] = 0 ∈ OX,p, 那么存在 p 的开邻域 Wp 使得 f |Wp

= 0. 这时任何 q ∈ Wp 满足

[(Wp, f)] = [(X, f)] ∈ OX,q 是零元). 所以 X = {p ∈ X|[(X, f)] = 0 ∈ OX,p} 或 {p ∈ X|[(X, g)] = 0 ∈ OX,p}.
进而利用粘接条件可知 f = 0 或 g = 0. 因此, 前面的讨论表明该命题的证明可转化为证明 X 是仿射概形的

情形. 不妨设 X = SpecR, 那么如果 f, g ∈ Γ(X,OX) ∼= R 满足 fg = 0, 那么 X = V (f) ∪ V (g). 因为 X 是不

可约的, 所以 X = V (f) 或 V (g). 不妨设 X = V (f), 那么 f ∈ N(R). 而 X 是约化概形表明 R 是约化环, 所
以 N(R) = 0. 于是 f = 0, 因此 Γ(X,OX) ∼= R 是整区.
最后说明当 X 满足任何非空开子集 U 都有 Γ(U,OX) 是整区时, X 是整概形. 这时 Γ(U,OX) 是约化环,

因此由前面证明的约化概形的刻画得到 X 是约化概形. 如果 X 不是不可约空间, 那么 X 存在两个非空开子

集交集为空. 因为 X 是局部仿射的, 故可设这两个开子概形都是仿射的. 分别设为 U1, U2, 那么由层的粘接条
件得到环同构 Γ(U1 ∪ U2,OX) ∼= Γ(U1,OX)× Γ(U2,OX). 于是 Γ(U1 ∪ U2,OX) 不是整区, 矛盾.
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Remark 3.10. 因为整区在任何乘闭子集处的局部化仍为整区, 所以仿射概形如果是整的, 它在每点处的茎是
整区. 而概形是局部仿射的, 故考虑给定点处的仿射开子概形可得概形在每点处的茎是整区.

Corollary 3.11. 考虑仿射概形 X = SpecR, 则 X 是整概形当且仅当 R 是整区.

Proof. 必要性由 [命题3.9] 以及 R ∼= Γ(X,OX) 立即得到. 现在验证充分性. 因为整区的素根为零理想, 也是素
理想, 所以 X 是不可约空间. 对每个 p ∈ SpecR, 有 OX,p

∼= Rp 仍为整区. 故 X 是约化概形.

Example 3.12. 设 X 是域 k 上不可约仿射簇, 则其坐标环 R = OX(X) 决定的仿射概形 SpecR 是整概形.

类似地, 可以仿射概形的约化性也可以由环的约化性刻画. 首先需要

Lemma 3.13. 设含幺交换环 R 是约化的, 则任何乘闭子集 S 满足 RS 是约化环.

Proof. 如果 RS 有幂零元 a/s, 则存在 t ∈ R 和正整数 n 使得 tan = 0. 那么 ta 作为 R 的幂零元有 ta = 0, 于
是 a/s = ta/ts = 0. 所以 RS 也是约环环.

Corollary 3.14. 考虑仿射概形 X = SpecR, 则 X 是约化概形当且仅当 R 是约化环.

Proof. 必要性来自 [命题3.9], 下证充分性. 这时 [引理3.13] 表明 R 关于任何素理想处的局部化仍为约化环, 因
此 [定理2.1] 保证了 OX 在每个素理想处的茎是约化环. 故由约化概形的定义可知 X 是约化概形.

Conclusion. 本节介绍了概形的一些拓扑性质与代数性质. 当考虑标准仿射概形 SpecR 时, 概形的拓扑性质
退化到素谱 SpecR 的拓扑性质. 能够被一些满足 Γ(Ui,OX) 是 Noether 环的仿射开子概形 Ui 覆盖的概形 X

是局部 Noether 概形, 能被有限个满足该性质的仿射开子概形覆盖的概形是 Noether 概形. 在 [命题3.4] 中我
们看到仿射概形 SpecR 是 Noether 概形等价于 R 是 Noether 环. 因为仿射簇的坐标环总是半素环, 自然可以
考虑约化概形. 整概形是不可约的约化概形. [命题3.4] 表明概形 X 是约化概形当且仅当 X 任何开子集 U 上

整体截面全体 Γ(U,OX) 是约化环. X 是整概形当且仅当 X 的任何非空开子集 U 满足 Γ(U,OX) 是整区. 这
里要求 U 非空的原因是 U = ∅ 时, Γ(U,OX) 作为零环不是整区. 由此得到的 [推论3.11] 说 SpecR 是整概形
当且仅当 R 是整区. 特别地, 仿射簇的坐标环决定的仿射概形总是整概形. 类似地, [推论3.14] 表明 SpecR 是
约化概形当且仅当 R 是约化环.

4 仿射代数簇

本节固定域 k. 因为任何 k 上仿射簇的坐标环是有限生成代数, 故可在 k-概形范畴引入相应概念.

Definition 4.1. 设 (X, f) 是 k-概形, 其中 f : X → Speck 是结构态射. 如果 X 有仿射开覆盖 {Ui|i ∈ I} 满
足每个仿射开子概形 Ui 作为 k-仿射概形对应 k 上有限生成交换代数 (见 [定理2.16], 即 Γ(Ui,OX) 作为 k-代
数有限生成), 则称 X 是 k 上局部有限型概形. 如果进一步 X 拟紧, 则称 X 是 k 上有限型概形.

Remark 4.2. 域上的仿射概形是局部有限型当且仅当它是有限型.

Example 4.3. 设 X 是域 k 上仿射簇, 则其坐标环 OX(X) 决定的仿射概形是有限型的.

Proposition 4.4. 设 X = SpecR 是 k 上仿射概形, 则 X 有限型概形当且仅当 R 是有限生成 k-代数.
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Proof. 充分性由定义立即得到. 必要性: 这时 SpecR 可由有限个有限生成 k-代数 Γ(Ui,OX) 的素谱覆盖. 因
为 X 可由有限多个主开集 Xa1

∪Xa2
∪ · · · ∪Xam

覆盖, 并且可设每个主开集含于某个 Ui, 那么由 [引理3.5] 的
证明过程可知 Γ(Xaj

,OX) ∼= Raj
是有限生成 k-代数. 于是应用下面的 [引理4.6] 便得结果.

Remark 4.5. 结合 [定理2.16] 立即得到 k 上有限生成交换代数范畴与 k-有限型仿射概形范畴对偶.

Lemma 4.6. 设 k-交换代数 R 的元素 a1, ..., am 满足 (a1, ..., am) = R 且每个 Raj
是有限生成 k-代数. 那么

R 也是有限生成 k-代数.

Proof. 由条件, 设 1 = b1a1 + · · ·+ bmam. 因为每个 Raj
是有限生成 k-代数, 所以可设由 cj1/a

r
j , ..., cjt/a

r
j , 1 ≤

t ≤ lj , 其中 r 可选取不依赖于 j 的正整数. 考虑 R 中由所有 cji, bi, ak 生成的 k-子代数 A. 那么对每个 b ∈ R,
都存在充分大的正整数 N 使得 aNj b ∈ A(考虑 Raj

中的元素 b/1). 注意到 (aN1 , a
N
2 , ..., a

N
m) = R(转化为主开集

便知), 所以 A = R. 这说明 R 是有限生成 k-代数.

通过 [定理2.16] 我们已经看到代数闭域 k 上仿射簇范畴可忠实满地嵌入 k-概形范畴. 每个仿射簇对应其
坐标环决定的仿射概形. 现在我们可以在概形场景下给出仿射簇的定义.

Definition 4.7. 设 k 是域, 称 k 上有限型的约化仿射概形为仿射代数簇.

Remark 4.8. 结合 [定理2.16]和 [推论3.14]立即得到 k上有限生成约化交换代数范畴和上述定义产生的 k-仿
射代数簇范畴间有范畴对偶. 如果这时 k 是代数闭域, 该范畴对偶诱导 k 上经典仿射簇范畴与 k-仿射代数簇
范畴的范畴等价. 域 k 上有限型的整仿射概形范畴同样与 k-有限生成整区范畴间有范畴对偶 ([推论3.11]).

Conclusion. 本节首先介绍域上局部有限型概形和有限型概形的概念, 有限型概形是拟紧的局部有限型概形.
因此当考虑的概形是仿射概形时,其局部有限型性质与有限型性质等价. [命题4.4]表明域 k上仿射概形 SpecR
是有限型的当且仅当 R 是 k 上有限生成交换代数. 事实上, 在 [定理2.16] 中我们就已经看到 k 上交换代数范

畴和 k-仿射概形范畴间有范畴对偶 H : k-CAlg → k-AffSch, 因此考虑 H 在有限生成交换代数范畴上的限

制可得到 k 上有限生成交换代数范畴与 k-有限型仿射概形范畴对偶. 若进一步限制该范畴对偶到有限生成约
化交换代数范畴, 则可得 k-有限生成约化交换代数范畴和 k-仿射代数簇范畴 (在 [定义4.7] 的意义下). 特别
地, 如果 k 是代数闭域, 那么 [定义4.7] 产生的仿射代数簇范畴与经典的仿射簇范畴是范畴等价的. 现设 k 是

代数闭域, 则有下述范畴间的关系, 其中竖向箭头为自然的范畴嵌入 (忠实满函子), 横向双向箭头表示范畴对
偶 (代数范畴与概形范畴间的范畴对偶不需要 k 是代数闭域就能保证, 见 [定理2.16]).

k-交换代数范畴 k-仿射概形范畴

k-仿射簇范畴 k-有限生成约化交换代数范畴 k-仿射代数簇范畴

k-不可约仿射簇范畴 k-有限生成整区范畴 k-有限型整仿射概形范畴
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