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任给一族群 {Gi|i ∈ I},I ̸= ∅ 是指标集, 如果群 P 以及群同态族 {ji : Gi → P |i ∈ I} 满足对任给群同态
族 {fi : Gi → G|i ∈ I} 存在唯一的群同态 f̂ : P → G 使得 f̂ ji = fi, ∀i ∈ I, 即下图交换：

Gi P

G
fi

ji

f̂

则称 (P, {ji : Gi → P |i ∈ I}) 是群族 {Gi|i ∈ I} 的自由积. 这份笔记的目的是记录群族自由积的具体构造.

Theorem. 对任给群族 {Ai|i ∈ I}, I ̸= ∅, 该群族的自由积 (P, {ji : Ai → P |i ∈ I}) 存在 (故群范畴中任意一
个群族的余积存在) 且在同构意义下唯一, 且每个 ji 必是单同态.

Proof. 如果自由积存在, 我们说明每个 ji 是单态：任给 k ∈ I, 当 i ̸= k 时, 定义 fi 为平凡同态, 对 fk,
定义为 Ak 上恒等态 fk = 1Ak

, 由自由积的定义存在群同态 f̂ : P → G 使得 f̂ ji = fi, ∀i ∈ I, 特别地,
由 1Ak

= f̂ jk 知 jk 是单射. 如果自由积存在, 不难证明其同构唯一性, 下面仅证明存在性. 对每个 i ∈ I, 命
A#

i = {(x, i)|x ∈ Ai−{1Ai
}},对 a = (x, i), b = (y, i) ∈ A#

i ,如果 xy ̸= 1Ai
,记 ab = (xy, i)并记 a−1 = (x−1, i);

如果 xy = 1Ai
,称 ab = 1Ai

,那么 {A#
i |i ∈ I}是不相交的集合族. 取集合

∪
i∈I

A#
i 外一个元素,记为 1. 现在我们

考虑集合 S = (
∪
i∈I

A#
i )

∪
{1} 上的序列全体 {f : Z>0 → S}, 如果 f 满足 f(n) = sn, 记 f 为 (s1, s2, ..., sn, ...).

如果序列 (s1, s2, ...) 满足：(1) 对相邻的 si, si+1, 如果都不为 1, 那么它们在不同的 A#
k 中; (2) 如果正整数

i 满足 si = 1, 那么 sn = 1, ∀n ≥ i, 则称序列 (s1, s2, ...) 是 S 上一个既约字. 记 P 为所有既约字构成的

集合, 称 (1, 1, 1, ...) 为空字, 记作 1P , 对非空的既约字 (a1, a2, ..., am, 1, ...) 这里 am ̸= 1, 记为 a1a2 · · · am.
根据上述记号, 易见对非空的既约字 a1a2 · · · an 与 b1b2 · · · bm, a1a2 · · · an = b1b2 · · · bm 当且仅当 n = m 且

ak = bk, ∀1 ≤ k ≤ n. 现在在 P 上定义二元运算：对任给 x ∈ P , 定义 1Px = x1P = x. 对非空的既约字
a1a2 · · · an, b1b2 · · · bm ∈ P , 当 n ≤ m 时, 如果 an 与 b1 在不同的 A#

k 中, 那么 a1a2 · · · anb1b2 · · · bm 是既约
字, 此时定义 (a1a2 · · · an)(b1b2 · · · bm) = a1a2 · · · anb1b2 · · · bm; 如果 a1 与 bn 在同一个 A#

k 中且 anb1 ̸= 1Ak
,

则 a1a2 · · · (anb1)b2 · · · bm 是既约字, 定义 (a1a2 · · · an)(b1b2 · · · bm) = a1a2 · · · (anb1)b2 · · · bm. 如果 a1, bn 在同

一个 A#
k 中且 anb1 = 1Ak

, 如下定义一个正整数 l: 当存在 1 ≤ k ≤ n 使得 an+1−k 与 bk 不在同一个 A#
j 中或

an+1−kbk 在同一个 A#
j 且它们乘积不是单位元时, 定义 l 为满足上述性质的最小正整数, 否则定义 l = n + 1.
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当 l ≤ n 时, 如果 an+1−l, bl 不在同一个 A#
k 中, 定义 (a1a2 · · · an)(b1b2 · · · bm) = a1a2 · · · an+1−lblbl+1 · · · bm,

否则定义为 (a1a2 · · · an)(b1b2 · · · bm) = a1a2 · · · (an+1−lbl)bl+1 · · · bm, 当 l = n + 1 时, 如果 n = m, 定义
(a1a2 · · · an)(b1b2 · · · bm) = 1p, 否则定义 (a1a2 · · · an)(b1b2 · · · bm) = bn+1 · · · bm, 类似可定义 n < m 的情形. 易
见上述运算作为二元运算定义合理且有单位元 1P , 任意非空字 a1a2 · · · an, 有逆元 a−1

n a−1
n−1 · · · a−1

1 , 故要说明
P 关于上述二元运算构成群只需证明结合律成立. 对每个 s ∈ S = (

∪
i∈I

A#
i )

∪
{1}, 记 σs : P → P 是由 s 诱

导的左乘变换, 即：当 s = 1 时, σ1 是 P 上恒等映射, 当 s ∈
∪
i∈I

A#
i ) 时, σs 满足 σs(1P ) = s, σs(a1 · · · an) =

(s)(a1 · · · an), 等式右边是既约字的乘法. 记 A(P ) 是集合 {σs|s ∈ S} 在 P 上对称群 S(P ) 中生成的子群,
则有保持单位元与乘法的双射 φ : P → A(P ) 满足 φ(a1a2 · · · an) = σa1

σa2
· · ·σan

, 于是 A(P ) 中的结合律

保证了 P 中结合律, 故 P 关于既约字乘法构成群. 对每个 i ∈ I, 定义 ji : Ai → P 满足 ji(1Ai
) = 1P , 当

x ̸= 1Ai
时 ji(x) 为 a = (x, i) ∈ A#

i 在 P 中对应的既约字 a, 易见 ji 是单群同态. 最后验证 P 以及单态族

{ji : Ai → P |i ∈ I} 是群族 {Ai|i ∈ I} 的自由积. 任给群同态族 {fi : Ai → G|i ∈ I}, 命 f̂ : P → G 为满足

f̂(1P ) = 1G,f̂(a1 · · · an) = fk1
(x1) · · · fkn

(xn), 其中 at = (xt, kt) ∈ A#
kt
, 1 ≤ t ≤ n, 直接计算知 f̂ 是群同态且

f̂ ji = fi, ∀i ∈ I, 如果还有群同态 ĝ : P → G 使下图交换：
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那么对任一非空既约字 a1 · · · an ∈ P, at ∈ A#
kt
, 1 ≤ t ≤ n, 有

ĝ(a1 · · · an) = ĝ(a1)ĝ(a2) · · · ĝ(an) = fk1
(a1) · · · fkn

(an) = f̂(a1 · · · an),

由此得到唯一性. 故 (P, {ji : Ai → P |i ∈ I}) 是群族 {Ai|i ∈ I} 的自由积.
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