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在 2023 年秋季学期, 我担任复旦数院《现代代数学 II(H)》的课程助教, 课程内容主要由模论和有限群表
示论构成. 趁此机会我将过去 P.I.D. 上有限生成模的结构理论笔记中没有涉及到的内容和课程中部分优质习
题以及一些新的体会与收获添加入这份笔记. 正文主要由三部分构成：
(1) 集合论与自由模的基本性质 (例如见 [引理1.3], [命题1.6], [命题1.12] 和 [推论1.14]), 集合论方面包含“选
择公理 ⇒Zorn 引理 ⇒ 良序原理”的证明. 自由模部分包含含幺交换环上 Cayley–Hamilton 定理的证明.
(2) P.I.D.上自由模与平坦模的基本性质 (例如 P.I.D.上模的投射性与自由性等价;模的平坦性与无挠性等价)、
不变因子与初等因子形式的 P.I.D. 上有限生成模的结构定理证明 (见 [定理2.12], [定理2.13] 和 [定理2.15]).
(3) P.I.D. 上有限生成模结构定理在矩阵 Jordan 标准型以及有理标准型上的应用, 并联系起了线性代数中矩
阵相似理论中的一些经典结论 (见 [定理3.9], [推论3.11], [推论3.12] 和 [推论3.13]).
由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎指出, 谢谢.
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1 基本准备

在正式讨论 P.I.D. 上有限生成模的结构之前, 对自由模的结构与基本性质有更多的认识是不无裨益的.

1.1 集合论基础

在代数的非构造性的对象存在性证明中, 我们常需要借助 Zorn 引理或是它的等价形式 (选择公理、良序
原理). 本节我们承认下面的选择公理, 并利用选择公理证明 Zorn 引理、用 Zorn 引理证明良序原理.

Axiom of Choice (E. Zermelo). 设 {Xi}i∈Λ 是非空集合构造的集族, 那么存在映射

F : {Xi}i∈Λ →
⋃
i∈Λ

Xi

使得 F(Xi) ∈ Xi, ∀i ∈ Λ. 这里的 F 一般被称为选择函数.

Zorn’s Lemma (Kuratowski-Zorn). 给定非空偏序集 (X,≤), 若该偏序集的任一全序子集 (一些文献中也称
为链) 在 X 中有上界, 则 X 中存在极大元.

我们先说明它等价于：(Zorn 引理的第二形式) 给定集合 S, 设 T 是由 S 的一些子集构成的非空集合, 若
偏序集 (T,⊆) 满足 T 中任意全序子集有上界, 则 T 中存在极大元. 首先第二形式是第一形式的特殊情形, 故
只需说明第二形式蕴含第一形式：现设 (X,≤) 是非空偏序集, 对每个 x ∈ X 作集合

q(x) = {w ∈ X|w ≤ x},

则对任给 x, y ∈ X 有 x ≤ y ⇔ q(x) ⊆ q(y). 进而对 X 中任意全序子集 {xα}α∈Γ 有 {q(xα)}α∈Γ 为非空偏序

集 ({q(x)|x ∈ X},⊆) 的全序子集, Zorn 引理第二形式知该偏序集有极大元 q(m),m ∈ X, 直接验证可得 m 为

X 中的一个极大元. 所以第一形式与第二形式等价. 下面用选择公理证明 Zorn 引理第一 (经典) 形式.

Proof. 我们沿用前面的记号. 现设 (X,≤) 是非空偏序集, 并令 X 是 X 中所有全序子集构成的集合, 则 (X,⊆)

也是非空偏序集, 且容易验证具备下述性质：
• 对任给 A ∈ X 存在 x0 ∈ X 使得 A ⊆ q(x0),
• 对任给 A ∈ X, A 的子集也在 X 中,
• 对任给 (X,⊆) 中全序子集 C,

⋃
A∈C

A 仍在 X 中.

接下来我们断言 (X,⊆) 存在极大元, 一旦证明了这一点, 便可以得到 X 中存在极大元 m, 这是因为若设
M 是 (X,⊆) 的一个极大元, 则存在 m ∈ X 使得 M ⊆ q(m), 假设 m 不是 (X,≤) 中极大元, 则存在 m1 6= m

使得 m ≤ m1, 从而 M ∪ {m1} ∈ X 且 M ⊊ M ∪ {m1} 便得到矛盾. 因此 m 必定是极大元, 于是问题化归为
证明 (X,⊆) 存在极大元, 下面来证明这个断言.
依选择公理, 存在选择函数 f : P(X)∗ → X 使得 f(A) ∈ A, ∀A ∈ P(X)∗, 这里 P(X)∗ 表示 X 的所有

非空子集构成的集合. 命
Â = {x ∈ X|A ∪ {x} ∈ X},

则 A ⊆ Â. 现定义映射 g : X → X 满足

g(A) =

A ∪ {f(Â−A)}, Â−A 6= ∅,

A, Â−A = ∅.
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于是根据 g 的定义不难看到 A ∈ X 是极大的当且仅当 g(A) = A. 因此, 要证明 X 中存在极大元, 只需证明存
在 A ∈ X 使得 g(A) = A.
为叙述上的便利, 我们临时引入一个定义：若 X 的子集 T 满足

• ∅ ∈ T,
• 对任给 A ∈ T, 有 g(A) ∈ T,
• 对任给 (T,⊆) 中全序子集 C,

⋃
A∈C

A 仍在 T 中.

则称 T是一个塔. 根据 X的性质知 X是一个塔,因此塔这个概念确实有存在的例子. 不难看到任意多个塔的交
仍是塔,故全体塔之交 T0 也是塔. 我们断言 T0 是全序的,一旦说明了这一点,则由塔的性质可知

⋃
A∈T0

A ∈ T0,

进而 g(
⋃

T∈T0

T ) ∈ T0, 这蕴含着

g(
⋃
T∈T0

T ) =
⋃
T∈T0

T,

由此便可知 A =
⋃

T∈T0

T 为 X 中极大元.

现在说明 T0 确实是全序的. 若 T0 中的元素 C 满足 C ⊆ A 或 A ⊆ C, ∀A ∈ T0, 则称 C 是可比的. 易见
∅ 是可比的, 因此可比集确实存在. 下面我们证明可比集的几个性质, 现任意取定可比集 C.
• 若 A ∈ T0 是 C 的真子集, 则 g(A) ⊆ C. 首先由塔的定义知 g(A) ∈ T0, 于是由 C 的可比性知 C ⊆ g(A) 或

g(A) ⊆ C. 假设 g(A) ⊆ C 不成立, 则 A ⊊ C ⊊ g(A), 这与 g(A) 至多比 A 多一个元素矛盾.
• 令 U = {A ∈ T0|A ⊆ C 或 g(C) ⊆ A}, 则 U 是塔. 首先 ∅ ⊆ C 表明 ∅ ∈ U . 对任给 A ∈ U , 若 A ⊊ C,
则由 g(A) ⊆ C 知 g(A) ∈ U ; 若 A = C, 则 g(A) = g(C) 保证了 g(A) ∈ U ; 若 C ⊊ A, 则由 A ∈ U 知

g(C) ⊆ A, 从而由 A ⊆ g(A) 知 g(C) ⊆ g(A), 故 g(A) ∈ U . 对 U 中任意全序子集 {Ai}i∈Λ, 若存在 i0 ∈ Λ 使

得 Ai0 不是 C 的子集, 则 g(C) ⊆ Ai0 , 从而由 g(C) ⊆
⋃
i∈Λ

Ai 知
⋃
i∈Λ

Ai ∈ U ; 若对任给 i ∈ Λ 有 Ai ⊆ C, 则由⋃
i∈Λ

Ai ⊆ C 得
⋃
i∈Λ

Ai ∈ U . 因此 U 是塔.

注意到 U ⊆ T0 且 U 是塔, 因此 U = T0. 于是对任给可比集 C, 有 A ⊆ g(C) 或 g(C) ⊆ A, ∀A ∈ T0,
即 g(C) 可比. 不难证明任意多个可比集之并仍可比, 因此结合 ∅ 可比立即得到可比集全体构成塔. 所以可比
集全体构成的集合就是 T0, 换句话说, T0 中任一元素为可比集, 从而 T0 是全序的, 于是根据我们前面的讨论
知 Zorn 引理成立.

Remark 1.1. Georg Cantor(德国数学家, 1845-1918) 于 1883 年在他的论文中首次提出良序原理 (Well-
ordering theorem), 1904年 Zermelo(德国数学家, 1871-1953)给出了选择公理的严格叙述并证明了其与良序原
理等价. 1922 年 Kazimierz Kuratowski(波兰数学家, 1896-1980) 证明了 Zorn 引理, 1935 年, Max Zorn(德国
数学家, 1906-1993) 独立于前者也证明了 Zorn 引理.

下面我们应用 Zorn 引理来证明良序原理.

Well-Ordering Theorem (G. Cantor). 任给非空集合 X, 存在 X 上偏序关系 ≤ 使得 (X,≤) 为良序集.

Proof. 命 S = {(A,≤A)|A ⊆ X且 ≤A 是A上的一个二元关系使得(A,≤A)是良序集}, 首先 S 是非空的, 因为
X 中单点集 {x0} 关于二元关系 {(x0, x0)} 构成良序集. 在 S 上定义二元关系：

(A,≤A) ≤ (B,≤B) ⇒ A ⊆ B,≤A⊆≤B 且对任给b ∈ B −A, a ≤B b, ∀a ∈ A.
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易见该二元关系满足自反性与反对称性, 下面验证 ≤ 是传递的, 设 (A,≤A), (B,≤B), (C,≤C) ∈ S 满足 (A,≤A

) ≤ (B,≤B) 以及 (B,≤B) ≤ (C,≤C), 易知 A ⊆ C,≤A⊆≤C . 任取 c ∈ C − A, 如果 c /∈ B, 则由 a ∈ B 得

a ≤C c; 如果 c ∈ B, 则由 c /∈ A 得到 a ≤B c, 从而 a ≤C c, 所以 (S,≤) 是非空偏序集. 任取 S 的一个全序子

集 {(Aα,≤Aα
)}α∈Λ(不妨设指标集 Λ 6= ∅ 且 Aα 不全是空集), 我们断言该全序子集在 S 中有上界. 命

A =
⋃
α∈Λ

Aα,≤A=
⋃
α∈Λ

≤Aα
,

易见 (A,≤A) 是全序集, 任取 A 的一个非空子集 Â, 则存在某个 Aα0
使得 Â

⋂
Aα0

6= ∅, 设 a0 是 Aα0
∩ Â 中

最小元, 我们用反证法说明 a0 是 Â 中最小元, 若不然, 则存在 a1 ∈ Â 使得 a1 <A a0(这里表示 a1 ≤A a0 但

a1 6= a0), 于是 a1 属于某个 Aα1
并且 Aα1

⊊ Aα0
, 这与 a0 是 Aα0

中最小元矛盾, 所以 (A,≤A) 是良序集且容

易验证为上述全序子集的上界, 断言得证. 依 Zorn 引理, (S,≤) 有极大元 (M,≤M ), 下面说明 M = X, 若不
然, 取 x0 ∈ X 使得 x0 /∈M , 命 M =M

⋃
{x0} 以及 ≤M=≤M

⋃
{(x0, x)|x ∈M}, 易见 (M,≤M ) 是良序集且

(M,≤M ) < (M,≤M ), 这与 (M,≤M ) 的极大性矛盾, 所以 M = X.

Remark 1.2. 良序原理保证了我们能够在很多场景下使用超限归纳法.

1.2 自由模基础

本节我们回顾一些自由模的基本事实, 首先利用良序原理可以导出具有无穷基的自由模任意两个基等势：

Lemma 1.3. 设含幺环 R 上的自由模 F 满足有一个基 X 是无穷集, 则 F 的任意两个基等势.

Proof. 设 Y 也是 F 的一个基, 我们说明 X 与 Y 等势. 首先 Y 不可能是有限的, 若不然, X 可以被 X 的一

个有限子集 R-线性表出, 进而得到 X 是 R-线性相关的, 矛盾. 命 F (Y ) 是由 Y 所有有限子集构成的集合, 则
|F (Y )| = |Y |(一般地, 对任给无限集 A, 易见 |A| ≤ |F (A)|. 设 A = {ai|i ∈ Λ}, 由良序原理存在 Λ 上二元

关系 ≤ 使得 (Λ,≤) 是良序集. 记 A0 = {∅}, 则 ψ : F (A) →
∞⋃
n=0

An, S 7→ ψ(S), 这里 ψ(S) 满足当 S 是空

集时, ψ(∅) = ∅, 当 S 非空时, 设 S = {ai1 , ai2 , ..., aim}, i1 < i2 < · · · < im, ψ(S) = (ai1 , ai2 , ..., aim) ∈ Am.
易见 ψ 是单射, 故 |F (A)| ≤ |

∞⋃
n=0

An| ≤ |A|ℵ0 = |A|. 故由 Schröder–Bernstein 定理可知 |A| = |F (A)|).

命 f : X → F (Y ), x 7→ f(x) 是满足对任给 x ∈ X, 存在唯一的 r1, r2, ..., rm 6= 0 ∈ R, y1, y2, ..., ym ∈ Y 使

得 x = r1y1 + r2y2 + · · · + rmym, 有 f(x) = {y1, y2, ..., ym}. 易见 f 是定义合理的映射且对任何 Y 的有限

子集 T 有 f−1(T ) 是 X 中有限集. 设 X = {xα|α ∈ I}, 则由良序原理存在 I 上二元关系 ≤ 使得 (I,≤)

是良序集. 命 φ : X → Z>0 × F (Y ), x 7→ (k, f(x)), 这里 k 满足：设 f−1(f(x)) = {xα1
, xα2

, ..., xαt
}, α1 <

· · · < αt, 由于 x ∈ f−1(f(x)), 故存在唯一的 1 ≤ k ≤ t 使得 x = xαk
. 易见 φ 是定义合理的单射, 所以

|X| ≤ ℵ0|F (Y )| = |F (Y )| = |Y |(也可以直接利用 X =
⋃

T∈F (Y )

f−1(T ) 得到 |X| ≤ |F (Y )|ℵ0 = |F (Y )| = |Y |).

同理可得 |Y | ≤ |X|, 所以由 Schröder–Bernstein 定理得到 |X| = |Y |.

Definition 1.4. 如果含幺环 R 满足只要正整数 m,n 满足 Rn ∼= Rm 就有 n = m, 则称 R 具有左不变基性质.

Remark 1.5. 从 [引理1.3] 立即看到含幺环有左不变基性质当且仅当任何自由左 R-模的任意两个基等势.

Proposition 1.6. 含幺交换环具有左不变基性质. 特别地, 域上线性空间维数定义合理.
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Proof. 设 R 是含幺交换环, F 是自由 R-模且存在一个基是有限集 X = {x1, x2, ..., xn}, 任取一个生成元集
Y = {y1, y2, ..., ym}, 我们断言 m ≥ n, 易见存在 m× n 阶矩阵 A = (aij)m×n 与 n×m 阶矩阵 B = (bij)n×m

使得 
y1

y2
...
ym

 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...
xn

 ,


x1

x2
...
xn

 =


b11 b12 · · · b1m

b21 b22 · · · b2m
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnm




y1

y2
...
ym

 .

由此易得 BA = In. 假设 m < n, 则

(
B On×(n−m)

)( A

O(n−m)×n

)
= In,

从而矩阵
(
B On×(n−m)

)
的行列式是 R 中可逆元, 矛盾. 断言得证. 由对称性即得.

我们把含幺交换环上自由模 F 的基的势记作 rank(F ), 称为自由模 F 的秩, 上述命题表明含幺交换环上
自由模的秩是定义合理的.

Example 1.7. 一般地, 非交换环未必具有左不变基性质, 例如考虑除环 ∆ 上可数维线性空间 V , 设 X =

{xn|n ∈ Z>0} 是 V 的一个基, 则 V = ⊕n∈Z>0
∆xn, 命 R = End(∆V ) 是非交换含幺环, 设 φ 是满足 φ(x2k) =

0, φ(x2k−1) = xk, ∀k ≥ 1 的 ∆-线性变换, ψ 是满足 ψ(x2k) = xk, ψ(x2k−1) = 0, ∀k ≥ 1 的 ∆-线性变换,
θ1 是满足 θ1(xk) = x2k−1, ∀k ≥ 1 的 ∆-线性变换, θ2 是满足 θ2(xk) = x2k, ∀k ≥ 1 的 ∆-线性变换, 那么
φθ1 = 1V , ψθ2 = 1V , φθ2 = 0, ψθ1 = 0, θ1φ + θ2ψ = 1V , 由此可知 {φ,ψ} 是 R 作为左 R-模的一个 R-基, 由
{1V } 也是 R 的一个 R-基知 R 不具备不变基性质. 此时作为 R-模有 R ∼= R2 = R × R, 易证对任给正整数 n

有左 R-模同构 R ∼= Rn. 故对任何正整数 n, R 都有个 R-基恰好 n 个元素.

Proposition 1.8. 设含幺环 R 是左 Noether 环, 则 R 有左不变基性质.

Proof. 只需证明对任给正整数 m,n, 如果有模同构 Rn ∼= Rm, 那么 n = m. 现设 Rn ∼= Rm, 则存在模同构
f : Rn → Rm. 假设 m 6= n, 不妨设 m > n, 则存在满同态 g : Rm → Rn 使得 Kerg 6= {0}. 由此得到 Rn 上

的满自同态 gf : Rn → Rn, 于是由 Rn 作为左 R-模是 Noether 模 (对正整数 n 作归纳, 当 n = 1 时结论直接

成立, 假设对正整数 n ≥ 2, Rn−1 作为左 R-模是 Noether 模, 那么 Rn/{0} × Rn−1 ∼= R 是 Noether 模, 结合
{0} ×Rn−1 ∼= Rn−1 是 Noether 模知 Rn 也 Noether) 知 gf 是 Rn 上的自同构, 由此得到 g 是单射, 矛盾.

Theorem 1.9 (Leavitt, 1962). 设 R 与 S 是含幺环, 如果存在 R 到 S 的保幺环同态 f : R → S, 那么 S 有

左不变基性质蕴含 R 有左不变基性质.
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Proof. 设正整数 n,m 使得 Rn ∼= Rm 作为左 R-模同构. 利用保幺环同态 f : R → S 可以赋予 S 上 R-R
双模结构 (这里使用了 f 保持幺元以及 R,S 是非零环, 易见零环不具备不变基性质)：R × S → S, (r, s) 7→
f(r)s, S × R → S, (s, r) 7→ sf(r). 于是由 S 的右 R-模结构以及左 R-模同构 Rn ∼= Rm 导出左 S-模同
构 S ⊗R Rn ∼= S ⊗R Rm. 下面说明对每个正整数 ℓ 有左 S-模同构 S ⊗R Rℓ ∼= Sℓ. 易见 S × Rℓ →
Sℓ, (s, (r1, r2, ..., rℓ)) 7→ (sr1, sr2, ..., srℓ) 是 R-平衡映射, 这导出加群同态 ψ : S ⊗R R

ℓ → Sℓ 使得 ψ(s ⊗
(r1, r2, ..., rℓ)) = (sr1, sr2, ..., srℓ), ∀s ∈ S, r1, ..., rℓ ∈ R, 易见这是左 S-模同态且有逆映射 φ : Sℓ → S ⊗R

Rℓ, (s1, s2, ..., sℓ) 7→ s1 ⊗ (1R, 0, ..., 0) + s2 ⊗ (0, 1R, 0, ..., 0) + · · · + sℓ ⊗ (0, ..., 0, 1R), 因此我们有左 S-模同构
S ⊗R R

ℓ ∼= Sℓ, ∀ℓ ≥ 1. 从而有左 S-模同构 Sn ∼= S ⊗R R
n ∼= S ⊗R R

m ∼= Sm, 由 S 具有左不变基性质得到

m = n, 由此得到 R 具有左不变基性质.

下面说明含幺交换环上自由模的自由子模秩不超过大模的秩, 在此前需要：

Cayley–Hamilton theorem. 设 R 是含幺交换环, A = (aij)n×n ∈Mn(R),

f(x) = |xIn −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 x− a22 · · · −a2n

...
...

...
−an1 −an2 · · · x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∈ R[x]

是 A 的特征多项式, 则 f(A) = O.

Proof. 因为 R 是含幺交换环, 所以 R[x] 也是含幺交换环, 对 xIn − A ∈ Mn(R[x]), 设 B(x) ∈ Mn(R[x]) 是其

伴随矩阵, 那么有 B(x)(xIn−A) = |xIn−A|In = f(x)In, 因为 B(x) 的元素均为 xIn−A 元素的代数余子式,
故都是 R 上次数不超过 n− 1 的多项式, 设

B(x) = Bn−1x
n−1 +Bn−2x

n−2 + · · ·+B1x+B0,其中B0, B1, ..., Bn−1 ∈ Mn(R),

则

B(x)(xIn −A) = Bn−1x
n + (Bn−2 −Bn−1A)x

n−1 + · · ·+ (B0 −B1A)x−B0A.

设 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ R[x], 那么

B(x)(xIn −A) = Inx
n + an−1Inx

n−1 + · · ·+ a1Inx+ a0In,

所以得到矩阵等式:

Bn−1 = In, Bn−2 −Bn−1A = an−1In, ..., B1 −B2A = a2In, B0 −B1A = a1In,−B0A = a0In.

从而 f(A) = An+an−1A
n−1+· · ·+a1A+a0In = −B0A+(B0−B1A)A+· · ·+(Bn−2−Bn−1A)A

n−1+Bn−1A
n =

O, 由此得到 f(A) = O.

紧接着我们介绍两个 Cayley-Hamilton 定理的应用 (可直接跳至 [命题1.12]).

Corollary 1.10. 设 R 是含幺交换环, M 是有限生成 R-模, I 是 R 的理想. 如果 φ ∈ EndRM 满足 φ(M) ⊆
IM , 那么存在正整数 n 和 a0, ..., an−1 ∈ I 使得 φn + an−1φ

n−1 + · · ·+ a1φ+ a0idM = 0.
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Proof. 设 M 可由 x1, ..., xn 生成, 那么根据 φ(M) ⊆ IM , 存在 A ∈ Mn(I) 使得 φ(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn)A.
于是由 Cayley-Hamilton 定理知 φ 满足矩阵 A 的特征多项式, 由此便得结论.

Corollary 1.11. 设 R 是含幺环, Z 是 R 的中心子环 (即含幺子环 Z ⊆ Z(R)). 如果 RZ 是有限生成模, 那么
R 是 Z 上仿射代数且 R 中任何元素是 Z 上整元 (即满足 Z 上某个首一多项式).

Proof. 只需验证 R 中任何元素 b 满足 Z 上某个首一多项式. 考虑左乘变换 φ = bl : R → R, x 7→ bx, 则
φ ∈ EndZR. 在 [推论1.10] 中取 I = Z, 则存在 Z 上首一多项式 f(x) = xn+ an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]

使得 φn + an−1φ
n−1 + · · ·+ a1φ+ a0idR = 0. 即 (bn + an−1b

n−1 + · · ·+ a1b+ a0)R = 0. 因此 f(b) = 0.

Proposition 1.12. 设 R 是含幺交换环, M 是秩为 n 的自由 R-模, N 是 M 的子模且也是自由 R-模, 那么
rank(N) ≤ n. 特别地, 如果正整数 m,n 使得存在 Rm 到 Rn 的单 R-模同态, 那么 m ≤ n.

Proof. 假设 rank(N) > n, 那么存在正整数 m > n 以及 {y1, y2, ..., ym} 使得 {y1, y2, ..., ym} 是 N 某个基的子

集. 于是 R 上存在 m× n 阶矩阵 A = (aij)m×n 使得
y1

y2
...
ym

 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...
xn

 ,

其中 {x1, x2, ..., xn} 是 M 的一个基. 记 B =
(
A Om×(m−n)

)
∈ Mm(R), 那么对任何 k1, k2, ..., km ∈ R, 只要

(k1, k2, ..., km)B = (0, 0, ..., 0), 就有 k1 = k2 = · · · = km = 0. 依 Cayley-Hamilton 定理, 存在 R 上首一多项式

零化矩阵 B, 设 m(x) = xr + br−1x
r−1 + · · ·+ b1x+ b0 是 B 在 R 上的首一最小多项式, 我们断言 b0 6= 0, 否

则由 (Br−1 + br−1B
r−2 + · · · + b1In)B = O 得到 Br−1 + br−1B

r−2 + · · · + b1In = O, 这与 m(x) 的最小性矛

盾. 对矩阵等式 Br + br−1B
r−1 + · · ·+ b1B + b0In = O, 两边作用列向量 (0, 0, ..., 0, 1R) 可得 b0 = 0, 矛盾. 所

以 rank(N) ≤ n.

Remark 1.13. 因此一旦对正整数 m,n 使得存在 Rm 到 Rn 的满 R-模同态, 那么 m ≥ n.

Corollary 1.14. 设R是含幺交换环, M 是自由R-模, N 是M 的子模且N 也自由,那么 rank(N) ≤ rank(M).

Proof. 根据前面的命题只需考虑 N 与 M 的秩都不是有限的情况. 设 Y 是 N 的一个基, X 是 M 的一个基,
那么由 X 是无穷集知由 X 所有有限子集构成的集合 F (X) 与 X 等势, 即 |X| = |F (X)|. 命 f : Y → F (X)

是将每个 y ∈ Y 映射到被 X 中 R-线性表出系数非零的元素构成的集合. 由 [引理1.3] 的证明过程可知对每个
T ∈ F (X), 集合 f−1(T ) 是有限集, 所以由 Y =

⋃
T∈F (X)

f−1(T ) 可知

rank(N) = |Y | ≤ |F (X)|ℵ0 = |X|ℵ0 = |X| = rank(M).

通过前面的结论我们不难看到对含幺交换环 R上自由模 Rn内任意m个元素构成的集合 X,只要m > n,
那么 X 是 R-线性相关的. 这一事实也可以由下面更强的结论导出.
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Proposition 1.15. 设 A 是含幺交换环 R 上 n 阶方阵且 detA = 0, 那么线性方程组 Ax = 0 在 Rn 中存在

非零解. 特别地, 对任何正整数 m > n, 由 n 个系数来自 R 的 m 元齐次线性方程组在 Rm 中有非零解.

Proof. 对方阵 A = (aij)n×n, 记 aij 对应的代数余子式是 Aij , 那么对任给 1 ≤ k ≤ n 总有

n∑
j=1

aijAkj = 0, ∀1 ≤ i ≤ n,

这里当 i = k 时上式也为零的原因是 detA = 0. 如果 A 的伴随阵 A∗ 6= O, 即存在某个代数余子式 Akt 6= 0,
那么定义 xj = Akj , ∀1 ≤ j ≤ n, 便得到

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




x1

x2
...
xn

 =


0

0
...
0

 .

即此时 Ax = 0 在 Rn 内有非零解. 下设 A∗ = O, 并设 A 6= O(否则结论明显成立), 那么存在正整数 r 使得

A 的 r + 1 阶子式都为零, 存在 r 阶子式非零 (这里的正整数 r 明显存在且 1 ≤ r ≤ n − 1). 设 A 的 r 阶

子矩阵 B 的行列式 (即对应 A 的 r 阶子式) 非零, 不妨设 C = (cij)(r+1)×(r+1) 是 A 的 r + 1 阶子矩阵满足

B 在 C 的左上角且 C 的各列对应 A 的第 1 到 r + 1 列. 同样记 cij 在 C 中代数余子式是 Cij , 通过定义
xj = Cr+1,j , ∀1 ≤ j ≤ r + 1, xt = 0, ∀r + 2 ≤ t ≤ n, 不难验证 x = (x1, ..., xn)

T 满足 Ax = 0(等号左边的列向
量前 r + 1 个分量为零来自 C 的行列式是零以及方阵元素与代数余子式的关系; 后 n− r − 1 个分量是零原因

是该元素是 A 对换某两行后得到新矩阵 Â 的某个 r+ 1 阶子式, A 的所有 r+ 1 阶子式为零保证了 Â 的所有

r + 1 阶也为零). 所以由 xr+1 = Cr+1,r+1 = detB 6= 0 便得结论.

Remark 1.16. 如果 R 是整区, 那么通过考虑商域可以证明 A ∈ Mn(R) 的列向量集 R-线性相关的充要条件
是 detA = 0. 当 R 有零因子时, 即使 A ∈ Mn(R) 的列向量集 R-线性相关也无法保证 detA = 0.

Proposition 1.17. 设 A 是含幺交换环 R 上 n 阶方阵且行向量集 R-线性相关. 设 a1, ..., an ∈ R 是不全为零

的元素使得 a1β1 + · · ·+ anβn = 0, 这里 βi 表示 A 的第 i 行决定的行向量. 如果存在某个 ak 是 R 中正则元

(例如 R 是整区), 那么 detA = 0.

Proof. 记 S 是 ak 在 R 中生成的乘法幺半群, 那么局部化映射 λS : R → RS 是单射且若将 A 视作 RS 上矩

阵, 则 A 的第 k 行可由其他行 ZS-线性表出. 因此 detA 作为 RS 中元素是零. 再结合 λS 是单射即得.

Proposition 1.18. 设 R 是整区, 那么有限生成模 M 是无挠模的充要条件是 M 是某个自由 R-模的子模.

Proof. 充分性是明显的, 只需验证必要性. 设 M 有生成元集 X = {x1, ..., xn}, 取其极大线性无关子集
{x1, ..., xm}(1 ≤ m ≤ n)(可通过适当重排不妨设就由 X 中指标前 m 个元素构成). 如果 m = n, 结论直接成
立. 下设m ≤ n−1,此时对每个m+1 ≤ i ≤ n有 {x1, ..., xm, xi}线性相关. 注意到 {x1, ..., xm}生成的M 的子

模是自由的, 记作 F , 对每个 m+1 ≤ i ≤ n, 存在 ai 6= 0 ∈ R 使得 aixi ∈ F . 作 a = am+1am+2 · · · an 6= 0 ∈ R,
那么由M 的无挠性知左乘变换 al :M →M,x 7→ ax是单射. 再注意到 aM ⊆ F ,故M 同构于 F 的子模.
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2 P.I.D. 上有限生成模结构理论

2.1 P.I.D. 上自由模

一般地, 自由模的子模未必是自由的, 例如考虑 R = Z/6Z, 将 R 视作 R-模, 则 N = {0, 2, 4} 是 R 的子

模但它不是自由 R-模. 下面的结果表明当 R 是 P.I.D. 时, 自由 R-模的子模总是自由的.

Theorem 2.1. 设 R 是 P.I.D., F 是自由 R-模, 则 F 的任意子模 N 都是自由 R-模并且 rank(N) ≤ rank(F ).
当 rank(F ) = n ≥ 1 有限时, 记 rank(N) = m ≤ n, 那么存在 F 的基 {y1, y2, ..., yn} 以及 R 中非零元

a1, a2, ..., am 使得 {a1y1, a2y2, ..., amym} 是 N 的一个基并且有下面的整除关系

a1 | a2 | a3 | · · · | am.

Proof. 当 F 是零模时结论直接成立, 下设 F 6= {0}. 设 F 有基 {vj |j ∈ J}, 这里指标集 J 6= ∅, 依良序原理,
存在 J 上的二元关系 ≤ 使得 (J,≤) 是良序集. 对每个 j ∈ J , 命 Fj = ({vi|i < j}), Fj = ({vi|i ≤ j}), 对
任给 α ∈ N ∩ Fj , 存在唯一的 α1 ∈ Fj 以及 rj ∈ R 使得 α = α1 + rjvj , 命 πj : N ∩ Fj → R,α 7→ rj , 这
里 rj ∈ R 是满足 α = α1 + rjvj , α1 ∈ Fj 的元素, 易见 πj 是 R-模同态, 于是 Imπj 是 R 中理想. 因为 R 是

P.I.D., 所以 (利用选择公理可知) 对每个指标 j, 存在 aj ∈ R 使得 Imπj = Raj . 命 J ′ = {j ∈ J |Imπj 6= {0}},
不妨设 N 是非零模 (当 N 是零模时, 结论直接成立), 所以存在 j0 ∈ J 使得 Imπj0 6= {0}, 故 J ′ 非空. 对
每个 j ∈ J ′, 因为 aj ∈ Imπj , 所以 (需要使用选择公理) 存在 βj ∈ N ∩ Fj 使得 πj(βj) = aj , 我们断言集合
X = {βj |j ∈ J ′} 是 N 的一个基. 任取 βj1 , βj2 , ..., βjm ∈ X, 不妨设 j1 < j2 < · · · < jm, 如果 r1, r2, ..., rm ∈ R

使得 r1βj1 + r2βj2 + · · · + rmβjm = 0, 等式两边作用 πjm 可得 rmajm = 0, 由 ajm 6= 0 以及 R 是整环知

rm = 0. 于是对等式 r1βj1 + r2βj2 + · · · + rm−1βjm−1
= 0 两边作用 πjm−1

可得 rm−1 = 0, 重复上述讨论即得
r1 = r2 = · · · = rm = 0,所以 X 是 R-线性无关集. 下面说明 N 中任意非零元素可由集合 X 线性表出,假设存
在 α ∈ N 使得 α 无法被 X 中有限个元素线性表出, 那么存在 i ∈ J 使得 N ∩Fi 中有元素无法被集合 X 线性

表出, 由 (J,≤)的良序性, 不妨设指标 i ∈ J 是满足 N ∩Fi 中存在元素 α无法被集合 X 线性表出的最小指标.
我们断言 i ∈ J ′, 否则, 由 Imπi = {0} 可知 α ∈ N ∩Fi, 这表明存在指标 k < i ∈ J 使得 α ∈ N ∩Fk, 这与 i 的

最小性矛盾,所以 i ∈ J ′. 设 πi(α) = rai,则 α−rβi ∈ Kerπi,这表明存在指标 k < i ∈ J 使得 α−rβi ∈ N∩Fk,
这与 i 的最小性矛盾, 故 X 是 N 的基. 由 J ′ 是 J 的子集可知 rank(N) = |J ′| ≤ |J | = rank(F ).

现在设 rank(F ) = n ≥ 1 有限, 记 rank(N) = m ≤ n, 我们对 n 作归纳来证明结论. 当 n = 1 时, 如果
m = 0, 结论直接成立, 因此只需考虑 m ≥ 1 的情形. 设 F 的基为 {y1}, N 的基为 {β}, 则存在 a1 6= 0 ∈ R

使得 β = a1y1, 故结论成立. 假设结论对 n − 1(n ≥ 2) 成立, 现设 F 有基 {x1, x2, ..., xn} 且 N 是非零

模, 对每个 φ ∈ HomR(F,R), φ(N) 是 R 中理想, 进而由 R 是 P.I.D. 知存在 aφ ∈ R 使得 φ(N) = (aφ).
因为理想集 S = {(aφ)|φ ∈ HomR(F,R)} 非空 (有零理想), 故由 R 的 Noether 环知 S 中有极大元, 设为
(av), v ∈ HomR(F,R). 为叙述方便, 记 av 为 a1, 则存在 y ∈ N 使得 v(y) = a1. 由 N 6= {0} 以及 Ra1 的极

大性可知 a1 6= 0. 我们断言对任给 φ ∈ HomR(F,R) 有 a1 整除 φ(y), 设 d ∈ R 满足 (a1, φ(y)) = (d), 则存在
r1, r2 ∈ R使得 d = r1a1+ r2φ(y),于是 ψ = r1v+ r2ψ ∈ HomR(F,R)满足 ψ(y) = d,从而 (a1) ⊆ (d) ⊆ ψ(N),
由 (a1) 的极大性得到 (a1) = (d) = ψ(N), 由此得到 a1 整除 φ(y). 设 πi : F → R 是第 i 个自然投射, 则对每
个 i, 存在 bi ∈ R 使得 bia1 = πi(y), 于是对 y1 = b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn 有 v(y1) = 1R. 注意到对任给 x ∈ F

有 x = v(x)y1 + (x − v(x)y1), 由此易得 F = Ry1 ⊕ Kerv. 类似地, 对任给 x′ ∈ N , 因为 v(x′) 可以被 a1 整
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除, 所以 v(x′)y1 ∈ Ra1y1 且 v(x′)y1 ∈ N , 于是由 x′ = v(x′)y1 + (x′ − v(x′)y1) 易得 N = Ra1y1 ⊕ (Kerv ∩N).
由 F = Ry1 ⊕ Kerv 可知 rank(Kerv) = n − 1, 由归纳假设, 对自由 R-模 Kerv 的子模 Kerv ∩ N , 因为
rank(Kerv ∩N) = m− 1(这由 N = Ra1y1 ⊕ (Kerv ∩N) 立即得到), 故当 m ≥ 2 时 (如果 m = 1, N = Ra1y1,
结论直接成立) 存在 Kerv 的基 {y2, y3, ..., yn} 以及 a2, a3, ..., am ∈ R 使得 {a2y2, a3y3, ..., amym} 是 Kerv ∩N
的基且 a2 | a3 | · · · | am. 于是由 N = Ra1y1 ⊕ (Kerv ∩N) 可知 {a1y1, a2y2, ..., amym} 是 N 的一个基, 因此
只需再说明 a1 整除 a2 即可. 定义 φ : F → R 是满足 φ(y1) = φ(y2) = 1R, φ(yk) = 0, 3 ≤ k ≤ m 的 R-模同
态, 那么 a1, a2 ∈ φ(N), 于是由 (a1) 的极大性得到 (a1) = φ(N), 所以 a2 ∈ (a1), 这就得到了 a1 整除 a2. 故
由数学归纳原理知结论成立.

Corollary 2.2. 设 R 是 P.I.D., M 是 R-模, 那么 M 投射等价于 M 自由.

Corollary 2.3. 设 R 是 P.I.D., α : Rm → Rn 是非零模同态, 则存在 Rm 的一个基 {u1, ..., um} 与 Rn 的一个

基 {v1, ..., vn} 和正整数 r 使得 1 ≤ r ≤ min{m,n}, 对 1 ≤ i ≤ r 有 α(ui) = divi. 对 r < i ≤ m 有 α(ui) = 0,
这里 di 6= 0 ∈ R 且 d1 | d2 | · · · | dr. 特别地, 任何 R 上 n×m 阶矩阵都相抵于形如

d1
. . .

dr


的矩阵, 其中 di 6= 0 ∈ R 且 d1 | d2 | · · · | dr, 空白位置表示零元.

Proof. 由于 Imα 是自由子模, 设其秩为 r, 那么 1 ≤ r ≤ min{m,n}, 并且存在 Rn 的一个基 {v1, ..., vn} 与 R

中非零元 d1, ..., dr 使得 d1 | d2 | · · · | dr 且 {d1v1, d2v2, ..., drvr} 为 Imα 的基. 取 Rm 中元素 u1, ..., ur 使得

α(ui) = divi, ∀1 ≤ i ≤ r. 设 Kerα 有基 {β1, ..., βs}, 那么容易验证 {u1, ..., ur, β1, ..., βs} 是 Rm 的一个基, 进
而 s = m− r, 记 β1, ..., βs 为 ur+1, ..., um 即可.

Corollary 2.4. 设 M 是自由 Z-模有基 {u1, ..., un}, K 是 M 的一个子模, 可由 {f1, ..., fn} 生成. 并且存在
整数矩阵 A = (aij)n×n ∈ Mn(Z) 使得

fi =
n∑
j=1

aijuj , i = 1, 2, ..., n.

如果 detA = d 6= 0, 那么 |M/K| = |d|.

Proof. 由 A 在 Mn(Q) 中可逆立即得到 {f1, ..., fn} 是 Z-线性无关的, 进而知 K 是秩为 n 的自由子模. 设可
逆整数矩阵 P,Q 满足 PAQ = diag{d1, d2, ..., dn}, 那么由

P


f1

f2
...
fn

 = PAQ


u1

u2
...
un

 =


d1

d2
. . .

dn




u1

u2
...
un


可知K 有基 {d1u1, ..., dnun},进而利用M/K ∼= (Z/d1Z)⊕(Z/d2Z)⊕· · ·⊕(Z/dnZ)立即得到 |M/K| = |d|.
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Remark 2.5. 该推论的一个直接应用是对于 Gauss 整数环 Z[i] 的任何非零元 a + bi(a, b ∈ Z), Z[i]/(a + bi)

恰好由 a2 + b2 个元素构成 (注意理想 (a+ bi) 作为自由 Z-模 Z[i] 的 Z-子模可由 {a+ bi,−b+ ai} 生成).

2.2 P.I.D. 上平坦模

根据 Baer 判别法, 不难验证 P.I.D. 上内射模与可除模等价. 本节我们来说明 P.I.D. 上平坦模与无挠模等
价. 首先我们需要做一些基本准备来对模的平坦性有更深入的认识.

Lemma 2.6. 设 R 是含幺环, M 是右 R-模, 则 M 是平坦模的充要条件是对任何左 R-模 L,N , 其中 L 是有

限生成模, 如果模同态 ψ : L→ N 是单同态, 则 1M ⊗ ψ :M ⊗R L→M ⊗R N 是单同态.

Proof. 只需说明充分性：任给单左 R-模同态 ψ : L→ N , 设
l∑
i=1

xi ⊗ yi ∈M ⊗R L 满足

(1M ⊗ ψ)(

l∑
i=1

xi ⊗ yi) =

l∑
i=1

xi ⊗ ψ(yi) = 0.

设 Q是集合 {y1, y2, ..., yl}在 L中生成的子模, 那么
l∑
i=1

xi⊗ yi ∈M ⊗RQ, 从而由 ψ|Q 是单同态知在 M ⊗RQ

中
l∑
i=1

xi⊗yi = 0. 记 F 是由集合M×L张成的自由 Z-模, F1是集合M×Q张成的自由 Z-模, S 是 F 中由集合

{(m1+m2, l)−(m1, l)−(m2, l), (m, l1+l2)−(m, l1)−(m, l2), (mr, l)−(m, rl)|m,m1,m2 ∈M, l, l1, l2 ∈ L, r ∈ R}
生成的子模, S1 是 F1 中集合 {(m1 + m2, q) − (m1, q) − (m2, q), (m, q1 + q2) − (m, q1) − (m, q2), (mr, q) −
(m, rq)|m,m1,m2 ∈M, q, q1, q2 ∈ Q, r ∈ R} 生成的子模, 记

ΦF :M × L→ F/S, (m, l) 7→ (m, l) + S

ΦF1
:M ×Q→ F1/S1, (m, q) 7→ (m, q) + S1

则 (F/S,ΦF ) 是 M 与 L 的一个张量积, (F1/S1,ΦF1
) 是 M 与 Q 的一个张量积, 且有加群同构 Θ : F/S 7→

M ⊗R L 与 Θ′ : F1/S1 →M ⊗R Q 使得下面两图交换：

M × L F/S M ×Q F1/S1

M ⊗R L M ⊗R Q

ΦF

⊗R
Θ ⊗R

ΦF1

Θ′

因为 Θ′ 是加群同构, 故由在 M ⊗R Q 中
l∑
i=1

xi ⊗ yi = 0 可知
l∑
i=1

(xi, yi) ∈ S1, 于是
l∑
i=1

(xi, yi) ∈ S, 从而

l∑
i=1

xi ⊗ yi = Θ(
l∑
i=1

(xi, yi) + S) = 0,

所以在 M ⊗R L 中
l∑
i=1

xi ⊗ yi = 0, 由此得到 ψ 是单同态, 故 M 是平坦模.

使用类似的技术不难证明下述结论.
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Proposition 2.7. 设 R是含幺环,那么对任何左 R-模同态 α :M → N 以及右 R-模 L,如果 x ∈ Ker(1L⊗α),
那么存在 L 的有限生成子模 L′ 以及 x′ ∈ Ker(1L′ ⊗ α) 使得 (i⊗ 1M )(x′) = x, 其中 i : L′ → L 是标准嵌入.

Corollary 2.8. 设 R 是含幺环, M 是右 R-模, 如果 M 任何有限生成子模是平坦的, 则 M 平坦.

Faltness Criterion. 设 R 是含幺环, M 是右 R-模, 则 M 是平坦模的充要条件是对 R 中任何有限生成左理

想 I, 嵌入映射 i : I → R 所诱导的同态 1M ⊗ i :M ⊗R I →M ⊗R R 是单射.

Proof. 只需证明充分性, 根据前面的证明过程, 使用同样的方法可得：如果对 R 的任何有限生成左理想 I, 嵌
入映射 i : I → R 所诱导的同态 1M ⊗ i : M ⊗R I → M ⊗R R 是单射, 那么对 R 的任何左理想 I, 嵌入映射
i : I → R 所诱导的同态 1M ⊗ i总是单射. 我们先证明一个特殊情形, 对任意自由 R-模 F 及其子模 K, 嵌入映
射 iK : K → F 所诱导的同态 1M ⊗ iK :M ⊗KK →M ⊗RF 是单射.任给 F 是零模,结论直接成立,故这里直
接讨论 F 6= {0} 的情形, 由前面证明过的性质可知只需验证 K 是有限生成模的情形. 设 F 有基 {xα|α ∈ Λ},
则有左 R-模同构

θ : ⊕α∈ΛR→ F, (rα)α∈Λ 7→
∑
α∈Λ

rαxα,

对每个 α ∈ Λ, 记 πα : F → R,
∑
α∈Λ

rαxα 7→ rα 是标准投射, 则 Iα = πα(K) 是 R 中左理想, 那么 ⊕α∈ΛIα ⊆

⊕α∈ΛR 且 J = θ−1(K) ⊆ ⊕α∈ΛIα, 只有有限多个 α 使得 Iα 6= {0}, 有交换图：

K F

J ⊕α∈ΛR

iK

iJ

θ|J θ

其中 θ, θJ 都是左 R-模同构. 这导出交换图

M ⊗R K M ⊗R F

M ⊗R J M ⊗R (⊕α∈ΛR)

1M⊗iK

1M⊗iJ

1M⊗θ|J 1M⊗θ

且 1M ⊗ θ|J , 1M ⊗ θ 均为加群同构, 因此要证明 1M ⊗ iK 是单射只需证明 1M ⊗ iJ 是单射. 记

β1 :M ⊗R (⊕α∈ΛIα) → ⊕α∈Λ(M ⊗R Iα), β2 :M ⊗R (⊕α∈ΛR) → ⊕α∈Λ(M ⊗R R)

分别是满足 β1(m⊗ (sα)α∈Λ) = (m⊗ sα)α∈Λ, β2 = (m⊗ (rα)α∈Λ) = (m⊗ rα)α∈Λ 的加群同构, 则下图交换

⊕α∈Λ(M ⊗R Iα) ⊕α∈Λ(M ⊗R R)

M ⊗R (⊕α∈ΛIα) M ⊗R (⊕α∈ΛR)

(1M⊗iIα )α∈Λ

1M⊗(i⊕α∈ΛIα )

β1 β2

于是由每个 1M ⊗ iIα 是单射得到 1M ⊗ (i⊕α∈ΛIα) 是单射, 记 1M ⊗ iJ | : M ⊗R J → M ⊗R (⊕α∈ΛIα), x 7→
(1M ⊗ iJ)(x), 则 1M ⊗ iJ = (1M ⊗ (i⊕α∈ΛIα))(1M ⊗ iJ |), 所以问题化归为证明 1M ⊗ iJ | 是单射.
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Claim. 只要 ⊕α∈ΛIα 满足只有有限个 α 使得 Iα 6= {0}, 那么对 ⊕α∈ΛIα 的任何左 R-子模 J , 记

I : J → ⊕α∈ΛIα

是嵌入映射, 则有 1M ⊗ I : M ⊗R J → M ⊗ (⊕α∈ΛIα) 是单射. 我们对使得 Iα 6= {0} 的指标 α 的个数 n 作

归纳, 当 n = 0 的时候结论直接成立, n = 1 时, 设唯一使得 Iα 6= {0} 的指标 α 是 α0, 设指标 α0 的标准投射

为 πα0
: ⊕α∈ΛR→ R, (rα)α∈Λ 7→ rα0

, 记 I = πα0
(J) 是 R 的左理想, 由下面的交换图

J ⊕α∈ΛIα

I Iα

I

πα0
|J πα0

|⊕α∈ΛIα

i

其中左右两边的态是左 R-模同构, 导出交换图：

M ⊗R J M ⊗R (⊕α∈ΛIα)

M ⊗R I M ⊗R R

1M⊗I

1M⊗πα0
|J 1M⊗(πα0

|⊕α∈ΛIα )

1M⊗i

其中左右两边的态是加群同构, 故由 1M ⊗ i 是单射知 1M ⊗ I 是单射, 故 n = 1 时结论成立. 假设结论
对 n ≥ 1 成立, 现在考虑 n + 1 的情形, 设 Iα1

, Iα2
, ..., Iαn+1

6= {0}, Iβ = {0}, ∀β ∈ Λ − {α1, ..., αn+1}. 记
A1 = ⊕α∈ΛSα, A2 = ⊕α∈ΛTα, 这里 Sα 当 α ∈ {α1, ..., αn} 时为 Iα, 否则为零, Tα 当 α = αn+1 时为 Iαn+1

, 否
则为零. 那么 ⊕α∈ΛIα = A1 ⊕ A2, 由归纳假设以及前面已经证明 n = 1 的情形, Ak(k = 1, 2) 的任何左 R-子
模到 Ak(k = 1, 2) 的嵌入映射, 在张量函子 M ⊗R − 的作用下仍为单同态. 现任取 ⊕α∈ΛIα 的左 R-子模 J , 记
J1 = J ∩ A1, J2 是 J 关于 A2 处自然投射下的像, 则有短正合列 0 J1 J J2 0

iJ1
pJ2 , 其

中 iJ1 是嵌入, pJ2 是自然投射, 于是有交换图：

0 J1 J J2 0

0 A1 ⊕α∈ΛIα A2 0

iJ1

j1

pJ2

iJ j2

iA1
pA2

其中上下两行模同态序列正合, 作用张量函子 M ⊗R − 导出交换图：

M ⊗R J1 M ⊗R J M ⊗R J2 0

M ⊗R A1 M ⊗R (⊕α∈ΛIα) M ⊗R A2 0

1M⊗iJ1

1M⊗j1

1M⊗pJ2

1M⊗iJ 1M⊗j2
1M⊗iA1

1M⊗pA2

其中上下两行加群同态列正合, j1, j2 是单射. 因为 A1 是 ⊕α∈ΛIα 的直和因子, 所以 1M ⊗ iA1
也是单射. 下面

说明 iM ⊗ iJ 是单射, 这里做一个更一般的情形：设有加群的交换图：

A B C

A′ B′ C ′

ψ

α

φ

β γ

ψ′ φ′

且上图两行正合, 如果 α, ψ′, γ 是单同态, 那么 β 是单同态. 如果 b ∈ B 使得 β(b) = 0, 那么 φ(b) = 0, 于是存
在 a ∈ A 使得 ψ(a) = b, 于是由 ψ′α(a) = 0 得到 a = 0, 所以 b = 0, 进而知 β 是单射, 断言得证.
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于是由前面的讨论知 1M ⊗ iJ 也是单射, 这就证明了特殊情形. 下面证明一般情形, 即对任给单左 R 模同

态 ψ : L→ N ,加群同态 1M⊗ψ :M⊗RL→M⊗RN 是单射,一旦证明此情形便得到M 是平坦右 R-模. 首先
对上述左 R-模 F ,存在自由左 R-模 F 及其子模K 使得模同态序列 0 K F N 0

iK f
正

合,记 J = f−1(ψ(L)),则 K ⊆ J ⊆ F ,因为 f(J) ⊆ ψ(L)且 ψ 是单射,故可定义左 R-模同态 ψ−1f |J : J → L,
于是有交换图

0 K J L 0

0 K F N 0

iK |

1K

ψ−1f |J

iJ ψ

iK f

且上图两行都是短正合列, 于是有交换图

M ⊗R K M ⊗R J M ⊗R L 0

M ⊗R K M ⊗R F M ⊗R N 0

1M⊗1K

1M⊗iK | 1M⊗ψ−1f |J

1M⊗iJ 1M⊗ψ

1M⊗iK 1M⊗f

且上图两行正合, 1M⊗1K 是加群同构,根据前面已经证明的特殊情形知 1M⊗iJ 也是单同态,下面证明 1M⊗ψ
是单同态. 事实上, 通过直接地追图可以证明下面的断言：

Claim. 设有加群的交换图：
A B C

A′ B′ C ′

ψ

α

φ

β γ

ψ′ φ′

且上图两行正合, 如果 α, φ 是满同态, β 是单同态, 那么 γ 是单同态

最后由上述断言可得 1M ⊗ ψ 是单同态, 这也就得到了 M 是平坦右 R-模.

有了上面的平坦性判别准则, 便很容易得到 P.I.D. 上模的无挠性与平坦性的等价.

Theorem 2.9. 设 R 是 P.I.D., M 是 R-模, 则 M 是平坦 R-模的充要条件是 M 是无挠 R-模. 特别地, 一个
Z-模是平坦的当且仅当它是无挠的 (例如将加群 Q/Z 视作 Z-模不是平坦模, 所以也不是投射模).

Proof. 任给 r 6= 0 ∈ R, 则映射 ψr : R → R, a 7→ ra 是单 R-模同态. 如果 M 是平坦 R-模, 那么 ψr ⊗ 1M :

R⊗RM → R⊗RM 也是单 R-模同态, 所以对任何 m 6= 0 ∈M , 由 1R⊗m 6= 0 知 (ψr ⊗ 1M )(1R⊗m) 6= 0, 即
r⊗m 6= 0, 故 rm 6= 0. 这表明 M 是无挠 R-模. 反之, 如果 M 是无挠 R-模, 要证明 M 是平坦模, 依平坦性判
别准则,只需证明 R的任何有限生成理想 I, I 到 R的嵌入 j : I → R导出的同态 1M ⊗ j :M ⊗R I →M ⊗RR

是单射. 如果 I 是零理想, 结论直接成立, 下设 I 是非零理想, 因为 R 是 P.I.D., 所以存在 a 6= 0 ∈ R 使得

I = (a) = aR, 于是 ψ : R → I, r 7→ ra 是 R-模同构, 于是有加群同构 1M ⊗ ψ : M ⊗R R → M ⊗R I. 因为
jψ : R → R, r 7→ ra, 故对任何 m ⊗ r ∈ M ⊗R R, 有 (1M ⊗ (jψ))(m ⊗ r) = m ⊗ ra. 任给 x ∈ M ⊗R R, 设
(1M ⊗ (jψ))(x) = 0, 由于存在 m ∈ M 使得 x = m⊗ 1R, 所以 m⊗ a = 0, 于是 ma = 0, 根据 a 6= 0 以及 M

无挠可得 m = 0, 从而 x = m ⊗ 1R = 0, 故 1M ⊗ (jψ) 是单同态. 再由 1M ⊗ (jψ) = (1M ⊗ j)(1M ⊗ ψ) 以及

1M ⊗ ψ 是加群同构得到 1M ⊗ j 是单同态, 所以平坦性判别准则保证了 M 是平坦 R-模.
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Example 2.10. 设 A 是域 k 上交换代数, 那么形式幂级数代数 A[[x]] 可天然视作 k[[x]]-模, 易见 A[[x]] 作为

k[[x]]-模无挠, 所以 A[[x]] 是平坦 k[[x]]-模.

Proposition 2.11. 若整区 R 满足任何 R-模是平坦模, 那么 R 是域.

Proof. 只需证明 R 中任何非零元可逆. 我们已经看到整区上任何平坦模无挠, 故对任何 a 6= 0 ∈ R 有 R/(a)

是无挠 R-模, 这迫使 R/(a) = 0(否则 1 + (a) 是非零挠元), 进而知 a 是可逆元.

2.3 P.I.D. 上有限生成模结构定理

对 P.I.D. 上有限秩的自由模, 它子模的结构是明确的：设 R 是 P.I.D., R-模 F 是秩为 n ≥ 1 的自由模,
那么对它的任何子模 N , 设 rank(N) = m ≤ n, 存在 F 的基 {y1, y2, ..., yn} 以及非零元 a1, a2, ..., am ∈ R, 使
得 {a1y1, a2y2, ..., amym} 是 N 的基, 且 a1 | a2 | · · · | am. 利用这一结果, 我们容易得到 P.I.D. 上有限生成模
的直和分解. 设 M 是主理想整环 R 上的有限生成模, 那么存在正整数 n 以及满 R-模同态 f : Rn → M , 于
是有模同构 Rn/Kerf ∼= M . 对于自由模 Rn 的子模 Kerf , 当 Kerf = {0} 时, M ∼= Rn, 否则, 存在 Rn 的基

{y1, y2, ..., yn} 和非零元 a1, a2, ..., am ∈ R, 使得 {a1y1, a2y2, ..., amym} 是 Kerf 的基且 a1 | a2 | · · · | am. 由此
容易得到下述 R-模同构：

ψ : Rn/Kerf → Rn−m ⊕R/a1R⊕ · · · ⊕R/amR
n∑
k=1

rkyk + Kerf 7→ (rm+1, ..., rn, r1 +Ra1, ..., rm +Ram)

因此对任何 R 上有限生成模 M , 存在自然数 r,m ≥ 0 以及 a1, a2, ..., am 6= 0 ∈ R 使得

M ∼= Rr ⊕R/a1R⊕ · · · ⊕R/amR, a1 | a2 | · · · | am.

下面是针对这一分解存在性唯一性的进一步讨论——主理想整环上有限生成模的结构理论.

Theorem 2.12 (P.I.D. 上有限生成模基本定理存在性：不变因子形式). 设 R 是 P.I.D., M 是有限生成 R-模.
(1) 存在自然数 r,m 与 R 中非零非单位元素 a1, a2, ..., am ∈ R 使得

M ∼= Rr ⊕R/a1R⊕ · · · ⊕R/amR, a1 | a2 | · · · | am.

(2)M 是自由模的充要条件是 M 是无挠模.
(3) 若 M 满足 (1) 中分解式, 则有 Tor(M) ∼= R/a1R ⊕ R/a2R ⊕ · · · ⊕ R/amR. 当 M 是挠模时, r = 0 且当

M 是非零模时 AnnR(M) = amR.

Proof. 根据前面的讨论, 我们已经得到了 (1). 先证明 (2), 因为整环上的自由模一定是无挠的, 所以我们只
需证明充分性. 设 M 是无挠的, 那么 (1) 中分解必有 m = 0, 否则 M 中有非零的挠元, 这与 M 是无挠模

矛盾. 于是 M ∼= Rr 是自由模, 这就证明了 (2). 最后证明 (3), 易见 Tor(Rr ⊕ R/a1R ⊕ · · · ⊕ R/amR) ∼=
R/a1R⊕· · ·⊕R/amR,故由 (1)的同构式知 Tor(M) ∼= R/a1R⊕R/a2R⊕· · ·⊕R/amR. 当M 是挠模时,易见
r = 0, 这时由 (2) 知 M ∼= R/a1R⊕R/a2R⊕ · · · ⊕R/amR. 当 M 6= {0} 时, 有 m ≥ 1, 利用 a1 | a2 | · · · | am
易得 AnnR(M) = Ram.
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我们把这里的自然数 r 称为 M 的自由秩或 Betti 数, 将非零元 a1, a2, ..., am 称为 M 的不变因子. 之后
我们证明自由秩被 M 唯一确定, 不变因子在相伴意义下被 M 确定. 在此之前我们先证明下述初等因子形式
的基本定理存在性.

Theorem 2.13 (P.I.D. 上有限生成模基本定理存在性：初等因子形式). 设 R 是 P.I.D., M 是 R 上有限生成

模, 则有存在自然数 r, t 以及 R 中素元 p1, p2, ..., pt(这些素元可以有重复), 正整数 α1, α2, ..., αt 使得

M ∼= Rr ⊕R/Rpα1
1 ⊕R/Rpα2

2 ⊕ · · · ⊕R/Rpαt
t .

Proof. 根据主理想整环上有限生成模的不变因子形式直和分解, 存在自然数 r,m 与 R 中非零非单位元素

a1, a2, ..., am ∈ R 使得 M ∼= Rr ⊕ R/a1R ⊕ · · · ⊕ R/amR 且 a1 | a2 | · · · | am. 对每个 1 ≤ k ≤ m, ak 作为 R

中非零非单位元素可分解为有限个不可约元乘积, 设 ak = uqs11 q
s2
2 · · · qsll , 这里 q1, q2, ..., ql 是两两不相伴的不

可约元, u 是单位, s1, s2, ..., sl 是正整数. 我们只需说明 R/Rak ∼= R/Rqs11 ⊕R/Rqs22 ⊕ · · · ⊕R/Rqsll 即可.
对任给 1 ≤ i 6= j ≤ l, 易见 Rqsii + Rq

sj
j = R, 所以由中国剩余定理, 可得 R-模同构 R/(ak) =

R/(uqs11 q
s2
2 · · · qsll ) = R/(qs11 q

s2
2 · · · qsll ) = R/(qs11 )(qs22 ) · · · (qsll ) ∼= R/(qs11 )⊕R/(qs22 )⊕· · ·⊕R/(qsll ) = R/Rqs11 ⊕

R/Rqs22 ⊕ · · · ⊕R/Rqsll .

我们把这里的 pα1
1 , pα2

2 , ..., pαt
t 称为 M 的初等因子, 之后会证明初等因子在相伴意义下唯一. 在正式证明

主理想整环上有限生成模的不变因子分解与初等因子分解唯一性前, 我们再做一些准备工作.
设 R 是 P.I.D., M 是 R 上非零挠模, 设 a ∈ R 是非零非单位的元素且 aM = {0}, 设 a = upα1

1 pα2
2 · · · pαn

n

为 a 的不可约元分解, 这里 u 是单位, αk 均为正整数, pi 与 pj(i 6= j) 是不相伴的不可约元. 记 Ni = {x ∈M |
pαi

i x = 0} 为 M 的子模, 易验证有下述直和分解式：

M = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nn,

且 Ni = {x ∈ M |存在正整数k使得pki x = 0}. 容易验证 Ni 同构于 M 的初等因子直和分解式中那些零化子是

pαi

i 因子的循环模的直和. 我们把这里的 Ni 称为 M 的 pi-准素成分.

Lemma 2.14. 设 R 是 P.I.D., p ∈ R 是素元, F = R/(p) 是域, 则
(1) 如果存在自然数 r 使得 M ∼= Rr, 那么 M/pM 无论作为 R-模还是 F -模都有模同构 M/pM ∼= F r.
(2) 如果存在非零元 a ∈ R 使得 M ∼= R/(a), 那么当 a 能被 p 整除时, 有 R-模同构 M/pM ∼= F . 当 a 不能被

p 整除时, M/pM ∼= {0}.

Proof. (1)易见M/pM 上可赋予天然的 F -线性空间结构：(r+(p))(m+pM) = rm+pM .由M ∼= Rr 可得模同

构M/pM ∼= Rr/pRr,易见 ψ : Rr/pRr → F×F×· · ·×F, (a1, a2, ..., ar)+pRr 7→ (a1+pR, a2+pR, ..., ar+pR)

是定义合理的模同构, 这就证明了 (1).
(2) 当 a 不能被 p 整除时, 由 a, p 互素易得 p(R/(a)) = R/(a), 所以 M/pM ∼= {0}. 当 p 整除 a 时, 考虑

θ : R/(a) → R/(p), x+ (a) 7→ x+ (p), 这是定义合理的满 R-模同态且 Kerθ = p(R/(a)), 故有模同态基本定理
得到 (R/(a))/((p)/(a)) ∼= R/(p), 因此 M/pM ∼= F .

Theorem 2.15 (P.I.D. 上有限生成模基本定理唯一性). 设 R 是 P.I.D., M1 和 M2 是 R 上有限生成模, 则
(1) 若 M1

∼=M2, 那么它们有相同的自由秩, 以及在不计次序相伴意义下相同的初等因子组.
(2) 若 M1

∼=M2, 那么它们有相同的自由秩, 以及在不计次序相伴意义下相同的不变因子组.
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特别地, 对 R 上有限生成模 M , 它的自由秩被 M 唯一确定, 它的初等因子组与不变因子组在不计次序与相
伴意义下被 M 确定. 因此 R 上有限生成模的自由秩与不变因子组、初等因子组是定义合理的. 更进一步,
M1

∼=M2 的充要条件是它们有相同的自由秩与不计次序相伴意义下相同的初等因子组 (不变因子组).

Proof. (1) 设 M1
∼=M2 且 M1, M2 有初等因子形式分解：

M1
∼= Rr1 ⊕R/Rpα1

1 ⊕R/Rpα2
2 ⊕ · · · ⊕R/Rpαt

t ,

M2
∼= Rr2 ⊕R/Rqβ1

1 ⊕R/Rqβ2

2 ⊕ · · · ⊕R/Rqβs
s .

因为 M1
∼= M2, 所以 Rr1 ∼= M1/Tor(M1) ∼= M2/Tor(M2) ∼= Rr2 , 于是由含幺交换环具备不变基性质立即得到

r1 = r2, 所以当 M1,M2 作为 R-模同构时, 它们有相同的自由秩. 下面我们证明 M1 与 M2(在相伴意义下) 有
相同的初等因子组, 即 t = s 且经过适当排序后有 pαi

i ∼ qβi

i , i = 1, 2, ..., t. 因为这时有模同构：

R/Rpα1
1 ⊕R/Rpα2

2 ⊕ · · · ⊕R/Rpαt
t

∼= Tor(M1) ∼= Tor(M2) ∼= R/Rqβ1

1 ⊕R/Rqβ2

2 ⊕ · · · ⊕R/Rqβs
s .

所以我们把问题化归为只需证明当 M1,M2 是同构的有限生成挠模时, M1 和 M2 有不计相伴意义下相同的初

等因子组即可, 下面我们设 M1,M2 均为挠模, 且

M1
∼= R/Rpα1

1 ⊕R/Rpα2
2 ⊕ · · · ⊕R/Rpαt

t ,M2
∼= R/Rqβ1

1 ⊕R/Rqβ2

2 ⊕ · · · ⊕R/Rqβs
s .

设 R 中非零非单位元素 a 满足 aM1 = aM2 = {0}(因为 M1,M2 是同构的挠模, 所以这样的 a 总存在), 设 a

有不可约分解 a = uwγ11 w
γ2
2 · · ·wγℓℓ , 这里 u 是 R 中单位, w1, w2, ..., wℓ 是两两不相伴的不可约元, γ1, ..., γℓ 是

正整数. 那么对每个不可约元 wj , M1 的 wj-准素成分同构于 R/Rpα1
1 , R/Rpα2

2 , ..., R/Rpαt
t 中满足 pi ∼ wj 的

循环模 R/Rpαi

i 的直和, 并且必定有 αi ≤ γj . 类似地, M2 的 wj-准素成分同构于 R/Rqβ1

1 , R/Rq
β2

2 , ..., R/Rq
βs
s

中满足 qi ∼ wj 的循环模 R/Rqβi

i 的直和且 βi ≤ γj . 如果我们能够证明对每个正整数 j, M1 和 M2 的 wj-准
素成分的初等因子组在不计次序与相伴意义下是相同的, 那么我们就可以得到 M1 与 M2 在不计次序与相伴

意义下有相同的初等因子组. 因为 M1
∼= M2, 所以 M1,M2 的 wj-准素成分同构. 如果我们能够证明下面这个

更强的断言：设 M1,M2 是同构的有限生成挠模, p ∈ R 是素元, 满足 M1 与 M2 都可以被某个 p 的自然数幂

次零化, 即存在自然数 n 使得 pnM1 = pnM2 = {0}, 那么 M1 与 M2 在不计次序和相伴意义下有相同的初等

因子组. 那么我们就得到了结论. 我们对自然数 n 作归纳, 当 n = 0 时, M1 和 M2 都是零模, 此时它们都没有
初等因子, 结论成立. 假设结论对 n− 1(n ≥ 1) 成立, 设 M1 的初等因子组相伴于

p, p, ..., p︸ ︷︷ ︸
m项

, pα1 , pα2 , ..., pαs , 2 ≤ α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αs ≤ n,

因此 M1
∼= R/(p)⊕ · · · ⊕R/(p)︸ ︷︷ ︸

m项

⊕R/(pα1)⊕ · · · ⊕R/(pαs). 那么 pM1 也是 R 上有限生成模且

pM1
∼= R/(pα1−1)⊕ · · · ⊕R/(pαs−1), pn−1(pM1) = {0}.

再设 M2 的初等因子组相伴于

p, p, ..., p︸ ︷︷ ︸
l项

, pβ1 , pβ2 , ..., pβt , 2 ≤ β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βt ≤ n,
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有 M2
∼= R/(p)⊕ · · · ⊕R/(p)︸ ︷︷ ︸

l项

⊕R/(pβ1)⊕ · · · ⊕R/(pβt), 与 M1 类似, 有 pM2 是 R 上有限生成模且

pM2
∼= R/(pβ1−1)⊕ · · · ⊕R/(pβt−1), pn−1(pM) = {0}.

因为 pM1
∼= pM2, 所以由归纳假设, s = t, α1 − 1 = β1 − 1, α2 − 1 = β2 − 1, ..., αs − 1 = βs − 1. 因此得到

αk = βk, k = 1, 2, ..., s. 如果再说明 m = l, 我们就证明了 M1 与 M2 有 (在不计次序与相伴意义下) 相同的初
等因子组. 将 M1/pM1 与 M2/pM2 视作 F = R/(p)-模, 那么我们有下面的 F -模同构：

Fm+s ∼=

m项︷ ︸︸ ︷
R/(p)⊕R/(p)⊕ · · · ⊕R/(p)⊕R/(pα1)⊕ · · · ⊕R/(pαs)

(p)/(p)⊕ (p)/(p)⊕ · · · ⊕ (p)/(p)︸ ︷︷ ︸
m项

⊕pR/(pα1)⊕ · · · ⊕ pR/pαs

∼=M1/pM1,

F l+t ∼=

l项︷ ︸︸ ︷
R/(p)⊕R/(p)⊕ · · · ⊕R/(p)⊕R/(pβ1)⊕ · · · ⊕R/(pβl)

(p)/(p)⊕ (p)/(p)⊕ · · · ⊕ (p)/(p)︸ ︷︷ ︸
l项

⊕pR/(pβ1)⊕ · · · ⊕ pR/pβl

∼=M2/pM2,

故 m+ s = l + t, 于是由 s = t 得到 l = m, 这就证明了 (1).
(2)在 (1)中已经证明M1 与M2 有相同的自由秩,故只需证明M1 与M2 的不变因子组在不计次序与相伴

意义下相同. 设 M1 有不变因子 a1, a2, ..., am, a1 | a2 | · · · | am, M2 有不变因子 b1, b2, ..., bn, b1 | b2 | · · · | bn. 设
a1 = u1p

e11
1 pe122 · · · pe1tt , a2 = u2p

e21
1 pe222 · · · pe2tt , ..., am = ump

em1
1 pem2

2 · · · pemt
t , 这里 u1, u2, ..., um 是单位, pi 与

pj(i 6= j)是不相伴的不可约元, eij 均为自然数,且 0 ≤ e1k ≤ e2k ≤ · · · ≤ emk, ∀1 ≤ k ≤ t, em1, em2, ..., emt ≥ 1.
于是知 M1 的一个初等因子组就是由所有满足 eij ≥ 1 的素元幂 p

eij
j 构成的, 由 (1) 知这也是 M2 的一个初

等因子组, 因为 b1 | b2 | · · · | bn, 因此 bn 相伴于初等因子中 p1 最高次幂, p2 最高次幂,...,pt 最高次幂的乘
积, 即 bn ∼ pem1

1 pem2
2 · · · pemt

t ∼ am, 在初等因子组中将 pem1
1 , pem2

2 , ..., pemt
t 删去, 剩下的 p1 最高次幂, p2 最

高次幂, ..., pt 最高次幂 (可以为零次) 的乘积相伴于 bn−1, 即 an−1 ∼ bm−1. 重复上述讨论, 迫使 n = m 且

ak ∼ bk, k = 1, 2, ..., n. 所以 M1 与 M2 有相同的不变因子.

Remark 2.16. 根据初等因子形式的有限生成模结构定理, 我们不难看到 R 上有限生成的不可分模在同构意

义下只有 R 与形如 R/(pn), n ≥ 1(p 是 R 中素元, R 是 P.I.D.). 故 R 上有限生成模范畴满足任何非零对象可

分解为有限多个不可分对象的直和, 且分解式在不计次序和同构意义下唯一 (存在非强不可分的不可分对象).

Proposition 2.17. 设 R 是 P.I.D., 0 X Y Z 0 是有限生成 R-模短正合列, 若记
X,Y, Z 的自由秩为 r(X), r(Y ), r(Z), 那么 r(Y ) = r(X) + r(Z).

Proof. 记 F 是 R 的商域, 那么 RF 是平坦模, 并注意到对任何有限生成 R-模 M , M 的自由秩就是 M ⊗R F

作为 F -线性空间的线性维数, 故用张量函子 −⊗R F 作用条件中的短正合列立即得到结论.

3 结构定理的应用

P.I.D. 上有限生成模的结构定理是有限生成 Abel 群结构定理的直接推广. 此外, 我们也可以利用结构定
理去重新得到线性代数中矩阵的 Jordan 标准型理论与有理标准型理论.
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3.1 有限生成 Abel 群的结构

因为 Z 是 P.I.D., 所以我们可应用 P.I.D. 上有限生成模的结构定理来得到有限生成 Abel 群基本定理.

Theorem 3.1 (有限生成 Abel 群基本定理). 设 A 是有限生成 Abel 群, 则有：
(1) 存在自然数 r,m 以及正整数 a1, a2, ..., am ≥ 2 使得 A ∼= Zr ⊕ Z/a1Z⊕ · · · ⊕ Z/amZ, a1 | a2 | · · · | am. 且
若还有自然数 s, n 以及正整数 b1, b2, ..., bn ≥ 2 使得 A ∼= Zs ⊕ Z/b1Z ⊕ · · · ⊕ Z/bnZ, b1 | b2 | · · · | bn, 那么
s = r,m = n 且 ak = bk, ∀1 ≤ k ≤ m. 这里的正整数 a1, a2, ..., am 称为群 A 的不变因子.
(2)存在自然数 r,m, 素数 p1, p2, ..., pm 与正整数 s1, s2, ..., sm 使得 A ∼= Zr⊕Z/ps11 Z⊕Z/ps22 Z⊕· · ·⊕Z/psmm Z.
且若还有自然数 t, l 以及素数 q1, q2, ..., ql 与正整数 j1, j2, ..., jl 使得 A ∼= Zs ⊕ Z/qj11 Z ⊕ · · · ⊕ Z/qjll Z, 那么
s = r, l = m, 且 ps11 , p

s2
2 , ..., p

sm
m 与 qj11 , q

j2
2 , ..., q

jl
l 经适当排序后有 pskk = qjkk , ∀1 ≤ k ≤ m, 这里的素数幂组

ps11 , p
s2
2 , ..., p

sm
m 称为群 A 的初等因子.

Example 3.2. 设 m,n ≥ 2 是正整数, 那么 Abel 群 Z/mZ ⊕ Z/nZ 的不变因子为 g.c.d(m,n), l.c.m(m,n).
事实上, 可设 m,n 有素因子分解 m = pa11 · · · pall , n = pb11 · · · pbll , 其中 p1, p2, ..., pl 是两两不同的素数, ai, bi 是
自然数 (可能为零). 根据中国剩余定理, 有 Z-模同构 Z/mZ ⊕ Z/nZ ∼= Z/pa11 Z ⊕ Z/pa22 Z ⊕ · · · ⊕ Z/pall Z ⊕
Z/pb11 Z⊕ Z/pb22 Z⊕ · · · ⊕ Z/pbll Z, 对该式删去零模直和项可得初等因子形式分解. 由上述分解式以及不变因子
形式分解的唯一性立即得到 Z/mZ⊕ Z/nZ 的不变因子为

p
min{a1,b1}
1 · · · pmin{al,bl}

l , p
max{a1,b1}
1 · · · pmax{al,bl}

l .

即为 m 与 n 的最大公因数和最小公倍数.

3.2 Jordan 标准型

设 F 是代数闭域, V 是 F 上 n 维线性空间, T 是 V 上的 F -线性变换, 那么我们可以通过 T 赋予 V 一

个 F [x]-模结构. 根据 Cayley-Hamilton 定理, 我们知道 V 作为 F [x]-模是挠模, 所以 V 作为主理想整区 F [x]

上的有限生成模, 它的初等因子分解式中不存在自由部分. 于是每个直和项形如 F [x]/(x − λ)k, k ≥ 1, λ ∈ F .
易验证 F [x]/(x − λ)k 作为 F -线性空间有基 {(x− λ)k−1, (x− λ)k−2, ..., x− λ, 1}. 易见 x ∈ F [x] 诱导的左

乘变换 xl : F [x]/(x − λ)k → F [x]/(x − λ)k 是 F -线性变换, 且在基上的作用是：xl((x− λ)i) = (x− λ)i+1 +

λ(x− λ)i, ∀0 ≤ i ≤ k − 1. 易见线性变换 xl 在给定基 {(x− λ)k−1, (x− λ)k−2, ..., x− λ, 1} 下的表示矩阵是

λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ 1

λ


,

称上述形式的 k 阶矩阵为以 λ 为特征值的 k 阶 Jordan 块, 记作 Jk(λ). 如果 F 上一个 n 阶准对角阵 (或者
称为分块对角阵) 的每个对角分块都是 Jordan 块, 则称该矩阵是 Jordan 标准型的. 如果 F 上 n 维线性空间

V 上线性变换 T , 在某个 V 的基下表示矩阵是 Jordan 标准型的, 称该表示矩阵是 T 的一个 Jordan 标准型.
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如果 F 上一个 n 阶方阵 A 能够与一个 Jordan 标准型的矩阵 J 相似, 则称 J 是 A 的一个 Jordan 标准型.
由 P.I.D. 上有限生成模的结构理论, 对 F [x]-模 V , 有 F [x]-模同构：

V ∼= F [x]/(x− λ1)
k1 ⊕ F [x]/(x− λ2)

k2 ⊕ · · · ⊕ F [x]/(x− λt)
kt ,

设同构映射为 φ : V → F [x]/(x − λ1)
k1 ⊕ F [x]/(x − λ2)

k2 ⊕ · · · ⊕ F [x]/(x − λt)
kt , 那么 φ 也是 F -线性同构.

由此结合前面的讨论知存在 F [x]/(x−λ1)
k1 ⊕F [x]/(x−λ2)

k2 ⊕ · · · ⊕F [x]/(x−λt)
kt 的一个基 {β1, ..., βn} 使

得线性变换 xl 在这个基下的表述矩阵是 Jordan 标准型的, 形如
Jk1(λ1)

Jk2(λ2)
. . .

Jkt(λt)

 .

对每个 1 ≤ i ≤ n,记 φ−1(βi)为 αi,那么 {α1, ..., αn}是 V 的一个基且 φ(Tαi) = φ(xαi) = xβi = xl(βi), ∀1 ≤
i ≤ n. 于是易得 T 在基 {α1, ..., αn} 下的表述矩阵与 xl 在 {β1, ..., βn} 下的表示矩阵相同. 由此可知代数闭域
F 上任何 n 维线性空间 V 上的线性变换 T , 都在某个基下表示矩阵是 Jordan 标准型的. 如果代数闭域 F 上

任何 n 维线性空间 V 上的线性变换 T 有 Jordan 标准型

B =


Jk1(λ1)

Jk2(λ2)
. . .

Jkt(λt)

 ,

我们说明 V 作为 F [x]-模有模同构 V ∼= F [x]/(x− λ1)
k1 ⊕ F [x]/(x− λ2)

k2 ⊕ · · · ⊕ F [x]/(x− λt)
kt , 一旦证明

这一点, 我们便可由 P.I.D. 上有限生成模初等因子形式分解定理得到 T 的 Jordan 标准型在不计主对角线上
Jordan 块排布次序意义下唯一. 设 T 在基 {α11, ..., α1,k1 , ..., αt1, ..., αt,kt} 下的表示矩阵是 B, 现在我们如下
定义出 V 到 F [x]/(x−λ1)

k1 ⊕F [x]/(x−λ2)
k2 ⊕· · ·⊕F [x]/(x−λt)kt 的 F [x]-模同构：对每个 αij , 1 ≤ j ≤ ki,

命 ψ(αij) = (0, ..., (x− λi)ki−j , 0, ..., 0), 其中 (x− λi)ki−j 在第 i 分量, 那么可以定义出 F -线性映射 ψ : V →
F [x]/(x−λ1)

k1⊕F [x]/(x−λ2)
k2⊕· · ·⊕F [x]/(x−λt)kt ,因为 ψ将基映到基,所以 ψ是 F -线性同构. 并且注意到

ψ(xαij) = ψ(Tαij) = ψ(αi,j−1 + λiαij) = (0, ..., 0, (x− λi)ki−j+1, 0, ..., 0) + λi(0, ..., 0, (x− λi)ki−j , 0, ..., 0) =

x(0, ..., 0, (x− λi)ki−j , 0, ..., 0) = xψ(αij), 2 ≤ j ≤ ki 并且 ψ(xαi1) = ψ(λiαi1) = λiψ(αi1) = xψ(αi1), 进而有
ψ(xα) = xψ(α), ∀α ∈ V . 由此得到 ψ 是 F [x]-模同态, 进而是 F [x]-模同构. 因此, 我们利用 P.I.D. 上有限生
成模初等因子形式分解定理便得到了 T 的 Jordan 标准型在不计主对角线上 Jordan 块排布次序意义下唯一.
这就得到了下面的定理：

Theorem 3.3. 设 V 是代数闭域 F 上 n 维线性空间, T 是 F -线性变换, 那么
(1) 存在 V 的一个基使得 T 在这个基下表示矩阵是 Jordan 标准型的;
(2)T 的任意两个 Jordan 标准型在主对角线上 Jordan 块不计次序意义下唯一.

我们熟知有限维线性空间上线性变换在不同基下表示矩阵是相似的, 所以我们立即得到：
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Theorem 3.4. 设 A 是代数闭域 F 上 n 阶方阵, 那么
(1)A 相似于 F 上某个 Jordan 标准型的矩阵, 即 A 存在 Jordan 标准型;
(2)A 的任意两个 Jordan 标准型在主对角线上 Jordan 块不计次序意义下唯一.

3.3 有理标准型

设 F 是域, V 是 F 上 n 维线性空间, T 是 V 上的 F -线性变换, 类似于 Jordan 标准型情形, 可利用
T 天然地赋予 V 上 F [x]-模结构, 且是有限生成挠 F [x]-模. 通过 P.I.D. 上有限生成模的不变因子形式分
解, F [x]-模 V ∼= F [x]/(d1(x)) ⊕ F [x]/(d2(x)) ⊕ · · · ⊕ F [x]/(dt(x)), 这里 t ∈ N, di(x) 是 F [x] 中次数不低

于 1 的首一多项式且满足 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x). 对 d(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 + xn ∈ F [x],

不难看出 F [x]/(d(x)) 作为 F -线性空间有基 {1, x, ..., xn−1}, 且 x ∈ F [x] 所决定的 F [x]/(d(x)) 上左乘变换

xl : F [x]/(d(x)) → F [x]/(d(x)) 作为 F -线性变换在基 {1, x, ..., xn−1} 下的表示矩阵是

0 0 . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1
0 1 . . . 0 −a2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 −an−1


称上述形式的 k 阶矩阵为首一多项式 d(x) 的 Frobenius 友矩阵 (或简称为友矩阵), 记作 C(d(x)).

Lemma 3.5. 设 d(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + xn ∈ F [x] 的友矩阵是 A, 那么 A 的特征多项式是 d(x).

Proof. 直接对多项式 det(xIn −A) 的第一行展开, 对 n 作归纳即得.

如果 F 上一个 n 阶准对角阵的每个对角分块都是友矩阵, 设为 C(d1(x)), C(d2(x)), ..., C(dt(x)), 决定这
些友矩阵的首一多项式满足 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x), 则称该矩阵是有理标准型的, 并且把多项式 di(x) 称为

该矩阵的不变因子. 如果 F 上 n 维线性空间 V 上线性变换 T , 在某个 V 的基下表示矩阵是有理标准型的, 称
该表示矩阵是 T 的一个有理标准型. 如果 F 上一个 n 阶方阵 A 能够与一个有理标准型的矩阵 C 相似, 则
称 C 是 A 的一个有理标准型. 那么完全类似于 Jordan 标准型情形, 对上述给定的 V 上线性变换 T , 通过
F [x]-模同构 V ∼= F [x]/(d1(x))⊕ F [x]/(d2(x))⊕ · · · ⊕ F [x]/(dt(x))(这里 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x)), 可知 T 在

某个基下表示矩阵是有理标准型的. 反之, 若 n 维线性空间 V 上线性变换 T 存在有理标准型, 例如设该有理
标准型的各对角分块依次是 C(d1(x)), C(d2(x)), ..., C(dt(x)), 其中 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x), 那么可直接验证
F [x]-模同构 V ∼= F [x]/(d1(x))⊕F [x]/(d2(x))⊕ · · · ⊕F [x]/(dt(x)). 所以由 P.I.D. 上有限生成模不变因子形式
分解定理便保证了 T 的有理标准型唯一. 总结一下, 我们得到了：

Theorem 3.6. 设 V 是域 F 上 n 维线性空间, T 是 F -线性变换, 那么存在 V 的一个基使得 T 在这个基下

表示矩阵是有理标准型的, 并且 T 的有理标准型被 T 唯一决定.

Remark 3.7. 前面看到对 n 维线性空间 V 上线性变换 T 所诱导 V 上的 F [x]-结构, 有不变因子形式分解
V ∼= F [x]/(d1(x)) ⊕ F [x]/(d2(x)) ⊕ · · · ⊕ F [x]/(dt(x))(这里 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x) 是 F [x]-模 V 的全部不

变因子), 那么 AnnF [x]V = (dt(x)), 所以 T 在域 F 上的最小多项式就是 dt(x). 也就是说对有限维线性空间上
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的线性变换, 其最小多项式就是通过该线性变换赋予线性空间上多项式代数上的模结构后, 最后一个不变因子.
根据前面的讨论, 我们也看到 T 的特征多项式就是以友矩阵 C(d1(x)), C(d2(x)), ..., C(dt(x)) 为对角分块的准

对角阵的特征多项式, 故 T 的特征多项式为 d1(x)d2(x) · · · dn(x).

类似于 Jordan 标准型情形, 有理标准型的存在唯一性对矩阵也有相应结论.

Theorem 3.8. 设 A 是域 F 上 n 阶方阵, 那么 A 存在唯一的有理标准型.

对域 F 上 n 阶方阵 A,B, 如果 A 和 B 在 Mn(F ) 中相似, 那么 xIn − A 和 xIn − B 明显在 Mn(F [x])

中相抵. 反之, 若 xIn − A 和 xIn − B 在 Mn(F [x]) 中相抵, 那么存在 Mn(F [x]) 中可逆阵 Q(x), P (x) 使

得 Q(x)(xIn − A)P (x) = xIn − B. 注意到环同构 Mn(F [x]) ∼= Mn(F )[x], 所以可在 Mn(F [x]) 中对 P (x) 和

xIn − B 作带余除法, 即存在方阵 M(x) ∈ Mn(F [x]), T ∈ Mn(F ) 使得 P (x) = M(x)(xIn − B) + T . 类似地,
存在方阵 N(x) ∈ Mn(F [x]), S ∈ Mn(F ) 使得 Q(x) = (xIn −B)N(x) + S. 对等式

Q(x)(xIn −A) = (xIn −B)P (x)−1

两边代入 Q(x) = (xIn − B)N(x) + S 可知 (xIn − B)N(x)(xIn − A) + S(xIn − A) = (xIn − B)P (x)−1, 整
理得到 S(xIn − A) = (xIn − B)P (x)−1 − (xIn − B)N(x)(xIn − A) = (xIn − B)(P (x)−1 − N(x)(xIn − A)),
注意到 S(xIn − A) 关于 x 的次数不超过 1, 所以 P (x)−1 − N(x)(xIn − A) ∈ Mn(F ), 记作 L. 那么由
S(xIn − A) = (xIn − B)L 我们马上得到 S = L, SA = BL. 因此要说明 A 与 B 相似只需再说明 L 可逆. 首
先有 L = P (x)−1 −N(x)(xIn −A), 两边右乘 P (x) 得到 (L+N(x)(xIn −A))P (x) = In, 于是

LP (x) +N(x)Q(x)−1(xIn −B) = In,

代入 P (x) = M(x)(xIn − B) + T 得到 (LM(x) +N(X)Q(x)−1)(xIn − B) = In − LT , 比较两边关于 x 的次

数迫使 LM(x) +N(X)Q(x)−1 = 0, 于是 L 可逆. 由此我们得到 A 和 B 在 Mn(F ) 中相似当且仅当 xIn − A

和 xIn −B 在 Mn(F [x]) 中相抵. 结合前面对矩阵有理标准型的结果我们得到

Theorem 3.9. 设 A,B 是域 F 上 n 阶方阵, 那么以下等价：
(1) 方阵 A 与 B 在 Mn(F ) 中相似.
(2) 方阵 A 与 B 有相同的有理标准型.
(3) 用 A 赋予的 Fn 上 F [x]-模结构与用 B 赋予 Fn 上 F [x]-模结构同构.
(4) 方阵 xIn −A 和 xIn −B 在 Mn(F [x]) 中相抵.

Remark 3.10. 对域 F 上 n阶方阵A,用A赋予的 Fn上 F [x]-模结构后 V 的首一不变因子 d1(x), d2(x), ..., dt(x)

(满足 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x)) 也被称为 xIn − A 的不变因子. 设 d(x) ∈ F [x] 是次数不低于 1 的多项式, 那
么可直接验证其友矩阵 C(d(x)) 在 Mn(F [x]) 内相抵于对角阵 diag{1, 1, ..., 1, d(x)}. 如果 xIn − A 有不变因

子 d1(x), d2(x), ..., dt(x), 我们已经看到 A 会相似于 C(d1(x)), C(d2(x)), ..., C(dt(x)) 决定的分块对角阵, 所以
xIn−A在Mn(F [x])内相抵于对角阵 diag{1, ..., 1, d1(x), d2(x), ..., dt(x)}. 进而知若首一多项式 d1(x), ..., dt(x)

满足 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x), 则 A 的有理标准型为 C(d1(x)), C(d2(x)), ..., C(dt(x)) 决定的分块对角阵的充

要条件是 xIn −A 在 Mn(F [x]) 内相抵于对角阵 diag{1, ..., 1, d1(x), d2(x), ..., dt(x)}.

有了矩阵相似关系关于有理标准型的刻画后, 自然就有了下面这些经典应用.
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Corollary 3.11. 设 A 是域 F 上 n 阶方阵, 那么 A 可对角化 (即在 Mn(F ) 中相似于对角阵) 的充要条件是
A 在域 F 上的最小多项式在域 F 内有 n 个互不相同的根.

Proof. 必要性是明显的, 这里仅说明充分性. 由条件知 Fn 经 A 赋予 F [x]-模结构后最后一个不变因子就是
m(x), 进而由 m(x) 在域 F 内有 n 个互不相同的根知 A 的有理标准型是一些在域 F 上可分解为一次因式乘

积且没有重根的首一多项式的友矩阵决定的分块对角阵. 因此只需说明：若 d(x) ∈ F [x] 是次数为 s ≥ 1 的首

一多项式且满足在域 F 内有 s 个互不相同的根, 那么 C(d(x)) 可对角化. 因为若记 d(x) 有根 a1, a2, ..., as, 并
记 B = diag{a1, ..., as}, 那么可直接验证 xIs −B 在 Ms(F [x]) 内相抵于 xIs − C(d(x)), 进而知 C(d(x)) 在域

F 上可对角化.

Corollary 3.12. 设 A 是域 F 上 n 阶方阵, 那么 A 与其转置 AT 在 Mn(F ) 中相似.

Proof. 设 xIn − A 有不变因子 d1(x), ..., dt(x), 这里 d1(x) | d2(x) | · · · | dt(x). 那么存在 Mn(F [x]) 中的可逆

阵 P (x), Q(x) 使得 P (x)(xIn − A)Q(x) = diag{1, ..., 1, d1(x), d2(x), ..., dt(x)}, 两边取转置可知 xIn − AT 在

Mn(F [x]) 内相抵于 diag{1, ..., 1, d1(x), d2(x), ..., dt(x)}. 这说明 A 的有理标准型与 AT 相同, 得证.

Corollary 3.13. 设 A,B 是域 F 上 n 阶方阵, E 是 F 的域扩张, 那么 A 与 B 在 Mn(F ) 中相似的充要条件

是它们在 Mn(E) 中也相似. 故域上方阵的相似关系不随基域扩张改变.

Proof. 必要性是明显的, 只需要验证充分性. 注意到 A 在域 F 上有理标准型与 A 在 E 上有理标准型相同, B
同理, 因此一旦 A 与 B 在 Mn(E) 中也相似, 那么在域 F 上便有相同的有理标准型, 进而相似.
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