
交错张量外积的等价定义

戚天成 B

复旦大学 数学科学学院

2024 年 2 月 12 日

在纯代数中,给定含幺交换环 K 上的模M ,可借助M 决定的外代数 EK(M) = ⊕∞
r=0∧r

K M 来考虑M 中

元素的外积. 例如任给 x1, ..., xr ∈ M , 对应 x1 ∧ · · · ∧ xr ∈ ∧rM , 满足 xσ(1) ∧ · · · ∧ xσ(r) = (sgnσ)x1 ∧ · · · ∧ xr

对任何 σ ∈ Sr 成立. 在微分几何中, 人们用更具体的方式来构造实数域上有限维线性空间上的交错张量. 对任
何 R 上有限维线性空间 V 上的交错 k-线性函数 ω 和交错 l-线性函数 η, 定义 ω∧̃η 为下述 (k + l)-重线性型:

(ω∧̃η)(x1, ..., xk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgnσ)ω(xσ(1), ..., xσ(k))η(xσ(k+1), ..., xσ(k+l)),

这份笔记将验证上述两种定义本质上是相同的, 具体地, 我们将说明当 K 是 Z1K 均为可逆元的交换环时, 对
任何有限生成投射 K-模 V , 使用上述方式定义出的 ∧̃ : HomK(∧kV,K)×HomK(∧lV,K) → HomK(∧k+lV,K)

所诱导出的 K-分次代数 (⊕∞
k=0HomK(∧kV,K), ∧̃) 与对偶模的外代数 EK(HomK(V,K)) 间有自然的 K-分次

代数同构. 关于外代数的基本构造可参见 [Jac09], 微分几何中定义的外积基本性质可参见 [Lee12].

1 外积定义的等价性

投射模的对偶基定理使得我们可以得到有限生成投射模取对偶与作外幂可交换.

Proposition 1.1. 设 V 是含幺交换环 K 上有限生成投射模, 那么对任何自然数 r, ∧rV 也是有限生成投射

K-模. 并且有 K-模同构 ∧rHomK(V,K) ∼= HomK(∧rV,K). 即对有限生成投射模取对偶和作外幂可交换.

Proof. 命 α : ∧rHomK(V,K) → HomK(∧rV,K) 满足对任何 f1, ..., fr ∈ V ∗ = HomK(V,K) 有

α(f1 ∧ · · · ∧ fr)(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)f1(vσ(1))f2(vσ(2)) · · · fr(vσ(r)).

因为 V 是有限生成投射模, 故有对偶基 {xi}ni=1 ⊆ V 与 {x∗
i }ni=1 ⊆ V ∗, 于是可直接计算验证当 r > n 时,

∧rV = 0; 当 0 ≤ r ≤ n 时, {xi1 ∧ · · · ∧ xir |1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n} 和 {α(x∗
i1
∧ · · · ∧ x∗

ir
)|1 ≤ i1 < i2 <

· · · < ir ≤ n} 给出 ∧rV 的对偶基. 所以 ∧rV 是有限生成投射模. 命

β : HomK(∧rV,K) → ∧rHomK(V,K), f 7→
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

f(xi1 ∧ · · · ∧ xir)x
∗
i1
∧ · · · ∧ x∗

ir
,

可以直接计算验证 α 与 β 互为逆映射.
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Remark. 因此对有限生成投射模 V , 取定对偶基 {xi}ni=1 ⊆ V 与 {x∗
i }ni=1 ⊆ V ∗, 便有自然的 K-模同构

θ : {F : V r → K|f是交错线性函数} → ∧rHomK(V,K), F 7→
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

F (xi1 , ..., xir)x
∗
i1
∧ · · · ∧ x∗

ir
.

为了区分外代数中的外积记号, 我们用其他的记号来表示微分几何中定义的外积.

Definition 1.2. 设含幺交换环 K 满足任何 n ∈ Z 有 n1K 是可逆元, V 是 K-模. 对任何 V k 重上交错 K-线
性函数 ω 和 l 重交错 K-线性函数 η, 定义 ω∧̃η : V k+l → K 为下述 (k + l)-重线性型:

(ω∧̃η)(x1, ..., xk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgnσ)ω(xσ(1), ..., xσ(k))η(xσ(k+1), ..., xσ(k+l)),

易见 ω∧̃η 是交错的且 ∧̃ : {V上k-重交错线性型} × {V上l-重交错线性型} → {V上(k + l)-重交错线性型}
是 K-双线性映射. 现设 V 是有限生成投射 K-模并有对偶基 {xi}ni=1 ⊆ V 与 {x∗

i }ni=1 ⊆ V ∗. 为叙述方便, 记
Altk(V ) 是 V 上所有 k-重交错线性型构成的 K-模. 并记标准同构 µr : ∧rHomK(V,K) → Altr(V ) 满足

µr(f1 ∧ · · · ∧ fr)(v1, ..., vr) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)f1(vσ(1))f2(vσ(2)) · · · fr(vσ(r)).

下面验证下图的交换性, 一旦说明该图交换, 则 ∧̃ 满足结合律, 故可自然诱导分次代数 (⊕∞
r=0Altr(V ), ∧̃).

∧kHomK(V,K)× ∧lHomK(V,K) ∧k+lHomK(V,K)

Altk(V )× Altl(V ) Altk+l(V )

∧

(µk,µl) µk+l

∧̃

任取 ω ∈ Altk(V ), η ∈ Altl(V ), 那么由每个 µr 是 K-模同构知只需验证对任何 p1, ..., pk+l ∈ V 有

µk+l ∧ (µ−1
k (ω) ∧ (µ−1

l (η)))(p1, ..., pk+l) = (ω∧̃η)(p1, ..., pk+l).

左式为
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n,

1≤j1<j2<···<jl≤n

ω(xi1 , ..., xik)η(xj1 , ..., xjl)
∑

σ∈Sk+l

x∗
i1
(pσ(1)) · · ·x∗

ik
(pσ(k))x

∗
j1
(pσ(k+1)) · · ·x∗

jl
(pσ(k+l)). 要

证等式的右边为 (ω∧̃η)(p1, ..., pk+l) = (k!l!)−1
∑

σ∈Sk+l

(sgnσ)ω(pσ(1), ..., pσ(k))η(pσ(k+1), ..., pσ(k+l)), 利用对偶基

的性质, 改写上式可得

1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgnσ)
n∑

i1=1

· · ·
n∑

jl=1

x∗
i1
(pσ(1)) · · ·x∗

ik
(pσ(k))x

∗
j1
(pσ(k+1)) · · ·x∗

jl
(pσ(k+l))ω(xi1 , ..., xik)η(xj1 , ..., xjl),

上述和式中, 对数组 (i1, ..., ik) 和 (j1, ..., jl), 如果出现重复的分量对应的项是零, 因此上式可改写为对所有分
量互异的数组 (i1, ..., ik) 和 (j1, ..., jl) 求和. 这里写作∑

i1,...,ik
j1,...,jl

1

k!l!
ω(xi1 , ..., xik)η(xj1 , ..., xjl)

∑
σ∈Sk+l

(sgnσ)x∗
i1
(pσ(1)) · · ·x∗

ik
(pσ(k))x

∗
j1
(pσ(k+1)) · · ·x∗

jl
(pσ(k+l))

对固定的数组 (i1, ..., ik) 和 (j1, ..., jl), 记它们的递增排列为 (i′1, ..., i
′
k) 和 (j′1, ..., j

′
l), 这诱导 {1, ..., k} 上的双

射 τ 和 {k + 1, ..., k + l} 上的双射 δ, 使用 στδ 替换和式中的 σ 可得∑
1≤i1<···<ik≤n

1≤j1<···<jl≤n

ω(xi1 , ..., xik)η(xj1 , ..., xjl)
∑

σ∈Sk+l

(sgnσ)x∗
i1
(pσ(1)) · · ·x∗

ik
(pσ(k))x

∗
j1
(pσ(k+1)) · · ·x∗

jl
(pσ(k+l)),
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上式缺少 (k!l!)−1 的原因是对固定的递增排列 (i′1, ..., i
′
k), 有 k!个排列 (i1, ..., ik)的递增调整会得到 (i′1, ..., i

′
k),

同样有 l! 个排列 (j1, ..., jl) 的递增调整会得到递增排列 (j′1, ..., j
′
l), 并且 sgn(τ)sgn(δ) 可与调整数组顺序前的

ω(xi1 , ..., xik)η(xj1 , ..., xjl) 合并来得到 ω(xi′1
, ..., xi′k

)η(xj′1
, ..., xj′l

). 由此我们证明了下图的交换性.

∧kHomK(V,K)× ∧lHomK(V,K) ∧k+lHomK(V,K)

Altk(V )× Altl(V ) Altk+l(V )

∧

(µk,µl) µk+l

∧̃

注意到任何 ω ∈ Altk(V ) 满足 ω∧̃ω = 0, 所以存在唯一的 K-代数同态 µ : EK(V ∗) → ⊕∞
r=0Altr(V ) 使得

V ∗ EK(V ∗)

⊕∞
r=0Altr(V )

iV ∗

jV ∗
µ

交换, 这里 iV ∗ 和 jV ∗ 都表示标准嵌入. 归纳地可得 µ 是分次代数同态并且 µ 在 EK(V ∗) 的指标 r 处直和项

∧rHomK(V,K) 上的限制是 µr, 因此 µ 是分次代数同构, 这就得到下述结果.

Theorem 1.3. 设含幺交换环K满足任何 n ∈ Z有 n1K 是可逆元, V 是有限生成投射K-模. 设 (⊕∞
r=0Altr(V ), ∧̃)

是前面定义的交错线性型上的外积诱导的分次代数, 那么对标准嵌入 j∗V : V ∗ → ⊕∞
r=0Altr(V ), 外代数泛性质

所诱导出的使下图交换的代数同态 µ : EK(V ∗) → ⊕∞
r=0Altr(V ) 是分次代数同构并且在每个分次上的限制就

是 K-模同构 µr : ∧rHomK(V,K) → Altr(V ), 这里

µr(f1 ∧ · · · ∧ fr)(v1, ..., vr) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)f1(vσ(1))f2(vσ(2)) · · · fr(vσ(r)).

特别地, 对任何 f1, ..., fr ∈ V ∗ 有 (f1∧̃ · · · ∧̃fr)(v1, ..., vr) =
∑

σ∈Sr

sgn(σ)f1(vσ(1))f2(vσ(2)) · · · fr(vσ(r)).

Example 1.4. 设M 是光滑流形, 记 Ωk(M) 是所有光滑 k-形式构成的 C∞(M)-模, 那么每个 Ωk(M) 都是

有限生成投射 C∞(M)-模. 并注意 Z中元素决定的常值函数在 C∞(M)中是可逆元. 对任何光滑 k-形式 ω 和

光滑 l-形式 η, 通过定义 ω∧̃η 为 (ω∧̃η)p = ωp∧̃ηp 来得到光滑 (k + 1)-形式 ω∧̃η. 现记

Ω∗(M) =
∞⊕
k=0

Ωk(M),

那么 (Ω∗(M), ∧̃) 是 C∞(M) 上分次代数并且 ω∧̃ω = 0, ∀ω ∈ Ωk(M). 所以由外代数的泛性质知存在唯一的
C∞(M)-代数同态 Φ : EC∞(M)(Ω

1(M)) → Ω∗(M) 使得下图交换:

Ω1(M) EC∞(M)(Ω
1(M))

Ω∗(M)

i

j Φ

记 X(M) 是所有光滑向量场构成的 C∞(M)-模, 它也是有限生成投射模. 我们有标准 C∞(M)-模同构

φ : ∧k
C∞(M)Ω

1(M) → Ωk(M), ω1 ∧ · · · ∧ ωk 7→ φ(ω1 ∧ · · · ∧ ωk),
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这里 φ(ω1 ∧ · · · ∧ ωk) : M → ΛkT ∗M, p 7→ φ(p), 其中 ΛkT ∗M 是所有光滑交错协变 k-张量构成的协变 k-张
量丛 T kT ∗M 的光滑子丛. 并且 φ(p) 将任何 p 处切向量组 X1|p, ..., Xk|p 映至∑

σ∈Sk

sgn(σ)(ω1|p)(Xσ(1)|p)(ω2|p)(Xσ(2)|p) · · · (ωk|p)(Xσ(k)|p) = (ω1|p∧̃ · · · ∧̃ωk|p)(X1|p, ..., Xk|p).

这说明 φ(ω1 ∧ · · · ∧ ωk) = ω1∧̃ · · · ∧̃ωk. 注意到 Φ 在第 k 指标直和项处的限制就是 φ, 所以 Φ 是 C∞(M)-代
数同构. 并注意到 Φ 是保持分次的代数同构, 所以 Φ 是分次代数同构. 故也可以把 ∧̃ 使用外积记号 ∧ 代替,
这样我们得到分次代数同构 (Ω∗(M),∧) ∼= (EC∞(M)(Ω

1(M)),∧). 特别地, 由 Ω1(M) 是可由有限多个恰当形

式生成的有限生成模可知 Ωk(M) 中的光滑 k-形式 ω 在整个 M 上都可以表示为下述有限和的形式:

ω =
∑

t1,...,tk

ai1···ikdfi1 ∧ · · · ∧ dfik ,

这里 ai1···ik , fi1 , ..., fik 均为M 上光滑函数.
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