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许多域上 (结合) 代数可以用生成元和生成关系的方式定义, 进而某些关于生成元的 (非交换) 单项式集能
够给出该代数作为基域上线性空间的基. 实践中, 能够确定并证明某些生成元单项式构成的集合给出代数的基
有助于认识给定代数的环论性质. 因此, 寻找并证明代数作为线性空间的单项式基是基本且重要的问题. 而钻
石引理 [New42, Ber78] 为这一问题提供了有效的方法. 这份笔记希望以比较快的方式介绍钻石引理的基本内
容, 主要参考文献是 [BG02, BRS+16]. 虽然我以全力以赴, 但难以避免笔记中存在错误, 欢迎提出宝贵建议.
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1 钻石引理

在叙述并证明钻石引理前, 我们先在 §1.1中引入些必要术语并作基本准备, 随后在 §1.2介绍钻石引理的证
明 (也见 [注记1.4]). 最后在 §1.3中记录了钻石引理在一些具体例子中的应用.

1.1 基本准备

固定域 k 上的自由代数 F = k⟨X⟩, 其中 X 是 (非空的) 自由变量集. 将 X 生成的自由幺半群记作 W .
当 X = {x1, ..., xm} 是有限集时, F 写作 k⟨x1, ..., xm⟩. 根据良序原理, 我们能够选定 X 上偏序关系 ≤ 使得
(X,≤) 构成良序集. 如果 W 上全序 ≤ 是 X 上给定良序的延拓且满足

(AO1) 对任何 u, v, w ∈ W , v < w 蕴含 uv < uw 以及 vu < wu;

(AO2) 对任何 w ∈ W , 集合 {u ∈ W | u < w} 是有限集,
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则称 W 上的全序 ≤ 是容许的. 例如, 对有限集 X = {x1, ..., xm}, 固定 x1 < x2 < · · · < xm. 考虑相应字
集 W 上的字典序, 对任何 u = xi1 · · ·xit , v = xj1 · · ·xjs ∈ W , u < v 当且仅当 t < s 或 t = s 且存在正整数

1 ≤ k ≤ s 使得 xi1 = xj1 , ..., xik−1
= xjk−1

且 xik < xjk . 那么相应的全序 ≤ 是容许的.

Lemma 1.1. 设 ≤ 是 W 上容许全序, 则 1 < w, ∀w ̸= 1 ∈ W .

Proof. 若不然, 则 1 > w, 进而 wn > wn+1, ∀n ∈ N. 这与 {u ∈ W | u < w} 是有限集矛盾.

现在我们固定 W 上容许全序 ≤, 那么用可自然对 F 中所有非零非交换多项式引入“首项”的概念. 设
F 的理想 I 可由一些非零首一非交换多项式构成的子集 {gσ}σ∈Γ 生成. 那么对每个 σ ∈ Γ, 可记 gσ 的首项

为 wσ ∈ W , 那么可设 gσ = wσ − fσ, 这里 fσ 是一些满足 v < wσ 的字 v 的 k-线性组合. 称字 u ∈ W 关于

{gσ}σ∈Γ 是约化的, 如果 u 不含任何 wσ(σ ∈ Γ) 作为子字. 若字 w ∈ W 不是约化的, 那么存在 u, v ∈ W 以及

σ ∈ Γ 使得 w = uwσv. 那么 ufσv 和 w 在 F/I 中有像一致. 注意到 ufσv 作为 F 中元素每个非零单项式对

应的字都 < w. 有时也称集合 {(wσ, fσ) ∈ W × F | σ ∈ Γ} 为一个 reduction 系统.
作为 k-线性空间, F/I 可由所有 (关于 {gσ}σ∈Γ) 约化字在 F/I 中的像构成的集合生成: 若不然, 设 w 为

满足 w + I 无法由约化字像集生成的不约化字中字长最小者. 那么 w + I 能够重新表示为一些字长比 w 严格

小的字在 F/I 中像的线性组合, 其中至少有一项是不约化的字的像, 这与 w 的选取矛盾. 于是知

如果理想 I 能够选取适当的首一生成元集 {gσ}σ∈Γ 使得相应的约化字集在 F/I 中的像集是 k-线性无关的,
那么约化字像集便给出 F/I 的一个 k-基.

注意到当 I 是 F 的真理想时, 所有的 wσ 都是非空字.

Example 1.2. 考虑量子平面 Oq(k
2) = k⟨x, y⟩/(xy − qyx), 其中 q ∈ k

×. 若置 x < y, 那么在左长度字典序
下, yx− q−1xy 是首一的. 关于 {yx− q−1xy} 的约化字集为 {xiyj | i, j ∈ N}.

对 u, v ∈ W 以及 σ ∈ Γ, 称将 uwσv 映至 ufσv 且保持其他字不动的 F 上代数自同态为相应的初等

reduction, 记作 ru,σ,v. 将有限多个初等 reduction 的合成 (依然是 F 上代数自同态) 称为一个 reduction.
任给 h ∈ F , 若 h = 0, 那么 h 是 1 这一约化字的 k-线性组合. 若 h ̸= 0, 那么 (AO2) 说明 h 每个非零单项式

对应的字 w 都满足 wσ < w 仅对有限多个 σ ∈ Γ 成立. 因此我们立即得到

Lemma 1.3. 任给 h ∈ F , 存在 reduction r : F → F 使得 r(h) 是一些 (关于 {gσ}σ∈Γ) 约化字的 k-线性组合.

五元组 (t, v, u, σ, τ ) ∈ W 3×Γ2被称为一个重叠歧义,如果 tv = wσ, vu = wτ . 这时,字 tvu = (tv)u = t(vu)

满足 r1,σ,u(tvu) = fσu 以及 rt,τ,1(tvu) = tfτ . 五元组 (t, v, u, σ, τ ) ∈ W 3 × Γ2 被称为一个包含歧义, 如
果 tvu = wσ 且 v = wτ . 这时, 字 tvu 满足 r1,σ,1(tvu) = fσ 以及 rt,τ,u(tvu) = tfτu. 当重叠/包含歧义
(t, v, u, σ, τ ) 中的 σ, τ 都明确时, 也用 tvu 表示该歧义. 前面的讨论指出对于重叠歧义和包含歧义 tvu, 至少有
两种不同的 reductions 来作用 tvu. 如果 {wσ | σ ∈ Γ} 中所有字有相同长度, 那么包含歧义 (t, v, u, σ, τ ) 满足

t = u = 1. 称重叠歧义 (t, v, u, σ, τ ) 是可解的, 如果存在 reductions r, r′ 使得 r(fσu) = r′(tfτ ).

tvu

fσu tfτ

•

r1,σ,u rt,τ,1

r r′

(1.1)
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称包含歧义 (t, v, u, σ, τ ) 是可解的, 如果存在 reductions r, r′ 使得 r(fσ) = r′(tfτu).

tvu

fσ tfτu

•

r1,σ,1 rt,τ,u

r
r′

(1.2)

Remark 1.4. 钻石引理的命名来自对歧义作 reduction 时图(1.1)和(1.2)的菱形状.

Remark 1.5. 前面已经指出当所有 wσ 长度相同时, 只有平凡的包含歧义, 而这时歧义直接可解.

称 F 中元素 h 是 reduction 唯一的, 如果对任何 reductions s1, s2, s1(h), s2(h) 是一些约化字的线性

组合蕴含 s1(h) = s2(h). 由于约化字在任何 reduction 作用下不动, 所以若记 red(h) := s1(h) = s2(h), 那么
red(h) 在任何 reduction 作用下不变. 并且 F 的所有 reduction 唯一的元素构成的集合是 F 的 k-子空间: 如
果 h, g ∈ F 都是 reduction 唯一的, 那么对任何 reduction s, 只要 s(h− g) 是一些约化字的 k-线性组合, 那么
s(h− g) = s(h)− s(g). 根据前面的讨论以及 [引理1.3], 存在 reduction r 使得 rs(h) = red(h), rs(g) = red(g),
进而 red(h− g) = s(h− g) = rs(h− g) = red(h)− red(g). 于是我们也证明了

Proposition 1.6 ([BRS+16]). 自由代数 F 中所有 reduction 唯一的元素构成的集合是 F 的 k-子空间, 且
red(−) 定义了其上 k-线性映射. 故 W 中所有元素 reduction 唯一蕴含 F 中所有元素是 reduction 唯一的.

注意到对任何 h ∈ F 以及 reduction r, 有 h+ I = r(h) + I. 所以

Proposition 1.7 ([BRS+16]). 如果 I 的首一生成元集 {gσ}σ∈Γ 满足约化字集在 F/I 中的像是 k-线性无关
的, 那么任何 h ∈ F 是 reduction 唯一的.

Proof. 注意到对任何 reduction s1, s2 有 s1(h) + I = h + I = s2(h) + I. 所以当 s1(h), s2(h) 都是一些约化字

的 k-线性组合时, 由条件立即得到 s1(h) = s2(h).

Proposition 1.8 ([BRS+16]). 如果 I 的首一生成元集 {gσ}σ∈Γ 满足任何 h ∈ F 是 reduction 唯一的, 那么所
有重叠歧义和包含歧义都是可解的.

Proof. 如果 uvw 是重叠歧义或包含歧义, 那么对任何初等 reduction r1, r2, r1(uvw) 和 r2(u, v, w) 都分别能在

某个 reduction 作用下是一些约化字的 k-线性组合, [引理1.3]. 再利用 reduction 唯一条件便知.

1.2 定理证明

Theorem 1.9 (钻石引理, [BG02, BRS+16]). 设 F = k⟨X⟩ 的真理想 I 有首一多项式构成的生成元集 {gσ |
σ ∈ Γ}, X 生成的幺半群 W 上有容许全序 ≤, 并设 gσ 的首项为 wσ, 有 gσ = wσ − fσ. 则以下等价:

(1) 所有重叠歧义和包含歧义可解.

(2) 自由代数 F 中所有元素 reduction 唯一.

(3) 关于 {gσ | σ ∈ Γ} 的约化字集构成 F/I 的 k-基.

3



当上述等价条件之一成立时, 称 {gσ | σ ∈ Γ} 是理想 I 的 Gröbner-Shirshov 基.

Proof. (3)⇒(2)⇒(1) 来自 [命题1.7] 和 [命题1.8]. 下面先证 (1)⇒(2). 根据 [命题1.6], 只要证 W 中元素

reduction 唯一. 下面对良序集 (W,≤) 作超限归纳法证明结论. 根据 [引理1.1], W 中最小元是 reduction
唯一的. 假设结论对满足 v < w 的字都成立. 那么根据 [命题1.6], 比 w 严格小的字的 k-线性组合也都是
reduction 唯一的. 现在设 reductions r, r′ 满足 r(w), r′(w) 都是约化字的 k-线性组合且设 r = rkrk−1 · · · r1 和
r′ = r′jr

′
j−1 · · · r′1 是 r, r′ 关于初等 reduction 的合成分解. 我们需要证明 r(w) = r′(w) 来得到 w 是 reduction

唯一的. 并且可假设 r1(w), r
′
1(w) ̸= w(否则, 我们有 r(w) = r′(w)). 当 r1 = r′1 时, 由于 r1(w) = r′1(w) 都

是严格小于 w 的字, 所以根据归纳假设, r(w) = red(r1(w)), r′(w) = red(r′1(w)), 于是 r1(w) = r′1(w) 保证了

r(w) = r′(w). 下面设 r1(w) ̸= r′1(w) 并设 r1 变动的字为 wσ, r′1 变动的字为 wτ . 那么字 wσ 与 wτ 在 w 中可

能重叠、包含或是无重叠部分. 我们分这三种情况讨论证明 r(w) = r′(w).
Case 1. 当 wσ, wτ 重叠时, 我们不妨设存在 t, u, y, z ∈ W 使得 w = ywσuz = ytwτz. 这时我们有重

叠歧义 wσu = twτ 以及有 r1 = ry,σ,uz, r2 = ryt,τ,z. 由条件, 所有重叠歧义可解, 因此存在 reductions s1, s2

使得 s1r1,σ,u(wσu) = s2rt,τ,1(twτ ). 于是 s1, s2 可自然诱导 w 上 reductions(在分解中的每个初等 reduction
ra,ρ,b 改为 rya,ρ,bz)s′1, s′2 使得 s′1r1(w) = s′2r2(w). 利用 [引理1.3] 以及 r1(w), r

′
1(w) 的 reduction 唯一性, 得到

red(r1(w)) = red(r′1(w)). 因此 r(w) = red(r1(w)) = red(r′1(w)) = r′(w).
Case 2. 当 wσ, wτ 产生包含歧义时, 不妨设有 t, u, y, z ∈ W 使得 w = ytwσuz = ywτz. 这时有包含歧

义 twσu = wτ , 且 r1 = rt,σ,u 以及 r2 = r1,τ,1. 由包含歧义可解, 存在 reductions s1, s2 使得 s1rt,σ,u(twσu) =

s2r1,τ,1(wτ ). 类似重叠歧义情形的讨论, 有 w 上 reductions s′1, s
′
2 使得 s′1r1(w) = s′2r2(w). 根据归纳假设, 这

里 r1(w), r
′
1(w) 都是 reduction 唯一的, 故重复重叠歧义情形的讨论便知 r(w) = r′(w).

Case 3. 当 wσ, wτ 无重叠部分时, 不妨设有 u, y, z ∈ W 使得 w = ywσuwτz. 这时 r1 = ry,σ,uwτz 且

r′1 = rywσu,τ,z. 于是 r1(w) = yfσuwτz, r
′
1(w) = ywσufτz 都是 reduction 唯一的. 注意到 yfσufτz 也是

reduction 唯一的, 并且 red(r1(w)) = red(yfσufτz) = red(r′1(w)), 所以我们有 r(w) = r′(w).
于是, 由超限归纳原理得到 W 中所有元素 reduction 唯一, 进而得到 (1)⇒(2). 最后证明 (2)⇒(3) 来完成

证明. 设 F 中所有元素 reduction 唯一, 那么 [命题1.6] 说明我们有 k-线性映射 red : F → F , 且 V = red(F )

就是所有约化字张成的 k-子空间, 结合 reduction 唯一性的定义知约化字集给出 V 的 k-基. 我们有 k-线性满
射 red : F → V 且 red 在 V 上的限制映射是恒等映射, 从而有 F = Ker(red)⊕ V . 下证 Ker(red) = I 来得到

约化字集在 F/I 中的像集是 F/I 的 k-基. 先说明 I ⊆ Ker(red): 只需证任何形如 ugσv(这里 u, v ∈ W ) 的元
素在 red 的作用下为零. 事实上, ru,σ,v : F → F 明显将 ugσv 映至零, 进而 0 = red(ugσv), 所以 I ⊆ Ker(red).
根据 [引理1.3], F 中任何元素都能加上一些 I 中元素的和后属于 V . 所以 F = I +V ⊆ Ker(red)⊕V = F . 这
迫使 I = Ker(red). 于是我们得到约化字集在 F/I 中的像集是 F/I 的 k-基.

1.3 应用算例

Example 1.10 (量子仿射空间, [BG02]). 设 n ≥ 2 是正整数, qij ∈ k
× 满足 qii = 1 以及 qijqji = 1, ∀1 ≤

i, j ≤ n. 考虑乘性反对称阵 q = (qij)n×n 处的量子仿射空间 Oq(k
n) = k⟨x1, ..., xn⟩/(xixj − qijxjxi), 命

x1 < x2 < · · · < xn 并使用左长度字典序比较 x1, ..., xn 上的字. 定义 Oq(k
n) 的生成关系给出 reduction 系统

S = {(xixj , qijxjxi) | 1 ≤ j < i ≤ n}. 根据 [注记1.5], S 的所有包含歧义可解 (只有平凡的包含歧义). 下面说
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明所有重叠歧义可解: 只需证对任何正整数 1 ≤ k < j < i ≤ n 产生的重叠歧义 xixjxk 可解. 我们有

(xixj)xk → qijxj(xixk) → qijqik(xjxk)xi → qijqikqjkxkxjxi,

xi(xjxk) → qjk(xixk)xj → qjkqikxk(xixj) → qjkqikqijxkxjxi.

所以 reduction 系统的所有重叠歧义和包含歧义可解, 根据钻石引理得到约化字集对应的 Oq(k
n) 中像集, 即

{xℓ1
1 xℓ2

2 · · ·xℓn
n | ℓ1, ..., ℓn ∈ N}, 构成 Oq(k

n) 的 k-基.

Example 1.11 (非交换 Jordan平面, [BRS+16]). 回忆 Jordan平面是由生成元 x, y 和生成关系 xy−yx = y2

定义的 k-代数, 这里记作 J . 定义 x < y 并使用左长度字典序比较 x, y 上的字. 我们有 reduction 系统
S = {(yx, xy − y2)}. [注记1.5] 表明 S 中包含歧义都是平凡的. 而 S 明显没有重叠歧义, 所以根据钻石引理我
们得到 {xiyj | i, j ∈ N} 是 Jordan 平面 J 的 k-基.

Example 1.12 ([BRS+16]). 设 A 是由生成元 x, y 以及生成关系 xy2 = y2x, yx2 = x2y 定义的 k-代数. 定义
x < y 并使用左长度字典序比较 x, y 上的字. 这时有 reduction 系统 S = {(y2x, xy2), (yx2, x2y)}. [注记1.5] 表
明 S 中包含歧义都是平凡的. 下面说明 S 的所有重叠歧义可解:

(y2x)x → x(y2x) → x2y2, y(yx2) → (yx2)y → x2y2.

可直接验证 {xi(yx)jyk | i, j, k ∈ N} 就是约化字全体, 利用钻石引理可知这给出 A 的 k-基.

Example 1.13 (无限 Taft 代数, [LWZ07]). 设 n ≥ 2 是正整数, ϵ ∈ k
× 是 n 次本原单位根. 回忆 ϵ 处的无限

Taft 代数是由 g, x 生成, 关于生成关系 gn = 1, xg = ϵgx 定义的 k-代数, 这里记作 T . 定义 g > x 并使用左长

度字典序比较 x, g 上的字. 我们有 reduction 系统 S = {(gn, 1), (gx, ϵ−1xg)}. 由于 n ≥ 2, 这里不存在包含歧
义. 下面说明所有重叠歧义可解: gnx → x, gn−1(gx) → gn−1ϵ−1xg → ϵ−2gn−3(gx)g2 → · · · → ϵ−nxgn → x. 而

约化字集为 {xigj | i, j ∈ N且j ≤ n− 1}, 所以由钻石引理便知这给出 T 的 k-基.

Example 1.14 (Suzuki 代数, [Suz96]). 设 H 是由 x1, x2, g1, g2 生成, 以及生成关系

xigj = −gjxi, x
2
i = 0, x1x2 = −x2x1, g

2
j = 1, g1g2 = g2g1, 1 ≤ i, j ≤ 2

定义的 k-代数. 我们定义 x1 < x2 < g1 < g2, 那么有 reduction 系统

S ={(g2x1� − x1g2), (g1x2,−x2g1), (g1x1,−x1g1), (g2x2,−x2g2),

(x2
1, 0), (x

2
2, 0), (g

2
1 , 1), (g

2
2 , 1), (x2x1, x1x2), (g2g1, g1g2)}.

根据 [注记1.5], 只要证所有重叠歧义可解. 即要验证下面的重叠歧义都可解.

g2x
2
1, g

2
2x1, g2g1x2, g

2
1x2, g1x

2
2, g1x2x1, g2g1x1, g

2
1x1, g1x

2
1, g

2
2x2, g2x

2
2, g2x2x1, g2g

2
1 , x

2
2x1, x2x

2
1, g

2
2g1.

gix
2
j :

gi(x
2
j) → 0,

(gixj)xj → −xj(gixj) → x2
jgi → 0.

g2i xj :

(g2i )xj → xj ,

gi(gixj) → −(gixj)gi → xjg
2
i → xj .
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g2g1xi :

(g2g1)xi → g1(g2xi) → −(g1xi)g2 → xig1g2,

g2(g1xi) → −(g2xi)g1 → xi(g2g1) → xig1g2.

gjx2x1 :

(gjx2)x1 → −x2(gjx1) → (x2x1)gj → −x1x2gj ,

gj(x2x1) → −(gjx1)x2 → x1(gjx2) → −x1x2gj .

g22g1 :

g22g1 → g1,

g2(g2g1) → (g2g1)g2 → g1g
2
2 → g1.

x2
2x1 :

x2
2x1 → 0,

x2(x2x1) → −(x2x1)x2 → x1x
2
2 → 0.

x2x
2
1 :

(x2x1)x1 → −x1(x2x1) → x2
1x2 → 0,

x2x
2
1 → 0.

因此由钻石引理得到所有重叠歧义和包含歧义可解. 这时约化字集为 {xℓ1
1 xℓ2

2 gℓ31 gℓ42 | 0 ≤ ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 ≤ 1}. 于
是我们得到 H 作为 k-线性空间有基 {xℓ1

1 xℓ2
2 gℓ31 gℓ42 | 0 ≤ ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 ≤ 1}.
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