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1 Abel范畴的补充

我们所学的初等同调代数大多在模范畴上展开,而随着代数学习的深入或是科研的需要,就不可避免需要
使用建立在 Abel范畴上的同调代数来作为基本工具. 这里简要回顾 Abel范畴的相关基本概念以固定记号.
如果范畴 A中对象 0 ∈ obA满足对任何 A ∈ obA, 态射集 HomA(0, A)和 HomA(A, 0)都是单点集, 则

称 0 是 A 中的一个零对象. 易见范畴中的零对象一旦存在, 那么在同构意义下唯一. 例如模范畴中的零模就
是零对象. 通常范畴未必存在零对象, 例如考虑模范畴中所有非零模构成的全子范畴. 零对象可以理解为模
范畴中零模扮演的角色. 如果范畴 A 存在零对象 (记作 0), 对任何 A,B ∈ obA, 设 0A,0 ∈ HomA(A, 0) 和

00,B ∈ HomA(0, B) 是相应态射集中唯一的态射. 称 0A,B = 00,B0A,0 ∈ HomA(A,B) 是 A 到 B 的零态 (经
常简记作 0). 可直接验证 A 到 B 的零态不依赖于零对象的具体选取. 对存在零对象 0 的范畴 A, 任何态射
f : A→ B 和对象 C 满足 0B,Cf = 0A,C 以及 f0C,A = 0C,B . 现在我们回顾加性范畴的概念:

Definition 1.1. 加性范畴, [Jac89]称范畴 A是加性范畴,如果

• (AC1)范畴 A存在零对象;

• (AC2)对任何 A,B ∈ obA,态射集 HomA(A,B)上有二元运算 +使得 (HomA(A,B),+)构成 Abel群;

• (AC3)对任何 A,B,C ∈ obA, f, f1, f2 : A→ B 以及 g, g1, g2 : B → C 有如下分配律:

g(f1 + f2) = gf1 + gf2, (g1 + g2)f = g1f + g2f ;

• (AC4)任给有限多个对象 A1, ..., An ∈ obA,存在对象 A ∈ obA和态射 pk : A → Ak, ik : Ak → A(这里
1 ≤ k ≤ n)使得 pkik = 1Ak

对所有 1 ≤ k ≤ n成立,对 1 ≤ k 6= j ≤ n有 pjik = 0以及

i1p1 + i2p2 + · · ·+ ikpk = 1A.

Remark 1.2. 通常将仅满足 (AC2)和 (AC3)的范畴称为预加性范畴,见 [Ste75]. 根据对偶范畴的定义立即看
到任何加性范畴 A的对偶范畴 Aop依然是加性范畴. 不同的是 (AC4)中态射 pk 和 ik 的位置在 Aop中互换.

利用加性范畴中的 (AC3)容易验证加性范畴A中任何两个对象A,B间的零态 0A,B 就是HomA(A,B)中

的零元. 并且固定 (AC4)中的记号可直接验证任何对象 A1, ..., An ∈ obA, {Ak}nk=1 在范畴 A中的积和余积都
存在: (A, {ik}nk=1)是 {Ak}nk=1在范畴A中的余积并且 (A, {pk}nk=1)是 {Ak}nk=1在范畴A中的积. 一般地,对满
足 (AC1)-(AC3)的范畴 A, A满足 (AC4)的充要条件是 A中任意有限多个对象的积存在 (类似地,也等价于
A中任意有限多个对象的余积存在). 根据 (AC4)和前面的讨论看到加性范畴中任意有限多个对象的积对象和
余积对象同构,因此群范畴存在零对象但不是加性范畴. 模范畴明显是加性范畴.
下面我们回顾加性范畴中积/余积对象间态射非常便利的记号.

Notation 1.3. 设 A 是加性范畴, X1, ..., Xn, Y1, ..., Ym ∈ obA, 并且对每个 1 ≤ j ≤ n 和 1 ≤ i ≤ m 有态射

aij : Xj → Yi. 现在有 {Xj}nj=1的积对象和余积对象可取为同一对象X1⊕· · ·⊕Xn(并记 ik : Xk → X1⊕· · ·⊕Xn

是标准映射),同样设 Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym是 {Yi}mi 的积对象以及余积对象 (qk : Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym → Yk 是标准映射). 那
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么存在唯一的态射 ξ : X1 ⊕ · · · ⊕Xn → Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym 使得对任何 1 ≤ s ≤ n和 1 ≤ t ≤ m有 qtξis = ats. 将 ξ

记作 (aij)m×n,那么在此记号下 ik 可写作下述形式 (第 k行为 1其余元素为零):

0
...
1
...
0


: Xk → X1 ⊕ · · · ⊕Xn.

而 qk 可表达为 (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) : Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym → Yk(第 k 分量为 1,其余分量为零). 在此记号下,如果还有
Z1, ..., Zℓ ∈ obA和态射 glt : Yt → Zl,这诱导态射 (blt)ℓ×m : Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym → Z1 ⊕ · · · ⊕ Zℓ,可直接验证

X1 ⊕ · · · ⊕Xn Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym Z1 ⊕ · · · ⊕ Zℓ
(aij)m×n (blt)ℓ×m

的合成态射就是 (blt)ℓ×m(aij)m×n = (cij)ℓ×n,这里 cij = bi1a1j + bi2a2j + · · · + bimamj . 类似地,在态射的矩阵
记号下,具有相同始对象和终对象的两个态射之和在矩阵记号下,每个分量是原有位置矩阵分量之和.

上述记号可以让我们保持矩阵计算的习惯来处理态射的合成. 在加性范畴场景我们主要感兴趣加性函子,
即加性范畴间诱导态射集间加群同态的函子. 可直接证明加性范畴间的函子是加性的当且仅当该函子保持任
意有限积和有限余积;加性范畴间的加性函子将零对象映至零对象. 如果 F : A → B是加性范畴间的加性函子,
那么对任何 X,Y ∈ obA有 F (X ⊕ Y ) ∼= FX ⊕ FY . 从这个观察我们证明

Proposition 1.4. 设 F,G : A → B 都是加性范畴间的加性函子, η : F → G是自然变换且 X,Y ∈ obA. 那么
ηX⊕Y : F (X ⊕ Y )→ G(X ⊕ Y )是 B中同构的充要条件是 ηX : FX → GX 和 ηY : FY → GY 都是同构.

Proof. 因为加性函子保持有限积和有限余积,所以不妨设 F (X ⊕ Y ) = FX ⊕ FY 和 G(X ⊕ Y ) = GX ⊕ GY ,
那么根据 (AC4)有下述交换图:

FX FX ⊕ FY FY

GX GX ⊕GY GY

ηX ηX⊕Y ηY

并且根据我们的假设,现在有

ηX⊕Y =

(
ηX 0

0 ηY

)
,

由此,结合态射的矩阵记号运算法则,我们立即看到 ηX⊕Y 是同构的充要条件是 ηX , ηY 为同构.

类似于模范畴场景,我们也能在加性范畴中讨论

Definition 1.5 (态射的核, [Jac89]). 设 A是有零对象的范畴, f : A → B 是 A中态射. 称态射 k : K → A为

f : A→ B 在 A中的核,如果满足

• 态射 k是monic态;

• 态射 fk = 0;
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• 对任给 A中对象 G和态射 g : G→ A满足 fg = 0,那么存在态射 g′ : G→ K 使得 kg′ = g.

Remark 1.6. 设 k : K → A是 (有零对象的)范畴 A中态射 f : A → B 的核,那么只要态射 g : G → A满足

fg = 0,满足 kg′ = g的态射 g′存在且唯一. 易知态射的核一旦存在,那么在同构意义下唯一.

Remark 1.7. 有时为了叙述方便,也会使用 [Ste75]中记号将 f : A→ B 在 A中的核 k : K → A作为态射简记

为 kerf ,把 K 记作 Kerf . 那么记号 Kerf = 0表示核 k : K → A中始对象 K = 0. 对 f 的核 k : K → A,可直
接验证加性范畴中 Kerf = 0当且仅当 kerf = 0以及 Kerf = 0的充要条件是 f 是monic态. 所以在态射的核
存在的前提下,核能够判别态射是否是monic态.

模范畴的全子范畴中态射的核可能与在整个模范畴中的核不同; 模范畴的全子范畴中态射的核可能不存
在. 对偶地,我们也能够在具有零对象的范畴中考虑余核的概念.

Definition 1.8 (态射的余核, [Jac89]). 设 A是有零对象的范畴, f : A→ B 是 A中态射. 称态射 c : B → C 为

f : A→ B 在 A中的余核,如果满足

• 态射 c是 epic态;

• 态射 cf = 0;

• 对任给 A中对象 H 和态射 h : B → H 满足 hf = 0,那么存在态射 h′ : C → H 使得 h′c = h.

Remark 1.9. 态射的余核一旦存在便在同构意义下唯一. 我们也时常使用记号 cokerf 来表示态射 f 的余核,并
把余核作为态射的终对象记作 Cokerf . 那么对态射 f : A → B 的余核 c : B → C, 记号 Cokerf = 0 表示

C = 0. 可直接验证加性范畴中 f 的余核 Cokerf = 0当且仅当 cokerf = 0,这也等价于 f : A→ B 是 epic态.

Remark 1.10. 如果加性范畴 A中的态射 f : A→ B 有核 k : K → A,那么在加性范畴 Aop中, f : B → A有余

核 k : A→ K. 如果 A中态射 f : A→ B 有余核 c : B → C,那么在加性范畴 Aop 中, c : C → B 是 f : B → A

的核. 特别地,如果加性范畴 A中任何态射都存在核以及余核,那么对偶范畴 Aop中任何态射也存在核与余核.

Notation 1.11. 类似模范畴,在加性范畴A中如果态射 f : A→ B是monic态,会采用记号 0 A B
f

来表示 f 是 monic态;如果 f : A → B 是 epic态,也会使用记号 A B 0
f

表示 f 是 epic态. 在
Abel范畴引入正合性概念后,将说明这种记号习惯是合理的,见 [注记1.25].

模范畴中态射的余核明显存在. 现在我们能够正式阐述 Abel范畴的概念.

Definition 1.12 (Abel范畴, [Jac89]). 设 A是加性范畴,称 A是 Abel范畴,如果

• (AC5)所有态射的核与余核存在;

• (AC6)任何monic态是其余核的核, epic态是核的余核;

• (AC7)对任何态射 f : A→ B,存在 epic态 e和monic态m使得 f = me.

Remark 1.13. 如果 Abel范畴中任意一族对象的积存在,则称该范畴是完备的;如果 Abel范畴中任意一族对象
的余积 (有时也改称为直和)存在,则称该范畴是余完备的.
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Remark 1.14. 设 k是域,如果 Abel范畴 A中任意两个对象的态射集不仅是加法群,还是 k-线性空间并且态射
的合成是 k-双线性的,则称 A是 k-线性 Abel范畴.

Abel范畴的定义中的 (AC7)被称为“满单分解”, 可以证明满足 (AC5)和 (AC6)的加性范畴自动满足
(AC7),即这里的条件 (AC7)本质上是多余的. 我们在下面的 [引理1.15]记录其证明,以后将自由地使用.

Lemma 1.15. 设 A是满足 (AC5)和 (AC6)的加性范畴,那么 A满足 (AC7).

Proof. 设 f : A→ B 是 A中的态射并有核 k : Kerf → A以及 k的余核 e : A→ Cokerk,则对下图

0 Kerf A B

Cokerk

0

k f

e

由 fk = 0知存在态m : Cokerk → B 使得 f = me. 这里 e作为 k的余核是 epic态,故只要证m是monic态.
因为 A是加性范畴,所以要证明m是monic态只需证明对任何满足mg = 0的态 g : D → Cokerk,有 g = 0.

0 Kerf A B

D Cokerk

0

k f

e

g

m

设 l : Cokerk → Cokerg是 g的余核,如果我们能够证明 l是monic态,那么就得到了 g = 0.

0 Kerf A B

D Cokerk Cokerg

0

k f

e

g

m

l

h

下证 l是monic态. 因为mg = 0,所以存在态 h : Cokerg → B 使得m = hl. 易见有 f = hle. 设 k′ : Ker(le)→
A是态 le的核,那么 lek′ = 0. 进而 fk′ = hlek′ = 0.

Ker(le)

0 Kerf A B

D Cokerk Cokerg

0

k′

k f

e

g

m

l

h
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因此由 k是 f 的核知存在态 q : Ker(le)→ Kerf 使得 k′ = kq. 所以 ek′ = ekq = 0.

Ker(le)

0 Kerf A B

D Cokerk Cokerg

0

k′q

k f

e

g

m

l

h

利用 k′ 是 le的核容易验证 k′ 也是 e的核. 于是由 AC6知 e与 el都是 k′ 的余核,从而由余核的同构唯一性知
存在同构 u : Cokerg → Cokerk使得 ule = e. 利用 e是 epic态得到 ul = 1Cokerk,这说明 l是monic态. 于是结
合前面的讨论知 g = 0,所以m是monic态. 这就证明了满单分解 f = me的存在性.

设 A是满足 (AC5)的加性范畴,那么任何态射 f : A→ B 对应

0 K A B C 0

Cokerk Kerc

0 0

k f

c1

c

k1

于是存在唯一的态射 f : Cokerk → Kerc使得 f = k1fc1. 可以证明满足 (AC5)的加性范畴是 Abel范畴当且
仅当任何态射 f : A → B 在上述讨论下导出的态射 f : Cokerk → Kerc是同构. 因此在 Abel范畴中总有“同
态定理”成立. 任何范畴中的同构既是 monic态也是 epic态. 在 Abel范畴中既是 monic态也是 epic态的态
射一定是同构: 根据 [注记1.6]和 [注记1.9],可选取 cokerk为 1A以及选取 kerc为 1B ,于是 f = f 是同构.

Example 1.16. 设 A是 Abel范畴,那么 Aop也是 Abel范畴.

Proof. 从 [注记1.2]以及 [注记1.10]以及 [引理1.15]知只需要说明 Aop 满足 (AC6). 而由 Aop 中的 monic态
是 A中的 epic态, Aop中的 epic态是 A中monic态结合 [注记1.10]便知 Aop满足 (AC6).

范畴 A中对象 A的子对象原本指代终对象是 A的某monic态所在的等价类,为了讨论方便时常将该等价
类的代表元记作/称作 A的子对象. 即对任何 monic态 ι : A′ → A, 将 ι或 A′ 称为 A的子对象. 在这一术语
下,态射 f : A → B 如果核存在, kerf 便是 A的一个子对象 (也能说 Kerf 是 A的子对象). 如果 A的子对象

ι1 : A1 → A 和子对象 ι2 : A2 → A 满足存在态射 u : A2 → A1 使得 ι1u = ι2(这时 u 自动是 monic 态), 记
A1 ⊆ A2. 在此记号下,如果 A有子对象 ι1 : A1 → A和子对象 ι2 : A2 → A满足 A1 ⊆ A2 和 A2 ⊆ A1,那么 ι1

和 ι2所对应的子对象 (等价类)是相同的. 对于商对象我们也常将商对象作为 epic态等价类的一个代表元称为
给定对象的商对象. 于是范畴中的态射 f : A→ B 的余核只要存在,我们能够把 cokerf 称为 B 的商对象.

Notation 1.17. 在 Abel范畴 A中,如果对象 A有子对象 A′(即有monic态 ι : A′ → A),将 A的商对象 cokerι
的终对象 Cokerι记作 A/A′(虽然从 A′到 A的等价的monic态未必唯一,但 A/A′在同构意义下唯一).
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现在给定 Abel范畴 A中的态射 f : A → B,称 Ker(cokerf)为 f 的像,记作 Imf ,它可视作 B 的子对象.
根据态射核的定义,严格地说这里的 Imf 来自某个monic态 ι : Imf → B,并且对象 Imf 所在的同构类被 f 唯

一决定. 在此记号下,根据态射的核的定义,存在唯一的态射 f ′ : A→ Imf 使得

A B

Imf

f

f ′ ι

交换,这里 f ′ : A → Imf 利用 (AC7)可知是 epic态 (这里的 f ′ 仅在取定 ι的前提下唯一,对于 Ker(cokerf)
对应 monic 态的不同代表元 ι 的选取定义出的态射 f ′ 对应 A 的商对象 (等价类) 被 f 唯一决定). 利用 [记
号1.17],态射 f : A→ B 导出的同构 f : Cokerk → Kerc能够重新表述为 A/Kerf ∼= Imf .

Example 1.18. 设 A是 Abel范畴, f : A→ B 是 epic态,那么零态 B → 0是 f 的余核. 因此 1B : B → B 是 f

的余核的核,进而在我们的记号下有 Imf ∼= B. 如果 f 是monic态,那么由 Kerf = 0得到 A ∼= Imf .

Example 1.19 (子对象族的和, [Ste75]). 设 A是 Abel范畴, X ∈ obA并设 A中的对象族 {Xα}α∈Λ(这里 Λ是

指标集)满足都是 X 的子对象且存在直和 (⊕α∈ΛXα; iα : Xα → ⊕α∈ΛXα),这里把 Xα作为 X 的子对象取定一

个monic态 ια : Xα → X . 则有唯一的态射 ι : ⊕α∈ΛXα → X(未必monic)使下图对所有的指标 α ∈ Λ交换:

Xα ⊕α∈ΛXα

X

iα

ια ι

那么态射 ι的像集 Imι是X 的子对象,称 Imι为X 的子对象族 {Xα}α∈Λ的和 (这里假定了直和对象的存在性,
当 Λ是有限集时, (AC4)保证了有限直和总存在),记作

∑
α∈ΛXα. 如果每个 α ∈ Λ所对应的 ια选取不同,定义

出的态射 ⊕α∈ΛXα → X 与 ι相差某个同构. 进而不同选取的 ια 定义出的和对象
∑

α∈ΛXα 都是同构的. 将上
述态射 ι的标准分解设为下图,其中 ι′是 epic态, j 是monic态.

⊕α∈ΛXα X

∑
α∈ΛXα

ι

ι′ j

如果上图中的 epic态 ι′ : ⊕α∈ΛXα →
∑

α∈ΛXα 进一步是monic态,即给出同构 ⊕α∈ΛXα
∼=
∑

α∈ΛXα,这时称
X 的子对象族 {Xα}α∈Λ 是独立的,并称和对象

∑
α∈ΛXα 是直和的. 注意每个 Xα 都是和对象

∑
α∈ΛXα 的子

对象: 对态射 ι′iα : Xα →
∑

α∈ΛXα,注意到 jι′iα = ια是monic态,所以 ι′iα是monic态.

X

Xα ⊕α∈ΛXα

∑
α∈ΛXα

iα

ι′iα

ια

ι′

ι j
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依然保持对象 X 的子对象族 {Xα}α∈Λ 的直和存在的假设. 我们说明如果 X 有子对象 ℓ : W → X 满足所有的

α ∈ Λ都有 Xα ⊆ W ,那么也有
∑

α∈Λ ⊆ W ,进而知子对象族 {Xα}α∈Λ 的和对象作为 X 的子对象是所有包含

全体 Xα的子对象中最小者. 首先对每个 α ∈ Λ有态射 uα : Xα →W 使得 ℓuα = ια,于是由余积的定义知存在
唯一的态射 u : ⊕α∈ΛXα → W 使得 uiα = uα. 进而 ℓuiα = ℓuα, ∀α ∈ Λ,由此得到 ιiα = ℓuiα, ∀α ∈ Λ,由余积
的定义得到 ℓu = ι. 现在容易验证 k : Kerι → ⊕α∈ΛXα 也是 ι′ 的核,所以 ι′ 是 k的余核. 从而由 ℓuk = 0得到

存在唯一的态射 v : Imι→ W 使得 vu = ι′(注意这里 Imι =
∑

α∈ΛXα). 从而由 jι′ = ℓu = ℓvι′ 以及 ι′ 是 epic
态得到 ℓv = j. 而 j 是monic态也说明 v是monic态,因此

∑
α∈ΛXα = Imι ⊆W .

Kerι ⊕α∈ΛXα W

Imι

X

k

ι

ι′

u

ℓj

v

设 R是含幺环. 在模范畴 R-Mod情形,取定左 R-模 X 的子模族 {Xα}α,有标准嵌入 ια : Xα → X ,这时
模的直和 ⊕α∈ΛXα 到 X 的诱导同态 ι的像就是通常子模 Xα 的和,并且子模族 {Xα}α 的和是直和当且仅当相
应的同态 ι′ : ⊕α∈ΛXα →

∑
α∈ΛXα是单射.

如果 A有子对象 ι : A′ → A,用 f(A′)表示 fι : A′ → A. 前面已经指出 Abel范畴中的态射 f : A → B 定

义出的像 Imf 作为 B 的子对象被 f 唯一决定. 于是我们能够像模范畴情形在 Abel范畴讨论正合.

Definition 1.20 (正合列, [Ste75]). 设 A是 Abel范畴,并有态射序列

· · · Xi−1 Xi Xi+1 · · · .fi−1 fi

如果 Imfi−1 = Kerfi(作为Xi的子对象),那么称上述序列,或 fi−1和 fi在Xi处正合. 如果上述态射序列在每个
指标 i对应的对象Xi处正合,则称上述态射序列是A中的正合列. 形如 0 A B C 0

的正合列称为短正合列.

Remark 1.21. 现在设 f : A → B 和 g : B → C 作为 Abel范畴中的态射在 B 处正合. 设 ι : Imf → B 是态射

f : A→ B 的像作为 B 的子对象的代表元, j : Kerg → C 是态射 g : B → C 的核作为 B 的子对象的代表元. 根
据正合的定义,存在同构 u : Imf → Kerg使得下图交换:

A B C

Imf Kerg

f

f ′

g

ι

u

j (1.1)

由此可知 gf = 0并且根据 gf = 0导出的 Imf 到 Kerg 的态射 (即 u)是同构. 反之,如果态射 f : A → B 和

g : B → C 满足 gf = 0并且由 gf = 0所导出使得图 (1.1)交换的唯一态射 u : Imf → Kerg是同构,那么自然
作为 B 的子对象有 Imf = Kerg. 因此一旦 gf = 0,取定 f 的像以及 g 的核的代表元后可通过验证图 (1.1)中
的态射 u是同构来验证 f 和 g在 B 处正合.
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Remark 1.22. 如果 Abel范畴 A中有正合列 A B C,
f g

那么 Aop(回忆 [例1.16])中的态射序列

C B A
g f

也正合. 回忆 Aop 中 f 的核来自 f 在 A 中的余核, g 在 Aop 中的像来自 g 在 A 中核的余核. 并且考虑 A 中
f : A → B 的标准分解 f = ιf ′,这里 f ′ : A → Imf 是 epic态且 ι : Imf → B 是monic态后可知 f 在 A中的
余核也是 ι在 A中的余核. 所以要证明 A中 f 的余核就是 g的核的余核,只需证明 A中 ι就是 g在 A中的核,
而这来自 A中正合性的定义. 因此 C B A

g f
在 A中也正合.

因为 Abel范畴中 monic态都是其余核的核,所以如果 k : K → A是态射 f : A → B 的核,那么 Imk =

Kerf ,即态射 f : A→ B 导出正合列 K A B
k f . 如果态射 g : B → C 有余核 c : C → Cokerg,那

么根据态射的像的定义立即得到 Img = Kerc,故有正合列 B C Cokergg c . 反之,如果态射序列

A B C
f g

正合,那么 f 是monic态蕴含 f : A → B 是 g : B → C 的核. 在上述序列正合的前提下, g是 epic态蕴含标准
映射 ι : Imf → B 是 g 的核且 g : B → C 是 ι的余核. 进而利用 f : A → B 可经对象 Imf 分解为 epic态和
monic态的合成易见 f 是 g的核. 所以上面的讨论证明了

Proposition 1.23. 对 Abel范畴中的态射序列 A B C
f g ,有

(1)态射 f 是 g的核当且仅当该序列正合且 f 是monic态.
(2)态射 g是 f 的余核当且仅当该序列正合且 g的 epic态.

Lemma 1.24. 设 A是 Abel范畴, 并有态射序列 0 A B C 0,
f g

那么该序列是短正

合列的充要条件是 f 与 g在 B 处正合, f 是monic态且 g是 epic态.

Proof. 必要性: 设 f 和零态在 A处正合,那么由 1A : A→ A是零态 0→ A的余核以及零态 0→ A是monic态
可知零态的像 Im0 = 0. 于是由正合性得到 Kerf = Im0 = 0,应用 [注记1.7]得到 f 是monic态. 类似地,零态
C → 0是 epic态并且有核 1C : C → C,所以 Img = 1C(作为 C 的子对象),于是由 g和 g的余核的合成为零态

得到存在态射 g′ : C → B 使得 gg′ = 1C ,这说明 g是 epic态.
充分性: 现在设 f 是monic态, g是 epic态且 f 和 g在 B处正合. 那么由 [注记1.7]知 Kerf = 0 = Im0且

[注记1.9]说明 Cokerg = 0. 进而 Img = 1C(作为 C 的子对象),因此由零态 C → 0的核也是 1C(作为 C 的子

对象)得到 Img = Ker0. 这说明 0 A B C 0,
f g

是正合的.

Remark 1.25. 根据 [引理1.24]的讨论,态射 f : A→ B是monic态当且仅当 0 A B
f

是正合的.
而态射 g : B → C 是 epic态也等价于 B C 0

g
正合. 于是我们能够将 [命题1.23]重述为序列

0 A B C
f g

正合的充要条件是 f 是 g的核. 序列 A B C 0
f g

正合当且仅当 g是 f 的余核.
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Example 1.26 (子对象的交, [Ste75]). 设 A是 Abel范畴, X ∈ obA并设 A中的对象族 {Xα}α∈Λ(这里 Λ是指

标集)满足都是 X 的子对象且对象族 {X/Xα}α∈Λ 存在积,相应的标准态射记作 pα :
∏
α∈ΛX/Xα → X/Xα.

使用 [例1.19]中相同的记号,将子对象态射 Xα → X 记作 ια,那么有正合列

0 Xα X X/Xα 0,
ια πα

进而根据积的定义,存在唯一的态射 π : X →
∏
α∈ΛX/Xα使得对所有指标 α ∈ Λ有 pαπ = πα. 将态射 π的核

称为 X 的子对象族 {Xα}α∈Λ 的交,记作 ∩α∈ΛXα. 根据定义立即得到 ∩α∈ΛXα 是 X 的子对象. 记子对象的标
准映射为 k : ∩α∈ΛXα → X ,进而 παk = 0,因此由 ια是 πα的核得到存在唯一的态射 tα : ∩α∈ΛXα → Xα使得∏

α∈ΛX/Xα X/Xα

X

Xα ∩α∈ΛXα

pα

παπ

ια k
tα

交换. 根据 k 是 monic 态立即得到 tα 也是 monic 态. 现在我们说明 ∩α∈ΛXα 是 X 的子对象中含于所有 Xα

中的最大者. 现在设 X 有子对象 ℓ : W → X 满足 W ⊆ Xα, ∀α ∈ Λ, 即有子对象态射 jα : W → Xα 使得对

所有的指标 α ∈ Λ有 ιαjα = ℓ. 于是 παℓ = 0, ∀α ∈ Λ, 由此结合积的定义得到 πℓ = 0. 因此存在唯一的态射
s :W → ∩α∈ΛXα使得 ℓ = ks,而 ℓ是monic态蕴含 s也是monic态,因此W ⊆ ∩α∈ΛXα.

如果 Abel范畴间的加性函子 F : A → B(这里讨论共变情形,逆变类似定义)满足对任何短正合列

0 A B C 0
f g

有 0 FA FB FC
F (f) F (g)

正合,则称 F 是左正合函子. 如果对任何上述形式短正合列有

FA FB FC 0
F (f) F (g)

正合,则称 F 是右正合函子. 如果 F 既是左正合函子也是右正合函子,称为正合函子. 正合函子的合成依然是
正合的. 我们也可以对 Abel范畴间的逆变加性函子定义相应概念. 这时标准函子 A → Aop 是正合的, 见 [注
记1.22]. 任何函子/逆变函子 F : A → B 诱导逆变函子/函子 F̂ : Aop → B. 下面的观察说明讨论 Abel范畴间
的函子/逆变函子的正合性质,考虑共变函子即可. 如果 F : A → B是 Abel范畴间的逆变加性函子,那么

• 逆变函子 F : A → B是左/右正合的当且仅当函子 F̂ : Aop → B是右/左正合的.

• 逆变函子 F : A → B是正合的当且仅当函子 F̂ : Aop → B是正合的.

Example 1.27. 设A是Abel范畴,由 [命题1.23]易知对任何X ∈ obA, HomA(X,−) : A → Ab是左正合函子.
并且逆变函子 HomA(−, X) : A → Ab也是左正合的.

因为加性函子将零对象映到零对象,所以根据 [注记1.25]可知正合函子保持monic态和 epic态;左正合函
子保持monic态;右正合函子保持 epic态. 一般地

10



Proposition 1.28. 设 F : A → B是 Abel范畴间的加性函子,那么
(1)函子 F 左正合的充要条件是 F 保持态射的核.
(2)函子 F 右正合的充要条件是 F 保持态射的余核.

Proof. (1)函子 F 如果左正合,那么对任何态射 f : A→ B 的核 k : Kerf → A,有

0 Kerf A B
k f

正合. 考虑态射 f : A→ B 的标准分解 (下图中 f ′是 epic态, ι是monic态)

A B

Imf

f

f ′ ι

那么 k明显是 f ′的余核,因此由 f ′是 epic态可知 f ′也是 k的余核. 因此 [注记1.25]说明

Kerf A Imf 0
k f ′

正合,结合 k是monic态,由 [引理1.24]得到 0 Kerf A Imf 0
k f ′

正合. 用函子 F 作

用,得到正合列
0 F (Kerf) FA F (Imf),Fk F (f ′)

易知这时 Fk也是 F (f)的核,进而知 F 保持态射的核. 反之,设 F 保持态射的核,任取短正合列

0 A B C 0,
f g

从 [注记1.25]知 f 是 g的核,所以 F (f)也是 F (g)的核. 于是 [注记1.25]说明

0 FA FB FC
F (f) F (g)

正合. 因此 F 是左正合函子.
(2)类似 (1),由 [注记1.25]容易得到 F 保持态射的余核蕴含 F 右正合. 现在设 F 是右正合函子,并设态射

f : A→ B有余核 c : B → Cokerf ,同样考虑 f 的标准分解,有 epic态 f ′ : A→ Imf 和monic态 ι : Imf → B

使得 f = ιf ′. 类似 (1),利用 f ′ 是 epic态得到 cι = 0,进而得到 c也是 ι的余核. 从而 ι是 epic态 c的核,由此
得到 ι和 c在 B处正合,再用函子 F 作用短正合列 0 Imf B Cokerc 0

ι c
可得 F (c)

是 F (ι)的余核,进而利用 F (f ′)是 epic态可得 F (c)是 F (f)的余核.

Remark 1.29. 设 F : A → B 是 Abel 范畴间的加性函子. 如果 F 是左正合函子, 那么对任何 A 中正合列
0 A B C,

f g
有 0 FA FB FC

Ff Fg
是 B中正合列 (回忆 [命题1.23]).

如果 F 是右正合函子,那么对 A中任何正合列 A B C 0
f g

有下述序列在 B中正合:

FA FB FC 0.
Ff Fg

类似地,如果F : A → B是逆变加性函子,当F 是左正合函子时,A中任何正合列 A B C 0
f g

能够导出 B 中正合列 0 FC FB FA.
Fg Ff

当 F : A → B 是逆变右正合加性函子时, A中任

何正合列 0 A B C
f g

能够导出 B中正合列 FC FB FA 0.
Fg Ff
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Corollary 1.30. 设 F : A → B是 Abel范畴间的正合函子,那么对任何态射 f : A → B 有 F (Imf) ∼= ImF (f).
特别地,如果 A中有态射 f : A→ B 和 g : B → C 满足 gf = 0,那么在 B中有同构

F (Kerg/Imf) ∼= Ker(Fg)/Im(Ff).

Proof. 考察态射 f : A→ B 的标准分解 (下图中 f ′是 epic态, ι是monic态):

A B

Imf

f

f ′ ι

用函子 F 作用上图, 得到 monic 态 F (ι). 由于 [命题1.28] 的证明过程表明 f 的余核也是 ι 的余核, 所以应用
[命题1.28]立即得到 F (f)的余核也是 F (ι)的余核. 结合 F (ι)是 monic态得到 F (ι)是 F (f)的余核的核. 因
此根据态射的像的定义可知 F (Imf) ∼= ImF (f). 现在设还有态射 g : B → C 满足 gf = 0. 因为 gf = 0,所以如
果设 ι : Imf → B 是标准态射,则存在唯一的态射 u : Imf → Kerg使得 ku = ι,其中 k : Kerg → B 是 g的核.
这里 u明显是monic态,即 Imf 是 Kerg的子对象. 于是通过 [注记1.25]我们得到正合列

0 Imf Kerg Kerg/Imf 0.
u c

由 F 是正合函子,作用上述短正合列得到 F (Kerg)/F (Imf) ∼= F (Kerg/Imf),再应用 [命题1.28]即可.

Remark 1.31. 在 [推论1.30] 证明过程中, 我们看到当 Abel 范畴 A 中态射 f : A → B 和 g : B → C 满足

gf = 0. 那么有正合列 0 Imf Kerg Kerg/Imf 0,
u c

进而知 f 和 g在 B 处正合的充

要条件是 Kerg/Imf = 0. 因此对象 Kerg/Imf 可测试 f 和 g 的正合性, 事实上这就是复形的 (上) 同调对象,
之后我们会详细讨论相应性质, 见 [定义1.54]. 如果 F : A → B 是 Abel范畴中的正合忠实满函子, 那么对任
何 A 中态射 f : A → B, 易见 f = 0 当且仅当 F (f) = 0 以及对任何 X ∈ obA, X = 0 当且仅当 FX = 0.
因此应用 [推论1.30] 和前面的讨论立即得到态射 f : A → B 和态射 g : B → C 在 B 处正合的充要条件是

Ff : FA→ FB 和 Fg : FB → FC 在对象 FB 处正合.

Proposition 1.32. Abel范畴间的正合函子保持任何正合列.

Proof. 证明与模范畴场景完全类似,设 F : A → B是 Abel范畴间的正合函子,并有正合序列 (下图第一行)

· · · Xn−1 Xn Xn+1 Xn+2 · · ·

Imfn−1 Imfn Imfn+1

0 0 0 0

fn−1

πn−1

fn

πn

fn+1

πn+1ιn ιn+1 ιn+2

其中monic态 ιn+1 和 epic态 πn 表示 fn 的标准分解,易见 ιn 和 πn 在 Xn 处正合. 因此通过将函子 F 作用上

图再利用正合函子保持核与余核便知每个 F (fn−1)和 F (fn)在 FXn处正合.

在 [例1.27]中指出 Abel范畴上的共变/逆变 Hom函子都是左正合的. 类似模范畴情形,可以考虑
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Definition 1.33 (投射/内射对象, [Wei94]). 设 A是 Abel范畴, X ∈ obA.

• 如果 HomA(X,−)是正合函子,那么称 X 是 A中投射对象.

• 如果 HomA(−, X)是正合函子,那么称 X 是 A中内射对象.

如果 A满足对 A中任何对象 A,都存在投射对象 P 和 P 到 A的 epic态,则称 A有足够多的投射对象. 如果 A
满足对 A中任何对象 A,都存在内射对象 I 和 A到 I 的monic态,则称 A有足够多的内射对象.

Remark 1.34. 因为共变/逆变 Hom函子本身就是左正合的,所以 Abel范畴 A中对象 X 是投射的也等价于对

任何 epic态 π : A→ B 和态射 f : X → B,存在态射 f : X → A使得下图交换:

X

A B 0

f
f

π

对偶地, A中对象 X 是内射的当且仅当对任何monic态 ι : A→ B 和态射 g : B → X ,存在态射 g : A→ X 使

得 gι = g. 由 [注记1.22]可知 X 是 A中投射/内射对象等价于 X 是 Aop 中内射/投射对象. 模范畴既有足够多
的投射对象也有足够多的内射对象. 一般地, Abel范畴未必具有足够多的投射对象或具有足够多的内射对象.

Remark 1.35. 对于余完备的 Abel范畴 (回忆 [注记1.13]),易验证任意一族投射对象的余积依然是投射的; 对
于完备的 Abel范畴,易验证任意一族内射对象的积依然是内射的. 反之亦然,见 [注记1.56].

设 A是 Abel范畴,并有短正合列 0 A B C 0,
f g

称该短正合列是可裂的,如果
存在态射 ι : C → B 使得 gι = 1C . 下面我们记录可裂短正合列的刻画.

Proposition 1.36 ([Jac89]). 设A是Abel范畴,且 0 A B C 0
f g

正合. 则以下等价:
(1)该短正合列是可裂的.
(2)该短正合列满足存在态射 p : B → A和 ι : C → B 使得 fp+ ιg = 1B .
(3)该短正合列满足存在态射 p : B → A和 ι : C → B 使得 fp+ ιg = 1B, pf = 1A, gι = 1C , pι = 0.
(4)该短正合列满足存在态射 p : B → A使得 pf = 1A.

Proof. 这里 (3) 蕴含 (1), (2) 和 (4). 下面证明 (1)⇒(2)⇒(3) 以及 (4)⇒(2) 来完成证明. 先证 (1)⇒(2): 这
时有态射 ι : C → B 使得 gι = 1C , 于是 g(1B − ιg) = 0, 于是由 f 是 g 的核得到存在态射 p : B → A 使得

fp = 1B − ιg. 再说明 (2)⇒(3): 这时对 fp + ιg = 1B 右乘 f 得到 fpf = f ,结合 f 是monic态得到 pf = 1A,
类似地对 fp + ιg = 1B 左乘 g 得到 gι = 1C . 于是 fp + ιg = 1B 右乘 ι得到 fpι = 0, 结合 f 是 monic态便
知 pι = 0. 最后证明 (4)⇒(2): 注意到 (1B − fp)f = 0, 所以由 g 是 f 的余核得到存在态射 ι : C → B 使得

1B − fp = ιg,这就完成命题证明.

Remark 1.37. 如果Abel 范畴 A 中态射 f : A → B 和 g : B → C 满足 gf = 0 且存在态射 p : B → A 和

ι : C → B 使得 fp + ιg = 1B, pf = 1A, gι = 1C , pι = 0,那么 f 是 monic态, g 是 epic态并且容易看出 f 是 g

的核,进而 [命题1.23]保证了 0 A B C 0
f g

是短正合列. 特别地, Abel范畴间的加
性函子总能把可裂短正合列映至可裂短正合列.
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Remark 1.38. 比较 [命题1.36(4)]和加性范畴定义中的 (AC4)便知 0 A B C 0
f g

只要是可裂短正合列,那么 B ∼= A⊕ C. 更进一步,有下述交换图:

0 A B C 0

0 A A⊕ C C 0

f

1A

g

1C(f g)

这里第二行的态射都是标准的, 上下两行都是正合列并且易见竖直方向的态射都是同构. 反之, 如果给定的短
正合列和上图的第二行的短正合列间有同构,那么给定的短正合列明显是可裂的,所以我们也可以通过上面的
交换图存在性给出短正合列可裂的刻画.

Proposition 1.39 ([ZW18]). 设 A是 Abel范畴, X Y Z
f g

是 A中态射序列.

(1)如果对任何A中对象W 有加群正合列 HomA(W,X) HomA(W,Y ) HomA(W,Z),
f∗ g∗

那么序

列 X Y Z
f g

正合.

(2)如果对任何A中对象W 有加群正合列 HomA(Z,W ) HomA(Y,W ) HomA(X,W ),
g∗ f∗

那么序

列 X Y Z
f g

正合.

Proof. (1)取W = X ,那么由 g∗f∗(1X) = 0得到 gf = 0. 现在设 k : Kerg → Y 是核和 f : X → Y 的标准分解

X Y

Imf

f

f ′ ι

那么有标准态射 u : Imf → Kerg使得 ku = ι(特别地, u是monic态). 再取W = Kerg,那么由 gk = 0得到存

在态射 h : Kerg → X 使得 fh = k. 于是 ιf ′h = kuf ′ = k,进而 u是 epic态. 因此由 u既是monic态也是 epic
态得到 u是同构,这说明 f 和 g在 Y 处正合.

(2)取W = Z 立即得到 gf = 0. 保持 (1)中的记号, f : X → Y 有标准分解 f = ιf ′ 且 k : Kerg → Y 是

g 的核. 现在 gf = 0说明有 monic态 u : Imf → Kerg 使得 ku = ι. 取 W = Cokerf ,并记 c : Y → Cokerf
是余核态射, 那么 f∗(c) = 0, 所以存在态射 h : Z → Cokerf 使得 hg = c. 特别地, ck = 0, 所以存在态射
v : Kerg → Imf 满足 ιv = k. 于是 kuv = k,由此立即得到 u是 epic态,因此是同构.

下面我们讨论Abel范畴间伴随函子的正合性质,我们约定当讨论加性范畴间伴随函子时,要求伴随函子间
的联络中所有的伴随双射是加群同构. 现在我们证明

Proposition 1.40 ([ZW18]). 设A,B是Abel范畴且 F : A → B和G : B → A是加性函子. 如果G是 F 的左伴

随函子,即每个 X ∈ obA, Y ∈ obB对应加群同构 ηY,X : HomA(GY,X) → HomB(Y, FX)满足对固定的 Y , η
关于变量X给出HomA(GY,−)到HomB(Y, F−)的自然等价;对固定的X , η关于变量 Y 给出HomA(G−, X)

到 HomB(−, FX)的自然等价. 那么 G是右正合函子且 F 是左正合函子.

Proof. 先证明 F 是左正合函子. 取定 A中短正合列 0 X ′ X X ′′ 0,
f g

要证

0 FX ′ FX FX ′′Ff Fg

14



是 B中正合列. 根据 [命题1.39],只需说明对任何 Y ∈ obB有下述加群同态列正合:

0 HomB(Y, FX
′) HomB(Y, FX) HomB(Y, FX

′′).
(Ff)∗ (Fg)∗

事实上, F 和 G间的联络 η给出下述交换图:

0 HomB(Y, FX
′) HomB(Y, FX) HomB(Y, FX

′′)

0 HomA(GY,X
′) HomA(GY,X) HomA(GY,X

′′)

(Ff)∗ (Fg)∗

f∗

ηY,X′

g∗

ηY,X ηY,X′′

由 HomA(GY,−)是左正合函子得到下行正合,于是上行也正合. 再证对 B中任何正合列

0 Y ′ Y Y ′′ 0,
f g

有 GY ′ GY GY ′′ 0
Gf Gg

在 A中正合. 同样由 [命题1.39]知只需证

0 HomA(GY
′′,W ) HomA(GY,W ) HomA(GY

′,W ).
(Gg)∗ (Gf)∗

而这来自 HomB(−,W )是左正合函子以及下述交换图:

0 HomA(GY
′′,W ) HomA(GY,W ) HomA(GY

′,W )

0 HomB(Y
′′, FW ) HomB(Y, FW ) HomB(Y

′, FW )

(Gg)∗

ηY ′′,W

(Gf)∗

ηY,W ηY ′,W

g∗ f∗

Remark 1.41. 特别地,结合 [命题1.28]得到 Abel范畴间左伴随函子保持余核以及 epic态,右伴随函子保持核
以及monic态. 从 [命题1.40]也可以推出模范畴上 Hom函子左正合,张量函子右正合.

1.1 Freyd-Mitchell嵌入

本节先回顾 Freyd–Mitchell嵌入定理的叙述以及一些基本应用 (见 [推论1.45]以及 [推论1.46]),它使得
许多 Abel范畴上的同调代数问题能够转化为模范畴场景解决. 下面的嵌入定理来自 [Mit64]和 [Fre64].

Freyd–Mitchell Theorem. 设 A是一个小 Abel范畴 (即对象类是集合的 Abel范畴),那么存在含幺环 R以及

共变正合的忠实满函子 F : A → R-Mod.

该定理的一个直接应用便是模范畴中任何可以仅用“追图法”证明的同调代数结论都可以用忠实正合满

函子过渡到 Abel 范畴上. 但嵌入定理的条件适用于 Abel 范畴, 所以我们还是需要说明任何一个在模范畴中
“仅用追图”可证的同调代数结论都可以化归到一个小Abel范畴上讨论. 注意到我们可处理的任何一个交换图
中出现的所有对象构成的类都是集合 (甚至在绝大部分情况下,例如蛇形引理、五引理所处理的交换图中出现
的对象数目是有限的),因此我们只需说明任何 Abel范畴中的对象集都含于某个小 Abel子范畴中即可.

15



Proposition 1.42. 设 A是一个 Abel范畴, S ⊆ obA是非空集合,那么存在 A的一个 Abel全子范畴 B使得对
象类 obB是包含 S 的集合,即 B为包含 S 的小 Abel全子范畴,且 B中正合列在 A中也正合.

Proof. 定义 S0 是 S 添加 A中零对象构成的集合. 那么 S 可生成 A的一个全子范畴 B0,它是小范畴. 定义 S1
为 obB0添加 B0中所有态射在A中的核、余核以及有限直和 (均指定一个对象)构成的集合 (这里确实可以使
S1 成为集合,首先对范畴 A的所有同构类都选定一个代表元,那么任何态射 f : X → Y 的核 k : Kerf → X 与

余核 c : Y → Cokerf 都可以指定对象 Kerf 以及 Cokerf . 任何有限个对象的直和本身在同构意义下唯一,因
此一旦我们对 A中所有同构类都选定一个代表元,就对任意有限个对象也取定一个直和对象,注意到 B0 中所
有态射构成的类是集合,所以如此构造的 S1 也是集合). 并定义 B1 是以 S1 为对象集的全子范畴. 假设对正整
数 n,已经定义好对象集 Sn 以及 Sn 生成的全子范畴 Bn,定义 Sn+1 为 obBn 添加 Bn 中所有态射在 A中的核、
余核以及有限直和 (均指定一个对象)构成的集合, Bn+1 是以 Sn+1 为对象集的全子范畴. 递归地,对每个正整
数 n,定义出 (Bn,Sn). 根据构造方式,每个 Sn是集合且 S ⊆ S0 ⊆ S1 ⊆ · · · ⊆ Sn ⊆ Sn+1 ⊆ · · · . 现作

obB =
∞⋃
n=1

Sn,

那么 obB 是集合, 定义 B 是以 obB 为对象集的全子范畴, 还需说明 B 是 Abel 范畴. 任取 B 中有限个对象
X1, ..., Xn,存在正整数 N 使得这些对象都在 SN 中,所以 SN+1 中有它们的直和. 于是由 S0 含有零对象易知 B
是对象集包含 S 的加性范畴. 任取 B 中态射 f : X → Y ,则存在正整数 t使得 X,Y 在 St 中,于是 St+1 中存

在 Kerf 以及 Cokerf ,利用 Bt+1 是全子范畴便知 f : X → Y 在 B 中存在核与余核. 如果能够说明 B 中任何
monic态是它余核的核、任何 epic态是它核的余核,便可得 B是 Abel范畴. 而这一点由 B本身的构造以及范
畴A自身具备该性质便知结论成立. 所以 B是对象集包含 S 的 Abel全子范畴. 根据 B中态射的核以及余核的
构造, B中的正合列也会在 A中正合.

Remark 1.43. 在 [引理1.15]已指出满足 (AC5)和 (AC6)的加性范畴自动是 Abel范畴,这里没有验证 (AC7).

Remark 1.44. 如果 Abel范畴 A的子范畴 B 是 Abel范畴并且 B 中的正合列在 A中也正合, 则称 B 是 A的
Abel子范畴. 注意到 [命题1.42]证明过程中构造的子范畴是 Abel子范畴. 用正合函子的语言,如果 Abel范畴
A的子范畴 B也是 Abel范畴,那么 B是 A的 Abel子范畴当且仅当嵌入函子 B → A是正合函子.

现在我们可以用 Freyd–Mitchell嵌入定理来把模范畴上众多通过“追图法”得到的同调代数结论推广到
Abel范畴上. 这里仅列出嵌入定理在“五引理”以及“蛇形引理”证明上的应用.

Corollary 1.45 (五引理). 设 A是 Abel范畴,下图是 A中交换图：

X1 X2 X3 X4 X5

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5

α1

f1

α2

f2

α3

f3

α4

f4 f5

β1 β2 β3 β4

其中上下两行均为正合列,则有
(1)若 f1是 epic态, f2, f4均为monic态,则 f3是monic态.
(2)若 f5是monic态, f2, f4均为 epic态,则 f3是 epic态.
(3)特别地,若 f1, f2, f4, f5均为同构,则 f3也是同构.
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Proof. 五引理在模范畴中的版本追图易证. 现在设 B是含有 {X1, ..., X5, Y1, ..., Y5}的小Abel全子范畴,那么根
据 Freyd–Mitchell嵌入定理,存在含幺环 R以及共变正合的忠实满函子 F : B → R-Mod. 进而有交换图：

FX1 FX2 FX3 FX4 FX5

FY1 FY2 FY3 FY4 FY5

Fα1

Ff1

Fα2

Ff2

Fα3

Ff3

Fα4

Ff4 Ff5

Fβ1 Fβ2 Fβ3 Fβ4

因为 F 是正合函子, 所以上下两行是模范畴中的正合列. 同时, 正合函子保持 monic 态与 epic 态, 所以 A 中
monic态在 F 作用下变为模范畴中的单同态, epic态在 F 作用下变成模范畴中的满同态. 于是可对上面的交
换图应用模范畴中的五引理. 于是知：(1)若 f1是 epic态, f2, f4均为monic态,则 Ff3是单同态. (2)若 f5是

monic态, f2, f4 均为 epic态,则 Ff3 是满同态. 最后,由 F 是忠实的满函子可知 F 反向保持 monic态和 epic
态,于是知 Abel范畴中的五引理成立.

Corollary 1.46 (蛇形引理, [Wei94]). 考虑 Abel范畴 A中的交换图

X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z ′

α

f

β

g h

α′ β′

其中上下两行正合,那么存在下述形式的正合列：

Kerf Kerg Kerh Cokerf Cokerg Cokerhα̃ β̃ δ α̃′ β̃′

并满足下图交换:
Kerf Kerg Kerh

X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z ′

Cokerf Cokerg Cokerh

k1

α̃

k2

β̃

k3

α

f

β

g h

α′

c1

β′

c2 c3

α̃′ β̃′

Proof. 蛇形引理在模范畴中的版本可通过追图直接验证 (细节较多). 首先 A中总有下图：

Kerf Kerg Kerh

X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z ′

Cokerf Cokerg Cokerh

k1

α̃

k2

β̃

k3

α

f

β

g h

α′

c1

β′

c2 c3

α̃′ β̃′
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设 B 是包含上图所有对象的小 Abel全子范畴：依 Freyd–Mitchell嵌入定理,存在含幺环 R以及共变正合的

忠实满函子 F : B → R-Mod. 那么用函子 F 作用上图, 应用模范畴版本蛇形引理再拉回 B 中即可 (注意 [注
记1.28]指出正合函子保持核以及余核, [注记1.31]指出正合忠实满函子反向保持正合性).

1.2 复形范畴回顾

本节固定加性范畴 A,回忆 A上的 (上链)复形 (X•, d•)由对象族 X• = {Xi}i∈Z 以及 d• = {di}i∈Z 构成,
并满足 di+1di = 0, ∀i ∈ Z. 类似可定义链复形,但这份笔记使用上链复形的语言. 上链复形 (X•, d•)可写作

· · · X0 X1 · · · Xn Xn+1 · · · .d0 d1 dn dn+1

上面的 d•X 被称为复形的微分. 任何 X ∈ obA,固定整数 k,定义 Xk = X ,当 i 6= k时命 Xk = 0,并将所有微分
定义为零态射可得一复形,当 X 6= 0时称该复形集中在 k次位置.
如果复形 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )间有态射链 f• = {f i}i∈Z使得对任何指标 i,有下图交换:

Xi Xi+1

Y i Y i+1

fi

diX

fi+1

diY

则称 f•是 (X•, d•X)到 (Y •, d•Y )的链映射或复形态射,常简记为 f• : X• → Y •. 易见加性范畴A上所有 (上链)
复形和复形间链映射构成一范畴,称为 A上的复形范畴,记作 C (A). 易见 f• : X• → Y • 是 C (A)中monic态
的充要条件是每个 f i是 A中monic态; f• : X• → Y •是 C (A)中 epic态的当且仅当每个 f i是 A中 epic态.

Example 1.47 (Hom复形, [ZW18]). 设 A是加性范畴, (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )都是 A上复形. 对整数 n,定义

Homn(X,Y ) =
∏
p∈Z

HomA(X
p, Y p+n),

其上有自然的加群结构. Homn(X,Y )中的每个元素可写作 f = (fp)p∈Z,其中 fp : Xp → Y p+n. 下面我们对每
个整数 n,定义微分 dn : Homn(X,Y )→ Homn+1(X,Y )使得 (Hom•(X,Y ), d•)成为复形. 对每个 p ∈ Z,记

(dnf)p = dn+pY fp + (−1)n+1fp+1dpX ∈ HomA(X
p, Y p+n+1).

定义 dnf = ((dnf)p)p∈Z ∈ Homn+1(X,Y ). 下面验证 dn+1dnf = 0. 对每个 p ∈ Z,有

(dn+1dnf)p = dp+n+1
Y (dnf)p + (−1)n(dnf)p+1dpX .

再对上式代入 (dnf)p = dn+pY fp + (−1)n+1fp+1dpX 和 (dnf)p+1 = dn+p+1
Y fp+1 + (−1)n+1fp+2dp+1

X 得到

(dn+1dnf)p =dp+n+1
Y (dnf)p + (−1)n(dnf)p+1dpX

=dp+n+1
Y (dn+pY fp + (−1)n+1fp+1dpX) + (−1)n(dn+p+1

Y fp+1 + (−1)n+1fp+2dp+1
X )dpX

=(−1)n+1dp+n+1
Y fp+1dpX + (−1)ndn+p+1

Y fp+1dpX

=0.
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由此得到复形 (Hom•(X,Y ), d•),称为复形 (X•, d•X)到 (Y •, d•Y )的 Hom复形. 对固定的整数 n,有

Kerdn = {f = (fp)p∈Z ∈ Homn(X,Y )|dn+pY fp = (−1)nfp+1dpX}.

如果 n = 0,那么 Kerd0就是复形 (X•, d•X)到 (Y •, d•Y )的链映射全体. 并且对整数 n也有

Imdn−1 = {f = (fp)p∈Z ∈ Homn(X,Y )|存在s = (sp)p∈Z使得f
p = (dn−1s)p = dn−1+p

Y sp + (−1)nsp+1dpX}.

Remark 1.48. 若 R,S 是含幺环,X 是左 R-模复形, Y 是 R-S双模复形,则Hom•(X,Y )进一步是右 S-模复形.
更一般地,若有环 T 以及 X 是 R-T 双模复形, Y 是 R-S 双模复形,则 Hom•(X,Y )可自然视作 T -S 双模复形.

Remark 1.49. 如果 X,Y 都是集中在 ℓ 次部分的 A 上复形 (即 Xi = 0, Y i = 0, ∀i 6= ℓ, 设 X = U [−ℓ], Y =

V [−ℓ], 这里 U, V ∈ obA), 那么 Homn(X,Y ) 只有当 n = 0 时才可能是非零加群. 这是有自然的加群同构
Hom0(X,Y ) ∼= HomA(U, V ). 所以这时 Hom•(X,Y )就是集中在 0次部分的加群复形. 例如,如果 A是 K-代
数, V 是 A-A双模,那么将 V [−ℓ]视作左 A-模复形后 Hom•(V [ℓ], V [ℓ])也可以视作 A-A双模复形, 0次部分同
构于 HomA(V, V ).

如果复形 (X•, d•) 满足对充分大的整数 n 都有 Xn = 0, 那么称该复形是上有界的. 如果复形 (X•, d•)

满足对充分小的整数 n 有 Xn = 0, 称该复形是下有界的. 既是上有界又是下有界的复形称为有界的. 用
C b(A),C −(A),C +(A) 表示 A 上所有有界复形构成的全子范畴, 所有上有界的复形构成的全子范畴以及所
有下有界的复形构成的全子范畴. 如果复形 (X•, d•) 满足 Xn = 0, ∀n ∈ Z, 称之为零复形. 零复形明显是
C (A),C b(A),C −(A),C +(A)中的零对象. 这里再指出和 C (A)的情形一样, C b(A),C −(A),C +(A)中的链映
射是 monic/epic 态当且仅当对应的态射族中每个态射是 monic/epic 态. 因为加性范畴中具有相同始对象和
终对象的态射间可作加法,所以复形间的链映射也有自然的加法运算,并且满足分配律.
现在设有加性范畴 A上复形 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y ),那么在 [记号1.3]下,对每个指标 i有态射(

diX 0

0 diY

)
: Xi ⊕ Y i → Xi+1 ⊕ Y i+1, (1.2)

于是我们能够得到复形 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )的积和余积. 具体地,记每个指标 i,有态射

ιiX =

(
1

0

)
: Xi → Xi ⊕ Y i, ιiY =

(
0

1

)
: Y i → Xi ⊕ Y i,

piX =
(
1 0

)
: Xi ⊕ Y i → Xi, piY =

(
0 1

)
: Xi ⊕ Y i → Y i.

那么 {Xi ⊕ Y i}i∈Z 带上 (1.2)给出的微分构成复形,关于 ι•X 和 ι•Y 构成复形 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )在 C (A)中
的余积; 关于 ι•X 和 ι•Y 构成复形 (X•, d•X) 和 (Y •, d•Y ) 在 C (A) 中的积. 当复形 (X•, d•X) 和 (Y •, d•Y ) 都是有

界复形时,对应的积/余积对象也是有界的; 当复形 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )都是上有界复形,对应的积/余积对象
也是上有界的; 当复形 (X•, d•X) 和 (Y •, d•Y ) 都是下有界复形, 对应的积/余积对象也是下有界的. 特别地, 在
C (A),C b(A),C −(A),C +(A)中,任意有限多个复形对象的积/余积都存在. 上面的讨论说明

Proposition 1.50 ([Wei94]). 设 A是加性范畴,那么 C (A),C b(A),C −(A),C +(A)都是加性范畴.
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Example 1.51 ([ZW18]). 设A是加性范畴, (X•, d•X) ∈ obC (A). 下面说明可自然定义加性函子Hom•(X,−) :
C (A)→ C (Ab). 对每个 A上复形 (Y •, d•Y ),根据 [例1.47]有Hom复形Hom•(X,Y ),这是 C (Ab)中对象. 如
果 f• : Y • → Z•是 A上复形间的链映射,那么对每个整数 n, p,有加群同态

(fp+n)∗ : HomA(X
p, Y p+n)→ HomA(X

p, Zp+n), φ 7→ fp+nφ.

于是得到加群同态

Homn(X, f) : Homn(X,Y )→ Homn(X,Z), (φp)p∈Z 7→ (fp+nφp)p∈Z.

对任何整数 n,可直接计算验证下图交换:

Homn(X,Y ) Homn(X,Z)

Homn+1(X,Y ) Homn+1(X,Z)

dn

Hom(X,f)

δn

Homn+1(X,f)

因此任何链映射 f• : Y • → Z• 对应的 Hom•(X, f) = (Homn(X, f))n∈Z 是复形 Hom•(X,Y )到 Hom•(X,Z)

的链映射. 因此我们能够定义加性函子 Hom•(X,−) : C (A) → C (Ab)满足把每个 A上复形 (Y •, d•Y )对应到

复形 Hom•(X,Y )并且把 A上复形间链映射 f• : Y • → Z•对应到链映射

Hom•(X, f) = (Homn(X, f))n∈Z : Hom•(X,Y )→ Hom•(X,Z).

对偶地,我们也可以定义逆变加性函子 Hom•(−, X) : C (A)→ C (Ab).

现在设 A是 Abel范畴,并设有链映射 f• : (X•, d•X) → (Y •, d•Y ),那么由每个 f i : Xi → Y i 存在核以及余

核,设为 ki : Kerf i → Xi 以及 ci : Y i → Cokerf i. 因为 diXk
i = 0,所以存在唯一的态射 diK : Kerf i → Kerf i+1

使得 ki+1diK = diXk
i. 类似地, ci+1diY = 0说明存在唯一的态射 diC : Cokerf i → Cokerf i+1使得 diCc

i = ci+1diY .

Kerf i Kerf i+1

Xi Xi+1

Y i Y i+1

Cokerf i Cokerf i+1

ki

diK

ki+1

fi

diX

fi+1

diY

ci ci+1

diC

利用 ki 是monic态和 ci 是 epic态容易验证 di+1
K diK = 0以及 di+1

C diC = 0. 记 Ki = Kerf i 以及 Ci = Cokerf i,
那么 (K•, d•K)和 (C•, d•C)都是复形并且 k• : K• → X• 和 c• : Y • → C• 都是链映射. 容易直接验证 (K•, d•K)

是 f• : X• → Y • 在 C (A)中的核且 (C•, d•C)是 f• : X• → Y • 在 C (A)中的余核. 如果 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )

都是有界复形,那么 (K•, d•K)和 (C•, d•C)也都有界;如果 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )都是上有界复形,那么 (K•, d•K)

和 (C•, d•C)也都上有界;如果 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )都是下有界复形,那么 (K•, d•K)和 (C•, d•C)也都下有界. 根
据复形间链映射的核以及余核的构造可知复形间链映射如果是 monic态,那么是其在复形范畴中余核的核;如
果是 epic态,那么是其在复形范畴中核的余核. 前面的讨论证明了
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Theorem 1.52 ([Wei94]). 设 A是 Abel范畴,那么 C (A),C b(A),C −(A),C +(A)都是 Abel范畴.

Remark 1.53. 特别地,我们能够在 C (A),C b(A),C −(A),C +(A)中讨论正合. 如果

0 X• Y • Z• 0
f• g•

是 C (A)中正合列,那么通过前面复形链映射的核以及余核的构造便知这时对任何指标 i有 f i 是monic态, gi

是 epic态并且 f i 和 gi 在 Y i 处正合. 即对所有的整数 i有正合列 0 Xi Y i Zi 0.
fi gi

反之,如果链映射 f• : X• → Y •和 g• : Y • → Z•满足对所有的 i有 0 Xi Y i Zi 0
fi gi

正合, 那么 f• 是 monic态, g• 是 epic态, 并且由态射的像的定义以及链映射的核与余核的构造可得 f• 和 g•

在 Y • 处正合. 所以 C (A)中复形的短正合列就是限制在每个指标 i,都给出 A中短正合列的链映射序列. 作为
C (A)的全子范畴,C b(A),C −(A),C +(A)中链映射的核与余核的构造和C (A)中一致,故C b(A),C −(A),C +(A)
中的复形短正合列作为 C (A)中的链映射序列也是短正合列. 因此在 C (A),C b(A),C −(A),C +(A)中,复形短
正合列统一可由每个指标处的态射序列构成 A中短正合列刻画.

下面介绍 Abel范畴上的上同调函子. 固定 Abel范畴 A,并对复形范畴 C (A)的每个复形 (X•, d•X)和整数

i,取定 diX : Xi → Xi+1的核 kiX : KerdiX → Xi和余核 ciX : Xi+1 → CokerdiX . 考察下图:

· · · Xi−1 Xi Xi+1 Xi+2 · · ·

Imdi−1
X Cokerdi−1

X KerdiX

di−1
X diX

ci−1
X

di+1
X

ιi−1
X kiX

现在 di+1
X diX = 0,那么 diXι

i−1
X = 0. 于是存在唯一的态射 aiX : Imdi−1

X → KerdiX 使得 kiXa
i
X = ιi−1

X ,即

· · · Xi−1 Xi Xi+1 Xi+2 · · ·

Imdi−1
X KerdiX

di−1
X diX di+1

X

ιi−1
X

aiX

kiX

是交换的. 因为 ιi−1
X : Imdi−1

X → Xi 是monic态,所以这里 aiX : Imdi−1
X → KerdiX 也是monic态,即 Imdi−1

X 是

KerdiX 的子对象. 现在对由 kiX 和 ciX 决定的monic态 aiX ,取定其余核 eiX : KerdiX → CokereiX . 在 [记号1.17]
下, CokereiX 可以写作 KerdiX/Imdi−1

X . 之后在讨论复形范畴 C (A)时,我们对所有的复形 (X•, d•X)统一固定微

分 diX : Xi → Xi+1 的核 kiX : KerdiX → Xi 和余核 ciX : Xi+1 → CokerdiX 的选取,并对这时的标准 monic态
aiX : Imdi−1

X → KerdiX 固定余核 eiX : KerdiX → CokereiX 的选取 (之后会证明对上面的态射不同的选取定义出
的复形范畴上的上同调函子是自然同构的,见 [注记1.57]).

Definition 1.54 (上同调对象). 对 Abel范畴 A上复形 (X•, d•X),称 enX : KerdnX → CokerenX 的终对象

CokerenX = KerdnX/Imdn−1
X

为复形 (X•, d•X)的 n次上同调对象,将 KerdnX/Imdn−1
X 记作 Hn(X).

固定整数 n,现在对任何复形 (X•, d•X),都有 n次上同调对象Hn(X). 下面我们说明任何链映射 f• : X• →
Y • 能够自然诱导态射 Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y ). 首先由 dnXk

n
X = 0 得到 dnY f

nknX = 0, 所以存在唯一的态
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射 cn(f) : KerdnX → KerdnY 使得 knY c
n(f) = fnknX . 再由 cn−1

Y fndn−1
X = 0得到存在态射 zn(f) : Cokerdn−1

X →
Cokerdn−1

Y 使得 zn(f)cn−1
X = cn−1

Y fn. 于是 cn−1
Y fnιn−1

X = 0. 故存在唯一的态射 bn(f) : Imdn−1
X → Imdn−1

Y 使

Imdn−1
X Xn Cokerdn−1

X

Imdn−1
Y Y n Cokerdn−1

Y

ιn−1
X

bn(f)

cn−1
X

fn zn(f)

ιn−1
Y cn−1

Y

交换. 现在由 ιn−1
X = knXa

n
X 以及 ιn−1

Y = knY a
n
Y 以及 knY 是monic态得到下图的交换性:

ImdnX KerdnX Xn Xn+1

ImdnY KerdnY Y n Y n+1

anX

bn(f)

knX

cn(f)

dnX

fn fn+1

anY knY dnY

根据上同调对象的定义,下图上下两行正合,并由 enY c
n(f)anX = enY a

n
Y b

n(f) = 0得到存在唯一的态射 Hn(f) :

Hn(X)→ Hn(Y )使得 Hn(f)enX = enY c
n(f),即下图交换:

0 ImdnX KerdnX Hn(X) 0

0 ImdnY KerdnY Hn(Y ) 0

anX

bn(f)

enX

cn(f) Hn(f)

anY enY

根据 bn(f)的定义,我们看到对任何链映射 f• : X• → Y • 和 g• : X• → Y • 有 bn(f + g) = bn(f) + bn(g). 进而
由 anX 是monic态也得到 cn(f + g) = cn(f) + cn(g). 再利用 enX 是 epic态,我们得到

Hn(f + g) = Hn(f) +Hn(g).

再给定链映射 h• : Y • → Z•,我们说明Hn(hf) = Hn(h)Hn(f). 类似前面的讨论,验证 bn(hf) = bn(h)bn(f)即

可. 而这由 ιnZ 是monic态以及 bn(f), bn(h)和 bn(hf)的定义便知.
如果链映射 f• 是恒等链映射 1•X : X• → Y •,那么 bn(1X)是 Imdn−1

X 上恒等态射,利用 knY 是 monic态也
可看出 cn(1X)是 KerdnX 上恒等态射. 于是 Hn(1X) : H

n(X)→ Hn(X)也是恒等态射.
所以对固定的整数 n,可如下定义出范畴 C (A)到 A的函子 Hn : C (A)→ A:

• 对任何 A上复形 (X•, d•X), Hn(X)是该复形的 n次上同调对象;

• 对任何 A上复形间的链映射 f• : X• → Y •,如上定义 Hn(f) : Hn(X)→ Hn(Y ).

从前面的讨论知 Hn : C (A)→ A是加性函子,称为 n次上同调函子.

Remark 1.55. 特别地,上同调函子也可以限制在 C (A)的全子范畴 C b(A),C −(A),C +(A)上.

Remark 1.56. 也将复形范畴中的同构称为链同构. 利用上同调函子不难看出同构的复形 (X•, d•X)
∼= (Y •, d•Y )

具有同构的上同调对象,即对任何整数 n,有同构 Hn(X) ∼= Hn(Y ). 根据 [注记1.31],复形 (X•, d•X)的 n次上

同调对象是零当且仅当 dnX 和 dn+1
X 在 Xn 处正合 (如果复形 (X•, d•X)满足对所有的整数 n有 Hn(X) = 0,即
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复形的所有微分序列是正合列,称该复形是正合的或零调的). 由此易见在 Abel范畴中,如果下图交换, u, v, w
为同构,那么上行正合的充要条件是下行正合.

A B C

A′ B′ C ′

f

u

g

v w

f ′ g′

作为该观察的应用,我们说明对 Abel范畴 A中的一族对象 {Xα}α∈Λ(指标集 Λ非空),有

• 只要 {Xα}α∈Λ的积 (
∏
α∈ΛXα, {pα :

∏
α∈ΛXα → Xα}α∈Λ)存在,

∏
α∈ΛXα内射当且仅当每个 Xα内射.

• 只要余积 (⊕α∈ΛXα, {iα : Xα → ⊕α∈ΛXα}α∈Λ)存在, ⊕α∈ΛXα投射当且仅当每个 Xα投射.

现在设 {Xα}α∈Λ的积和余积存在. 对任何 A中对象 Z,有 Abel群同构

ηZ : HomA(⊕α∈ΛXα, Z)→
∏
α∈Λ

HomA(Xα, Z), φ 7→ (φiα)α∈Λ,

ξZ : HomA(Z,
∏
α∈Λ

Xα)→
∏
α∈Λ

HomA(Z,Xα), ψ 7→ (pαψ)α∈Λ.

并且不难看出 η和 ξ具有自然性,因此对 A中任何短正合列 0 A B C 0,
f g

有

0 HomA(⊕α∈ΛXα, A) HomA(⊕α∈ΛXα, B) HomA(⊕α∈ΛXα, C) 0

0
∏
α∈Λ HomA(Xα, A)

∏
α∈Λ HomA(Xα, B)

∏
α∈Λ HomA(Xα, C) 0

f∗

ηA

g∗

ηB ηC

(f∗)α∈Λ (g∗)α∈Λ

交换以及下述交换图:

0 HomA(C,
∏
α∈ΛXα) HomA(B,

∏
α∈ΛXα) HomA(A,

∏
α∈ΛXα) 0

0
∏
α∈Λ HomA(C,Xα)

∏
α∈Λ HomA(B,Xα)

∏
α∈Λ HomA(A,Xα) 0

g∗

ξC

f∗

ξB ξA

(g∗)α∈Λ (f∗)α∈Λ

于是这两个交换图的上行正合等价于下行正合, 由此便得到前面要说明的结论. 由于 Abel范畴中有限积同构
于有限余积,所以如果A中对象X 满足存在对象X ′使得X ⊕X ′是投射/内射对象,则X 也是投射/内射对象.

Remark 1.57. 之前上同调函子的定义是基于对 Abel范畴 A上复形范畴里每个复形 (X•, d•X)的微分 diX 固定

其核 kiX : KerdiX → Xi和余核 ciX : Xi+1 → CokerdiX 的选取,并对这时的标准monic态 aiX : Imdi−1
X → KerdiX

固定余核 eiX : KerdiX → CokereiX 的选取而言的. 如果我们对所有的复形 (X•, d•X)指派另一种相应选取, diX
的核选为 k

i

X : KerdiX → Xi,余核选为 ciX : Xi+1 → CokerdiX ,相应标准 monic态 aiX : Imdi−1
X → KerdiX 的

余核选定为 eiX : KerdiX → CokereiX ,将这时定义的 n次上同调函子记作 H
n. 下面说明 H

n
和 Hn 是自然同构

的. 对每个 A上复形 (X•, d•X),有唯一的同构 un−1
X : Imdn−1

X → Imdn−1
X 使得 ιn−1

X un−1
X = ιn−1

X ,也有唯一的同
构 vnX : KerdnX → KerdnX 使得 k

n

Xv
n
X = knX ,即有交换图:

Xn−1 Xn Xn+1

Imdn−1
X Imdn−1

X KerdnX KerdnX

dn−1
X dnX

ιn−1
X

uXn−1

ιn−1
X k

n
X

knX

vnX
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于是利用 k
n

X 是monic态可直接验证有交换图:

Imdn−1
X KerdnX

Imdn−1
X KerdnX

anX

un−1
X

anX

vnX

于是由固定的 enX 和 enX 的选取,存在唯一的态射 ξnX : Hn(X)→ H
n
(X)使得下图交换:

0 Imdn−1
X KerdnX H

n
(X) 0

0 Imdn−1
X KerdnX Hn(X) 0

anX enX

un−1
X

anX

vnX

enX

ξnX

根据五引理 (回忆 [注记1.45]), ξnX 是同构. 所以每个复形 (X•, d•X)能够对应同构 ξnX : Hn(X)→ H
n
(X). 一旦

说明对任何链映射 f• : X• → Y •有下述交换图,便知 Hn和 H
n
自然同构.

H
n
(X) H

n
(Y )

Hn(X) Hn(Y )

H
n
(f)

ξnX

Hn(f)

ξnY

现在考虑上同调函子定义中的态射 cn(f) : KerdnX → KerdnY 以及 cn(f) : KerdnX → KerdnY ,它们满足

enY c
n(f) = Hn(f)enX 以及 enY c

n(f) = H
n
(f)enX .

于是利用 enY 是 epic态便能够得到 H
n
(f)ξnX = ξnYH

n(f). 故有自然同构 Hn ∼= H
n.

Example 1.58. 如果 A是含幺环 R上模范畴 R-Mod,对任何 R-模复形 (X•, d•X),指定 knX : KerdnX → Xn 是

R-模同态 dnX 的核的标准嵌入, cnX : Xn+1 → Xn+1/ImdnX 是标准投射,那么这时标准 monic态 αnX : ImdnX →
KerdnX 就是标准嵌入. 并指定 enX 为标准投射 enX : KerdnX → KerdnX/ImdnX ,那么这时 n次上同调对象 Hn(X)

就是通常的 n 次上同调模. 前面构造的映射 cn(f) : KerdnX → KerdnY 和 bn(f) : ImdnX → ImdnY 就是模同态
fn : Xn → Y n给出的限制映射. 于是这时的上同调函子 Hn : C (R-Mod)→ R-Mod与模范畴情形一致.

从 [推论1.30]我们可以得到 Abel范畴间正合函子和上同调函子可交换:

Proposition 1.59. 设 F : A → B 是 Abel 范畴间的正合函子, 那么对任何 (X•, d•X) ∈ obC (A), 和整数 n, 有
(FX•, Fd•X)是 B上复形并且 FHn(X) ∼= Hn(FX)(作为 B中对象).

Proof. 因为加性函子将零态映至零态,所以 (FX•, Fd•X)是复形,应用 [推论1.30]完成证明.

Example 1.60 (温和截断, [Zha15]). 设 (X•, d•X)是 Abel范畴 A上的复形, n是整数. 称

· · · Xn−2 Xn−1 KerdnX 0 0 · · ·
dn−3
X dn−2

X dn−1
X |

为给定复形在 n次部分的左温和截断,上述复形记作 τ≤nX
•. 称

· · · 0 Imdn−1
X Xn Xn+1 · · ·

dnX dn+1
X

为给定复形在 n次部分的右温和截断,上述复形记作 τ≥nX
•.
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Remark 1.61. 对 Abel范畴上复形 (X•, d•X),易见温和截断 τ≤nX
•和 τ≥nX

•的 n次上同调都是 Hn(X). 且

0 τ≤nX
• X• τ≥n+1X

• 0

是复形短正合列. 对 Abel范畴 A上的复形 (X•, d•X)也有其他的截断方法: 我们有左强制截断 (记作 X≤n):

· · · Xn−1 Xn 0 0 · · · .
dn−2
X dn−1

X

也称下述复形为给定复形在 n次部分的右强制阶段 (记作 X≥n):

· · · 0 Xn Xn+1 Xn+2 · · ·
dnX dn+1

X dn+2
X

在强制截断场景,我们也有复形短正合列: 0 X≥n X• X≤n−1 0.

结合 [命题1.59] 和 Freyd-Mitchell 嵌入使我们能将一般 Abel 范畴上复形的同调问题转化为模范畴上复
形的同调问题. 例如 Abel范畴上复形的短正合列能够诱导复形的长正合列:

Corollary 1.62 (同调代数基本定理, [Wei94]). 给定 Abel范畴 A上复形的短正合列

0 X• Y • Z• 0,
f• g•

那么对每个整数 n,存在态射 ∆n : Hn(Z)→ Hn+1(X)使得下述上同调对象间的态射序列正合:

· · · Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z) Hn+1(X) Hn+1(Y ) · · ·∆n−1 Hn(f) Hn(g) ∆n

.

这里的 ∆n称为连接态射,连接同态进一步满足下述自然性: 给定复形的交换图

0 X• Y • Z• 0

0 Q• W • E• 0

f•

α•

g•

β• γ•

h• s•

其中上下两行是复形短正合列,那么对每个整数 i,有下图交换：

Hn(Z) Hn+1(X)

Hn(E) Hn+1(Q)

∆n

Hn(γ) Hn+1(α)

∆n

Proof. 该结论的模范畴版本可追图直接验证. 设 B 是 A 的小 Abel 全子范畴使得它包含三个复形中所有对象
(回忆 [命题1.42]). 根据 Freyd–Mitchell嵌入定理,存在含幺环R以及共变正合的忠实满函子F : B → R-Mod.
进而得到 R-Mod中复形短正合列 0 FX• FY • FZ• 0,

Ff• Fg•

对复形 (X•, d•X),从 [命

题1.59]知 F (Hn(X)) ∼= Hn(FX), ∀n ∈ Z. 现在对 0 FX• FY • FZ• 0,
Ff• Fg•

应用模

范畴时结论成立,存在 ⋆n : Hn(FZ)→ Hn+1(FX)使得有长正合列

· · · Hn(FX) Hn(FY ) Hn(FZ) Hn+1(FX) Hn+1(FY ) · · ·⋆n−1 Hn(Ff) Hn(Fg) ⋆n
.
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总可构造一族同构 ηnX : Hn(FX)→ F (Hn(X)), ηnY : Hn(FY )→ F (Hn(Y ))和 ηnZ : Hn(FZ)→ F (Hn(Z))并

要求 ηn 具有自然性 (利用 [注记1.57]在模范畴中调整上同调函子的定义,使得 A中上同调对象在 F 作用下与

模范畴上修正的上同调模一致,这又和模范畴上复形范畴本身的上同调函子自然同构)以及利用 F 是满函子构

造态射 ∆n : Hn(Z)→ Hn+1(X)得到下述交换图:

· · · Hn(FX) Hn(FY ) Hn(FZ) Hn+1(FX) Hn+1(FY ) · · ·

· · · F (Hn(X)) F (Hn(Y )) F (Hn(Z)) F (Hn+1(X)) F (Hn+1(Y )) · · ·

⋆n−1 Hn(Ff)

ηnX

Hn(Fg)

ηnY

⋆n

ηnZ

Hn+1(Ff)

ηn+1
X ηn+1

Y

F (∆n−1) F (Hn(f)) F (Hn(g)) F (∆n) F (Hn+1(f))

其中上行的正合性保证了下行的正合性,回忆 [注记1.56]. 应用 [注记1.31], F 反向保持正合列,得到 A中正合
列 · · · Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z) Hn+1(X) Hn+1(Y ) · · ·∆n−1 Hn(f) Hn(g) ∆n

.

因为我们能够选取到具有自然性的 ηn,所以 ⋆n的自然性保证了 F (∆n)也具有自然性. 最后由 F 是忠实满

函子得到连接态射 ∆n具有自然性.

在 [注记1.56]中指出复形间的链同构诱导上同调对象间的同构. 一般地,人们引入

Definition 1.63 (拟同构, [Wei94]). 设 A是 Abel范畴,如果链映射 f• : X• → Y • 满足对所有的整数 n使得

Hn(f) : Hn(X)→ Hn(Y )是 A中同构,则称 f•是拟同构.

一般地,复形间的拟同构未必是链同构. 例如设 R是含幺环,任取 R-Mod中短正合列

0 M ′ M M ′′ 0,
f g

要求M ′ 6= 0,那么下图给出复形间拟同构:

· · · 0 M ′ M 0 · · ·

· · · 0 0 M ′′ 0 · · ·

f

g

但上述复形间的链映射明显不是同构. 下面介绍复形的可裂性. 设 A 是 Abel 范畴, 如果复形 (X•, d•X) ∈
obC (A) 满足态射序列 {sn : Xn+1 → Xn}n∈Z 使得 dnXs

ndnX = dnX , ∀n ∈ Z, 则称该复形是可裂的. 易见可
裂复形未必正合 (考虑对象均非零而微分都是零的复形). 既是可裂的又是正合的复形称为可裂正合的.

Example 1.64. 考虑 Z-模复形 · · · Z/4Z Z/4Z Z/4Z · · · ,2 2 2
该复形正合但不可裂.

也可以将 [例1.64]中的正合复形视作 Z/4Z-模复形,那么我们得到模范畴中每项自由的复形未必可裂.

Example 1.65. 若 Abel范畴 A上有上有界的正合复形 (X•, d•X)满足每个Xn是投射对象,则该复形可裂正合.

Proof. 设复形 (X•, d•X)满足每个 Xn是 A中投射对象. 如果每个 Xn = 0,那么结论是明显的,所以不妨设该复
形非零. 设m是满足 Xm 6= 0的最大整数. 那么由该复形正合可知有正合列

0 Imdm−2
X Xm−1 Xm 0.

ιm−2
X dm−1

X
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现在 Xm 是投射对象说明上述复形是可裂的, 进而由 [命题1.36], 存在态射 pm−1 : Imdm−2
X → Xm−1, sm−1 :

Xm → Xm−1 使得 dm−1
X sm−1 = 1, pm−1ιm−2

X = 1, 1 = ιm−2
X pm−1 + sm−1dm−1

X 并且由 [注记1.38]得到 Xm−1 ∼=
Imdm−2

X ⊕Xm. 所以应用 [注记1.56]得到 Imdm−2
X 也是投射对象. 现在有 dm−1sm−1dm−1 = dm−1并且 Imdm−2

X

是投射对象. 再考察下述可裂短正合列:

0 Imdm−3
X Xm−2 Imdm−2

X 0,
ιm−3
X d̃m−2

X

同样由 Imdm−2
X 的投射性得到 Imdm−3

X 是投射对象以及存在态射 pm−2 : Xm−2 → Imdm−3
X , s̃m−2 : Imdm−2

X →
Xm−2满足 d̃m−2

X s̃m−2 = 1, pm−2ιm−3
X = 1以及 1 = ιm−3

X pm−2+s̃m−2d̃m−2
X . 进而有 dm−2

X s̃m−2 = ιm−2
X . 现在定义

sm−2 = s̃m−2pm−1,那么利用 1 = ιm−2
X pm−1+sm−1dm−1

X 立即得到 dm−2
X = dm−2

X sm−2dm−2
X . 重复前面关于 sm−2

的构造,利用 pm−2以及 Imdm−3
X 是投射对象便可构造态射 sm−3 : Xm−3 → Xm−2满足 dm−3

X = dm−3
X sm−3dm−3

X .
递归地,我们便能够构造出一族态射序列 sn : Xn+1 → Xn(n ≤ m)满足 dnX = dnXs

ndnX .

Remark 1.66. 对偶地,利用任何短正合列如果中间项左边是内射对象蕴含可裂,可类似可验证 Abel范畴 A上
任何下有界正合复形 (X•, d•X)如果每个 Xn是内射对象,那么该复形可裂.

可裂正合复形在任何加性函子 (不需要是正合函子)的作用下能够保持正合性.

Proposition 1.67. 设 F : A → B 是 Abel 范畴间的加性函子, 并有可裂正合复形 (X•, d•X) ∈ C (A). 那么
(FX•, Fd•X)是范畴 B上的可裂正合复形.

Proof. 由条件,存在态射序列 {sn : Xn+1 → Xn}n∈Z使得 dnXs
ndnX = dnX , ∀n ∈ Z. 对每个 dnX ,考虑标准分解

Xn Xn+1

ImdnX

dnX

πn
X ιn+1

X

其中 πnX 是 epic态且 ιn+1
X 是 monic态. 于是由 dnXs

ndnX = dnX 得到 ιn+1
X πnXs

nιn+1
X πnX = ιn+1

X πnX ,由及 ιn+1
X 是

monic态可得 πnXs
nιn+1
X πnX = πnX ,再利用 πnX 是monic态得到 πnXs

nιn+1
X = 1ImdnX ,即短正合列

0 Imdn−1
X Xn ImdnX 0

ιnX πn
X

是可裂的, 回忆 [命题1.36]. 根据 [注记1.37], 加性函子作用可裂短正合列得到的序列依然是可裂短正合列, 所
以得到可裂短正合列

0 F (Imdn−1
X ) FXn F (ImdnX) 0,

F (ιnX) F (πn
X)

下面的证明与 [命题1.32]的证明完全相同. 考察下述交换图

· · · F (Xn−1) FXn FXn+1 FXn+2 · · ·

F (Imdn−1
X ) F (ImdnX) F (Imdn+1

X )

0 0 0 0

F (dn−1
X

)

F (πn−1
X

)

F (dnX )

F (πn
X )

F (dn+1
X

)

F (πn+1
X

)F (ιnX ) F (ιn+1
X

) F (ιn+2
X

)
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利用每个 F (ιnX)是monic态,每个 F (πnX)是 epic态,见 [命题1.36],我们得到 F (ιnX)同时是 F (πnX)以及 F (dnX)

的核; F (πnX)同时是 F (ιnX)和 F (dn−1
X )的余核. 于是由 F (ιnX)是其余核 F (πnX)的核得到 F (dn−1

X )的像和 F (dnX)

的核一致,即 F (dn−1
X )和 F (dnX)在 FXn处正合.

从 [命题1.67]的证明过程看到对 Abel范畴 A上的可裂正合复形 (X•, d•X),对任何整数 n,标准短正合列

0 Imdn−1
X Xn ImdnX 0

ιnX πn
X (1.3)

都是可裂的. 下面我们说明存在态射序列 {tn : Xn → Xn+1}n∈Z 使得 tn+1dnX + dn−1
X tn = 1Xn . 因为 (1.3)是可

裂短正合列,所以存在态射 un : Xn → Imdn−1
X 和 vn : ImdnX → Xn使得 (回忆 [命题1.36])

unιnX = 1Imdn−1
X

, πnXv
n = 1ImdnX , ι

n
Xu

n + vnπnX = 1Xn .

于是通过定义 tn = vn−1un,有 dn−1
X tn = ιnXπ

n−1
X vn−1un = ιnXu

n. 类似地,易验证 tn+1dnX = vnπnX .

Xn−1 Xn+1

0 Imdn−1
X Xn ImdnX 0

dn−1
Xπn−1

X

ιnX πn
X

un

dnX

vn

ιn+1
X

所以我们得到 tn+1dnX + dn−1
X tn = ιnXu

n + vnπnX = 1Xn . 我们把前面的讨论记录为

Proposition 1.68. Abel范畴 A上复形 (X•, d•X)如果是可裂正合的,那么存在态射序列 {tn : Xn → Xn+1}n∈Z

使得 tn+1dnX + dn−1
X tn = 1Xn , ∀n ∈ Z.

最后在 Abel范畴中回顾模范畴场景投射分解,内射分解的构造与基本性质结束本节.

Definition 1.69 ([ZW18]). 设 A是 Abel范畴, X ∈ obA. 如果正合复形

· · · P−2 P−1 P 0 X 0
d−2 d−1 ε

满足对每个整数 n ≤ 0有 Pn是投射对象,则称上述复形是 X 的投射分解,记作 (P •, d•, ε). 如果正合复形

0 X I0 I1 · · ·η δ0 δ1

满足对每个自然数 n, In是内射对象,则称称上述复形是 X 的内射分解,记作 (I•, d•, η).

Remark 1.70. 类似于模范畴场景,我们会考虑 X 的投射分解和内射分解删去项 X 得到的复形:

· · · P−2 P−1 P 0 0, 0 I0 I1 · · · ,d−2 d−1 δ0 δ1

分别简记为 (P •, d•)和 (I•, δ•). 一般的 Abel范畴中对象未必存在投射分解和内射分解.

虽然一般的 Abel范畴未必存在投射分解和内射分解. 但在有足够多投射对象的 Abel范畴中总存在投射
分解,在有足够多内射对象的 Abel范畴中总存在内射分解.
现在设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴, X ∈ obA. 那么总存在投射对象 P 0 和 epic态 ε : P 0 → X .

对核 k0 : Kerε → P 0,有投射对象 P−1 和 epic态 d̃−1 : P−1 → Kerε. 命 d−1 = k0d̃−1 : P−1 → P 0. 注意到 d−1
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和 k0 有相同的余核,因此 Kerε也是 d−1 的像,这说明 d−1 和 ε在 P 0 处正合. 再对 k−1 : Kerd−1 → P−1,由 A
有足够多投射对象,可选取投射对象 P−2 和 epic态 d̃−2 : P−2 → Kerd−1,再命 d−2 = k−1d̃−2,类似易验证 d−2

和 d−1 在 P−1 处正合. 递归地便得到 X 的投射分解 (P •, d•, ε). 如果 A是有足够多内射对象的 Abel范畴,那
么对偶投射分解的构造容易得到任何对象都有内射分解.

Definition 1.71 (双复形, [Wei94]). 设A是加性范畴,并有A中对象族 {Cp,q}p,q∈Z以及下图中的态射族 {dp,qv :

Cp,q → Cp,q+1}p,q∈Z以及 {dp,qh : Cp,q → Cp+1,q}p,q∈Z:

...
...

...

· · · Cp−1,q+1 Cp,q+1 Cp+1,q+1 · · ·

· · · Cp−1,q Cp,q Cp+1,q · · ·

· · · Cp−1,q−1 Cp,q−1 Cp+1,q−1 · · ·

...
...

...

dp−1,q+1
h dp,q+1

h

dp−1,q
h

dp−1,q
v

dp,qh

dp,qv dp+1,q
v

dp−1,q−1
h

dp−1,q−1
v

dp,q−1
h

dp,q−1
v dp+1,q−1

v

如果对任何指标 p, q ∈ Z有 dp,q+1
h dp,qv + dp+1,q

v dp,qh = 0以及 dp,q+1
v dp,qv = 0, dp+1,q

h dp,qh = 0,那么称 (C••, d••v , d
••
h )

是A上的一个双复形. 如果双复形 (C••, d••v , d
••
h )满足对每个整数 n,满足 p+ q = n的项 Cp,q 只有有限多项非

零,则称该双复形是有界的. 如果双复形 (C••, d••v , d
••
h )满足对任何项 Cp,q,只要 p < 0或 q < 0,就有 Cp,q = 0,

那么称该双复形集中在第一象限或称为第一象限双复形. 类似可定义第二/三/四象限的情形.

Remark 1.72. 对双复形 (C••, d••v , d
••
h ),如果固定行 (即取定纵坐标 q),那么 (C•,q, d•,qh )是复形;如果固定列 (即

取定横坐标 p),那么 (Cp,•, dp,•v )是复形. 条件 dp,q+1
h dp,qv + dp+1,q

v dp,qh = 0, ∀p, q ∈ Z可理解为双复形每个方块是
反交换的. 给定双复形 (C••, d•v, d

•
h). 对固定的指标 p, dp,•h 无法直接视作复形 (Cp,•, dp,•v )到 (Cp+1,•, dp+1,•

v )的

链映射. 但 (−1)pdp,•h : (Cp,•, dp,•v ) → (Cp+1,•, dp+1,•
v )是链映射. 类似地, 对固定的指标 q, (−1)qd•,qv : C•,q →

C•,q+1是链映射.

Example 1.73 (全复形, [Wei94]). 设A是余完备 Abel范畴, (C••, d••v , d
••
h )是A上双复形. 对每个整数 n,定义

Tot⊕(C••)n =
⊕
p+q=n

Cp,q.

记 ιp,q : Cp,q → Tot⊕(C••)p+q 是标准态射. 对 p, q ∈ Z,命 dp,q = ιp+1,qdp,qh + ιp,q+1dp,qv (在模范畴情形,如果将上
述直和视作内直和,那么 dp,q 的定义可简写为 dp,q = dp,qh + dp,qv ).
进而态射族 {dp,q : Cp,q → Tot⊕(C••)p+q+1}p+q=n 导出唯一的态射 dn : Tot⊕(C••)n → Tot⊕(C••)n+1 使得

对任何满足 p+ q = n的指标 p, q,有 dnιp,q = dp,q. 现在对满足 p+ q = n的指标 n,

dn+1dnιp,q =dn+1(ιp+1,qdp,qh + ιp,q+1dp,qv )

=(ιp+2,qdp+1,q
h + ιp+1,q+1dp+1,q

v )dp,qh + (ιp+1,q+1dp,q+1
h + ιp,q+2dp,q+1

v )dp,qv
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=0.

所以 dn+1dn = 0, ∀n ∈ Z. 因此我们得到复形 (Tot⊕(C••)•, d•),称为给定双复形的全复形.

Remark 1.74. 以模范畴为例. 给定含幺环 R 上的左 R-模范畴中的双复形 (C••, d••v , d
••
h ). 如果左 R-模复形

(X•, d•X) 有子复形链 · · · ⊆ F p+1X• ⊆ F pX• ⊆ F p−1X• ⊆ · · · ⊆ X•, 则称该子复形族 F = {F pX•}p∈Z 是

(X•, d•X)的滤,带上滤的复形称为滤复形. 下面说明给定双复形的全复形 (Tot⊕(C••)•, d•)有两个自然的滤.
对固定的整数m,考虑 Tot⊕(C••)n 的子模 IF

m
(Tot⊕(C••)n) = ⊕p+q=n,p≥mCp,q,那么 IF

m
(Tot⊕(C••))• 明

显是全复形 Tot⊕(C••)•的子复形,于是得到全复形的滤:

· · · ⊆ IF
m+1

(Tot⊕(C••)•) ⊆ IF
m
(Tot⊕(C••)•) ⊆ IF

m−1
(Tot⊕(C••)•) ⊆ IF

m−2
(Tot⊕(C••)•) ⊆ · · · .

上述滤称为Tot⊕(C••)•的列滤. 类似地,对每个整数m, Tot⊕(C••)n有子模 IIF
m
(Tot⊕(C••)n) = ⊕p+q=n,q≥mCp,q,

这给出 Tot⊕(C••)•的子复形 IIF
m
(Tot⊕(C••)•). 进而有 Tot⊕(C••)•的滤:

· · · ⊆ IIF
m+1

(Tot⊕(C••)•) ⊆ IIF
m
(Tot⊕(C••)•) ⊆ IIF

m−1
(Tot⊕(C••)•) ⊆ IIF

m−2
(Tot⊕(C••)•) ⊆ · · · .

上述滤称为 Tot⊕(C••)• 的行滤. 一般地,如果滤复形 (X•, d•X)的滤 F = {F pX•}p∈Z 满足对每个整数 n, F pXn

对充分小的整数 p都是零,则称该滤是下有界的. 如果滤 F = {F pX•}p∈Z 满足对每个整数 n,对充分大的整数
p都有 F pCn = Cn,则称该滤是上有界的. 滤复形的既有上界又有下界的滤被称为有界滤. 当给定的双复形集
中在第一象限或第三象限时, 全复形上的行滤和列滤都是有界的. 如果双复形在第四象限中的项都是零, 那么
全复形的列滤下有界. 如果给定的双复形在第二象限中的项都是零,那么全复形的行滤下有界.

Example 1.75 (复形的张量积, [Wei94]). 设 R是含幺环,有右 R-模复形 (X•, d•X)和左 R-模复形 (Y •, d•Y ). 那
么我们能够自然地得到双复形

...
...

...

· · · Xp−1 ⊗R Y q+1 Xp ⊗R Y q+1 Xp+1 ⊗R Y q+1 · · ·

· · · Xp−1 ⊗R Y q Xp ⊗R Y q Xp+1 ⊗R Y q · · ·

· · · Xp−1 ⊗R Y q−1 Xp ⊗R Y q−1 Xp+1 ⊗R Y q−1 · · ·

...
...

...

dp−1
X ⊗(−1)q+1 dpX⊗(−1)q+1

dp−1
X ⊗(−1)q

1⊗dqY
dpX⊗(−1)q

1⊗dqY 1⊗dqY

1⊗dq−1
Y

dp−1
X ⊗(−1)q−1

1⊗dq−1
Y

dpX⊗(−1)q−1

1⊗dq−1
Y

称上述双复形为 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )的张量积双复形,记作X•⊗R Y •. 将该双复形的全复形 Tot⊕(X•⊗R Y •)•

称为 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )的 (全)张量积上链复形. 我们将在 [例1.214]应用双复形谱序列证明任何右模M 的

投射分解和左模 N 的投射分解的全张量积上链复形的上同调能够计算M 和 N 的 Tor群.

Remark 1.76. 设 A,B,C 是含幺环,如果 (X•, d•X)是 A-B双模复形, (Y •, d•Y )是 B-C 双模复形,那么张量积双
复形 X• ⊗A Y •中每项都是 A-C 双模. 进而这时全张量积复形 Tot⊕(X• ⊗A Y •)•是 A-C 双模复形.
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Remark 1.77. 这里定义复形张量积的双复形将符号添加在行上, 也可以将符号添加在列上定义. 之后利用双
复形谱序列 (见 [例1.214])可以看到这两种定义方式得到的张量积复形的各次上同调相同. 当符号添加到列上
时, 对右 A-模复形 X• 和左 A-模复形 Y •, n 次微分 dn : Tot⊕(X• ⊗A Y •)n → Tot⊕(X• ⊗A Y •)n+1 满足把对

p+q = n的指标 p, q, xp⊗yq被映至 dpX(x
p)⊗yq+(−1)pxp⊗dqY (yq).这时如果X是右A-模,视作集中在 0次部

分的复形,那么 Tot⊕(X ⊗A Y •)• ∼= X ⊗A Y •. 在此微分下,易验证对任何右 R-模复形X•, R-S 双模复形 Y •和

左 S-模复形Z•,有不用添加符号的标准链同构 Tot⊕(Tot⊕(X•⊗RY •)•⊗SZ•)• ∼= Tot⊕(X•⊗RTot⊕(Y •⊗SZ•)).

设 A,B,C 是含幺环, X• 是 A-B 双模复形, Y • 和 Z• 都是 B-C 双模复形,并设有作为 B-C 双模复形间的
链映射 f• : Y • → Z•, 下面说明这可诱导 A-C 双模复形间的链映射 Tot⊕(X• ⊗B f•) : Tot⊕(X• ⊗B Y •)• →
Tot⊕(X• ⊗B Z•)•. 事实上,对每个指标 p, q,有 A-C 双模同态 1⊗ f q : Xp ⊗B Y q → Xp ⊗B Zq. 于是由

Xp ⊗B Zq+1 Xp+1 ⊗B Zq+1

Xp ⊗B Y q+1 Xp+1 ⊗B Y q+1

Xp ⊗B Y q Xp+1 ⊗B Y q

Xp ⊗B Zq Xp+1 ⊗B Zq

dpX⊗(−1)q+1

1⊗fq+1

dpX⊗(−1)q+1

1⊗fq+1

1⊗fq

1⊗dqY

dpX⊗(−1)q

1⊗fq

1⊗dqY1⊗dqZ

dpX⊗(−1)q

1⊗dqZ

的交换性不难看到 1 ⊗ f• 可诱导链映射 Tot⊕(X• ⊗B f•) : Tot⊕(X• ⊗B Y •)• → Tot⊕(X• ⊗B Z•)•. 由此
得到共变加性函子 Tot⊕(X• ⊗B −) : C (B-Mod-C) → C (A-Mod-C), 进而也诱导同伦范畴层面的加性函子
Tot⊕(X• ⊗B −) : K (B-Mod-C) → K (A-Mod-C). 类似地,如果按照 [注记1.77]通过对双复形的列微分添加
符号,同样可定义相应加性函子 Tot⊕(X• ⊗B −) : K (B-Mod-C)→ K (A-Mod-C).

Example 1.78. 设 n是整数, A,B,C 是含幺环, U 是 A-B双模且 V 是 B-C 双模. 考虑 U [−n]•是集中在 −n次
位置的复形以及集中在 n次位置的复形 V [n]•, 那么全张量积复形 U [−n]• ⊗B V [n]• 集中在 0次位置, 这时有
A-C 双模同构 H0(U [−n]⊗B V [n]) ∼= U ⊗B V . 以及 Hk(U [−n]⊗B V [n]) = 0, ∀k 6= 0.

Example 1.79 (直积意义下的全复形, [Wei94]). 设 A是完备 Abel范畴, (C••, d••v , d
••
h )是 A上双复形.对每个

整数 n,定义
Tot

∏
(C••)n =

∏
p+q=n

Cp,q.

对 p + q = n,记 πp,q : Tot
∏
(C••)n → Cp,q 是标准态射. 固定整数 n,则对每个满足 p + q = n的指标 p, q 有微

分 dp−1,q
h : Cp−1,q → Cpq 以及 dp,q−1

v : Cp,q−1 → Cpq. 于是得到态射

dp−1,q
h πp−1,q + dp,q−1

v πp,q−1 : Tot
∏
(C••)n−1 → Cpq,

于是对这族态射 {dp−1,q
h πp−1,q+dp,q−1

v πp,q−1}p+q=n,由积的定义,诱导态射 dn−1 : Tot
∏
(C••)n−1 → Tot

∏
(C••)n

满足对任何 p + q = n的指标 p, q,有 πp,qdn−1 = dp−1,q
h πp−1,q + dp,q−1

v πp,q−1. 例如当 A = R-Mod时,对任何
(cij)i+j=n−1 ∈ Tot

∏
(C••)n−1,有 dn(cij)i+j=n−1的 (p, q)次分量 (这里 p+ q = n)为 dh(c

p−1,q) + dv(c
p,q−1).
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那么对完备Abel范畴A,类似 [例1.73]容易验证 dndn−1 = 0, ∀n ∈ Z,所以我们得到复形 (Tot
∏
(C••)•, d•),

也称为双复形 (C••, d••v , d
••
h )的全复形. 与 [例1.73]的不同之处在于这里在完备场景使用积定义全复形.

有了 [例1.79]中对完备 Abel范畴场景下双复形的构造,我们能够重新得到 [例1.47]的构造. 设 A是 Abel
范畴且有 A上复形 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y ). 对每个整数 p, q,记 Cpq = HomA(X

−p, Y q). 那么 Cpq ∈ obAb(如果
X• 是 A-C 双模复形且 Y 是 A-B 双模复形,那么 Cpq 是 C-B 双模). 对固定的指标 p, dqY : Y q → Y q+1 诱导同

态 (dqY )∗ : Cpq → Cp,q+1;对固定的指标 q, d−p−1
X : X−p−1 → X−p诱导同态 (d−p−1

X )∗ : Cpq → Cp+1,q. 则

...
...

...

· · · HomA(X
−p+1, Y q+1) HomA(X

−p, Y q+1) HomA(X
−p−1, Y q+1) · · ·

· · · HomA(X
−p+1, Y q) HomA(X

−p, Y q) HomA(X
−p−1, Y q) · · ·

· · · HomA(X
−p+1, Y q−1) HomA(X

−p, Y q−1) HomA(X
−p−1, Y q−1) · · ·

...
...

...

(−1)q+p+1(d−p
X )∗ (−1)q+p+2(d−p−1

X )∗

(dqY )∗

(−1)q+p(d−p
X )∗ (−1)q+p+1(d−p−1

X )∗

(dqY )∗ (dqY )∗

(−1)q+p−1(d−p
X )∗

(dq−1
Y )∗ (dq−1

Y )∗

(−1)q+p(d−p−1
X )∗

(dq−1
Y )∗

(1.4)

是双复形,这里 (p, q)位置的对象是 Cp,q. 考虑上述双复形 (1.4)在直积下的全复形 Tot
∏
(C••)•,那么该全复形

的 n次部分是

Tot
∏
(C••)n =

∏
p+q=n

HomA(X
−p, Y q) =

∏
p∈Z

HomA(X
−p, Y −p+n) =

∏
p∈Z

HomA(X
p, Y p+n).

那么全复形的微分 dn : Tot
∏
(C••)n → Tot

∏
(C••)n+1满足对每个 (fp : Xp → Y p+n)p∈Z, dnf 表示为

Tot
∏
(C••)n+1 =

∏
p∈Z

HomA(X
p, Y p+n+1)

中元素在指标 p处的分量为 dn+pY fp + (−1)n+1fp+1dpX ,这就是 [例1.47]中定义的 Hom复形.

HomA(X
p+1, Y p+n+1) HomA(X

p, Y p+n+1)

HomA(X
p, Y p+n)

(−1)n+1(dpX)∗

(dp+n
Y )∗

Hom双复形也可以用其他方式定义,固定A上复形 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y ). 对每个整数 p, q,记Dpq = HomA(X
−q, Y p).

那么对固定的整数 p, q 有 Dpq = Cqp. 微分 d−q−1
X : X−q−1 → X−q 诱导同态 (d−q−1

X )∗ : HomA(X
−q, Y p) →

HomA(X
−q−1, Y p);微分 dpY : Y p → Y p+1诱导同态 (dpY )∗ : HomA(X

−q, Y p)→ HomA(X
−q, Y p+1).
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于是得到双复形:

...
...

...

· · · HomA(X
−q−1, Y p−1) HomA(X

−q−1, Y p) HomA(X
−q−1, Y p+1) · · ·

· · · HomA(X
−q, Y p−1) HomA(X

−q, Y p) HomA(X
−q, Y p+1) · · ·

· · · HomA(X
−q+1, Y p−1) HomA(X

−q+1, Y p) HomA(X
−q+1, Y p+1) · · ·

...
...

...

(−1)p+q+1(dp−1
Y )∗ (−1)p+q+2(dpY )∗

(d−q−1
X )∗

(−1)p+q(dp−1
Y )∗

(d−q−1
X )∗

(−1)p+q+1(dpY )∗

(d−q−1
X )∗

(d−q
X )∗

(−1)p+q−1(dp−1
Y )∗

(d−q
X )∗

(−1)p+q(dpY )∗

(d−q
X )∗

(1.5)

双复形 (1.5)的全复形的 n次部分为

Tot
∏
(D••)n =

∏
p+q=n

HomA(X
−q, Y p) =

∏
p∈Z

HomA(X
p−n, Y p) ∼=

∏
p∈Z

HomA(X
p, Y p+n)

这说明双复形 (1.5)和双复形 (1.4)的全复形的 n次部分相同. 但这里的微分 dn : Tot
∏
(D••)n → Tot

∏
(D••)n+1

满足每个 (fp : Xp → Y p+n)p∈Z, dnf 表示为

Tot
∏
(D••)n+1 =

∏
p∈Z

HomA(X
p, Y p+n+1)

中元素在指标 p处的分量为 (−1)n+1dn+pY fp + fp+1dp−1
X ,这与 [Ye92, Wei94]中 Hom复形的微分定义一致.

HomA(X
p−1, Y p+n−1) HomA(X

p−1, Y p+n) HomA(X
p−1, Y p+n+1)

HomA(X
p, Y p+n−1) HomA(X

p, Y p+n) HomA(X
p, Y p+n+1)

HomA(X
p+1, Y p+n−1) HomA(X

p+1, Y p+n) HomA(X
p+1, Y p+n+1)

(−1)n+1(dp+n−1
Y )∗ (−1)n+2(dp+n

Y )∗

(dp−1
X )∗

(−1)n(dp+n−1
Y )∗

(dp−1
X )∗

(−1)n+1(dp+n
Y )∗

(dp−1
X )∗

(dpX)∗

(−1)n−1(dp+n−1
Y )∗

(dpX)∗

(−1)n(dp+n
Y )∗

(dpX)∗

记双复形 (1.4)定义的全复形为 (rowTot
∏
(C••)•, rowd•),双复形 (1.5)定义的全复形为 (colTot

∏
(C••)•, cold

•
),那

么对每个整数 n有 rowdn(−1)n+1 = cold
n. 于是我们能够显式地写出不同习惯定义出 Hom复形间的链同构:

· · · rowTot
∏
(C••)n−1 rowTot

∏
(C••)n rowTot

∏
(C••)n+1 · · ·

· · · colTot
∏
(C••)n−1 colTot

∏
(C••)n colTot

∏
(C••)n+1 · · ·

rowdn−1

(−1)
(n−1)n

2

rowdn

(−1)
n(n+1)

2

rowdn+1

(−1)
(n+1)(n+2)

2

cold
n−1 cold

n cold
n+1

(1.6)
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如无特别说明我们之后考虑的 Hom复形都是 [例1.47]意义下的,全张量积复形是 [注记1.77]意义下的. 在本
节后面的部分主要记录一些关于 Hom复形和复形张量积的基本链映射构造,初次阅读可跳过.

Example 1.80 ([Ye92]). 设 A是含幺环, (X•, d•X), (Y
•, d•Y )和 (Z•, d•Z)都是 A-A双模复形. 那么对每个整数 n,

可定义 τn : Tot⊕(X• ⊗A Hom•
A(Y

•, Z•))n → Homn
A(Hom•

Aop(X•, Y •), Z•)为⊕
p+q=n

Xp ⊗A
∏
k∈Z

Homq
A(Y

k, Zk+q)→
∏
t∈Z

HomA(
∏
k∈Z

HomAop(Xk, Y k+t), Zt+n)

(xp ⊗ (fk : Y k → Zk+q)k∈Z)p+q=n 7→((gk : Xk → Y k+t)k∈Z 7→ (−1)p(t+n)+pfp+tgp(xp))t∈Z.

可直接验证上述映射定义合理并且 τn 是 A-A 双模同态. 下面验证 τ = {τn}n∈Z 是链映射, 固定指标 p, q 满

足 p + q = n 取定 xp ∈ Xp 和 (fk : Y k → Zk+q)k∈Z ∈ Homq(Y •, Z•), 那么 xp ⊗ (fk : Y k → Zk+q)k∈Z 在

Tot⊕(X• ⊗A Hom•
A(Y

•, Z•))•的 n次微分 (这里采用 [注记1.77]意义下,把张量积双复形的符号添加在列上定
义的张量积复形)下的像是 dpX(x

p)⊗ (fk)k∈Z + (−1)pxp ⊗ (dk+pZ fk + (−1)q+1fk+1dkY )k∈Z. 而

τn(xp ⊗ (fk : Y k → Zk+q)k∈Z)p+q=n ∈ Homn(Hom•
Aop(X•, Y •), Z•)

在 Hom•(Hom•
Aop(X•, Y •), Z•)的 n次微分下的像在指标 t处的分量作用 (gk : Xk → Y k+t)k∈Z后为

(−1)p(t+n)+pdn+tZ fp+tgp(xp) + (−1)n+1+p(n+t+1)+pfp+t+1dp+tY gp(xp) + (−1)n+t+p(n+t+1)+pfp+t+1gp+1dpX(x
p).

同样可直接计算验证 dpX(x
p)⊗(fk)k∈Z+(−1)pxp⊗(dk+pZ fk+(−1)q+1fk+1dkY )k∈Z在 τn+1下的像在指标 t处的分

量作用 (gk : Xk → Y k+t)k∈Z也为上式. 因此 τ定义了Tot⊕(X•⊗AHom•
A(Y

•, Z•))•到Hom•
A(Hom•

Aop(X•, Y •), Z•)

的链映射. 并且 τ 在下述意义下是自然的,记对复形X 定义出的链映射为 τX ,那么对任何 A-A双模复形X•
1 和

X•
2 ,设 α : X•

1 → X•
2 是 A-A双模复形间的链映射. 那么有下述复形链映射的交换图:

Tot⊕(X•
1 ⊗A Hom•

A(Y
•, Z•))• Hom•

A(Hom•
Aop(X•

1 , Y
•), Z•)

Tot⊕(X•
2 ⊗A Hom•

A(Y
•, Z•))• Hom•

A(Hom•
Aop(X•

2 , Y
•), Z•)

τX1

Tot⊕(α⊗Hom•
A(Y •,Z•)) Hom•

A(Hom•
Aop (α,Y

•),Z•)

τX2

如果 X 是 A-A双模,把 X 视作集中在 0次部分的 A-A双模复形,那么 τn变为

τn : X ⊗A Homn
A(Y

•, Z•)→
∏
t∈Z

HomA(HomAop(X,Y t), Zt+n)

x⊗ (fk : Y k → Y k+n)n∈Z 7→((g : X → Y t) 7→ f tg(x))t∈Z.

特别地,如果 AXA = AAA,那么 τn是 A-A双模同构,进而知当X• = A(视作集中在 0次位置的复形)时, τA给
出 Tot⊕(A⊗A Hom•

A(Y
•, Z•))•到 Hom•

A(Hom•
Aop(A, Y •), Z•)的链同构.

对 Abel范畴 A上复形, (X•, d•X),任给整数 k,定义 X[k]• 为 X[k]n = Xk+n 且 dnX[k] = (−1)kdk+nX 给出的

复形. 称之为复形 X 的 k次平移 (也见 [命题2.1]).

Example 1.81. 设 A 是 Abel 范畴, (X•, d•X), (Y
•, d•Y ) 都是 A 上复形, 那么可直接验证 Hom•

A(X[1]•, Y •) 和

HomA(X
•, Y •)[−1]•的微分仅差一个负号. 同样地, Hom•

A(X[−1]•, Y •)和HomA(X
•, Y •)[1]•的微分也仅差一
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个负号. 因此 εn = (−1)n : Homn
A(X[1]•, Y •)→ Hom•

A(X
•, Y •)[−1]n可定义出链同构 ε : Hom•

A(X[1]•, Y •) ∼=
Hom•

A(X
•, Y •)[−1]•. 类似地, 也有链同构 Hom•

A(X[−1]•, Y •) ∼= HomA(X
•, Y •)[1]•. 特别地, 对任何 A 上

有 A-A 双模复形 (X•, d•X), (Y
•, d•Y ), (Z

•, d•Z), 如果对每个整数 n, 置 µn : Homn
A(HomA(X[1]•, Y •), Z•) →

HomA(HomA(X
•, Y •), Z•)[1]n 为 µn(gt : Homt(X[1]•, Y •) → Zt+n)t∈Z = ((−1)t+ngt)t∈Z,那么这给出链同构

Hom•
A(HomA(X[1]•, Y •), Z•) ∼= HomA(HomA(X

•, Y •), Z•)[1]•.

Remark 1.82. 任给A-A双模复形X•, Y •, Z•,记 τ : Tot⊕(X•⊗AHom•
A(Y

•, Z•))• → Hom•
A(Hom•

Aop(X•, Y •), Z•)

是 [例1.80]中的链同构. ι : Tot⊕(X[1]• ⊗AHom•
A(Y

•, Z•))• → Tot⊕(X• ⊗AHom•
A(Y

•, Z•))[1]•是不用添加任

何符号的标准链同构. µ : Hom•
A(HomA(X[1]•, Y •), Z•)→ HomA(HomA(X

•, Y •), Z•)[1]• 是 [例1.81]给出的
链同构. 那么可直接验证我们有下述复形链同构的交换图:

Tot⊕(X• ⊗A Hom•
A(Y

•, Z•))[1]• HomA(HomA(X
•, Y •), Z•)[1]•

Tot⊕(X[1]• ⊗A Hom•
A(Y

•, Z•))• Hom•
A(HomA(X[1]•, Y •), Z•)

τX [1]

ι

τX[1]

µ

Remark 1.83. 一般地,对含幺环 R上右 R-模复形X•和左 R-模复形 Y •,不用添加任何符号的标准映射族给出
复形链同构 Tot⊕(X[1]•⊗R Y •) ∼= Tot⊕(X•⊗R Y •)[1]. 但如果要给出 Tot⊕(X•⊗R Y [1]•)和 Tot⊕(X•⊗R Y •)[1]

作为复形的链同构,我们需要对自然映射族添加符号: 任给整数 n. 定义

θn : Tot⊕(X• ⊗R Y [1]•)n =
⊕
p+q=n

(X[1]p ⊗R Y q)→
⊕

i+j=n+1

Xi ⊗R Y j , xp ⊗ yq+1 7→ (−1)pxp ⊗ yq+1.

可直接验证同态族 θ = {θn}n∈Z给出复形链同构 Tot⊕(X• ⊗R Y [1]•) ∼= Tot⊕(X• ⊗R Y •)[1].

设 A是K-代数,并记 Ae = A⊗K Aop是 A的包络代数 (那么 (Aop)e = (Ae)op). 那么任何 A-A双模M 和

A-A双模N ,M⊗KN 有自然的Ae-Ae双模结构: (a⊗b)(x⊗y)(c⊗d) = axc⊗dyb, ∀x ∈M,y ∈ N, a, b, c, d ∈ A.
特别地,对任何 A-A双模复形 X•和 A-A双模复形 Y •, Tot⊕(X• ⊗K Y •)是 Ae-Ae双模复形.

Proposition 1.84. 设 A 是 K-代数, (X•, d•X), (Y
•, d•Y ) 都是 A-A 双模复形. 那么作为 K-模复形, 有链同构

Tot⊕(X• ⊗K Y •)• ∼= Tot⊕(Y • ⊗K X•)•. 具体地,对任何整数 n,命

νn : Tot⊕(X• ⊗K Y •)n → Tot⊕(Y • ⊗K X•)n, xp ⊗ yq 7→ (−1)pqyq ⊗ xp,

这里指标 p, q满足 p+q = n,那么 ν = {νn}n∈Z给出K-模复形的链同构 Tot⊕(X•⊗K Y •)• ∼= Tot⊕(Y •⊗KX•)•.
如果对 Y i ⊗K Xj 赋予左 Ae-模结构为 (a ⊗ b)(y ⊗ x) = yb ⊗ ax, 赋予右 Ae-模结构为 (y ⊗ x)(c ⊗ d) =

dy ⊗ xc来视 Tot⊕(Y • ⊗K X•)作 Ae-Ae 双模复形 (记作 Tot⊕(Ỹ • ⊗K X̃•)),那么 ν 给出 Ae-Ae 双模复形同构
Tot⊕(X• ⊗K Y •)• ∼= Tot⊕(Ỹ • ⊗K X̃•).

Proof. 固定指标 p, q 满足 p + q = n. 那么 xp ⊗ yq ∈ Tot⊕(X• ⊗K Y •)n 在 n次微分下的像是 dpX(x
p) ⊗ yq +

(−1)pxp⊗ dqY (yq). 该元素在 νn+1下的像是 (−1)(p+1)qyq ⊗ dpX(xp)+ (−1)p+p(q+1)dqY (y
q)⊗ xp. 由此可知 ν定义

了 Tot⊕(X•⊗K Y •)•到 Tot⊕(Y •⊗K X•)•作为K-模复形的链映射. 当把K-模复形 Tot⊕(Y •⊗K X•)赋予如条

件所述新的 Ae-Ae双模复形结构后,容易验证 ν 这时也是 Ae-Ae双模复形间的链同构.
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Remark 1.85. 这里 Tot⊕(X• ⊗K Y •)• ∼= Tot⊕(Y • ⊗K X•)• 想视作 Ae-Ae 双模复形同构需要修改右边复形的
Ae-Ae双模复形结构. 当 X• = Y •时, Tot⊕(X• ⊗K X•)• ∼= Tot⊕(X̃• ⊗K X̃•).

Remark 1.86. 设 R 是含幺环, X,Y 是 R-R 双模复形, 那么 Tot⊕(X• ⊗R Y •) 有自然的 R-R 双模结构. 把
X,Y 视作 Rop-Rop 双模复形后, Tot⊕(Y • ⊗Rop X•)也成为 Rop-Rop 双模复形. 于是 Tot⊕(Y • ⊗Rop X•)依然可

视作 R-R 双模复形. 和 [命题1.84] 一样可直接构造形式相同的 Abel 群复形间的链同构 Tot⊕(X• ⊗R Y •) ∼=
Tot⊕(Y • ⊗Rop X•),容易验证该链同构也是 R-R双模复形间链同构.

Example 1.87. 设A是K-代数,X1, X2, Y1, Y2都是A-A双模,那么X1⊗AY1和Y2⊗AX2有自然的A-A双模结构.
于是可通过前面的方式把 (X1⊗AY1)⊗K(Y2⊗AX2)视作Ae-Ae双模: (a⊗b)(x1⊗y1⊗y2⊗x2) = ax1⊗y1⊗y2⊗x2b,
(x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2)(c⊗ d) = x1 ⊗ y1c⊗ dy2 ⊗ x2. 这里 a, b, c, d ∈ A.而 Y2 ⊗A (X1 ⊗K X2)⊗A Y1有自然的 A-A
双模结构. 现在考虑 (X1 ⊗A Y1)⊗K (Y2 ⊗A X2)上的右 Ae-模结构给出的其上 A-A双模结构. 那么映射

χ : (X1 ⊗A Y1)⊗K (Y2 ⊗A X2)→ Y2 ⊗A (X1 ⊗K X2)⊗A Y1, x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2 7→ y2 ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ y1

是定义合理的且为 A-A双模同构. 其逆映射 χ−1 : Y2 ⊗A (X1 ⊗K X2) ⊗A Y1 → (X1 ⊗A Y1) ⊗K (Y2 ⊗A X2)把

形如 y2 ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ y1的元素映至 x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2.

Proof. 标准K-模同构 (X1⊗AY1)⊗K (Y2⊗AX2) ∼= (Y2⊗AX2)⊗K (X1⊗AY1) ∼= Y2⊗A (X2⊗KX1)⊗AY1与标准

K-模同构 τ : X2⊗KX1 → X1⊗KX2, x2⊗x1 7→ x1⊗x2决定的K-模同构 1Y2
⊗τ⊗1Y1

: Y2⊗A(X2⊗KX1)⊗AY1 →
Y2⊗A (X1⊗K X2)⊗A Y1的合成给出的映射就是 χ,因此 χ是定义合理的并且是K-模同构. 现在需要验证 χ是

A-A双模同构. 设 a, b ∈ A,那么对任给 x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2 ∈ (X1 ⊗A Y1)⊗K (Y2 ⊗A X2)有

a(x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2) = (x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2)(1⊗ a) = (x1 ⊗ y1)⊗ a(y2 ⊗ x2) = x1 ⊗ y1 ⊗ ay2 ⊗ x2.

所以 χ(a(x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2)) = ay2 ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ y1 = aχ(x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2),这说明 χ是左 A-模.
同样地,有 (x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2)b = (x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2)(b⊗ 1) = x1 ⊗ y1b⊗ y2 ⊗ x2. 所以

χ((x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2)b) = y2 ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ y1b = χ(x1 ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ x2)b.

这说明 χ也是右 A-模同态. 至此我们说明了 χ是 A-A双模同构.

Proposition 1.88. 设A是K-代数,M是A-A双模,将M视作集中在 0次位置的复形. 再设X•
1 , X

•
2 , Y

•
1 , Y

•
2 都是

A-A双模复形. 利用M 的左Ae-模结构以及 (Xi
1⊗AY

p
1 )⊗K (Y q

2 ⊗KX
j
2)上标准Ae-Ae双模结构中的左Ae-模结

构 (来自外作用),可定义出Hom复形Hom•
Ae(M, (X•

1 ⊗AY •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 )),这里简化了张量积复形的记号.

那么 (X•
1 ⊗A Y •

1 )⊗K (Y •
2 ⊗AX•

2 )上的右Ae-模复形结构使我们能够把Hom•
Ae(M, (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 ))

视作右 Ae-模复形. 进而Hom•
Ae(M, (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 ))也是 A-A双模复形. 同样地,X•

1 ⊗K X•
2 可自

然视作 Ae-Ae 双模复形,利用其左 Ae-模复形结构 (来自外作用)定义出复形 Hom•
Ae(M,X•

1 ⊗K X•
2 ). 同样地,

X•
1 ⊗K X•

2 上的右 Ae-模复形结构 (来自内作用)使 Hom•
Ae(M,X•

1 ⊗K X•
2 )成为 A-A双模复形.

那么对固定的整数n,有定义合理的映射 σn : (Y •
2 ⊗AHom•

Ae(M,X•
1⊗KX•

2 )⊗AY •
1 )

n → Homn
Ae(M, (X•

1⊗A
Y •
1 )⊗K(Y •

2 ⊗AX•
2 ))满足对任何满足 p+t+q = n的整数指标 p, t, q, σn将 (Y •

2 ⊗AHom•
Ae(M,X•

1⊗KX•
2 )⊗AY •

1 )
n

中形如 yp2 ⊗ f t ⊗ yq1 的元素 (这里 f t : M → (X•
1 ⊗K X•

2 )
t 为左 Ae-模同态) 映至如下 Homn

Ae(M, (X•
1 ⊗A

Y •
1 ) ⊗K (Y •

2 ⊗A X•
2 ))中元素: 在每个 m ∈ M 上的作用为 yp2 ⊗ f t(m) ⊗ yq1 在 [例1.87]给出的 A-A双模同构
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Y p
2 ⊗AXi

1 ⊗K X
j
2 ⊗A Y

q
1
∼= Xi

1 ⊗A Y
q
1 ⊗K Y

p
2 ⊗AX

j
2 下的像. 并且 σn是 A-A双模同态. 此外, σn能够调整为新

的 A-A双模同态 σ̃n : (Y •
2 ⊗A Hom•

Ae(M,X•
1 ⊗K X•

2 )⊗A Y •
1 )

n → Homn
Ae(M, (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 ))满

足将 yp2 ⊗ f t ⊗ y
q
1 的元素映至如下 Homn

Ae(M, (X•
1 ⊗A Y •

1 )⊗K (Y •
2 ⊗A X•

2 ))中元素: 在每个m ∈M 上的作用
为: 如果设 f t(m) =

∑
xi1 ⊗ x

j
2(需要指出这里对固定的指标 i, j, f t(m)在 Xi

1 ⊗K Xj
2 中的分量未必只有一项),

那么 σ̃n(yp2 ⊗ f t ⊗ y
q
1)在m上的取值为

∑
(−1)pi+qj+pqxi1 ⊗ y

q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2. 这时 σ̃ = {σ̃n}n∈Z 给出 A-A双模复

形链映射 (Y •
2 ⊗A Hom•

Ae(M,X•
1 ⊗K X•

2 )⊗A Y •
1 )

• → Hom•
Ae(M, (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗A X•
2 )).

Proof. 先证映射 σn的定义合理性. 设指标 p, q, t满足 p+q+t = n. 对固定的m ∈M ,设 f t(m) =
∑
xi1⊗x

j
2,这里

xi1 ∈ Xi
1且 xj2 ∈ X

j
2满足 i+j = t. 进而 σn(yp2⊗f t⊗y

q
1)(m) =

∑
xi1⊗y

q
1⊗y

p
2⊗x

j
2这是 (X•

1⊗AY •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 )

的 n次部分中的元素. 于是由 f t是左Ae-模同态容易验证 σn(yp2⊗f t⊗y
q
1)是M 到 (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 )

的 n次部分的左 Ae-模同态. 所以如果我们能够证明对任何 a ∈ A,有 σn(yp2a⊗ f t⊗ y
q
1) = σn(yp2 ⊗ af t⊗ y

q
1)以

及 σn(yp2 ⊗ f ta⊗ y
q
1) = σn(yp2 ⊗ f t ⊗ ay

q
1),那么我们便可看到可定义合理地定义出映射 σn.

沿用前面对 f t(m)引用的记号. 那么 af t(m) = f t(m)(1⊗ a) = (
∑
xi1 ⊗ x

j
2)(1⊗ a) =

∑
xi1 ⊗ ax

j
2. 所以

σn(yp2 ⊗ af t ⊗ y
q
1)(m) =

∑
xi1 ⊗ y

q
1 ⊗ y

q
2 ⊗ ax

j
2 =

∑
xi1 ⊗ y

q
1 ⊗ y

q
2a⊗ x

j
2 = σn(yp2a⊗ f t ⊗ y

q
1)(m).

通过上式我们看到 σn(yp2a ⊗ f t ⊗ yq1) = σn(yp2 ⊗ af t ⊗ yq1). 类似地, 可直接计算验证 σn(yp2 ⊗ f ta ⊗ yq1) =

σn(yp2 ⊗ f t ⊗ ay
q
1). 故我们能够合理地定义出映射 σn.注意到∑

xi1 ⊗ y
q
1 ⊗ ay

p
2 ⊗ x

j
2 = (

∑
xi1 ⊗ y

q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2)(1⊗ a),

所以 σn是左 A-模同态. 对称地,也有∑
xi1 ⊗ y

q
1a⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2 = (

∑
xi1 ⊗ y

q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2)(a⊗ 1),

这说明 σn 也是右 A-模同态. 重复前面的讨论便能得到 σ̃n 也是定义合理的 A-A 双模同态. 可直接计算得到
A-A 双模同态族 σ̃ = {σ̃n}n∈Z 给出 A-A 双模复形间的链映射 (Y •

2 ⊗A Hom•
Ae(M,X•

1 ⊗K X•
2 ) ⊗A Y •

1 )
• →

Hom•
Ae(M, (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗A X•
2 )).

Remark 1.89. 如果Y •
1 = A,那么 σ̃n可表达为 (Y •

2 ⊗AHom•
Ae(M,X•

1⊗KX•
2 ))

n → Homn
Ae(M,X•

1⊗KY •
2 ⊗AX•

2 ),
如果设 f t(m) =

∑
xi1 ⊗ x

j
2,那么 σ̃n(yp2 ⊗ f t)在m上的取值为

∑
(−1)pixi1 ⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2. 如果 Y •

2 = A,那么 σ̃n可

表达为 (Hom•
Ae(M,X•

1 ⊗K X•
2 ) ⊗A Y •

1 )
n → Homn

Ae(M,X•
1 ⊗K Y •

1 ⊗A X•
2 ),如果设 f t(m) =

∑
xi1 ⊗ x

j
2,那么

σ̃n(f t ⊗ yq1)在m上的取值为
∑

(−1)qjxi1 ⊗ y
q
1 ⊗ x

j
2.

Remark 1.90. 当 [命题1.88]中的复形X•
1 , X

•
2 , Y

•
1 , Y

•
2 全部是有界复形并且 Y •

1 每项都是有限生成自由左A-模,
Y •
2 每项都是有限生成自由右 A-模时,链映射 σ̃是复形层面的链同构: 如果 Y •

1 = Y •
2 = A(集中在 0次部分),结

论明显成立. 由此可知当 Y •
1 和 Y •

2 集中在 0次且 0次项是有限生成自由 A-模时结论成立. 利用给定复形的有
界性便可直接验证 Y •

1 , Y
•
2 都是有界且每项为有限生成自由 A-模的复形时 σ̃是链同构.

Remark 1.91. 也可以考虑比 [命题1.88]更一般的场景. 设 A是 K-代数,M• 是 A-A双模复形, X•
1 , X

•
2 , Y

•
1 , Y

•
2

也是 A-A 双模复形. 那么可以类似定义 (Y •
2 ⊗A Hom•

Ae(M•, X•
1 ⊗K X•

2 ) ⊗A Y •
1 )

• 到 Hom•
Ae(M•, (X•

1 ⊗A
Y •
1 ) ⊗K (Y •

2 ⊗A X•
2 ))的链映射. 具体地,对固定的整数 n,可以定义出定义合理的 A-A双模同态 τn : (Y •

2 ⊗A
Hom•

Ae(M•, X•
1 ⊗K X•

2 )⊗A Y •
1 )

n → Homn
Ae(M•, (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗A X•
2 ))满足对任何

yp2 ⊗ (gk :Mk → (X•
1 ⊗K X•

2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1 ∈ (Y •

2 ⊗A Hom•
Ae(M•, X•

1 ⊗K X•
2 )⊗A Y •

1 )
n,
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这里 p+ t+ q = n, τn作用上述元素后在指标 ℓ ∈ Z处的分量 (为M ℓ到 (X•
1 ⊗A Y •

1 )⊗K (Y •
2 ⊗A X•

2 )
ℓ+n的左

Ae-模同态)在每个 mℓ ∈ M ℓ 上的取值满足: 如果记 f ℓ(mℓ) =
∑
xi1 ⊗ x

j
2 ∈ (X•

1 ⊗A Y •
1 )

ℓ+t,则在 m上取值为∑
xi1 ⊗ y

q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2 ∈ (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗A X•
2 )
ℓ+n.

yp2 ⊗ (gk : Mk → (X•
1 ⊗K X•

2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1 ∈ (Y •

2 ⊗A Hom•
Ae(M•, X•

1 ⊗K X•
2 ) ⊗A Y •

1 )
n 在 (Y •

2 ⊗A
Hom•

Ae(M•, X•
1 ⊗K X•

2 )⊗A Y •
1 )

•的 n次微分下的像为

dpY2
(yp2)⊗ (gk :Mk → (X•

1 ⊗K X•
2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1+(−1)pyp2 ⊗ dtHom(M,X1⊗X2)

(gk :Mk → (X•
1 ⊗K X•

2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1

+ (−1)p+typ2 ⊗ (gk :Mk → (X•
1 ⊗K X•

2 )
k+t)k∈Z ⊗ d•Y1

yq1.

下面化简 (−1)pyp2 ⊗ dtHom(M,X1⊗X2)
(gk :Mk → (X•

1 ⊗K X•
2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1 . 首先

dtHom(M,X1⊗X2)
(gk :Mk → (X•

1 ⊗K X•
2 )
k+t)k∈Z = (dk+tX1⊗X2

gk + (−1)t+1gk+1dkM :Mk → (X•
1 ⊗K X•

2 )
k+t+1)k∈Z,

因此

(−1)pyp2 ⊗ dtHom(M,X1⊗X2)
(gk :Mk → (X•

1 ⊗K X•
2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1 =(−1)pyp2 ⊗ (dk+tX1⊗X2

gk)k∈Z ⊗ yq1
+ (−1)p+t+1yp2 ⊗ (gk+1dkM )k∈Z ⊗ yq1.

于是我们能计算 yp2 ⊗ (gk : Mk → (X•
1 ⊗K X•

2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1 先被 (Y •

2 ⊗A Hom•
Ae(M•, X•

1 ⊗K X•
2 ) ⊗A Y •

1 )
•

的 n次微分作用,再被 τn+1 作用下的像: 对任何 mℓ ∈ M ℓ,记 gℓ(mℓ) =
∑
xi1 ⊗ x

j
2,这里 i + j = ℓ + t. 以及

gℓ+1dℓM (mℓ) =
∑
xk11 ⊗ xk22 ,这里 k1 + k2 = ℓ+ t+ 1. 那么

τn+1dn(Y •
2 ⊗AHom•

Ae (M•,X•
1⊗KX•

2 )⊗AY •
1 )•(y

p
2 ⊗ (gk :Mk → (X•

1 ⊗K X•
2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1)

的 ℓ次分量在mℓ ∈M ℓ上的取值为∑
xi1 ⊗ y

q
1 ⊗ d

p
Y2
(y2)⊗ xj2 + (−1)pdiX1

(xi1)⊗ y
q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2+

(−1)p+ixi1 ⊗ y
q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ d

j
X2

(xj2) + (−1)p+t+1xk11 ⊗ y
q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ xk22 +

∑
(−1)p+txi1 ⊗ d

q
Y1
(y1)⊗ yp2 ⊗ x

j
2.

下面计算 τn(yp2 ⊗ (gk :Mk → (X•
1 ⊗K X•

2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1)在Hom•

Ae(M•, (X•
1 ⊗A Y •

1 )⊗K (Y •
2 ⊗A X•

2 ))的 n次

微分下的像在mℓ ∈M ℓ处的取值. 首先对任何

(hℓ :M ℓ → (X•
1 ⊗A Y •

1 )⊗K (Y •
2 ⊗A X•

2 )
ℓ+n)ℓ∈Z ∈ Homn

Ae(M•, (X•
1 ⊗A Y •

1 )⊗K (Y •
2 ⊗A X•

2 ))

在 dnHom•
Ae (M•,(X•

1⊗AY •
1 )⊗K(Y •

2 ⊗AX•
2 ))
下的像为 (dn+ℓX1⊗Y1⊗Y2⊗X2

hℓ + (−1)n+1hℓ+1dℓM )ℓ∈Z.
因此 τn(yp2 ⊗ (gk :Mk → (X•

1 ⊗K X•
2 )
k+t)k∈Z ⊗ yq1)在 n次微分下的像在mℓ处的取值为∑

diX1
(xi1)⊗ y

q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ x

j
2 +

∑
(−1)ixi1 ⊗ d

q
Y1
(y1)⊗ yp2 ⊗ x

j
2

+
∑

(−1)i+qxi1 ⊗ y
q
1 ⊗ d

p
Y2
(yp2)⊗ x

j
2 +

∑
(−1)i+q+pxi1 ⊗ y

q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ d

j
X2

(x2) +
∑

(−1)n+1xk11 ⊗ y
q
1 ⊗ y

p
2 ⊗ xk22 .

类似 [命题1.88], 通过把 τn 调整为满足如下条件的 τ̃n: 在每个 mℓ ∈ M ℓ 上的取值满足: 如果记 f ℓ(mℓ) =∑
xi1⊗x

j
2 ∈ (X•

1⊗AY •
1 )

ℓ+t,则在m上取值为
∑

(−1)qi+pi+qp+qtxi1⊗y
q
1⊗y

p
2⊗x

j
2 ∈ (X•

1⊗AY •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 )
ℓ+n.

那么可直接验证得到的映射族 τ̃ = {τ̃n}定义了 (Y •
2 ⊗AHom•

Ae(M•, X•
1⊗KX•

2 )⊗AY •
1 )

•到Hom•
Ae(M•, (X•

1⊗A
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Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗AX•
2 ))的链映射. 可直接验证当X•

1 , X
•
2 都是有界复形且 Y •

1 , Y
•
2 满足 Y •

1 每项是有限生成自由左

A-模, Y •
2 每项是有限生成自由右 A-模时, τ̃ 给出复形链同构

(Y •
2 ⊗A Hom•

Ae(M•, X•
1 ⊗K X•

2 )⊗A Y •
1 )

• ∼= Hom•
Ae(M•, (X•

1 ⊗A Y •
1 )⊗K (Y •

2 ⊗A X•
2 )).

Remark 1.92. 设R,S是含幺环,X•是有界的左R-模复形满足每个Xi是有限生成投射左R-模, Y •是R-S双模
复形. 对固定的整数 n, p,有标准右 S-模同构 ξp : HomR(X

−p, R)⊗R Y n−p → HomR(X
−p, Y n−p), f ⊗ yn−p 7→

(x−p 7→ f(x−p)yn−p). 于是对每个整数 n 和 p, 可如下定义 ηn : (Hom•
R(X

•, R) ⊗R Y •)n → Homn
R(X

•, Y •):
将每个 (fp : X−p → R) ⊗ yn−p ∈ (Hom•

R(X
•, R) ⊗R Y •)n 映至 ξp(fp ⊗ yn−p) ∈ Homn

R(X
•, Y •). 那么

由 HomR(X
−p, R) 和 HomR(X

p, Y p+n) 仅对有限多个指标 p 非零可知 ηn 是右 S-模同构. 如果定义 η̃n :

Hom•
R(X

•, R) ⊗R Y • → Hom•
R(X

•, Y •) 满足将每个 (fp : X−p → R) ⊗ yn−p ∈ (Hom•
R(X

•, R) ⊗R Y •)n

映至 (−1)p(n−p)ξp(fp ⊗ yn−p) ∈ Homn
R(X

•, Y •). 那么可直接验证 η̃ = {η̃n}n∈Z 定义了 Hom•
R(X

•, R) ⊗R Y •

到 Hom•
R(X

•, Y •)作为右 S-模复形的链同构.

现在设 A是K-代数, X•, Y • 和 Z• 都是 A-A双模复形. 记 Tot⊕(X• ⊗K Y •)为 X• ⊗K Y •. 下面构造 A-A
双模复形 Hom•

Ae(X• ⊗K Y •, Z•)到 Hom•
Aop(Y •,Hom•

A(X
•, Z•))的链同构. 固定整数 n,命

ψn : Homn
Ae(X• ⊗K Y •, Z•)→ Homn

Aop(Y •,Hom•
A(X

•, Z•))

满足将任何 (f ℓ : (X• ⊗K Y •)ℓ → Zℓ+n)ℓ∈Z ∈ Hom•
Ae(X• ⊗K Y •, Z•)映至的 Homn

Aop(Y •,Hom•
A(X

•, Z•))中

元素在指标 t处的分量为 Y t → Homt+n
A (X,Z), yt 7→ (xp 7→ (−1)ptfp+t(xp⊗yt))p∈Z,可直接验证 ψ = {ψn}n∈Z

是定义合理的 A-A双模复形间的链映射. 类似于模范畴场景的 Hom函子与张量函子伴随同构的证明,对每个
整数 n可直接构造 ψn的逆映射 (类似 ψn的定义调整符号)来得到 ψn是链同构.

对称地,也可以如下定义出 Hom•
Ae(X• ⊗K Y •, Z•)到 Hom•

A(X
•,Hom•

Aop(Y •, Z•))的链同构: 对每个整
数 n, 定义 φn : Homn

Ae(X• ⊗K Y •, Z•) → Homn
A(X

•,Hom•
Aop(Y •, Z•)) 满足将任何 (f ℓ : (X• ⊗K Y •)ℓ →

Zℓ+n)ℓ∈Z ∈ Hom•
Ae(X• ⊗K Y •, Z•) 映至的 Homn

A(X
•,Hom•

Aop(Y •, Z•)) 中元素在指标 t 处的分量为 Xt →
Homt+n

Aop (Y •, Z•)), xt 7→ (yq 7→ f q+t(xt ⊗ yq))(这里不用添加符号). 可直接验证 φ = {φn}n∈Z 是定义合理的

A-A双模复形间的链同构. 我们把前面的讨论记录为

Proposition 1.93. 设 A是K-代数, X•, Y •和 Z•都是 A-A双模复形. 那么
(1)存在复形链同构 Hom•

Ae(X• ⊗K Y •, Z•) ∼= Hom•
Aop(Y •,Hom•

A(X
•, Z•)).

(2)存在复形链同构 Hom•
Ae(X• ⊗K Y •, Z•) ∼= Hom•

A(X
•,Hom•

Aop(Y •, Z•)).

(3)存在复形链同构 Hom•
Aop(Y •,Hom•

A(X
•, Z•)) ∼= Hom•

A(X
•,Hom•

Aop(Y •, Z•)).

Remark 1.94. 这里再指出 [命题1.93]中的链同构对每个复形变量自然.

1.3 同伦范畴回顾

在加性范畴场景同样可以像模范畴一样引入复形间链映射的链同伦的概念.

Definition 1.95 (链同伦, [Wei94]). 设A是加性范畴, (X•, d•X), (Y
•, d•Y ) ∈ C (A),如果链映射 f•, g• : X• → Y •

满足存在态射族 {sn : Xn → Y n−1}n∈Z使得 dn−1
Y sn+ sn+1dnX = fn− gn, ∀n ∈ Z,则称链映射 f•和 g•同伦,称
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s•是 f•到 g•的一个链同伦,简记作 f
s∼ g.

· · · Xn−1 Xn Xn+1 · · ·

· · · Y n−1 Y n Y n+1 · · ·

dn−1
X

fn−1

dnX

fnsn

dn+1
X

fn+1sn+1

dn−1
Y dnY dn+1

Y

如果链映射 f•和零链映射是同伦的,也称 f•是零伦的.

如果 (X•, d•X), (Y
•, d•Y ) ∈ C (A)间有链映射 f•, g•,那么 f•和 g•是链同伦的当且仅当 (f − g)•是零伦的.

任何链映射 f• : X• → Y • 明显与自身链同伦;如果链映射 f• : X• → Y • 到 g• : X• → Y • 有链同伦 s•,那么
−s• 给出 g• 到 f• 的链同伦. 现在设链映射 f•, g•, h• : X• → Y • 满足 f

s∼ g, g
t∼ h,那么 f

s+t∼ h. 因此对固定
的 (X•, d•X), (Y

•, d•Y ) ∈ C (A),链同伦给出加法群 HomC (A)(X
•, Y •)上等价关系. 命

Htp(X•, Y •) = {f• ∈ HomC (A)(X
•, Y •)|f•是零伦的},

那么Htp(X•, Y •)是HomC (A)(X
•, Y •)的加法子群并且商群HomC (A)(X

•, Y •)/Htp(X•, Y •)就是所有X•到

Y •的链同伦等价类构成的集合,记作 HomK (A)(X
•, Y •). 特别地, HomK (A)(X

•, Y •)上有自然的加群结构.
如果加性范畴A上复形 (X•, d•X), (Y

•, d•Y ), (Z
•, d•Z)间有链同伦的链映射 f•

1 , f
•
2 : X• → Y •以及链同伦的

链映射 g•1 , g
•
2 : X• → Y •,那么容易验证 (g1f1)

•和 (g2f2)
•同伦. 这一观察说明我们可以定义链映射同伦等价类

间的合成. 即链映射 f• : X• → Y • 的同伦等价类和 g• : Y • → Z• 的同伦等价类如果定义为 (gf)• : X• → Z•

所在的同伦等价类,那么定义合理. 于是从给定的加性范畴 A出发,我们能够定义一个新的范畴K (A):

• 范畴K (A)的对象类定义为 obC (A).

• 任何 (X•, d•X), (Y
•, d•Y ) ∈ obK (A) = obC (A),定义HomK (A)(X

•, Y •)为HomC (A)(X
•, Y •)/Htp(X•, Y •).

• 任何 (X•, d•X), (Y
•, d•Y ), (Z

•, d•Z) ∈ obK (A),定义合成

HomK (A)(Y
•, Z•)×HomK (A)(X

•, Y •)→ HomK (A)(X
•, Z•), ([g•], [f•]) 7→ [(gf)•].

易见我们定义的K (A)构成范畴,称为加性范畴 A的同伦范畴. 同伦范畴明显有零复形作为零对象,任何复形
在同伦范畴中的态射集上有自然的加法群结构,并且态射的合成与加法具有分配律. 对任何K (A)中任意有限
多个复形对象,考虑这些复形对象在 C (A)中满足的 (AC4),再将 (AC4)中相应的标准态射所在的同伦等价类
对应到同伦范畴中,便可知K (A)是加性范畴. 但无法得到 Abel范畴上同伦范畴是 Abel范畴.
设 A是加性范畴. 如果记 P : C (A) → K (A)是标准函子,即将每个复形对应到自身,复形间的链映射对

应到其所在的同伦等价类,那么 P 明显是加性函子.
下面说明 Abel范畴上复形间同伦的链映射诱导的上同调对象间的态射相同,这反映链同伦的重要性.

Proposition 1.96. 设 A是 Abel范畴, (X•, d•X), (Y
•, d•Y ) ∈ obC (A),如果 f•, g• : X• → Y • 是同伦的链映射,

那么对任何整数 n有 Hn(f) = Hn(g) : Hn(X)→ Hn(Y ).
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Proof. 沿用定义上同调函子的记号,现在有标准monic态 anX : ImdnX → KerdnX , anY : ImdnY → KerdnY 以及链映
射 f•给出态射 cn(f) : KerdnX → KerdnY 和 bn(f) : Imdn−1

X → Imdn−1
Y 使得有交换图:

0 ImdnX KerdnX Hn(X) 0

0 ImdnY KerdnY Hn(Y ) 0

anX

bn(f)

enX

cn(f) Hn(f)

anY enY

并且 cn(f − g) = cn(f)− cn(g)成立. 并且对核 knX : KerdnX → Xn以及 knY : KerdnY → Y n,有 knY c
n(f) = fnknX .

再考虑微分 dn−1
Y : Xn−1 → Xn 有标准分解 dn−1

Y = ιn−1
Y d̃n−1

Y , 其中 d̃n−1
Y : Y n−1 → Imdn−1

Y 是 epic 态且
ιn−1
Y : Imdn−1

Y → Y n是monic态. 现在设 s•是 f•到 g•的链同伦,则有 dn−1
Y sn + sn+1dnX = fn − gn.故

knY c
n(f − g) = knY c

n(f)− knY cn(g) = fnknX − gnknX = (dn−1
Y sn + sn+1dnX)k

n
X = dn−1

Y snknX .

于是 knY c
n(f − g) = dn−1

Y snknX = ιn−1
Y d̃n−1

Y snknX = knY a
n
Y d̃

n−1
Y snknX . 结合 knY 是monic态可知

cn(f − g) = anY d̃
n−1
Y snknX .

于是由 Hn(f − g)enX = enY c
n(f − g) = enY a

n
Y d̃

n−1
Y snknX = 0便知 Hn(f − g) = Hn(f)−Hn(g) = 0.

Remark 1.97. 复形间的两个链映射如果诱导上同调对象间的态射相同,未必有同伦关系. 考虑 Z-模复形

· · · 0 Z Z Z/2Z · · · ,2 π

其中 π : Z → Z/2Z是标准投射. 由于上述复形是正合的,所以恒等链映射与零链映射诱导的各次上同调对象
间的态射都是零. 但恒等链映射和零链映射明显不是同伦的: 不存在同态 s : Z→ Z和 t : Z/2Z→ Z使得

1Z = 2s+ tπ,

事实上,这里的同态 t如果存在,只能是零映射,由此导出矛盾.

通过 [命题1.96], 我们能够把复形范畴 C (A)上的上同调函子诱导到同伦范畴 K (A)上. 固定 Abel范畴
A, 沿用 C (A) 上的上同调函子的记号: 对整数 n 和每个 (X•, d•X) ∈ obK (A), 定义 Hn(X) 是该复形的 n 次

上同调对象, 对任何链映射 f• : X• → Y • 所在的同伦等价类, 将该链映射等价类对应到 A 中态射 Hn(f) :

Hn(X)→ Hn(Y ),那么 [命题1.96]保证了该对应定义合理. 进而我们得到函子 Hn : K (A)→ A.

Definition 1.98 (同伦等价, [Wei94]). 设 A是加性范畴,如果 C (A)中链映射 f• : X• → Y • 满足存在链映射

g• : Y • → X•满足 (gf)•和 (fg)•都链同伦于恒等链映射,则称 f•是同伦等价.

Remark 1.99. 易见 C (A)中链映射 f• : X• → Y •是同伦等价当且仅当它的同伦等价类是K (A)中同构.

Remark 1.100. 设A是加性范畴,如果 (X•, d•X) ∈ obC (A)满足其上恒等链映射与零链映射同伦,那么 (X•, d•X)

和零复形间有自然的同伦等价,即在 K (A)中 (X•, d•X)和零复形同构. 反之,如果在 K (A)中 (X•, d•X)和零

复形同构,易见该复形的恒等链映射与零链映射同伦. 因此在K (A)中同构于零复形的那些复形就是满足恒等
链映射和零链映射同伦的复形. 这样的复形也被称为可缩复形.
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同伦范畴的引入使复形范畴中链同伦的链映射成为相同的态射, 也使同伦等价成为同构. 特别地, 由前面
指出的上同调函子可视作同伦范畴上函子 Hn : K (A)→ A,立即得到

Proposition 1.101. 设 A是 Abel范畴,那么复形范畴 C (A)中的同伦等价都是拟同构 (回忆 [定义1.63]).

Remark 1.102. 复形范畴中的拟同构未必是同伦等价. 例如考虑模范畴 R-Mod中的短正合列

0 M ′ M M ′′ 0
f g

要求 g不是同构. 现在有复形间拟同构:

· · · 0 M ′ M 0 · · ·

· · · 0 0 M ′′ 0 · · ·

f

g

则由 g自身不是同构不难看到 g不是同伦等价. 故链同构是特殊的同伦等价,而同伦等价是特殊的拟同构.

Remark 1.103. 当 A 是 Abel 范畴时, A 上任何可缩复形 (回忆 [注记1.100]) 和零复形同伦等价, 所以是正合
复形. 而可缩复形的定义说明当 (X•, d•X)可缩时,存在一族态射 {sn : Xn → Xn−1}n∈Z 满足 1nX = dn−1

X sn +

sn+1dnX . 两边右乘上 dn−1
X 便知 (X•, d•X)是可裂复形 (并注意这里链同伦的指标和可裂复形定义中态射指标不

同). 因此 Abel范畴上的可缩复形总是可裂正合复形. 反之, [命题1.68]说明可裂正合复形总是可缩的,所以

Abel范畴上的复形是可裂正合的等价于该复形是可缩的.

Example 1.104 ([ZW18]). 在 [例1.51]中对加性范畴 A上任何复形 (X•, d•X),能产生加性函子 Hom•(X,−) :
C (A) → C (Ab). 任给 C (A) 中链映射 g• : Y • → Z•, 诱导 C (Ab) 中链映射 Hom•(X, g) : Hom•(X,Y ) →
Hom•(X,Z). 可直接计算验证如果 g•是零伦的,那么 Hom•(X, g)也是零伦的. 所以 Hom•(X,−)可视作同伦
范畴间的函子 Hom•(X,−) : K (A)→ K (Ab). 类似地,也有逆变加性函子 Hom•(−, X) : K (A)→ K (Ab).

类似于对复形范畴C (A)能够考虑全子范畴C b(A),C −(A),C +(A),也可以考虑K b(A),K −(A),K +(A).
回忆模范畴场景固定模的投射分解和内射分解在同伦意义下唯一. 在有足够多投射/内射对象的 Abel 范

畴依然有投射/内射分解存在,也有相应结论成立,其本质是下面的比较引理.

Proposition 1.105 (投射版本比较引理, [ZW18]). 设A是有足够多投射对象的 Abel范畴,X,Y ∈ obA并有态
射 f : X → Y . 如果 X 有投射分解 (P •, d•, ε),那么对任何正合复形 (并记 (Q•, δ•)是删去 Y 后的复形)

· · · Q−n Q−n+1 · · · Q−1 Q0 Y 0,
δ−n δ−n+1 δ−1 ε′

存在链映射 α• : P • → Q•使得 fε = ε′α0,即有下述交换图:

· · · P−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0

· · · Q−n Q−n+1 · · · Q−1 Q0 Y 0

d−n

α−n α−n+1

d−1

α−1

ε

α0 f

δ−n δ−n+1 δ−1 ε′

如果还有链映射 β• : P • → Q•也满足 ε′β0 = fε,那么 α•和 β•同伦.
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Proof. 因为 ε′ 是 epic态并且 P 0 是投射对象,所以存在态射 α0 : P 0 → Q0 使得 fε = ε′α0. 现在设 δ−1 有标准

分解 δ−1 = j0δ̃−1,这里 j0 : Imδ−1 → Q0是monic态且 δ̃−1 : Q−1 → Imδ−1是 epic态.

P−1 P 0 X

Q−1 Q0 Y

Imδ−1

d−1

α0

ε

f

δ−1

δ̃−1

ε′

j0

因为 j0 是 ε′ 的核, 所以由 ε′α0d−1 = 0可知存在态射 α̃−1 : P−1 → Imδ−1 使得 j0α̃−1 = α0d−1. 再利用 δ̃−1

是 epic态知存在态射 α−1 : P−1 → Q−1 满足 δ̃−1α−1 = α̃−1. 于是由 δ−1 = j0δ̃−1 立即得到 δ−1α−1 = α0d−1.
如果已经对整数 0,−1, ..., n构造好了态射 αi, n ≤ i ≤ 0满足对负整数 n ≤ i有 δiαi = αi+1di. 下面构造态射
αn−1 : Pn−1 → Qn−1使得 δn−1αn−1 = αndn−1. 考虑 δn−1的标准分解 δn−1 = jnδ̃n−1.

Pn−1 Pn Pn−1

Qn−1 Qn Qn+1

Imδn−1

dn−1

αn−1

α̃n−1

dn+1

αn αn−1

δn−1

δ̃n−1

δn

jn

注意到 δnαndn−1 = 0并且 jn 是 δn 的核,存在唯一的态射 α̃n−1 : Pn−1 → Imδn−1 使得 jnα̃n−1 = αndn−1. 因
为 Pn−1 是投射对象,所以由 δ̃n−1 是 epic态得到存在态射 αn−1 : Pn−1 → Qn−1 使得 δ̃n−1αn−1 = α̃n−1. 因此
δn−1αn−1 = αndn−1. 递归地,我们得到满足 fε = ε′α0的链映射 α• : P • → Q•.
如果还有链映射 β• : P • → Q•满足 ε′β0 = fε. 下面构造 α•到 β•的链同伦. 首先有交换图:

· · · P−n P−n+1 · · · P−1 P 0 0

· · · Q−n Q−n+1 · · · Q−1 Q0 0

d−n

α−n−β−n α−n+1−β−n+1

d−1

α−1−β−1 α0−β0

δ−n δ−n+1 δ−1

并注意到 ε′(α0 − β0) = 0. 类似前面对 α• 的构造, 借助 δ−1 的标准分解以及 Kerε′ = Imδ−1, 易构造态射
s0 : P 0 → Q1满足 δ−1s0 = α0 − β0. 注意到 δ−1(α−1 − β−1 − s0d−1) = 0,所以类似 α•的构造借助 δ−2的标准

分解可构造态射 s−1 : P−1 → Q−2满足 δ−2s−1 = α−1 − β−1 − s0d−1,即

α−1 − β−1 = s0d−1 + δ−2s−1.

如果现在已经构造了态射 s0, s−1, ..., sn 满足对任何 n ≤ i ≤ −1有 αi − βi = si+1di + δi−1si. 下面需要构造态
射 sn−1 : Pn−1 → Qn−2使得 αn−1 − βn−1 = sndn−1 + δn−2sn−1. 利用 αn − βn = sn+1dn + δn−1sn知

δn(αn − βn − sn+1dn) = 0,

所以使用 α•的构造方法便得到满足 δn−2sn−1 = αn − βn − sn+1dn的态射 sn−1 : Pn−1 → Qn−2.
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Remark 1.106. 这里没有要求 Qn是投射对象. 对 Abel范畴要求有足够多投射对象是为保证投射分解存在性.

与投射版本的比较引理完全对偶地,我们有内射版本的比较引理,其证明也是 [命题1.105]证明的对偶.

Proposition 1.107 (内射版本比较引理, [ZW18]). 设A是有足够多内射对象的 Abel范畴,X,Y ∈ obA并有态
射 f : Y → X . 如果 X 有内射分解 (I•, δ•, η),那么对任何正合复形 (并记 (J•, ∂•)是删去 Y 后的复形)

0 Y J0 J1 · · · Jn Jn+1 · · ·

0 X I0 I1 · · · In In+1 · · ·

η′

f

∂0

α0 α1

∂n

αn αn+1

η δ0 δn

存在链映射 α• : J• → I•使得 ηf = α0η′. 并且满足该条件的 J•到 I•的链映射在同伦意义下唯一.

[命题1.105]和 [命题1.107]说明对有足够多投射/内射对象的 Abel范畴,给定对象的投射/内射分解的删
去复形在同伦范畴中是同构的 (即复形间存在同伦等价).

1.4 导出函子回顾

本节我们回顾具有足够多投射对象或足够多内射对象的 Abel范畴上共变/逆变加性函子的导出函子构造
以及导出函子的长正合列性质. 以下固定 Abel范畴 A,我们分 A有足够多投射对象和足够多内射对象讨论.
先考虑 A有足够多投射对象的情形. 这时 A中任何对象的投射分解存在. 现在我们对 A中所有对象都取

定一个投射分解. 如果 F : A → B是 Abel范畴间的加性函子, n是自然数,那么对任何 X ∈ obA,有取定的投
射分解 · · · P−2 P−1 P 0 X 0,

d−2 d−1 ε
用加性函子 F 作用之,可得复形

· · · FP−2 FP−1 FP 0 0,
Fd−2 Fd−1

注意这里删去了项 FX . 对 Y ∈ obA, 设 (Q•, δ•, ε′) 是 Y 被取定的投射分解, 根据 [命题1.105], 对任何态射
f : X → Y ,存在同伦意义下唯一的链映射 α• : P • → Q• 使得 fε = ε′α0.于是导出 B 上复形 (FP •, Fd•)到

(FQ•, F δ•)的链映射 Fα•,具体地,有下述交换图:

· · · FP−n · · · FP−2 FP−1 FP 0 0

· · · FQ−n · · · FQ−2 FQ−1 FQ0 0

Fα−n

Fd−2

Fα−2

Fd−1

Fα−1 Fα0

Fδ−2 Fδ−1

虽然 α• 在同伦意义下唯一,但根据 [命题1.96], Fα• 所诱导处 H−n(FP )到 H−n(FQ)的态射是被 f 唯一决定

的. 因此如果定义 LnFX = H−n(FP )以及 LnF (f) : LnFX → LnFY 定义为 H−n(Fα),那么 LnF : A → B
是定义合理的加性函子 (因为 F 也是加性的),称为 F 的 n次左导出函子.
如果 F : A → B是 Abel范畴间的逆变加性函子,那么对任何态射 X 的投射分解产生 B中复形

0 FP 0 FP−1 · · · FP−n · · · .Fd−1 Fd−n−1

并且任何态射 f : X → Y 能够诱导同伦意义下唯一的链映射 α• : P • → Q•使得 fε = ε′α0.进而有交换图:

0 FP 0 FP−1 · · · FP−n · · ·

0 FQ0 FQ−1 · · · FQ−n · · ·

Fd−1 Fd−n−1

Fδ−1

Fα0 Fα−1

Fδ−n−1

Fα−n
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同样我们能够诱导逆变加性函子 RnF : A → B 满足 RnFX = Hn(FP )以及 RnF (f) = Hn(Fα) : RnFY →
RnFX . 称逆变加性函子 RnF 是逆变加性函子 F 的 n次右导出函子.

Lemma 1.108 ([Jac89]). 设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴, F : A → B是 Abel范畴间的加性函子. 那么
当 F 是右正合函子时,有自然同构 L0F ∼= F . 类似地,如果 F : A → B是 Abel范畴间的逆变加性函子,则当 F

是左正合函子时,有自然同构 R0F ∼= F (回忆 [注记1.29]).

Proof. 这时 [注记1.29]表明对任何对象 X 取定的投射分解 (P •, d•, ε)诱导 B中正合列

FP−1 FP 0 FX 0.
Fd−1 Fε

考虑 B中态射 Fd−1的标准分解,下图中 Fd−1是 epic态, ι0FP 是monic态. 易见零态的核 k0FP 是同构.

0

FP−1 FP 0 FX 0

ImFd−1 Ker0

Fd−1

Fd−1

Fε

ι0FP

a0FP

k0FP

根据 B中上同调函子的定义,现在有固定的 a0FP 的余核态射 e0FP : Ker0 → L0FX . 因为 Fε是 Fd−1 也是 ι0FP

的余核,所以结合 k0FP 是同构立即得到 Fεk0FP 是 a0FP 的余核. 所以存在唯一的态射 ξX : L0FX → FX 使

FP−1 FP 0 FX 0

ImFd−1 Ker0 L0FX 0

Fd−1

Fd−1

Fε

ι0FP

a0FP

k0FP

e0FP

ξX

交换. 并且这里的态射 ξX 是同构. 如果现在有态射 f : X → Y , Y 被选定的投射分解是 (Q•, δ•, ε′), 设 α• :

P • → Q•是定义 L0F (f)的链映射,那么可直接验证下述交换图来看到 ξ给出 L0F 到 F 的自然同构.

FQ−1 FQ0 FY

ImFδ−1 Ker0 L0FY

FP−1 FP 0 FX

ImFd−1 Ker0 L0FX

Fδ−1 Fε′

ι0FQ

a0FQ

k0FQ ξY

Fd−1

Fα−1 Ff

ι0FP

a0FP

b0(α)

k0FP

e0FP

ξX

L0F (f)

在具有足够多投射对象的 Abel范畴场景, 我们对加性函子 F 定义出的左导出函子 LnF 或是逆变加性函

子 F 定义出的右导出函子 RnF 建立在对 Abel范畴中每个对象事先取定投射分解的前提下. 下面我们说明对
于不同的投射分解选取, 定义出的导出函子是自然同构的. 以共变加性函子的左导出函子为例, 逆变情形类似
可证. 现在设 F : A → B是 Abel范畴间的加性函子. 对每个 X ∈ obA,设 (P

•
, d

•
, ε)也是 X 的投射分解.
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根据 [命题1.105], 有同伦等价 β•
X : P • → P

•. 对任何态射 f : X → Y , 有链映射 α• : P • → Q• 和 α• :

P
• → Q

•
满足 ε′α0 = fε以及 ε′α0 = fε,于是 (αβX)

•和 (βY α)
•是复形 (P •, d•)到 (Q

•
, δ

•
)的链映射并且都和

ε, ε′ 相容,即满足 [命题1.105]条件,所以 (αβX)
• 和 (βY α)

• 同伦,用 F 作用后的链映射依然同伦,进而根据导
出函子的定义以及 [命题1.96]知用第二种投射分解选取定义出的左导出函子 LnF 满足 LnF (f)H

−n(FβX) =

H−n(FβY )LnF (f),这里 Fβ•
X 和 Fβ•

Y 是 B 上复形间的同伦等价,因此诱导的上同调对象间的态射是同构. 于
是知 Hn(Fβ)给出左导出函子 LnF 到 LnF 的自然同构.
对于有足够多内射对象的 Abel范畴 A,我们能够对 A中所有对象 X 选定内射分解 (I•, δ•, η). 于是可类

似前面的情形定义导出函子: 当 F : A → B 是 Abel 范畴间加性函子时, 通过将 F 作用 X 的内射分解的删

去复形以及 [命题1.107],我们能够对任何自然数 n定义 F 的右导出函子 RnF : A → B,这也是加性函子. 当
F : A → B 是逆变加性函子时,利用 [命题1.107]以及将 F 作用于内射分解的删去复形,我们能够对任何自然
数 n,定义 F 的 n次左导出函子 LnF : A → B,这是逆变加性函子. 对偶 [引理1.108]的证明过程可得

Lemma 1.109 ([Jac89]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴. 如果 F : A → B是 Abel范畴间的左正合加
性函子,那么 R0F ∼= F ;如果 F : A → B是逆变右正合加性函子,那么 L0F ∼= F .

与具有足够多投射对象的 Abel范畴场景一样,当 A是有足够多内射对象的 Abel范畴时,定义的导出函子
在自然同构意义下不依赖于 A中对象内射分解的选取. 下面回顾导出函子的长正合列性质,首先我们需要

Proposition 1.110 (投射版本马蹄引理, [ZW18]). 设 A是具有足够多投射对象的 Abel范畴,并有 A中短正合
列

0 X ′ X X ′′ 0.
f g

并取定 X ′ 的投射分解 ((P ′)•, (d′)•, ε′) 和 X ′′ 的投射分解 ((P ′′)•, (d′′)•, ε′′). 对每个自然数 n, 记 (P ′)−n 和

(P ′′)−n 的积以及余积对象是 (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n, 相应的标准态射是 i−n1 : (P ′)−n → (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n, i−n2 :

(P ′′)−n → (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n 以及 p1 : (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n → (P ′)−n 和 p2 : (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n → (P ′′)−n. 那么对
每个正整数 n,存在态射 d−n : (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n → (P ′)−n+1 ⊕ (P ′′)−n+1以及态射 ε : (P ′)0 ⊕ (P ′′)0 → X 使得

下图是行与列均正合的交换图 (所以下图中间列给出 X 的投射分解):

...
...

...

0 (P ′)−1 P−1 (P ′′)−1 0

0 (P ′)0 P 0 (P ′′)0 0

0 X ′ X X ′′ 0.

0 0 0

(d′)−1

i−1
1

d−1

p−1
2

(d′′)−1

ε′

i01

ε

p02

ε′′

f g

其中 P−n = (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n.
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Proof. 对每个自然数 n,引入记号 P−n = (P ′)−n ⊕ (P ′′)−n. 因为 g是 epic态并且 (P ′′)0 是投射对象,所以有态
射 ε∗ : (P ′′)0 → X 使得 gε∗ = ε′′p02. 于是存在唯一的态射 ε : P 0 → X 使得 ε∗ = εi02以及 fε′ = εi01.

0 Kerε′ Kerε Kerε′′ 0

0 (P ′)0 P 0 (P ′′)0 0

0 X ′ X X ′′ 0.

0 0 0

(k′)0

i01 p02

k0 (k′′)0

ε′

i01 p02

ε ε′′
ε∗

f g

易见 gεi02 = ε′′,于是 gεi02p
0
2 = ε′′p02. 结合 gεi01p

0
1 = 0便知 gε = ε′′p02. 对上图的下面两行正合列应用蛇形引理,

见 [推论1.46],由 ε′和 ε′′的余核对象是零对象得到 ε是 epic态,以及 Cokerε′ = 0得到下述序列是短正合列:

0 Kerε′ Kerε Kerε′′ 0.
i01 p02

现在由 ((P ′)•, (d′)•, ε′)是X ′的投射分解以及 ((P ′′)•, (d′′)•, ε′′)是X ′′的投射分解可将 (d′)−1 : (P ′)−1 → (P ′)0

和 (d′′)−1 : (P ′′)−1 → (P ′′)0 分别经标准monic态 (k′)0 和 (k′′)0 分解,设有标准分解 (d′)−1 = (k′)0(d′)−1 以及

(d′′)−1 = (k′′)0(d′′)−1. 那么我们得到下图,再递归地使用前面 ε构造方法便完成证明:

(P ′)−1 (P ′′)−1

0 Kerε′ Kerε Kerε′′ 0

0 0

(d′)−1 (d′′)−1

i01 p02

对有足够多内射对象的 Abel范畴,对偶 [命题1.110]的证明过程便可得到

Proposition 1.111 (内射版本马蹄引理, [ZW18]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴,其中有正合列

0 X ′ X X ′′ 0.
f g

取定 X ′ 的内射分解 ((I ′)•, (δ′)0, η′) 和 X ′′ 的内射分解 ((I ′′)•, (δ′′)0, η′′), 对每个自然数 n, 并记 In = (I ′)n ⊕
(I ′′)n,并记 in1 : (I ′)n → In 和 pn2 : In → (I ′′)n 是标准态射. 那么存在态射 η : X → I0 和一族态射 δn : In →
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In+1使得下图交换并且行和列都正合 (所以下图中间列给出 X 的内射分解):

0 0 0

0 X ′ X X ′′ 0

0 (I ′)1 I1 (I ′′)1 0

...
...

...

f

η′

g

η η′′

(δ′)1

i11

δ1

p12

(δ′′)1

设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴,固定 A中正合列 0 X ′ X X ′′ 0.
f g

如果 F : A → B 是 Abel 范畴间加性函子, 固定 A 中所有对象的投射分解选取下, 定义出的 n 次左导出

函子记作 LnF . 将定义 LnF 的投射分解选取中,对象 X 的投射分解修改为 [命题1.110]给出的投射分解,在此
选取下定义出的左导出函子记作 LnF . 则有自然同构 LnF ∼= LnF, ∀n ∈ N. 因为马蹄引理中复形短正合列每
项是可裂的,所以作用加性函子 F 后依然是短正合列,回忆 [注记1.37]. 因此应用同调代数基本定理,回忆 [定
理1.62],得到长正合列

· · · LnFX
′ LnFX LnFX

′′ Ln−1FX
′ · · ·∆n+1 LnF (f) LnF (g) ∆n

· · · L0FX
′ L0FX L0FX

′′ 0.
∆1 L0F (f) L0F (g)

因此利用自然同构 LnF ∼= LnF, ∀n ∈ N立即得到关于导出函子 LnF 有下述形式的长正合列

· · · LnFX
′ LnFX LnFX

′′ Ln−1FX
′ · · ·∆n+1 LnF (f) LnF (g) ∆n

· · · L0FX
′ L0FX L0FX

′′ 0.
∆1 L0F (f) L0F (g)

如果进一步 F 是右正合函子,那么 [引理1.108]说明我们能把上述长正合列调整为具有下述形式

· · · LnFX
′ LnFX LnFX

′′ Ln−1FX
′ · · ·LnF (f) LnF (g)

· · · FX ′ FX FX ′′ 0.
F (f) F (g)

依然保持 A是有足够多投射对象的 Abel范畴的假设,现在设 F : A → B是逆变加性函子. 同样先修正投射分
解的选定,使用投射版本的马蹄引理,对 [命题1.110]中图作用逆变函子 F ,再应用同调代数基本定理,最后调整
为原先投射分解选取定义出的 F 的右导出函子,便得到下述形式的长正合列

0 R0FX ′′ R0FX R0FX ′ · · · Rn−1FX ′R0F (g) R0F (f) ∆0 ∆n−1

RnFX ′′ RnFX RnFX ′ Rn+1FX ′′ · · · .RnF (g) RnF (f) ∆n
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如果进一步 F 是左正合的逆变加性函子,从 [引理1.108]知上述长正合列还可以调整为

0 FX ′′ FX FX ′ · · · Rn−1FX ′F (g) F (f)

RnFX ′′ RnFX RnFX ′ Rn+1FX ′′ · · · .RnF (g) RnF (f) Rn+1F (g)

现在我们将前面在具有足够多投射对象的 Abel范畴场景导出函子长正合列性质的讨论总结为

Theorem 1.112 ([ZW18]). 设 A是具有足够多投射对象的 Abel范畴并给定 A中的短正合列

0 X ′ X X ′′ 0.
f g

(1)如果 F : A → B是 Abel范畴间的加性函子,那么有左导出函子的长正合列

· · · LnFX
′ LnFX LnFX

′′ Ln−1FX
′ · · ·∆n+1 LnF (f) LnF (g) ∆n

· · · L0FX
′ L0FX L0FX

′′ 0.
∆1 L0F (f) L0F (g)

如果 F 进一步是右正合函子,那么有长正合列

· · · LnFX
′ LnFX LnFX

′′ Ln−1FX
′ · · ·LnF (f) LnF (g)

· · · FX ′ FX FX ′′ 0.
F (f) F (g)

(2)如果 F : A → B是 Abel范畴间逆变加性函子,那么有右导出函子的长正合列

0 R0FX ′′ R0FX R0FX ′ · · · Rn−1FX ′R0F (g) R0F (f) ∆0 ∆n−1

RnFX ′′ RnFX RnFX ′ Rn+1FX ′′ · · · .RnF (g) RnF (f) ∆n

如果 F 进一步是 (逆变)左正合函子,那么有长正合列

0 FX ′′ FX FX ′ · · · Rn−1FX ′F (g) F (f) ∆n−1

RnFX ′′ RnFX RnFX ′ Rn+1FX ′′ · · · .RnF (g) RnF (f) Rn+1F (g)

与 [定理1.112]对偶地,在有足够多内射对象的 Abel范畴场景,利用 [命题1.111]容易类似证明

Theorem 1.113 ([ZW18]). 设 A是具有足够多内射对象的 Abel范畴并给定 A中的短正合列

0 X ′ X X ′′ 0.
f g

(1)如果 F : A → B是 Abel范畴间的加性函子,那么有右导出函子的长正合列

0 R0FX ′ R0FX R0FX ′′ · · · Rn−1FX ′′R0F (f) R0F (g) ∆0 ∆n−1

RnFX ′ RnFX RnFX ′′ Rn+1FX ′ · · · .RnF (f) RnF (g) ∆n

49



如果进一步 F 是左正合函子,可以调整为具有下述形式的长正合列

0 FX ′ FX FX ′′ · · · Rn−1FX ′′F (f) F (g) ∆n−1

RnFX ′ RnFX RnFX ′′ Rn+1FX ′ · · · .RnF (f) RnF (g) ∆n

(2)如果 F : A → B是 Abel范畴间的逆变加性函子,那么有左导出函子的长正合列

· · · LnFX
′′ LnFX LnFX

′ Ln−1FX
′′ · · ·∆n+1 LnF (g) LnF (f) ∆n

· · · L0FX
′′ L0FX L0FX

′ 0.
∆1 L0F (g) L0F (f)

如果进一步 F 是 (逆变)右正合函子,那么可调整为下述形式的长正合列

· · · LnFX
′′ LnFX LnFX

′ Ln−1FX
′′ · · ·∆n+1 LnF (g) LnF (f) ∆n

· · · FX ′′ FX FX ′ 0.
F (g) F (f)

Example 1.114 (Ext 函子, [ZW18]). 设 A 是有足够多投射对象的 Abel 范畴. 并固定对象 Y ∈ obA. 根据
[例1.27], HomA(−, Y ) : A → Ab是左正合的逆变加性函子. 对任何自然数 n,记 HomA(−, Y )的 n次右导出

函子为 ExtnA(−, Y ). 那么 [定理1.112(2)]表明 Ext0A(−, Y ) ∼= HomA(−, Y ). 当 A = R-Mod是模范畴时,习惯
上把 ExtnA(−, Y )记作 ExtnR(−, Y ). 如果给定 A中短正合列 0 X ′ X X ′′ 0,

f g
那么

根据 [定理1.112(2)],有长正合列

0 HomA(X
′′, Y ) HomA(X,Y ) HomA(X

′, Y ) Ext1A(X ′′, Y )
g∗ f∗

· · · Extn−1
A (X ′′, Y ) Extn−1

A (X,Y ) Extn−1
A (X ′, Y ) ExtnA(X ′′, Y ) · · · .

利用 ExtnA(−, Y ) 也可以对 A 中任何对象 W 定义共变加性函子 ExtnA(Y,−): 具体地, 对任何 X ∈ obA, 定义
ExtnA(Y,−)(X) = ExtnA(Y,X),即对 Y 已经选定的投射分解 (Q•, δ•, ε′),作用函子 HomA(−, X)得到复形

0 HomA(Q
0, X) HomA(Q

−1, X) HomA(Q
−2, X) · · · .(d−1)∗ (d−2)∗

而 ExtnA(Y,X)就是上述复形的 n次上同调群. 对任何态射 g : X → X ′,诱导链映射

0 HomA(Q
0, X) HomA(Q

−1, X) HomA(Q
−2, X) · · ·

0 HomA(Q
0, X ′) HomA(Q

−1, X ′) HomA(Q
−2, X ′) · · ·

(d−1)∗

(g∗)
0

(d−2)∗

(g∗)
1 (g∗)

2

(d−1)∗ (d−2)∗

定义 ExtnA(Y,−)(g)为上图链映射所诱导的 n次上同调群之间的同态,记作 ExtnA(Y, g). 于是我们得到共变加性
函子 ExtnA(Y,−) : A → Ab(前面的右导出函子 ExtnA(−, Y )是逆变加性函子). 注意当 n = 0时,同样有自然同
构 Ext0A(Y,−) ∼= HomA(Y,−): 首先有正合列 Q−1 Q0 Y 0,

δ−1 ε′
根据 [注记1.29],有正合列

0 HomA(Y,X) HomA(Q
0, X) HomA(Q

−1, X).
(ε′)∗ (d−1)∗
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所以利用 (ε′)∗ 便可实现自然同构 HomA(Y,−) ∼= Ext0A(Y,−). 因为每个 Qi 是投射对象,所以同样我们可利用
同调代数基本定理导出 ExtnA(Y,−)满足的长正合列性质. 具体地,对 A中短正合列

0 X ′ X X ′′ 0,
f g

我们有长正合列:

0 Ext0A(Y,X ′) Ext0A(Y,X) Ext0A(Y,X ′′) Ext1A(Y,X ′) · · · .

于是借助自然同构 HomA(Y,−) ∼= Ext0A(Y,−)我们能够将上述长正合列调整为

0 HomA(Y,X
′) HomA(Y,X) HomA(Y,X

′′) Ext1A(Y,X ′) · · · .f∗ g∗

以下设 A 是有足够多内射对象的 Abel 范畴, Y ∈ obA 是固定的, 选定的内射分解设为 (J•, δ•, η′). 由于
HomA(Y,−)是左正合加性函子,故可定义 ExtnA(Y,−)为HomA(Y,−)的 n次右导出函子. 故对 A中短正合列

0 X ′ X X ′′ 0,
f g

我们有长正合列:

0 HomA(Y,X
′) HomA(Y,X) HomA(Y,X

′′) Ext1A(Y,X ′) · · · .f∗ g∗

下面我们用加性函子 ExtnA(Y,−)定义逆变加性函子 ExtnA(−, Y ). 对任何对象 X ∈ obA定义 ExtnA(−, Y )(X) =

ExtnA(X,Y ). 现在 Y 选定的内射分解 (J•, δ•, η′)产生复形

0 HomA(X, J
0) HomA(X, J

1) HomA(X, J
2) · · · .(δ0)∗ (δ1)∗ (δ2)∗

而 ExtnA(X,Y )就是上述复形的 n次上同调群. 对任何态射 g : X → X ′,诱导下述链映射:

0 HomA(X, J
0) HomA(X, J

1) HomA(X, J
2) · · ·

0 HomA(X
′, J0) HomA(X

′, J1) HomA(X
′, J2) · · ·

(δ0)∗ (δ1)∗ (δ2)∗

(δ0)∗

(g∗)0

(δ1)∗

(g∗)1

(δ2)∗

(g∗)2

定义 ExtnA(g, Y ) : ExtnA(X ′, Y )→ ExtnA(X,Y )为上述链映射所诱导的 n次上同调群间的同态. 那么我们得到逆
变加性函子 ExtnA(−, Y ) : A → Ab. 易验证自然同构 Ext0A(−, Y ) ∼= HomA(−, Y ),并且任何 A中短正合列

0 X ′ X X ′′ 0,
f g

可导出长正合列

0 HomA(X
′′, Y ) HomA(X,Y ) HomA(X

′, Y ) Ext1A(X ′′, Y )
g∗ f∗

· · · Extn−1
A (X ′′, Y ) Extn−1

A (X,Y ) Extn−1

A (X ′, Y ) ExtnA(X ′′, Y ) · · · .
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Remark 1.115. 如果 R,S 是含幺环, X 是 R-S 双模,那么 HomR(−, X) : R-Mod → Mod-S 是模范畴间的左
正合函子,这时右导出函子 ExtnR(−, X)也是从 R-Mod到Mod-S 的逆变加性函子. 而 Ext群的长正合列这时
也是右 S-模范畴中的长正合列. 例如对含幺环 R上任何左 R-模M , ExtnR(M,R)上有自然的右 R-模结构.

与模范畴情形一样,我们能够用 [例1.114]中的 Ext函子刻画对象的投射性与内射性.

Proposition 1.116 ([ZW18]). 设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴, X ∈ obA,那么以下等价:
(1) X 是投射对象.
(2)对任何 Y ∈ obA和正整数 n有 ExtnA(X,Y ) = 0.
(3)对任何 Y ∈ obA有 Ext1A(X,Y ) = 0.

Proof. (1)⇒(2):如果X是投射对象,那么有投射分解 · · · 0 X X 0.
1

由ExtnA(−, Y )

的定义立即得到对任何正整数 n有 ExtnA(X,Y ) = 0. (2)⇒(3)是明显的. 最后验证 (3)⇒(1): 因为 A有足够多
的投射对象,所以存在投射对象 P 以及下述形式的短正合列:

0 K P X 0.
f g

考察该短正合列诱导的 Ext函子的长正合列以及 Ext1A(X,Y ) = 0得到正合列

0 HomA(X,Y ) HomA(P, Y ) HomA(K,Y ) 0.
g∗ f∗

现在取 Y = K, 那么我们得到存在态射 p : P → K 使得 pf = 1K . 所以前面的短正合列可裂, 这说明 P ∼=
K ⊕X(回忆 [注记1.38]),进而由 [注记1.56]得到 X 是投射对象.

Proposition 1.117 ([ZW18]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴, Y ∈ obA,那么以下等价:
(1) Y 是内射对象.
(2)对任何 X ∈ obA和正整数 n有 ExtnA(X,Y ) = 0.
(3)对任何 X ∈ obA有 Ext1A(X,Y ) = 0.

Proof. (1)⇒(2): 考察内射对象 Y 的恒等态给出的内射分解立即得到. (2)⇒(3)是明显的. 最后验证 (3)⇒(1):
因为 A有足够多的内射对象,所以存在内射对象 I 以及下述形式的短正合列:

0 Y I C 0,
f g

考察上述短正合列诱导的关于 Ext1A(X,−)的长正合列,再取 X = C 类似 [命题1.116]的讨论易得上述短正合
列可裂,于是由 Y 是内射对象 I 的直和因子再应用 [注记1.56]得到结论.

下面我们说明在既有足够多的投射对象又有足够多的内射对象的 Abel范畴, Ext群的两种定义等价.

Corollary 1.118 ([ZW18]). 设 A是既有足够多的投射对象又有足够多的内射对象的 Abel范畴. 那么对任何
自然数 n和 X,Y ∈ obA有 ExtnA(X,Y ) ∼= ExtnA(X,Y ).

Proof. 对自然数 n作归纳,当 n = 0时由 [例1.114]知 Ext0A(X,Y ) ∼= Ext0A(X,Y ) ∼= HomA(X,Y ). 假设结论对
n− 1的情形成立 (这里 n ≥ 1),因为 A有足够多投射对象,可设有投射对象 P 以及有短正合列

0 K P X 0.
f g
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考察 Ext函子关于上述短正合列导出的长正合列以及应用 [命题1.116],得到正合列 (第二行中 n ≥ 2):

0 HomA(X,Y ) HomA(P, Y ) HomA(K,Y ) Ext1A(X,Y ) 0,
g∗ f∗

0 Extn−1
A (K,Y ) ExtnA(X,Y ) 0.

根据 ExtnA(P,−)的定义,当 P 是投射对象时对任何正整数 m和对象W ∈ obA有 ExtnA(P,W ) = 0. 所以考察
函子 ExtnA(−, Y )关于前面的短正合列诱导的长正合列,得到正合列

0 HomA(X,Y ) HomA(P, Y ) HomA(K,Y ) Ext1A(X,Y ) 0,
g∗ f∗

0 Extn−1

A (K,Y ) ExtnA(X,Y ) 0.

现在Ext1A(X,Y )和Ext1A(X,Y )都是 f∗的余核对象,所以Ext1A(X,Y ) ∼= Ext1A(X,Y ),再应用归纳假设即可.

在模范畴场景 (固定含幺环 R), 由于张量函子是共变右正合的, 所以我们可以讨论其左导出函子. 回忆
TorRn (X,−) : R-Mod → Ab 是张量函子 X ⊗R − 的 n 次左导出函子. 进而也能够对固定的左 R-模 Y 类

似 Ext 函子情形定义 TorRn (−, Y ) : Mod-R → Ab. 对固定的左 R-模 Y , − ⊗R Y 的 n 次左导出函子记作

TorRn (−, Y ) : Mod-R → Ab, Tor函子当然也有短正合列诱导长正合列性质以及 [命题1.118]的相应版本成立:
任何右 R-模 X 和左 R-模 Y 满足 TorRn (X,Y ) ∼= TorRn (X,Y ). 这里再指出 Tor群能够使用模的平坦分解计算.

1.5 同调维数

本节我们讨论有足够多投射对象的 Abel范畴中对象的投射维数以及有足够多内射对象的 Abel范畴中对
象的内射维数. 以下固定 Abel范畴 A和 X ∈ obA,记 Z = Z ∪ {±∞}. 如果 (X•, d•)是 A上复形,命

s(X•) = sup{i ∈ Z|Xi 6= 0}, b(X•) = inf{i ∈ Z|Xi 6= 0},

这里上确界和下确界都在 Z中取. 称 s(X•)− b(X•)为给定复形的长度,记作 ℓ(X•).
先设 A有足够多投射对象. 如果正合列 0 P−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0 是

X 的投射分解, 称 0 P−n P−n+1 · · · P−1 P 0 0 的长度为该投射分解的长度. 称 X

的所有投射分解的长度的下确界为 X 的投射维数,记作 p.dimX . 零对象的投射维数是 −∞,非零对象的投射
维数不是自然数就是 +∞. 对 X 6= 0, p.dimX = 0当且仅当 X 是投射对象.

Proposition 1.119 ([ZW18]). 设 A有足够多投射对象, X ∈ obA且 n是自然数. 那么以下等价:
(1) p.dimX ≤ n;
(2)对任何 Y ∈ obA有 Extn+1

A (X,Y ) = 0;
(3)如果 0 C−n C−n+1 · · · C−1 C0 X 0 是正合列并且 C0, C−1, ..., C−n+1 是投

射对象,那么 C−n也投射.

Proof. (1)⇒(2)和 (3)⇒(1)均来自投射维数的定义. (2)⇒(3): 这时考察 C−n的投射分解立即得到

Ext1A(C−n, Y ) ∼= Extn+1
A (X,Y ), ∀Y ∈ obA.

所以由 [命题1.116]得到 C−n是投射对象.
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Remark 1.120. 在命题条件下, p.dimX ≥ n+ 1的充要条件是存在 Y ∈ obA使得 Extn+1
A (X,Y ) 6= 0.

Proposition 1.121. 设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴且有正合列 0 X ′ X X ′′ 0. 那么

该短正合列中任意两个对象的投射维数有 (有限的)上界能够蕴含第三个对象也有上界. 更进一步,当三个对象
的投射维数都有上界时,有:
(1)当 p.dimX ′ < p.dimX 时, p.dimX ′′ = p.dimX .
(2)当 p.dimX < p.dimX ′时, p.dimX ′′ = p.dimX ′ + 1.
(3)当 p.dimX = p.dimX ′时, p.dimX ′′ ≤ p.dimX + 1.

Proof. 仅证 (1), (2)和 (3)的证明完全类似. 对任给 Y ∈ obA,上述短正合列导出 Abel群范畴中的长正合列

· · · Extn−1
A (X ′′, Y ) Extn−1

A (X,Y ) Extn−1
A (X ′, Y ) ExtnA(X ′′, Y ) · · ·

故由 [命题1.119]易得只要 X,X ′, X ′′中有两个投射维数有上界,那么第三个对象的投射维数也有上界.
下设 X,X ′, X ′′的投射维数均有上界. 先证明 (1)的情形,此时 X 的投射维数是非负整数,设 p.dimX = ℓ,

则 ExtℓA(X ′, Y ) 与 Extℓ+1
A (X,Y ) 均为平凡群, 从而 Extℓ+1

A (X ′′, Y ) = 0, 故 p.dimX ′′ ≤ ℓ. 如果 p.dimX ′′ <

ℓ, 则 ExtℓA(X ′′, Y ) = 0, ∀Y ∈ obA. 因为 p.dimX = ℓ, 所以存在某个对象 Y 使得 ExtℓA(X,Y ) 6= 0, 此时
ExtℓA(X ′, Y ) = 0,这迫使 ExtℓA(X ′′, Y ) 6= 0,矛盾. 所以这时有 p.dimX ′′ = ℓ,这就证明了 (1).

Proposition 1.122. 设A是有足够多投射对象且余完备的Abel范畴. {Xi}i∈I ⊆ obA是对象集. 那么p.dim⊕i∈I
Xi ≥ sup{p.dimXi|i ∈ I}.当 I 是有限集或 A是模范畴时等号成立.

Proof. 一般地,如果X,X ′ ∈ obA,利用加性函子作用可裂短正合列依然可裂以及对任何Y ∈ obA有ExtiA(−, Y )

是加性函子得到 ExtiA(X ⊕X ′, Y ) ∼= ExtiA(X,Y )⊕ ExtiA(X ′, Y ), ∀i ∈ N. 由此立即得到

p.dim(X ⊕X ′) = max{p.dimX,p.dimX ′}.

由此立即得到 p.dim ⊕i∈I Xi ≥ sup{p.dimXi|i ∈ I} 以及当 I 是有限集时该不等式的等号成立. 现在设 A
是 R-模范畴, 那么考虑 R-模族 {Xi}i∈I 的投射分解的直和可得 ⊕i∈IXi 的投射分解, 进而 p.dim ⊕i∈I Xi ≤
sup{p.dimXi|i ∈ I}. 因此模范畴情形有 p.dim⊕i∈I Xi = sup{p.dimXi|i ∈ I}.

如果 A是有足够多内射对象的 Abel范畴,那么对每个对象 X ,可用所有内射分解长度的下确界定义 X 的

内射维数,记作 inj.dimX . 零对象的内射维数是 −∞,非零对象的内射维数不是自然数就是 +∞. 非零对象的内
射维数是零当且仅当该对象是内射的. 与 [命题1.119]对偶地,容易证明

Proposition 1.123. 设 A有足够多内射对象, X ∈ obA且 n是自然数. 那么以下等价:
(1) inj.dimX ≤ n;
(2)对任何 Y ∈ obA有 Extn+1

A (Y,X) = 0;
(3) 如果 0 X D0 D1 · · · Dn−1 Dn 0 是正合列并且 D0, D1, ..., Dn−1 是内射对

象,那么 Dn也内射.

Remark 1.124. 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴,那么

inj.dimX = sup{n ∈ N|存在Y ∈ obA使得ExtnA(Y,X) 6= 0}.
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类似投射情形,这时对任何 X,X ′ ∈ obA有 inj.dimX ⊕X ′ = max{inj.dimX, inj.dimX ′}.于是当 A余完备时,
对任何对象集 {Xi}i∈I ⊆ obA,有 inj.dim⊕i∈I Xi ≥ sup{inj.dimXi|i ∈ I}.

如果 A是有足够多投射对象的 Abel范畴,将 A中所有对象的投射维数在 Z中的上确界称为 A的整体维
数. 当A有足够多内射对象时,将A中所有对象的内射维数在Z中的上确界称为A的整体维数. 从 [命题1.119]
和 [命题1.123]易知既有足够多投射对象又有足够多内射对象的 Abel范畴整体维数的两种定义一致. 将 Abel
范畴 A的整体维数记作 gl.dimA. 对含幺环 R, gl.dimR-Mod就是 R的左整体维数.

1.6 拉回和推出

本节我们固定 Abel范畴 A,回顾 Abel范畴中拉回和推出的构造以及基本性质.

Definition 1.125 (拉回, [Ste75]). 设 f : X → Z 和 g : Y → Z 是A中态射. 称对象 P ∈ obA,态射 π1 : P → X

和 π2 : P → Y 构成的三元组 (P ;π1, π2) 为 f 和 g 的拉回, 如果 fπ1 = gπ2 并且任何 A 中对象 W 和态射

p1 :W → X, p2 :W → Y 只要满足 fh1 = gh2,那么存在唯一的态射 h :W → P 使得 π1h = h1且 π2h = h2.

W

P Y

X Z

h

h1

h2

π1

π2

g

f

Remark 1.126. 如果 (P ;π1, π2)是 f 和 g 的拉回,那么 (P ;π2, π1)是 g 和 f 的拉回; (P,−π1, π2)是 −f 和 g 的

拉回也是 f 和 −g的拉回; (P ;π1,−π2)是 −f 和 g的拉回也是 f 和 −g的拉回.

Definition 1.127 (推出, [Ste75]). 设 f : X → Y 和 g : X → Z 是 A中态射. 称对象 P ∈ obA,态射 ι1 : Y → P

和 ι2 : Z → P 构成的三元组 (P ; ι1, ι2) 为 f 和 g 的推出, 如果 ι1f = ι2g 并且任何 A 中对象 W 和态射

α1 : Y →W,α2 : Z →W 只要满足 α1f = α2g,那么存在唯一的态射 α : P →W 使得 αι1 = α1且 αι2 = α2.

X Z

Y P

W

f

g

ι2
α2

ι1

α1

α

Remark 1.128. 如果 (P ; ι1, ι2)是 f 和 g 的推出,那么 (P ; ι2, ι1)是 g 和 f 的推出; (P ;−ι1, ι2)是 −f 和 g 的推

出也是 f 和 −g的推出; (P, ι1;−ι2)是 −f 和 g的推出也是 f 和 −g的推出.

首先说明拉回的存在性. 设 f : X → Z 和 g : Y → Z 是A中态射,下证 f 和 g的拉回存在. 根据 (AC4),现
在有积对象X×Y ,并设 p1 : X×Y → X和 p2 : X×Y → Y 是标准映射,则有态射 fp1− gp2 : X×Y → Z. 命
P = Ker(fp1−gp2),并设 k : P → X×Y 是标准monic态. 命 π1 = p1k以及 π2 = p2k. 那么由 (fp1−gp2)k = 0
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得到 fπ1 = gπ2. 现在任给 A中对象W 和态射 p1 :W → X, p2 :W → Y 要求满足 fh1 = gh2.

P Y

X × Y

X Z

k

π1

π2

g

p1

p2

f

根据积的泛性质, 存在唯一的态射 h′ : W → X × Y 使得 p1h
′ = h1, p2h

′ = h2, 于是利用 fh1 = gh2 得到

(fp1 − gp2)h′ = 0,根据核的定义,存在唯一的态射 h : W → P 使得 kh = h′. 进而也有 h1 = π1h和 h2 = π2h.
如果还有态射 h : W → P 也满足 h1 = π1h以及 h2 = π2h,那么利用积的定义得到 kh = kh,结合 k 是 monic
态得到 h = h. 因此上面构造的 (P ;π1, π2)是 f 和 g的拉回. 事实上,我们证明了更强的存在性.

Proposition 1.129 ([Ste75]). 设 A是加性范畴,只要 A中任何态射存在核,那么任何两个态射的拉回存在.

Remark 1.130. 根据拉回的泛性质定义,只要得到存在性,立即看到在同构意义下唯一.

对偶地,我们处理推出的存在性. 固定 A中态射 f : X → Y 和 g : X → Z. 考虑 Y 和 Z 的余积 Y ⊕ Z,并
设标准映射 i1 : Y → Y ⊕ Z 以及 i2 : Z → Y ⊕ Z. 命 P = Coker(i1f − i2g),并记 c : Y ⊕ Z → P 是余核态射.
命 ι1 = ci1以及 ι2 = ci2. 于是 c(i1f − i2g) = 0说明 ι1f = ι2g.

X Z

Y ⊕ Z

Y P

f

g

i2

ι2

ci1

ι1

现在任给 A 中对象 W 和态射 α1 : Y → W,α2 : Z → W 要求满足 α1f = α2g, 我们说明存在唯一的态射
α : P →W 满足 αι1 = α1且 αι2 = α2. 现在由余积的定义,存在唯一的态射 α′ : Y ⊕ Z → P 使得 α′i1 = α1以

及 α′i2 = α2. 进而由 α1f − α2g = 0得到 α′(i1f − i2g) = 0. 于是根据余核的定义,存在唯一的态射 α : P →W

使得 αc = α′. 于是 αι1 = α1, αι2 = α2. 再说明满足该性质的态射 α是唯一的. 如果还有态射 α : P → W 满足

αι1 = α1以及 αι2 = α2,那么根据余积的定义知 αc = αc,进而由 c是 epic态便知 α = α. 我们证明了

Proposition 1.131 ([Ste75]). 设 A是加性范畴,只要 A中任何态射存在余核,那么任何两个态射的推出存在.

特别地, [命题1.129]和 [命题1.131]说明 Abel范畴中任意两个态射的拉回和推出都存在. 并且容易看出

Example 1.132 (积视作拉回, [Ste75]). 设 Abel范畴 A中有对象 X1, X2,则有积 (X1 ×X2; p1, p2). 那么

X1 ×X2 X2

X1 0

p2

p1

给出零态 X1 → 0和 X2 → 0的拉回.
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Example 1.133 (余积视作推出, [Ste75]). 设 Abel范畴 A中有对象 X1, X2,有余积 (X1 ⊕X2; i1, i2),那么

0 X2

X1 X1 ⊕X2

i2

i1

给出零态 0→ X1和 0→ X2的推出.

Example 1.134 (模范畴中的拉回和推出, [Ste75]). 设 R 是含幺环, 考虑模范畴 R-Mod 中的模同态 f : X →
Z 和 g : Y → Z. 根据 [命题1.129] 的证明过程, 取 P = {(x, y) ∈ X × Y |f(x) = g(y)} 以及标准投射
π1 : P → X, (x, y) 7→ x 以及 π2 : P → Y, (x, y) 7→ y, 那么 (P ;π1, π2) 是 f 和 g 的拉回. 再设有模同态
s : X → Y 和 t : X → Z, 命 P = Y ⊕ Z/{(s(x),−t(x))|x ∈ X}以及标准映射 ι1 : Y → P, y 7→ (y, 0)以及

ι2 : Z → P, z 7→ (0, z),那么 (P ; s, t)就是同态 s和 t的推出.

Remark 1.135. 特别地,如果 R是 Noether环, f : X → Z 和 g : Y → Z 都是有限生成 R-模间的模同态,那么
f 和 g的拉回依然是有限生成模. 同理, Noether环上有限生成模间两个模同态如果有相同始对象,推出对象也
是有限生成模.

下面我们说明 Abel范畴中,拉回方块的平行态射具有同构的核,特别地,平行的态射同时是monic态.

Proposition 1.136 ([Ste75]). 设 Abel范畴 A中态射 f : X → Z 和 g : Y → Z 有拉回 (P ;π1, π2),则有

P Y

X Z

π1

π2

g

f

(1)态射 f 是monic态的充要条件是 π2是monic态; g是monic态的充要条件是 π1是monic态.
(2)如果 f 是 epic态,那么 π2也是 epic态;如果 g是 epic态,那么 π1也是 epic态.
(3)如果 f 是态射 h : Z →W 的核,那么 π2是 hg的核;如果 g是 h : Z →W 的核,那么 π1是 hf 的核.
(4)设 f 有核 k1 : Kerf → Z, π2 有核 k2 : Kerπ2 → P ,则由 fπ1k2 = 0得到存在唯一的态射 h : Kerπ2 → Kerf
使得 k1h = π1k2. 那么 h是同构. 类似地,也有 Kerg ∼= Kerπ1.

Kerπ2 P Y

Kerf X Z

k2

h π1

π2

g

k1 f

Proof. (1)根据 [注记1.126],只需验证 f 是monic态的充要条件是 π2 是 monic态. 设 f 是monic态,要证 π2

是monic态. 现在设态射 h : W → P 满足 π2h = 0,下证 h = 0. 事实上,由 π2h = 0得到 fπ1h = 0,结合 f 是

monic态得到 π1h = 0. 现在 π1h = 0以及 π2h = 0,所以利用拉回的泛性质得到 h = 0. 现在设 π2是monic态,
需要证明 f 是monic态. 设态射 α : W → X 满足 fα = 0,再考虑 0 : W → Y ,那么根据拉回的定义,存在唯一
的态射 β :W → P 使得 π2β = 0以及 π1β = α. 现在 π2是monic态说明 β = 0,于是 α = 0.

(2)根据 [注记1.126],只需验证 f 是 epic态蕴含 π2 是 epic态. 现在设 h : Y → W 满足 hπ2 = 0,需要证
明 h = 0. 设 i1 : X → X ×Y 是标准映射,那么 (fp1− gp2)i1 = f 以及 f 是 epic态得到 fp1− gp2也是 epic态.
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进而有短正合列

0 P X × Y Z 0�k fp1−gp2

因为 hπ2 = hp2k = 0,所以存在唯一的态射 η : Z →W 使得下图交换:

0 P X × Y Z 0

W

k fp1−gp2

hp2 η

进而 hp2 = η(fp1 − gp2),两边右乘 i1得到 ηf = 0. 现在 f 是 epic态说明 η = 0,进而 hp2 = 0,故 h = 0.
(3)同样只需验证如果 f 是态射 h : Z → W 的核,那么 π2 是 hg 的核. 根据 (1)知当 f 是 monic态时也

有 π2 是 monic态. 易见 hgπ2 = 0. 如果有态射 α : H → Y 满足 hgα = 0. 那么由 f 是 h的核得到存在态射

β : H → X 使得 fβ = gα. 于是对 α和 β应用拉回的定义,存在唯一的态射 γ : H → P 使得 π2γ = α, π1γ = β.
于是 π2γ = α表明 π2是 hg的核.

(4)因为 fk1 = 0,所以利用拉回的定义可得态射 α : Kerf → P 使得 π1α = k1 以及 π2α = 0. 于是也有态
射 h′ : Kerf → Kerπ2使得 α = k2h

′. 特别地, k1 = π1k2h
′,所以 h′是monic态. 注意到 h′h : Kerπ2 → Kerπ2满

足 π1k2h
′h = k1h = π1k2 以及 π2k2 = π2k2h

′h = 0,所以由拉回的定义得到 k2h
′h = k2,于是利用 k2 是monic

态可知 h′h = 1,这说明 h′也是 epic态,于是 h′是同构,这也说明 h是同构.

Remark 1.137. 这里指出 π2是 epic态无法得到 f 是 epic态,例如考虑 Z-Mod中下图:

Z/2Z Z/2Z

0 Z

0

1

0

0

易验证这是拉回方块,上行是满射但下行并不是满射. 并且上行的余核与下行的余核不同构,见 [推论1.144].

Proposition 1.138 ([Ste75]). 设 Abel范畴 A中态射 f : X → Y 和 g : X → Z 有推出 (P ; ι1, ι2),则有

X Z

Y P

f

g

ι2

ι1

(1)态射 f 是 epic态的充要条件是 ι2是 epic态; g是 epic态的充要条件是 ι1是 epic态.
(2)如果 f 是monic态,那么 ι2也是monic态;如果 g是monic态,那么 ι1也是monic态.
(3)如果 f 是态射 h :W → X 的余核,那么 ι2是 gh的余核;如果 g是 h :W → X 的核,那么 ι1是 fh的余核.
(4) 设 ι1 有余核 c1 : P → Cokerι1 以及 g 有余核 c2 : Z → Cokerg, 那么由 c1ι2g = 0 得到存在唯一的态射

h : Cokerg → Cokerι1使得 c1ι2 = hc2. 那么 h是同构. 类似地,也有 Cokerf ∼= Cokerι2.

X Z Cokerg

Y P Cokerι1

f

g

ι2

c2

h

ι1 c1
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Proof. (1)根据对称性,只证 f是 epic态的充要条件是 ι2是 epic态. 现在设 f是 epic态,并设有态射 h : P →W

满足 hι2 = 0. 取 h1 = hι1 以及 h2 = hι2, 那么 h1f = 0, h2g = 0. 进而存在唯一的态射 h′ 使得 h′ι2 = h2 以

及 h′ι1 = h1, 进而 h = h′. 对零态 P → W 利用推出的泛性质得到 h = 0. 现在设 ι2 是 epic态, 并设有态射
t : Y → T 满足 tf = 0,下证 t = 0. 考虑零态 0 : Z → Y ,结合 tf = 0,由推出的泛性质得到存在唯一的态射
h : P → T 使得 hι1 = t且 hι2 = 0. 应用 ι2是 epic态得到 h = 0,所以 t = 0.

(2)根据对称性,只验证 f 是monic态蕴含 ι2是monic态. 这时由 p1(i1f−i2g) = f 得到 i1f−i2g是monic
态, 所以有短正合列 0 X Y ⊕ Z P 0.

i1f−i2g c
回忆 ι2 = ci2, 所以这时任何满足 ι2h = 0

的态射 h : H → Z 满足 ci2h = 0. 于是存在唯一的态射 h′ : H → X 使得 (i1f − i2g)h′ = i2h. 两边左乘 p1得到

fh′ = 0. 而 f 是monic态,因此 h′ = 0,于是 i2h = 0,这导出 h = 0. 这说明 ι2是monic态.
(3)设 f 是态射 h :W → X 的余核. 现在 (1)说明 ι2也是 epic态,并且易见 ι2gh = 0. 任取态射 t : Z → T

满足 tgh = 0,那么存在唯一的态射 α1 : Y → T 使得 α1f = tg. 取 α2 = t,则根据推出的定义存在唯一的态射
α : P → T 使得 αι1 = α1以及 αι2 = α2. 进而有 αι2 = t,这说明 ι2是态射 gh的余核.

(4)注意到 c2g = 0,由推出的定义,有唯一的态射 t : P → Cokerg满足 c2 = tι2 并且 tc1 = 0. 于是存在唯
一的态射 h′ : Cokerι1 → Cokerg使得 t = h′c1. 进而 h′c1ι2 = tι2 = c2 是 epic态,这说明 h′ 也是 epic态. 最后
证明 h′是monic态来得到 h是同构. 注意到 hh′c1ι2 = h(tι2) = hc2以及 hh′c1ι1 = 0,所以根据推出的定义,有
hh′c1 = c1. 现在利用 c1是 epic态得到 hh′ = 1,这说明 h′是monic态,进而 h′是同构. 故 h也是同构.

Remark 1.139. 这里指出 ι1是monic态无法得到 g是monic态. 例如考虑 Z-Mod中下图:

Z Z/2Z

0 Z/2Z

0

1

容易验证这是推出方块,下行是单射但上行不是单射. 并且上行的核与下行的核不同构,见 [推论1.145].

下面我们介绍 Abel范畴中拉回关于具体态射序列正合性的刻画,它为证明态射方块是拉回提供便利.

Proposition 1.140 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴,并固定 A中下图,并记 i1 : X → X ⊕ Y, i2 : Y → X ⊕ Y 以
及 p1 : X ⊕ Y → X, p2 : X ⊕ Y → Y 是对象 X,Y 的余积和积的标准态射:

P Y

X Z

π1

π2

g

f

那么上图是 f 和 g的拉回当且仅当态射序列 0 P X ⊕ Y Z
i1π1+i2π2 fp1−gp2

正合.

Proof. 如果固定的图是拉回,那么根据拉回的构造,如果取 P ′ = Ker(fp1− gp2)并设 k : P ′ → X ⊕ Y 是标准态

59



射,那么 P ′以及态射 p1k, p2l给出 f 和 g的拉回. 于是存在唯一的态射 u : P → P ′使得下图交换:

P Y

P ′

X ⊕ Y

X Z

u

π2

π1 g
k

p1k

p2k

p1

p2

f

因为 (P ;π1, π2)是 f 和 g的拉回,所以这里的 u是同构,而根据上图的交换性知 ku = π1i1 + π2i2. 从 u是同构

易知 ku是monic态并且 ku也是 fp1 − gp2的核. 于是 0 P X ⊕ Y Z
i1π1+i2π2 fp1−gp2

正合.

反之,如果有正合列 0 P X ⊕ Y Z
i1π1+i2π2 fp1−gp2 ,那么 (fp1 − gp2)(i1π1 + i2π2) = 0得到 fπ1 =

gπ2. 下面证明 (P ;π1, π2)是 f 和 g的拉回. 如果有态射 α1 : W → X 和 α2 : W → Y 满足 fα1 = gα2. 那么明
显有 (fp1 − gp2)(i1α1 + i2α2) = 0,于是存在唯一的态射 α :W → P 使得下图交换:

0 P X ⊕ Y Z

W

i1π1+i2π2 fp1−gp2

i1α1+i2α2α

从态射的矩阵记号,回忆 [记号1.3]容易知道 π1α = α1, π2α = α2.

Remark 1.141. 从 [注记1.126]可知 [命题1.140]中态射序列的负号位置无关紧要,即易见态射序列

0 P X ⊕ Y Z,
i1π1+i2π2 fp1−gp2

0 P X ⊕ Y Z,
i1π1+i2π2 −fp1+gp2

0 P X ⊕ Y Z,
i1π1−i2π2 fp1+gp2

0 P X ⊕ Y Z
−i1π1+i2π2 fp1+gp2

的正合性都是等价的.

类似地,对 Abel范畴中的推出我们也能够用具体态射序列的正合性刻画.

Proposition 1.142 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴,固定 A中下图,并记 i1 : Y → Y ⊕ Z, i2 : Z → Y ⊕ Z 以及
p1 : Y ⊕ Z → Y 和 p2 : Y ⊕ Z → Z 是标准态射:

X Z

Y P

f

g

ι2

ι1

那么上图是 f 和 g的推出的充要条件是态射序列 X Y ⊕ Z P 0
i1f−i2g ι1p1+ι2p2

正合.

Proof. 这里的证明与 [命题1.140]完全是对偶的,所以这里省略些验证细节. 如果给定图是推出,那么明显 i1f −
i2g和 ι1p1 + ι2p2的合成是零,只需证 ι1p1 + ι2p2是 i1f − i2g的余核. 而根据推出对象的构造, i1f − i2g的余核
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对象 P ′,并且如果记 c : Y ⊕ Z → P ′ 是标准态射,那么 P ′ 和 ci1, ci2 给出 f 和 g 的推出. 于是存在唯一的态射
v : P ′ → P 使得 ι1 = vci1 以及 ι2 = vci2. 由 (P ; ι1, ι2)是推出得到 v 是同构. 并注意到 vc = ι1p1 + ι2p2,所以
ι1p1 + ι2p2也是 i1f − i2g的余核. 反之,如果态射序列

X Y ⊕ Z P 0
i1f−i2g ι1p1+ι2p2

正合,那么 ι1f − ι2g = 0. 如果有态射 α1 : Y →W 和 α2 : Z →W 满足 fα1 = gα2,那么态射 h = α1p1 + α2p2

满足 h(i1f − i2g) = 0. 因此存在唯一的态射 α : P →W 满足 α(ι1p1 + ι2p2) = h. 于是 α1 = αι1并且 α2 = αι2.
如果还有态射 α′ : P →W 满足 α1 = α′ι1和 α2 = α′ι2. 那么 α′(ι1p1 + ι2p2) = h,这说明 α = α′.

Remark 1.143. 与拉回情形一致, [注记1.141]中指出的态射序列中负号位置无关紧要也在推出情形成立.

Corollary 1.144 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴,并设态射 f : X → Z 和 g : Y → Z 有拉回 (P ;π1, π2). 那么存
在唯一的标准态射 g′ : Cokerπ2 → Cokerf 使得下图交换:

P Y Cokerπ2

X Z Cokerf

π1

π2

g

c2

g′

f c1

那么 g′是monic态. 类似地,态射 f 诱导的 Cokerπ1到 Cokerg的标准态射也是monic态.

Proof. 命 C = Coker(i1π1 + i2π2),那么余核态射 c : X ⊕ Y → C 可设为由 f : X → C 和 −g : Y → C 诱导的,
即 c = fp1 − gp2. 在此记号下,有正合列

P X ⊕ Y C 0.
i1π1+i2π2 fp1−gp2

应用 [命题1.142](以及 [注记1.143])立即得到下图是推出方块:

P Y

X C

π1

π2

g

f

所以从 [命题1.138(4)]知下图中余核间的标准态射 f̃ 和 g̃都是同构:

P Y Cokerπ2

X C Cokerf

Cokerπ1 Cokerg

π1

π2

g

c2

g̃

f

c1 c4

c3

f̃

利用 [命题1.140]得到正合列 0 P X ⊕ Y Z.
i1π1+i2π2 fp1−gp2

现在存在唯一的态射 t : C → Z 使得

P X ⊕ Y C 0

0 P X ⊕ Y Z

i1π1+i2π2

1 1

fp1−gp2

t

i1π1+i2π2 fp1−gp2
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交换. 应用蛇形引理 (见 [推论1.46])立即得到 Kert = 0,即 t是monic态 (回忆 [注记1.7]). 于是有唯一的态射
t : Cokerf → Cokerf 使得下图交换:

X C Cokerf 0

X Z Cokerf 0

f

1

c3

t t

f c1

应用五引理,见 [推论1.45(1)],得到 t是monic态. 特别地, tg̃ : Cokerπ2 → Cokerf 也是monic态. 下证 g′ = tg̃

来得到 g′是monic态. 为此只需说明 tg̃c2 = c1g. 这由 g̃c2 = c3g以及 tg = g容易看到.

对偶地,推出方块中平行态射的核间的标准映射都是 epic态,其证明与 [推论1.144]完全对偶,记录为

Corollary 1.145 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴,并设态射 f : X → Y 和 g : X → Z 有推出 (P ; ι1, ι2). 那么存
在唯一的态射 f ′ : Kerg → Kerι1使得下图交换:

Kerg X Z

Kerι1 Y P

k2

f ′ f

g

ι2

k1 ι1

那么 f ′是 epic态. 类似地, Kerf 到 Kerι2的标准态射也是 epic态.

Example 1.146 ([Ste75]). 设 Abel范畴 A中有下述交换图,其中上下两行正合:

0 X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z 0

f

α

g

β 1

f ′ g′

我们说明左边的方块既是推出方块也是拉回方块,即 (X;α, f)是 f ′和 β 的拉回,并且 (Y ′; f ′, β)是态射 α和 f

的推出. 事实上,根据 [推论1.144]和 [推论1.145],只需证明下述态射序列正合:

0 X X ′ ⊕ Y Y ′ 0.
i1α+i2f f ′p1−βp2

由 f 是monic态知 i1α+ i2f 也是monic态,下证 f ′p1− βp2是 epic态. 为此只需证明如果态射 γ : Y ′ → H 满

足 γf ′ = 0, γβ = 0,那么 γ = 0. 首先由 γf ′ = 0,存在唯一的态射 γ : Z → H 使得 γg′ = γ.

0 X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z 0

H

f

α

g

β 1

f ′ g′

γ
γ

于是由 γg′β = 0得到 γg = 0,所以由 g是 epic态可知 γ = 0,因此 γ = 0,这说明 f ′p1 − βp2是 epic态. 故只要
再验证 i1α+ i2f 是 f ′p1 − βp2的核,由 [命题1.23]便知 0 X X ′ ⊕ Y Y ′ 0

i1α+i2f f ′p1−βp2
正合.
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如果有态射 h : W → X ′ ⊕ Y 满足 (f ′p1 − βp2)h = 0,那么可设 h = i1h1 + i2h2,这里 h1 : W → X ′ 和

h2 : W → Y 被 h 唯一决定. 于是 f ′h1 = βh2. 下证存在态射 h′ : W → X 使得 h = (i1α + i2f)h
′ 来得到

i1α + i2f 是 f ′p1 − βp2 的核. 这时 g′f ′h1 = 0说明 g′βh2 = 0,所以 gh2 = 0. 进而存在态射 h′ : W → X 使得

fh′ = h2. 再利用 f ′αh′ = βfh′ = βh2 = f ′h1以及 f ′是monic态得到 h1 = αh′. 所以 h = (i1α+ i2f)h
′.

类似地,如果 A中有下述交换图,其中下述两行正合,容易证明右边的方块既是拉回又是推出方块:

0 X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z 0

f

1

g

β γ

f ′ g′

Remark 1.147. 这里指出 [例1.146]反之也有相应结论也成立,即当 Abel范畴 A中有下述交换图

P Y

X Z

π1

π2

g

f

满足 f 是monic态且上图既是推出方块又是拉回方块,那么存在下述形式的交换图满足上下两行正合:

0 P Y C 0

0 X Z C 0

π1

π2

g

c2

1

f c1

首先 [命题1.136(1)]说明 π2 也是 monic态,命 c1 : Z → Cokerf 是 f 的余核. 那么根据 [命题1.138(4)]得到
Cokerπ2 到 Cokerf 的标准态射是同构. 因此存在态射 c2 : Y → Cokerf 使得 c2 是 π2 的余核并且 c1g = c2. 类
似地,设 A中下图既是推出方块又是拉回方块并且 g是 epic态:

X Z

Y P

f

g

ι2

ι1

那么利用 [命题1.136]和 [命题1.138]类似可证存在下述形式的交换图满足上下两行正合:

0 K X Z 0

0 K Y P 0

k2

1 f

g

ι2

k1 ι1

1.7 正向/逆向极限

本节主要介绍 Abel范畴中的正向极限和逆向极限的基本理论. 回忆带有二元关系 ≤的集合 I 被称为拟序

集,如果 (I,≤)满足自反性和传递性. 那么拟序集 (I,≤)可自然视作一范畴,以下记作 I. 对任何范畴 C,称 I 到
C 的函子为 C 上以拟序集 I 为指标集的正向系. 下面是正向系之后常用的记号.

Notation 1.148. 设 F : I → C是 C上以拟序集 I 为指标集的正向系,对任何 i ∈ I ,记 F (i)为 Fi,并当 i ≤ j ∈ I
时,对应的 C 中态射如果记作 φij : Fi → Fj ,那么把该正向系记作 {Fi, φij}I .
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Example 1.149 ([Rot09]). 设 C 是范畴, 固定 X ∈ obC. 对拟序集 (I,≤), 定义 |X|i = X, ∀i ∈ I 并且对任何

i ≤ j ∈ I ,对应的态射定义为 1X : X → X . 那么得到函子 |X| : I → C,称该正向系是 X 决定的常量正向系.

Example 1.150 ([Rot09]). 设 I = {1, 2, 3},其上拟序由 1 < 2, 1 < 3自然给出. 那么范畴 C 上以拟序集 I 为指

标集的正向系可由下图描述 (指标 1对应 X , 2对应 Y , 3对应 Z):

X Z

Y

f

g

Example 1.151 ([Ste75]). 设 A 是加性范畴, 有对象族 {Xα}α∈Λ, 这里 Λ 是非空指标集. 考虑 Λ 所有非空有

限子集构成的集合 I , 那么 I 关于包含关系构成拟序集 (I,⊆). 通过良序原理对 Λ 赋予良序 ≤, 那么 I 的任

何有限子集 J 可表示为 {j1, ..., jn|j1 < j2 < · · · < jn}, 该集合对应有限余积 Xj1 ⊕ Xj2 ⊕ · · · ⊕ Xjn . 于是

{Xj1 ⊕Xj2 ⊕ · · · ⊕Xjn |j1 < j2 < · · · < jn ∈ Λ}可自然产生拟序集 (I,⊆)上的正向系.

Definition 1.152 ([Rot09]). 设 {Fi, φij}I 是范畴 C 上以拟序集 I 为指标集的正向系. 称由 C 中对象 lim−→I
Fi 和

态射族 {αi : Fi → lim−→I
Fi}i∈I 构成的二元组 (lim−→I

Fi, {αi : Fi → lim−→I
Fi}i∈I)为 {Fi, φij}I 的正向极限,若满足:

(1)对任何 i ≤ j ∈ I , αi = αjφ
i
j ;

(2)对任何X ∈ obC和满足 fi = fjφ
i
j , ∀i ≤ j ∈ I 的态射族 {fi : Fi → X}i∈I ,存在唯一的态射 f : lim−→I

Fi → X

使得下图对所有指标 i ∈ I 交换:
lim−→I

Fi X

Fi

Fj

f

αi
fi

φi
j

αj

fj

Example 1.153 ([Rot09]). 设 R是含幺环,M 是左 R-模. 那么M 所有的有限生成子模关于包含关系构成拟序

集,进而自然给出 R-Mod中的正向系 (每个指标对应自身,即M 的某个有限生成子模),易验证M 以及M 每

个有限生成子模到M 的标准嵌入同态给出该正向系的正向极限. 类似地,如果 A是域 k上代数,那么 A的所

有仿射 k-子代数自然给出 k-Alg中的正向系, A(带上仿射子代数到 A的标准嵌入)就是该正向系的正向极限.

Example 1.154 ([Rot09]). 设 A是 Abel范畴,考虑 [例1.150]中的正向系,那么该正向系的正向极限明显由图

X Z

Y

f

g

的推出给出 (正向极限对象取为推出对象,图中对象到极限对象的态射也有自然的选取).

现在我们说明满足任何正向系的正向极限存在的 Abel范畴中存在任意余积.

Proposition 1.155 ([Ste75]). 设A是满足任何正向系的正向极限都存在的Abel范畴,则A余完备 ([注记1.13]).
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Proof. 任取 A 中对象族 {Xα}α∈Λ, 记 I 是 Λ 所有非空有限子集构成的集合, 它关于包含关系构成拟序集. 于
是根据 [例1.151] 我们得到 A 上正向系满足 I 中任何元素 {j1, ..., jn|j1 < j2 < · · · < jn} 对应 A 中对象
Xj1 ⊕Xj2 ⊕ · · · ⊕Xjn ,如果 J ⊆ J ′是 I 中元素,那么相应的有限直和对象间也有自然的态射. 于是根据正向极
限的定义容易验证该正向系的极限对象给出余积对象 ⊕α∈ΛXα,每个 Xα 到正向极限对象的标准态射给出余积

定义中的标准态射.

Proposition 1.156 ([Rot09]). 如果A是余完备的Abel范畴,那么A中任何以拟序集为指标集正向系的正向极
限存在,并且在同构意义下唯一.

Proof. 设 {Fi, φij}I 是 A中以拟序集 I 为指标集的正向系,不妨设 I 6= ∅. 只需证明正向极限的存在性.
对每个指标 i ∈ I , 记 λi : Fi → F = ⊕i∈IFi 是标准态射 (这里由余完备条件保证余积存在). 那么对

任何指标 i ≤ j ∈ I , 有态射 λi − λjφ
i
j : Fi → F . 因此范畴 I 中任何态射 γ : i → j, 那么对应 A 中态射

λi − λjφij : Fi → F . 记 Γ = {γ : i → j|i ≤ j ∈ I},并且对任何 γ : i → j ∈ Γ,记 s(γ) = i, t(γ) = j. 于是任何
γ ∈ Γ对应态射 λs(γ) − λt(γ)φij : Fs(γ) → F . 由此导出态射

τ : ⊕γ∈ΓFs(γ) → F,

满足对 γ ∈ Γ对应的标准态射 ιγ : Fs(γ) → ⊕γ∈ΓFs(γ)有 τιγ = λs(γ) − λt(γ)φs(γ)t(γ) , ∀γ ∈ Γ.考虑 τ 的标准分解

⊕γ∈ΓFs(γ) F

Imτ

τ

τ ′ k

那么 k余核也是 τ 的余核,即有 epic态 c : F → F/Imτ . 进而对任何 i ≤ j ∈ I 对应的 I 中态射 γ 有

0 = cτιγ = cλs(γ) − cλt(γ)φs(γ)t(γ) = cλi − cλjφij .

所以如果记 αi = cλi : Fi → F/Imτ ,则有任何 i ≤ j ∈ I , αi = αjφ
i
j .

现在设 X ∈ obA和 A中态射族 {fi : Fi → X}i∈I 满足 fi = fjφ
i
j , ∀i ≤ j ∈ I . 那么根据余积的定义存在唯

一的态射 ξ : F → X 使得 ξλi = fi, ∀i ∈ I.现在 ξτιγ = ξλs(γ) − ξλt(γ)φs(γ)t(γ) 说明对任何 i ≤ j ∈ I 对应的态射
γ : i→ j 有 ξτιγ = ξ(fi − fjφij) = 0,这说明 ξτ = 0. 于是存在唯一的态射 f : F/Imτ → X 使得

F/Imτ

⊕γ∈ΓFs(γ) F X

Fi

Fj

f

τ ξ

c

λi

φi
j

fi

λj
fj

对所有 i ≤ j ∈ I 交换. 因此 fαi = fi, ∀i ∈ I . 如果还有态射 f ′ : F/Imτ → X 满足 f ′αi = fi, ∀i ∈ I ,那么对所
有指标 i ∈ I 有 f ′cλi = fcλi. 于是由余积的定义得到 f ′c = fc,再由 c是 epic态得到 f = f ′. 所以根据前面的
讨论知 A中对象 F/Imτ 和态射族 {αi : Fi → lim−→I

Fi}i∈I 给出正向系 {Fi, φij}I 的正向极限.
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Remark 1.157. 从证明过程容易看出具有任意余积和任意余核的加性范畴,正向系的正向极限总存在.

由 [命题1.155]和 [命题1.156]立即得到:

Corollary 1.158. 对 Abel范畴 A, A余完备的充要条件是 A上任何正向系的正向极限存在.

设 (I,≤) 是拟序集, A 是余完备的 Abel 范畴, 记 obDir(I) 是 A 上以 I 为指标集的正向系全体. 那么对
任何正向系 {Fi, φij}I 和 {Gi, ψij}I , 称 {Fi, φij}I 到 {Gi, ψij}I 的自然变换为 {Fi, φij}I 到 {Gi, ψij}I 的态射, 记
HomDir(I)({Fi, φij}I , {Gi, ψij}I) 是 {Fi, φij}I 到 {Gi, ψij}I 的所有态射构成的类. 那么由替换公理, I 是集合保
证了 HomDir(I)({Fi, φij}I , {Gi, ψij}I) 也是集合. 于是我们能够自然的得到范畴 Dir(I)(注意我们已经固定了
A, 但在记号上没有体现). 一般地, 对任何范畴 C 和小范畴 I, 定义 obFun(I, C) 为 I 到 C 的函子全体, 对任
何 I 到 C 的函子 F,G, 定义态射类 HomFun(I,C)(F,G) 为 F 到 G 的自然变换全体, 那么 obI 是集合保证了
HomFun(I,C)(F,G)是集合. 利用函子间自然变换的合成定义态射的合成便得到范畴 Fun(I, C),称为函子范畴.
易见这里以给定拟序集 (I,≤)为指标集的正向系范畴 Dir(I)是特殊的函子范畴.

下面说明取正向极限可自然导出共变函子. 首先我们对所有的正向系都选定正向极限,于是对任何正向系
{Fi, φij}I 和 {Gi, ψij}I 间的态射,即可表示为态射族 t = {ti : Fi → Gi}i∈I . 设 {Fi, φij}I 被选定的正向极限是
(lim−→I

Fi, {αi : Fi → lim−→I
Fi}i∈I),而 {Gi, ψij}I 被选定的正向极限是 (lim−→I

Gi, {βi : Gi → lim−→I
Gi}i∈I),那么存

在唯一的态射 t⃗ : lim−→I
Fi → lim−→I

Gi使得下图对所有的指标 i ∈ I 交换:

lim−→I
Fi lim−→I

Gi

Fi Gi

Fj Gj

t⃗

αi

φi
j

ti

ψi
j

βi

αj

tj

βj

因此取正向极限过程可自然导出共变函子 lim−→I
: Dir(I) → A(对不同的正向极限选取方式定义出的函子是

自然同构的), 称为正向极限函子 (注意这里对 A 余完备性的假设). [例1.149] 中取常量正向系自然给出函子
| · | : A → Dir(I). 这两个函子在 Hom集层面给出的映射明显都是加群同态.
由于 A是 (余完备)Abel范畴,所以容易验证 Dir(I)也是 Abel范畴,并且

0 {Ai, φij}I {Bi, ψij}I {Ci, θij}I 0
t={ti}i∈I s={si}i∈I

是正合列的充要条件是对每个 i ∈ I 有 0 Ai Bi Ci 0
ti si

是短正合列. 因此正向极限
函子 lim−→I

: Dir(I)→ A和取常量正向系函子 | · | : A → Dir(I)是 Abel范畴间的加性函子.

Proposition 1.159 ([Rot09]). 设 A是余完备 Abel范畴且 (I,≤)是拟序集. 那么 lim−→I
是 | · |的左伴随函子.

Proof. 任取 I上正向系F = {Fi, φij}I和A中对象X ,定义 ηX,F : HomA(lim−→I
Fi, X)→ HomDir(I)(F, |X|), φ 7→

{φαi}i∈I ,这里态射族 {αi : Fi → lim−→I
Fi}i∈I 是正向极限的标准态射. 那么从正向极限以及常量正向系的定义

立即得到 ηX,F 是双射,并且根据 ηX,F 的构造,明显也是加群同态. 可直接验证 η给出 lim−→I
和 | · |的联络.

在 [命题1.40]中我们看到 Abel范畴间左伴随函子右正合,所以 [命题1.159]表明
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Corollary 1.160. 设 A是余完备 Abel范畴且 (I,≤)是拟序集. 那么 lim−→I
: Dir(I)→ A右正合.

如果拟序集 (I,≤) 满足对任何 i, j ∈ I , 存在 k ∈ I 使得 i ≤ k 且 j ≤ k, 则称 (I,≤) 是正向集. 例如
任何模的有限生成子模全体给出的正向系指标集就是正向集, 回忆 [例1.153]. 在模范畴中, 指标集为正向集
的正向系的正向极限能够很好地把握. 固定含幺环 R, 那么根据 [命题1.156], R-Mod 中拟序集 I 上的正向

系 {Fi, φij}I 的正向极限 (lim−→I
Fi, {αi : Fi → lim−→I

Fi}i∈I) 可如下具体表示: 设 S 是 F = ⊕i∈IFi 中由集合
{λi(xi)− λiφij(xi)|xi ∈ Fi, i ≤ j ∈ I}生成的子模,那么 lim−→I

Fi = F/S且 αi : Fi → F/S, xi 7→ λi(xi) + S给出

正向极限 (lim−→I
Fi, {αi : Fi → lim−→I

Fi}i∈I).

Proposition 1.161 ([Rot09]). 设 (I,≤)是正向集, R是含幺环且 {Xi, φ
i
j}I 是左 R-模范畴中的正向系. 对每个

i ∈ I ,记 λi : Xi → ⊕i∈IXi是标准映射. 那么:
(1)正向极限对象 lim−→I

Xi = ⊕i∈IXi/S 中每个元素满足存在 t ∈ I, xt ∈ Xt使得该元素形如 λt(xt) + S.
(2)对 λi(xi) + S ∈ lim−→I

Xi, λi(xi) + S = 0当且仅当存在 t ≥ i使得 φit(xi) = 0.

Proof. (1)易见 lim−→I
Xi = ⊕i∈IXi/S 中每个元素可表示为形如 λj(xj) + S 的有限和,所以对 lim−→I

Xi 中给定元

素,存在 I 的非空有限子集 J 使得该元素可表示为
∑

j∈J λj(xj) + S,因为 J 是有限集所以可以选取 t ∈ I 使得
j ≤ t, ∀j ∈ J.于是对每个 j ∈ J 有 φjt(xj) ∈ Xt. 所以∑

j∈J

λj(xj) + S =
∑
j∈J

(λj(xj)− λtφjt(xj)) +
∑
j∈J

λtφ
j
t(xj) + S = λt

(∑
j∈J

φjt(xj)

)
+ S.

(2)如果 λi(xi) + S = 0,那么 λi(xi)能够表示为有限和
∑

j≤k λj(xj)− λkφ
j
k(xj),设 t ∈ I 比该表达式中出

现的所有 I 中指标大,那么在 ⊕i∈IXi中有

λtφ
i
t(xi) = −

(
λi(xi)− λtφit(xi)

)
+
∑
j≤k

(
λj(xj)− λkφjk(xj)

)
= −

(
λi(xi)− λtφit(xi)

)
+
∑
j

(
λj(xj)− λtφjt(xj)

)
+
∑
j≤k

(
λtφ

j
t(xj)− λkφ

j
k(xj)

)
= −

(
λi(xi)− λtφit(xi)

)
+
∑
j

(
λj(xj)− λtφjt(xj)

)
−
∑
j≤k

(
λkφ

j
k(xj)− λtφ

k
tφ

j
k(xj)

)
.

上面的最后一个表达式所有 I 中指标不超过 t,所以求和表达式得到零. 反之,如果 t ≥ i使得 φit(xi) = 0.那么

λi(xi) + S = λi(xi)− λtφit(xi) + λtφ
i
t(xi) + S = 0 + S.

Corollary 1.162 ([Rot09]). 设拟序集 (I,≤)是正向集, R是含幺环. 那么 lim−→I
: Dir(I)→ R-Mod是正合函子.

Proof. 根据 [推论1.160], lim−→I
: Dir(I) → R-Mod是右正合函子,所以只需再验证 lim−→I

保持单射即可. 现在设
{Xi, φ

i
j}I 和 {Yi, ψij}I 都是左 R-模的正向系. 并且有正向系间的monic态, t = {ti}i∈I : {Xi, φ

i
j}I → {Yi, ψij}I ,

即对每个 i ∈ I 都有 ti : Xi → Yi是 A中monic态. 要证使得下图交换的态射 t⃗ : lim−→I
Xi → lim−→I

Yi是单射:

lim−→I
Xi lim−→I

Yi

Xi Yi

Xj Yj

t⃗

αi

φi
j

ti

ψi
j

βi

αj

tj

βj
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根据 [命题1.161], 任何 lim−→I
Xi 中元素形如 αi(xi), i ∈ I 是某个指标. 现在设 αi(xi) 满足 t⃗αi(xi) = 0, 那

么 βiti(xi) = 0. 再应用 [命题1.161], 存在 j ≥ i 使得 ψij(ti(xi)) = 0. 即 tjφ
i
j(xi) = 0, 结合 tj 是单射得到

φij(xi) = 0.所以由 [命题1.161], αi(xi) = 0,这证明了 t⃗是单射.

Remark 1.163. 通常余完备 Abel范畴上的正向极限函子未必正合,只能得到右正合 (回忆 [推论1.160]). 如果
余完备 Abel范畴 A上的正向极限函子是正合的并且 A有生成子,则称 A是 Grothendieck范畴.

现在介绍拟序集上的逆向系. 设 (I,≤)是拟序集,称 I 到范畴 C 的逆变函子是 C 上以拟序集 I 为指标集的

逆向系. 如果 F : I → C 是逆向系,记 i ∈ I 对应的对象 F (i)为 Fi. 任何 i ≤ j ∈ I 对应 C 中态射 ψji : Fj → Fi.
这时把逆向系 F 也记作 {Fi, ψji }I . C 上以拟序集 I 为指标集的正向系可自然视作对偶范畴 Cop 上拟序集 I 为

指标集的逆向系; C 上以拟序集 I 为指标集的逆向系可自然视作对偶范畴 Cop上拟序集 I 为指标集的正向系.

Example 1.164 ([Rot09]). 设 I = {1, 2, 3},其上拟序由 1 < 2, 1 < 3自然给出. 那么范畴 C 上以拟序集 I 为指

标集的逆向系可由下图描述 (指标 1对应 X , 2对应 Y , 3对应 Z):

Z

Y X

g

f

Example 1.165 ([Rot09]). 设A是加性范畴,有对象族 {Xα}α∈Λ,这里 Λ是非空指标集. 类似 [例1.151],考虑 Λ

所有非空有限子集对应对象的积. 依然记 I 是 Λ所有的非空有限子集 (关于集合包含关系)构成的拟序集,对 Λ

赋予良序 ≤. {j1, ..., jn|j1 < j2 < · · · < jn}对应积对象 Xj1 ×Xj2 × · · · ×Xjn . 并且如果 J ⊆ J ′都是 I 中元素,
那么指标集 J ′对应的积对象到 J 对应的积对象间有标准态射. 由此得到 A上以拟序集 I 为指标集的逆向系.

逆向系的逆向极限的定义与正向系的正向极限完全是对偶的.

Definition 1.166 ([Rot09]). 设 {Fi, ψji }I 是范畴 C 上以拟序集 I 为指标集的逆向系. 称由 C 中对象 lim←−I Fi 和
态射族 {βi : lim←−I Fi → Fi}i∈I 构成的二元组 (lim←−I Fi, {βi : lim←−I Fi → Fi}i∈I)为 {Fi, ψji }I 的逆向极限,若满足:
(1)对任何 i ≤ j ∈ I , βi = ψjiβj ;
(2)对任何X ∈ obC和满足 fi = ψijfj , ∀i ≤ j ∈ I 的态射族 {fi : X → Fi}i∈I ,存在唯一的态射 f : X → lim←−I Fi
使得对所有指标 i ∈ I 有 βif = fi,即下图交换:

lim−→I
Fi X

Fi

Fj

βi

βj

fi

fj

f

ψj
i

Example 1.167 ([Rot09]). 设 A是 Abel范畴,考虑 [例1.164]中的逆向系. 那么该逆向系的逆向极限由图

Z

Y X

g

f
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的拉回给出 (逆向极限对象取为拉回对象,逆向极限对象到图中对象的态射也有自然选取).

Proposition 1.168 ([Ste75]). 设A是满足逆向系的逆向极限都存在的Abel范畴,则A完备 (回忆 [注记1.13]).

Proof. 任取 A 中对象族 {Xα}α∈Λ, 记 I 是 Λ 所有非空有限子集构成的集合, 它关于包含关系构成拟序集. 于
是根据 [例1.165] 我们得到 A 上逆向系满足 I 中任何元素 {j1, ..., jn|j1 < j2 < · · · < jn} 对应 A 中对象
Xj1 ×Xj2 × · · · ×Xjn ,如果 J ⊆ J ′是 I 中元素,那么相应的有限积对象间也有自然的态射. 于是根据逆向极限
的定义容易验证该逆向系的极限对象给出积对象

∏
α∈ΛXα, 每个逆向极限对象到 Xα 的标准态射给出积定义

中的标准态射. 所以 {Xα}α∈Λ在 A中存在积.

Proposition 1.169 ([Ste75]). 设A是完备Abel范畴,那么A上任何指标集为拟序集的逆向系的逆向极限存在,
并且在同构意义下唯一.

Proof. 记 I 是拟序集 (I,≤)给出的范畴,设 {Fi, ψji }I 是 A上以 I 为指标集的逆向系, F =
∏
i∈I Fi, pi : F → Fi

是标准态射. 这里仅验证逆向系的逆向极限的存在性. 任何 I中态射 γ : i→ j,记 s(γ) = i以及 t(γ) = j, I中所
有态射构成的集合记作 Γ.

∏
γ∈Γ Fs(γ)到 Fs(γ)的标准态射记作 πγ . 对每个 i ≤ j ∈ I ,对应 A中态射 pi − ψji pj :

F → Fi.于是我们得到 A中态射 θ : F →
∏
γ∈Γ Fs(γ) 满足对任何 Γ中态射 γ : i → j 有 πγθ = pi − ψji pj . 现

在有余核 k : Kerθ → F . 对每个 i ∈ I , 记 βi = pik : Kerθ → Fi. 下面验证当 i ≤ j ∈ I 时, ψjiβj = βi. 只需
注意到对任何 γ ∈ Γ有 0 = πγθk = βi − ψjiβj . 现在设有 A中对象 X 和满足 fi = ψijfj , ∀i ≤ j ∈ I 的态射族
{fi : X → Fi}i∈I . 这时存在唯一的态射 η : X → F 使得对任何 i ∈ I 有 piη = fi. 那么对任何 i ≤ j ∈ I 有
πγθη = piη − ψji pjη = fi − ψji fj = 0. 这说明 θη = 0. 进而存在唯一的态射 f : X → Kerθ使得 kf = η. 于是对
任何指标 i ∈ I 有 βif = fi. 最后说明如果还有态射 f ′ : X → Kerθ 满足 βif

′ = fi, ∀i ∈ I ,那么 f = f ′.这时

k(f − f ′) = 0,结合 k是monic态便知 f = f ′.

Corollary 1.170. 对 Abel范畴 A,该范畴完备当且仅当 A上任何指标集为拟序集的逆向系的逆向极限都存在.

从 [例1.154]和 [命题1.155]中看到推出和任意余积可实现为正向极限; [例1.167]和 [命题1.168]说明拉回
和任意直积可实现为逆向极限. 所以保持极限的函子十分重要且有用.

Theorem 1.171 ([ZW18]). 设A和 B都是既完备又余完备的 Abel范畴, F : A → B是 G : B → A的右伴随函
子. 那么左伴随函子 G保持正向极限,右伴随函子 F 保持逆向极限.

C F−−−−−⇀↽−−−−−
G

D

特别地, F 保持积、拉回、核和monic态; G保持余积、推出、余核和 epic态.

Proof. 现在设 {Yi, φij}I是B上指标集为拟序集 (I,≤)的正向系, (lim−→I
Yi, {αi : Yi → lim−→I

Yi}i∈I)是其正向极限.
于是我们得到A中以 I为指标集的正向系 {GYi, Gφij}I . 下面我们证明 (G lim−→I

Yi, {Gαi : GYi → G lim−→I
Yi}i∈I)

是 A上正向系 {GYi, Gφij}I 的正向极限. 首先设 η是伴随函子间的联络,对每个 Y ∈ obB和 X ∈ obA对应加
群同构 ηY,X : HomA(GY,X) → HomB(Y, FX). 现在设 A ∈ obA以及态射族 {fi : GYi → A}i∈I 满足对任何
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i ≤ j ∈ I 有 fi = fjGφ
i
j . 需要证明存在唯一的态射 f : G lim−→I

Yi → A使得下图交换:

G lim−→I
Yi A

GYi

GYj

f

fi

Gφi
j

Gαi

fj
Gαj

现在对任何 i ≤ j ∈ I ,根据联络 η的定义有交换图:

HomA(GYi, A) HomB(Yi, FA)

HomA(GYj , A) HomB(Yj , FA)

ηYi,A

ηYj,A

(Gφi
j)

∗ (φi
j)

∗

对每个指标 i ∈ I ,记 gi = ηYi,A(fi) : Yi → FA,那么上图的交换性说明对任何 i ≤ j ∈ I 有 gi = gjφ
i
j .所以存在

唯一的态射 g : lim−→I
Yi → FA使得对所有 i ∈ I 有 gαi = gi.对加群同构

ηlim−→I
Yi,A : HomA(G lim−→

I

Yi, A)→ HomB(Yi, FA),

可选取唯一的态射 f : G lim−→I
Yi → A 满足 ηlim−→I

Yi,A(f) = g. 于是利用联络 η 容易验证对任何 i ∈ I 有

ηYi,A(fGαi) = gαi = gi = ηYi,A(fi). 于是 fGαi = fi, ∀i ∈ I . 下证态射 f 的唯一性. 如果还有态射
f ′ : G lim−→I

Yi → A 满足 f ′Gαi = fi, ∀i ∈ I , 那么 ηlim−→I
Yi,A(f

′)αi = ηYi,A(f
′Gαi) = ηYi,A(fi) = gi, ∀i ∈ I.

故

ηlim−→I
Yi,A(f

′)αi = gαi, ∀i ∈ I.

从而 ηlim−→I
Yi,A(f

′) = ηlim−→I
Yi,A(f),这说明 f = f ′.至此我们证明了 G保持正向极限. 对于逆向极限的情形,将 F

视作 Aop到 Bop的加性函子, G视作 Bop到 Aop的加性函子. 那么联络 η说明 F : Aop → Bop是 G : Bop → Aop

的左伴随函子,进而应用前面证明的结论便知 F 保持Aop中正向系的正向极限,即A中逆向系的逆向极限.

Remark 1.172. 特别地,根据 [定理1.171]的证明过程 (保持定理中的假设和记号),如果记 Ĝ和 F̂ 分别是 G和

F 所诱导正向系范畴间的加性函子,那么有自然同构 lim−→I
Ĝ ∼= G lim−→I

和 lim←−I F̂
∼= F lim←−I .

Example 1.173 ([Rot09]). 设 R是含幺环, M 是左 R-模且 N 是右 R-模. 那么 N ⊗R −和 − ⊗R M 和正向极
限可交换. 应用 [推论1.162] 和 [注记1.172]: 如果 {Ni, φ

i
j}i∈I 是由平坦右 R-模给出的正向集上正向系, 那么

lim−→I
Ni 也是平坦右 R-模. 类似地,平坦左 R-模族构成的正向系的正向极限模依然是平坦模. 于是我们能够得

到如果右 R-模 N 的有限生成子模都是平坦的,那么 N 也平坦: 从 [例1.153]知 N 的所有有限生成子模自然产

生正向系并且该正向系的正向极限就是 N . 所以通过平坦模正向系的正向极限模平坦得到 N 平坦.

Remark 1.174. 投射模给出的正向集上正向系的正向极限未必投射. 例如考虑 Z-模 Q的所有有限生成子模构
成的正向系. 该正向系每项作为 Z上无挠模平坦,故由有限表现模的平坦性与投射性等价得到 Q的任何有限生
成子模是投射 Z-模. 而 Q作为自身所有有限生成 Z-子模的正向极限明显不是自由的,因此也不是投射的.
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Remark 1.175. 内射模给出的正向集上的正向系也未必内射 [Ber13],因为 [推论1.162]对逆向极限不再成立.

Corollary 1.176 ([Rot09]). 设M 是左 R-模,N 是右 R-模. 那么对任何 n ∈ N,函子 TorRn (−,M)和 TorRn (N,−)
与 (相应模范畴中)任何正向集上的正向极限可交换.

Proof. 以 TorRn (N,−)为例, 取定正向集 (I,≤)上的正向系 {Mi, φ
i
j}I ,那么我们总能构造下述形式的正向系短

正合列,满足每个 Pi是投射模:

0 {Ki, θ
i
j}I {Pi, ψij}I {Mi, φ

i
j}I 0.

s={si}i∈I t={ti}i∈I

需要验证对每个自然数 n, lim−→I
TorRn (N,Mi)到 TorRn (N, lim−→I

Mi)的标准映射是同构. 当 n = 0时,这来自 [注
记1.172]. 假设结论对 n − 1(n ≥ 1)的情形成立,那么考虑 0 Ki Pi Mi 0

si ti
导出的

Tor群长正合列. 当 n = 1时,利用 N ⊗R −和正向极限可交换,五引理便可得 TorR1 (N,−)与正向极限可交换.
由 lim−→I

Pi的平坦性 ([例1.173])可知 TorRk (N, lim−→I
Pi) = 0, ∀k ≥ 1. 故当 n ≥ 2时,再结合 Tor群的长正合列以

及对正向系 {Ki, θ
i
j}I 应用归纳假设可验证 lim−→I

TorRn (N,Mi)到 TorRn (N, lim−→I
Mi)的标准映射是同构.

从 [定理1.171]也可知对含幺环R上的模M , HomR(M,−)和逆向极限可交换 (在 [注记1.172]的意义下).
下面我们讨论 R-模M 决定的函子 HomR(M,−)何时与正向极限可交换. 先看直和这一特殊情形.

Proposition 1.177. 设 R是含幺环,M 是有限生成左 R-模. 那么对任何左 R-模族 {Ni}i∈I ,标准映射

ξM : ⊕i∈IHomR(M,Ni)→ HomR(M,⊕i∈INi), (fi)i∈I 7→ ξM ((fi)i∈I),

这里 ξM ((fi)i∈I),M → ⊕i∈INi, x 7→ (fi(x))i∈I ,是加群同构. 并且对任何左 R-模同态 φ :M →M ′,有交换图:

⊕i∈IHomR(M,Ni) HomR(M,⊕i∈INi)

⊕i∈IHomR(M
′, Ni) HomR(M

′,⊕i∈INi)

ξM

(φ∗)i∈I

ξM′

φ∗

Proof. 设 ιi : Ni → ⊕i∈INi和 pi : ⊕i∈INi → Ni都是标准态射. 如果 θ :M → ⊕i∈INi是满同态,记 θi = piθ,那
么 ξM ((θi)i∈I) = θ,所以 ξM 总是满射. 假设有 (fi)i∈I , (gi)i∈I ∈ ⊕i∈IHomR(M,Ni)满足在 ξM 下的像一致. 设
M 有生成元集 {x1, ..., xℓ},那么对每个 1 ≤ k ≤ ℓ有 fi(xk) = gi(xk), ∀i ∈ I,进而 fi(x) = gi(x), ∀i ∈ I, x ∈M.

因此 (fi)i∈I = (gi)i∈I ∈ ⊕i∈IHomR(M,Ni),于是知 ξM 是单射. 最后 ξM 关于M 的自然性是明显的.

Remark 1.178. 一般地,存在非有限生成的 R-模M 使得 [命题1.177]中的同态 ξM 不是同构,见 [EGT97].

回忆左 R-模M 是有限生成模当且仅当M 无法表示为一些真子模的正向并: 如果M 是有限生成模,如果
M 有真子模族 {Mi}i∈I 关于包含关系是正向集并且M = ∪i∈IMi,那么利用M 是有限生成模以及该子模族是

正向集立即得到某个真子模包含M 的任何有限生成元集,矛盾. 反之,如果M 不是有限生成模,考虑M 所有

的有限生成子模构成的集族 S,那么 S关于包含关系是正向集,并且 S中所有模之并就是M ,这说明M 能表示

为一些真子模的正向并. 在刻画满足 HomR(M,−)与任何正向集上正向极限可交换的M 前,我们需要

Lemma 1.179 ([Wu]). 设 M 是左 R-模. 那么 M 是有限生成模当且仅当 HomR(M,−) 任何 (某个模的) 子
模族的正向并可交换. 即对任何左 R-模 N 的子模正向集 {Ni}i∈I(这里 (I,≤) 是拟序集满足 i ≤ j 当且仅当

Ni ⊆ Nj),标准同态 tM : lim−→I
HomR(M,Ni)→ HomR(M,∪i∈INi)是同构.
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Proof. 必要性: 不妨设 N = ∪i∈INi, 对 i ≤ j ∈ I , 记 ιij : Ni → Nj , ℓi : Ni → N 是标准嵌入. 那么有正向系
{HomR(M,Ni), (ι

i
j)∗}I . 那么 tM 是使得下图交换的唯一加群同态:

lim−→I
HomR(M,Ni) HomR(M,N)

HomR(M,Ni)

HomR(M,Nj)

tM

αi

(ιij)∗

(ℓi)∗

(ℓj)∗αj

利用 [命题1.161]以及 (ℓi)∗ 是 monic态立即得到 tM 是单射. 下证 f 是满射. 任取 R-模同态 f : M → N ,那
么 M = f−1(N) = ∪i∈If−1(Ni) 是一些子模的正向并, 所以 M 的有限生成性迫使存在某个指标 i0 ∈ I 使得

M = f−1(Ni0).于是 f 导出标准态射 f ′ :M → Ni0 , x 7→ f(x),满足 (ℓi0)∗(f
′) = f . 因此 f = tMαi0(f

′).
充分性: 我们通过说明M 和某个有限生成子模相同来得到结论. 设 {Mi}i∈I 是M 的所有有限生成子模构

成的正向系 (回忆 [例1.153]),根据条件,标准同态 tM : lim−→I
HomR(M,Mi) → HomR(M,M)是同构. 所以根

据 tM 是满射以及 [命题1.161],存在 i0 ∈ I 和 fi0 ∈ HomR(M,Mi0)使得 tMαi0(fi0) = 1M .即 (ℓi0)∗(fi0) = 1M ,
这说明Mi0 =M.因此M 是有限生成 R-模.

Remark 1.180. 对左 R-模 N 的正向子模集 {Ni}i∈I , ∪i∈INi也是 N 的 R-子模且为 {Ni}i∈I 的正向极限.

下面的 [引理1.181]为我们提供了模的有限表现性的判别准则.

Lemma 1.181 ([Sta24]). 给定左 R-模M ,则M 是有有限表现的模当且仅当M 有限生成且对任何左 R-模短正
合列 0 M2 M1 M 0,

f g
有M1是有限生成 R-模蕴含M2是有限生成 R-模.

Proof. 充分性是明显的,仅证明必要性: 设M 有正合列 Rm Rn M 0,
h1 h2

那么由 Rn 的投射

性,有同态 θ : Rn →M1使得 gθ = h2. 进而存在同态 ψ : Rm →M2使得下图交换:

Rm Rn M 0

0 M2 M1 M 0

h1

ψ

h2

θ 1M

f g

应用蛇形引理得到 Cokerψ ∼= Cokerθ. 因此当M1 是有限生成模时,M2/Imψ 也是有限生成模. 进而由 Imψ 是
有限生成模得到M2也是有限生成模.

Remark 1.182. 特别地,对有限表现模,表示为有限生成生成元和生成关系时,生成关系总可选为有限多个.

Proposition 1.183 ([Wu]). 对左 R-模M , M 是有有限表现的当且仅当 HomR(M,−)和模范畴上任何以正向
集为指标集的正向极限可交换.

Proof. 必要性: 设左 R-模 M 有有限表现, 并设 (I,≤)是正向集, {Ni, φ
i
j}I 是左 R-模范畴中的正向系. 我们设
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(lim−→I
HomR(M,Ni), {αi}i∈I)是正向系 {HomR(M,Ni), (φ

i
j)∗}I 的正向极限,我们证明下述标准同态是同构:

lim−→I
HomR(M,Ni) HomR(M, lim−→I

Ni)

HomR(M,Ni)

HomR(M,Nj)

tM

αi

(φi
j)∗

(βi)∗

(βj)∗αj

先证明 tM 是单射. 根据 [命题1.161], lim−→I
HomR(M,Ni)中任何元素形如 αi(fi),其中 fi ∈ HomR(M,Ni).现

在设 αi(fi) ∈ KertM ,那么 βifi = 0.从 [命题1.161]知 Kerβi =
∑

j≥iKerφij . 所以 Imfi ⊆
∑

j≥iKerφij .
因为对 j2 ≥ j1 ≥ i总有 Kerφij1 ⊆ Kerφij2 ,所以由 Imfi 是有限生成模 (这里用了M 是有限生成模),知存

在某个 j ≥ i使得 Imfi ⊆ Kerφij .于是 φijfi = 0得到 αi(fi) = 0,所以 tM 是单射.
下面说明 tM 是满射. 任取左 R-模同态 h : M → lim−→I

Ni. 并记 N = lim−→I
Ni, 由 [命题1.161] 知 N =∑

i∈I Imβi. 于是由 Imh是有限生成模知存在某个指标 i ∈ I 使得 Imh ⊆ Imβi.记 β′
i : Ni → Imβi 是 βi 的限制

同态, h′ :M → Imβi是 h的限制同态. 考虑下述拉回方块 (β′
i 和 h′的拉回):

M ′ M

Ni Imβi

g

hi h′

β′
i

由于 β′
i 是满射,所以 [命题1.136]保证了 g 也是满射. 因为M 是有限生成模,所以可选取M ′ 的有限生成子模

M ′′ 使得 g(M ′′) = M . 于是考虑 g的限制同态 g′ : M ′′ → M(依然是满射)和 hi 的限制同态 h′i : M
′′ → Ni 得

到下面的交换图:
0 Kerg′ M ′′ M 0

Ni Imβi

g′

h′
i h′

β′
i

应用 [引理1.181]得到 Kerg′ 也是有限生成模. 因为对 j2 ≥ j1 ≥ i总有 Kerφij1 ⊆ Kerφij2 ,所以由 Kerg′ 的有限
生成性,可选取 j ≥ i使得 φijh

′
i(Kerg′) = 0.所以有同态 hj :M → Nj 使得下图交换:

0 Kerg′ M ′′ M 0

Ni

Nj

g′

h′
i

hj

φi
j

于是可直接验证 βjhjg
′ = hg′,因此由 g′是满射得到 h = βjhj = tMαj(hj). 即 tM 是满射.

充分性: 现在设左 R-模M 满足 HomR(M,−)和模范畴上任何以正向集为指标集的正向极限可交换,那么
[引理1.179]和 [注记1.180]说明M 是有限生成模. 根据 [引理1.181],如果能够证明对任何形如

0 K N M 0
f g
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的短正合列只要 N 有限生成就有 K 有限生成,那么便可知M 是有有限表现的. 现在设上述短正合列中 N 是

有限生成模. 不妨设 K ⊆ N . 设 {Ki}i∈I 是 K 的所有有限生成子模构成的正向系, 那么 K = lim−→I
Ki(回忆

[例1.153]). 对每个指标 i ∈ I ,记 ui : Ki → K 是标准嵌入 (也是正向极限中的标准映射),那么存在唯一的同态
vi : N/Imfui →M 使得下图交换 (并且应用蛇形引理可知K/Imui ∼= Kervi):

0 Ki N N/Imfui 0

0 K N M 0

fui

ui 1N vi

f g

将上图不依赖于指标 i的模视作以正向集 I 为指标集的常量正向系,对上图关于 i ∈ I 取正向极限得到交换图

0 K N lim−→I
(N/Imfui) 0

0 K N M 0

f

1K 1N v⃗

f g

从 [推论1.162]知上图的上下两行都是正合列. 因此五引理保证 v⃗也是同构.
对每个指标 i ∈ I ,记 γi : N/Imfui → lim−→I

(N/Imfui)是正向极限的标准映射,那么有交换图:

lim−→I
HomR(M,Ni) HomR(M, lim−→I

(N/Imfui))

HomR(M,N/Imfui)

tM

αi

(γi)∗

根据条件,这里 tM 是加群同构,所以对 v⃗−1 ∈ HomR(M, lim−→I
(N/Imfui)),应用 [命题1.161]得到存在 i ∈ I 和

R-模同态 gi :M → N/Imfui使得 γigi = v⃗−1. 于是由 v⃗γi = vi得到 1M = vigi.所以

0 Kervi N/Imfui M 0
vi

的可裂短正合列. 于是 Kervi作为 N/Imfui的直和因子是有限生成模. 结合K/Imui ∼= Kervi得到K/Imui是
有限生成模. 而Ki是有限生成模保证了 Imui也是有限生成模. 于是知K 也是有限生成模.

Corollary 1.184 ([Bro75, Wu]). 设 M 是左 R-模, 那么 M 有有限生成投射分解的充要条件是对每个 n ∈ N,
ExtnR(M,−)和任何 (以正向集为指标集的)正向极限可交换.

Proof. 必要性: 如果M 有投射分解 · · · P−n · · · P−1 P 0 M 0 满足每个 P i是有限生

成投射模. 那么对任何正向集 I 上的左 R-模正向系 {Ni, φ
i
j}I ,对每个指标 i有复形

0 HomR(P
0, Ni) HomR(P

−1, Ni) · · · HomR(P
−n, Ni) · · · ,

也有定义 ExtnR(M, lim−→I
Ni)的复形

0 HomR(P
0, lim−→I

Ni) HomR(P
−1, lim−→I

Ni) · · · HomR(P
−n, lim−→I

Ni) · · · .

74



对每个指标 i, 设 α−n
i : HomR(P

−n, Ni) → lim−→I
HomR(P

−n, Ni) 是正向极限的标准同态. 那么由有限生
成投射模有有限表现, 应用 [命题1.183] 得到使得下图交换的唯一加群同态 β−n : lim−→I

HomR(P
−n, Ni) →

HomR(P
−n, lim−→I

Ni)是同构:

lim−→I
HomR(P

−n, Ni) HomR(P
−n, lim−→I

Ni)

HomR(P
−n, Ni)

HomR(P
−n, Nj)

β−n

(φi
j)∗

αi (βi)∗

αj

(βj)∗

因此得到下面竖直方向同态都是同构的交换图:

0 lim−→I
HomR(P

0, Ni) lim−→I
HomR(P

−1, Ni) · · · lim−→I
HomR(P

−n, Ni) · · ·

0 HomR(P
0, lim−→I

Ni) HomR(P
−1, lim−→I

Ni) · · · HomR(P
−n, lim−→I

Ni) · · ·

β0 β−1 β−n

于是利用上图以及五引理可验证链映射 (β•
i )∗ : lim−→I

HomR(P
•, Ni) → HomR(P

•, lim−→I
Ni)所诱导的各次上闭

链群以及上边缘链群间的标准同态的正向极限是同构. 由此得到正向极限 lim−→I
ExtnR(M,Ni)到ExtnR(M, lim−→I

Ni)

的标准态射也是同构. 于是得到对任何自然数 n ∈ N有 ExtnR(M,−)和正向集上正向极限可交换.
充分性: 通过 n = 0的情形以及 [命题1.183]得到M 是有有限表现的. 因此只需证明对形如

0 K P M 0
f g (1.7)

的短正合列,这里 P 是有限生成投射模,有: 对每个 n ∈ N, ExtnR(K,−)和任何正向集上正向极限可交换. 一旦
证明该断言,再用K 代替M 重复应用断言,便可得M 存在每项都是有限生成投射模的投射分解.
当 n ≥ 1时,由 ExtnR(K,−)的定义知有自然同构 ExtnR(K,−) ∼= Extn+1

R (M,−),所以根据条件,只需要说明
Ext0R(K,−) ∼= HomR(K,−)和任何正向集上正向极限可交换即可. 考虑短正合列 (1.7)导出的长正合列,有下
述交换图 (根据条件以及 P 是有有限表现模,利用必要性得到竖直方向标记的箭头都是同构):

HomR(M, lim−→I
Ni) HomR(P, lim−→I

Ni) HomR(K, lim−→I
Ni) Ext1R(M, lim−→I

Ni) Ext1R(P, lim−→I
Ni)

lim−→I
HomR(M,Ni) lim−→I

HomR(P,Ni) lim−→I
HomR(K,Ni) lim−→I

Ext1R(M,Ni) lim−→I
Ext1R(P,Ni)

∼= ∼= ∼= ∼=

由于上图的上下两行正合,故应用五引理得 lim−→I
HomR(K,Ni)到 HomR(K, lim−→I

Ni)的标准同态是同构.

Remark 1.185. 特别地,如果左 R-模M 有有限生成投射分解,那么 ExtnR(M,−)和直和可交换.

Remark 1.186. 从 [推论1.184]的证明过程也可以看出如果左R-模M 有长度为 d ∈ N的有限生成投射分解,那
么对任何n ∈ N, ExtnR(M,−)和任何以正向集为指标集的正向极限可交换,以及当n ≥ d+1时有ExtnR(M,N) =

0, ∀N ∈ obR-Mod.反之,如果左 R-模M 满足有自然数 d使得对任何自然数 0 ≤ n ≤ d, ExtnR(M,−)与正向集
上的正向极限可交换并且当 n ≥ d+ 1时有 ExtnR(M,N) = 0, ∀N ∈ obR-Mod,那么M 有长度不超过 d的有限

生成投射分解. 由此可看出 ExtnR(M,−)足以反映M 是否存在有限长的有限生成投射分解.
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Remark 1.187. 根据 [推论1.184]中充分性的证明过程, 把有限生成投射的叙述替换为有限生成自由的叙述便
能够得到对任何含幺环 R上左模M ,M 如果满足对每个 n ∈ N, ExtnR(M,−)和任何 (以正向集为指标集的)正
向极限可交换,那么M 存在有限生成自由分解.

Definition 1.188 ([Sta24]). 设M 是左 R-模,如果M 有有限生成投射分解,那么称M 是伪凝聚的.

Remark 1.189. 于是 [推论1.184] 可重述为左 R-模 M 是伪凝聚模当且仅当对每个 n ∈ N, ExtnR(M,−) 和左
R-模范畴上任何以正向集为指标集的正向极限可交换.

Proposition 1.190 ([Sta24]). 设 R是含幺环,M 是左 R-模. 那么以下三条等价:
(1)M 是伪凝聚的.
(2)M 满足对每个 n ∈ N, ExtnR(M,−)和左 R-模范畴上任何以正向集为指标集的正向极限可交换.
(3)M 存在有限生成自由分解.

Proof. (1)⇔(2)来自 [推论1.184], (2)⇒(3)来自 [注记1.187], (3)⇒(1)是特殊情况. 这里再记录 (1)⇒(3)的直
接证明:首先注意到对任何有限生成左R-模X ,如果有左R-模短正合列 0 K P X 0

f g

满足 P,K 是有限生成模,其中 P 是投射 R-模,那么存在有限生成投射左 R-模 L使得 P ⊕ L是有限生成自由
左 R-模并且如果记 g̃ : P ⊕ L→ X 是标准投射 P ⊕ L→ P 与 g的合成,则有正合列

0 K ⊕ L P ⊕ L X 0,
f⊕1L g̃

这里K ⊕ L依然是有限生成左 R-模, P ⊕ L是有限生成自由左 R-模. 现在我们设M 有有限生成投射分解

· · · P2 P1 P0 M 0,
d2 d1 ε

那么对短正合列 0 Kerε P0 M 0 应用前面的观察,存在有限生成投射 R-模 L0 使

得 F0 = P0 ⊕ L0有限生成自由 R-模且有短正合列 0 Kerε⊕ L0 F0 M 0.
ε̃

现在

0 Kerd1 P1 ⊕ L0 Kerε⊕ L0 0
d1⊕1L0

是左 R-模短正合列满足 P1 ⊕ L0 是有限生成投射 R-模, Kerd1 也是有限生成投射 R-模. 所以应用前面的观察
得到存在有限生成投射 R-模 L1使得 F1 = P1 ⊕ L0 ⊕ L1是有限生成自由 R-模且

0 Kerd1 ⊕ L1 F1 = P1 ⊕ L0 ⊕ L1 Kerε⊕ L0 0
˜d1⊕1L0

是短正合列. 再对短正合列 0 Kerd2 ⊕ L1 P2 ⊕ L1 Kerd1 ⊕ L1 0
d2⊕1L1

重复前面的讨

论,归纳地我们便能得到正合列

· · · F2 F1 F0 M 0
ε̃

满足对每个自然数 i, Fi是有限生成自由 R-模. 于是得到M 的有限生成自由分解.

Remark 1.191. 我们指出使用 [命题1.190] 证明过程中 (1)⇒(3) 的直接证明也可以得到: 对任何上有界 R-模
复形 P •,满足每项 P i是有限生成投射 R-模,则存在上有界 R-模复形 F •使得每项 F k 是有限生成自由 R-模以
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及有拟同构 P • → F •. 设 P • 满足 P t = 0, ∀t ≥ m + 1. 则存在有限生成投射 R-模 Lm 使得 Fm = Pm ⊕ Lm

是有限生成自由模. 那么也存在有限生成投射 R-模 Lm−1 使得 Fm−1 = Pm−1 ⊕ Lm ⊕ Lm−1 是有限生成自

由模. 定义 dm−1
F = dm−1

P ⊕ 1Lm ⊕ 0 : Fm−1 → Fm, 那么 Fm/Imdm−1
F

∼= Pm/Imdm−1
P . 现在 Kerdm−1

F =

Kerdm−1
P ⊕ 0 ⊕ Lm−1. 设有限生成投射 R-模 Lm−2 满足 Fm−2 = Pm−2 ⊕ Lm ⊕ Lm−1 ⊕ Lm−2 是有限生成自

由模. 命 dm−2
F = dm−2

P ⊕ 0 ⊕ 1Lm−1 ⊕ 0 : Fm−2 → Fm−1, 那么 Imdm−2
F = Imdm−2

P ⊕ 0 ⊕ Lm−1. 因此也有
Kerdm−1

F /Kerdm−2
F
∼= Kerdm−1

P /Kerdm−2
P . 如此继续,递归地可构造上有界的有限生成自由复形

· · · Fm−2 Fm−1 Fm 0 · · ·
dm−2
F dm−1

F

满足 P •到上述复形的标准链映射是拟同构.

Remark 1.192. 如果 R是左 Noether环,M 是左 R-模. 那么M 是有限生成左 R-模当且仅当M 是伪凝聚模.

Example 1.193. 设 A是域 k上代数,满足有中心子代数 C 使得 C 是仿射 k-代数并且 A是有限生成 C-模. 那
么 Ae = A⊗k Aop是双边 Noether环. 特别地, A作为左 Ae-模有有限生成投射分解.

Proof. 注意到 C ⊗k C 是交换仿射 k-代数,所以 C ⊗k C 是交换 Noether环. 现在 C ⊗k C 是 C ⊗k Aop 的中心
子代数并且 C ⊗k Aop 是有限生成 C ⊗k C-模,这说明 C ⊗k Aop 是双边 Noether环. 最后,易见 A⊗k Aop 作为
左 C ⊗k Aop-模和作为右 C ⊗k Aop-模都是有限生成的,因此 Ae = A⊗k Aop是双边 Noether环.

Definition 1.194 (完全复形, [Wu]). 设 R是含幺环, (X•, d•)是 R-模复形. 如果 (X•, d•)和某个有界的并且每

项是有限生成投射 R-模的复形 P •满足存在拟同构 P • → X•,则称 (X•, d•)是完全复形 (事实上该条件等价于
在说复形 X• 和 P • 在导出范畴 D(R-Mod)中同构,见 [推论3.38]). 如果 R-模M 满足将M 视作集中在 0次

部分的复形后,为完全复形,则称M 是完全模.

下面的观察说明完全模就是存在有限长的有限生成投射分解的模. 特别地,完美模是伪凝聚的.

Proposition 1.195 ([Wu]). 设 R是含幺环 R,M 是左 R-模. 那么M 是完全模的充要条件是M 存在一个有限

长的有限生成投射分解.

Proof. 充分性是明显的 (由 M 的有限长的有限生成投射分解直接构造), 这里仅验证必要性. 假设由有限生成
投射模构成的有界复形 (P •, d•)满足存在 R-模同态 ε : P 0 →M 给出下述拟同构:

· · · 0 · · · 0 M 0 · · · 0 0 · · ·

· · · P−n · · · P−1 P 0 P 1 · · · P t 0 · · ·d−n d−1

ε

那么 0 P−n · · · P−1 P 0d−n d−2 d−1

是正合列并且有定义合理的模同构

φ : Kerd0/Imd−1 →M

x+ Imd−1 7→ ε(x)

由此立即看到 Imd−1 = Kerε并且 ε是满射. 因此我们得到M 的有限生成投射分解

0 P−n · · · P−1 P 0 M 0.
d−n d−2 d−1 ε
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之后我们会在导出范畴场景讨论伪凝聚复形 (见 [定义3.47]), 完全复形是特殊的伪凝聚复形 (也见 [推
论3.96]). 任何模视作集中在 0次部分的复形是伪凝聚复形当且仅当该模是伪凝聚模 ([命题3.49]).

1.8 Ischebeck谱序列

本节主要记录滤复形谱序列的初步知识,主要参考文献是 [Wu09]和 [Wei94]. 谱序列是进行 (上)同调计
算的高效工具. 一般地,它并不能直接精确计算出同调,但它依然能够提供一些同调信息. 之后主要关心模范畴
中的上同调谱序列. 在 [注记1.74] 中我们已经介绍了模范畴中复形的滤以及滤的有界性的概念. 关于复形的
滤, 这里多引入一个术语: 如果 R-模复形 (X•, d•X)有滤 {F pX•}p∈Z 满足对每个 n ∈ Z, Xn = ∪p∈ZF

pXn, 则
称该滤是竭尽的. 对模自然可引入滤的术语 (或将模视作集中在 0 次位置的复形): 对若左 R-模 M 有子模链

· · · ⊆ F p+1M ⊆ F pM ⊆ F p−1M ⊆ · · · ⊆M,则称该子模链 {F iM |i ∈ Z}是M 的滤 (当然,我们能够利用子对
象链对范畴中的对象定义滤). 类似于复形可以定义模的滤是上有界或下有界的. 称M 的既有上界又有下界的

滤是有限的. 即形如

0 = F sM ⊆ · · · ⊆ F p+1M ⊆ F pM ⊆ F p−1M ⊆ · · · ⊆ · · · ⊆ F tM =M.

一旦M 有上述有限滤,那么每个 F iM 是 F iM/F i+1M 被 F i+1M 的扩张,于是知如果我们已经得到了商模族
{F s−1M/F sM, ..., F tM/F t+1M}的所有信息,那么M 就是这有限个商模之间做有限次扩张可得产物. 进而我
们可以近似地获取M 的信息. 基于这种想法,对某上链复形 (X•, d•X)的 n次上同调 Hn(X),如果它有有限滤
0 = F sHn(X) ⊆ · · · ⊆ F p+1Hn(X) ⊆ F pHn(X) ⊆ F p−1Hn(X) ⊆ · · · ⊆ · · · ⊆ F tHn(X) = Hn(X),那么我们
可以从 {F pHn(X)/F p+1Hn(X)|p ∈ Z}中获取上同调群 Hn(X)的信息.

我们将看到任何一个带滤的上链复形 (X•, d•X)都可以产生一个谱序列 E••
≥a(见下面的 [定义1.196]),并且

当该上链复形的滤有界时, E••
≥a 是有界谱序列并且每个极限项 Epq

∞
∼= F pHp+q(X)/F p+1Hp+q(X). 即可以从复

形的滤出发来近似计算其上同调. 实际应用中,上链复形的滤很有可能是无界的.

Definition 1.196 (上同调谱序列, [Wu09]). 设 a是固定的整数, A是 Abel范畴. A中的一个从第 a页开始的

上同调谱序列 E••
≥a由以下三部分构成:

(1)对每个整数组 (p, q)和整数 r ≥ a,对应一对象 Epq
r ∈ obA,即有对象集 {Epq

r ∈ obA|p, q ∈ Z, r ≥ a}.
(2)对每个 Epq

r ,有态射 dpqr : Epq
r → Ep+r,q−r+1

r ,满足 dpqr d
p−r,q+r−1
r = 0.

(3)对每个整数组 (p, q)和 r ≥ a,有同构 Epq
r+1
∼= Kerdpqr /Imdp−r,q+r−1

r .

Remark 1.197. 谱序列定义中的 (1)可理解为: 对固定的整数 r ≥ a, r 表示“一本从第 a页 (每页是一个平面
R2)开始的纸张尺寸无穷大的书”的“页数”. 在第 r 页, 或者说第 r 个平面 R2 中每个整数格点 (p, q) ∈ Z2

处放置一个对象 Epq
r . 这里 p + q 称为 Epq

r 的全次数. Epq
r 的全次数为 n意味着它被置于第 r 个平面中的直线

x + y = n上. 定义中的 (2)可理解为: 在第 r 个平面中,穿过 Epq
r 且斜率为 − r−1

r
的直线上一些横坐标相隔 r

的对象 Epq
r 和从它出发的态射 dpqr 全体可构成一上链复形. 定义中的 (3)可理解为: 在第 r+1页中,位于 (p, q)

格点的对象 Epq
r+1可由前一页穿过 Epq

r 且斜率为 − r−1
r
的直线上的复形在 Epq

r 位置处的上同调对象计算.
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Example 1.198. 设 E••
≥0为 Abel范畴中第 0页开始的谱序列. 那么该谱序列第 0页 E••

0 形如

E−2,2
0 E−1,2

0 E02
0 E12

0 E22
0

E−2,1
0 E−1,1

0 E01
0 E11

0 E21
0

E−2,0
0 E−1,0

0 E00
0 E10

0 E20
0

Example 1.199. 设 E••
≥0为 Abel范畴中第 0页开始的谱序列. 那么该谱序列第 1页 E••

1 形如

E−2,2
1 E−1,2

1 E02
1 E12

1 E22
1

E−2,1
1 E−1,1

1 E01
1 E11

1 E21
1

E−2,0
1 E−1,0

1 E00
1 E10

1 E20
1

Example 1.200. 设 E••
≥0为 Abel范畴中第 0页开始的谱序列. 那么该谱序列第 2页 E••

2 形如

E−3,2
2 E−2,2

2 E−1,2
2 E02

2 E12
2 E22

2

E−3,1
2 E−2,1

2 E−1,1
2 E01

2 E11
2 E21

2 E31
2

E−2,0
2 E−1,0

2 E00
2 E10

2 E20
2 E30

2

Definition 1.201 (有界谱序列, [Wu09, Wei94]). 设 E••
≥a 是 Abel范畴 A中的 (上同调)谱序列. 如果对每个整

数 n,谱序列首页全次数是 n的项 (即满足 p+ q = n的项 Epq
a )只有有限多项非零,则称该谱序列是有界的. 如

果对每个整数 n, E••
a 满足当 p充分大时, Ep,n−p

a = 0(即谱序列首页全次数是 n的项只要纵坐标充分小就是零

对象),那么称该谱序列是下有界的. 如果 (未必有界的)谱序列 E••
≥a 满足对固定的整数 p, q,当 r 充分大时,有

dpqr = 0,则称该谱序列是正则的.

Remark 1.202. 如果 E••
≥a 是有界谱序列,那么对固定的整数 p, q,存在整数 r0 ≥ a使得 dpqr = 0, dp−r,q+r−1

r = 0,
这说明 Epq

r
∼= Epq

r+1
∼= Epq

r+1
∼= · · · (在模范畴场景,我们可以将这族稳定对象视作等同 Epq

r = Epq
r+1 = · · · ). 这时

对固定的整数 p, q,我们可以取定 Epq
∞ ∈ obA使得 Epq

∞
∼= Epq

r , ∀r ≥ r0,当讨论有界谱序列时,我们对每个 p, q,
固定 Epq

∞ 的选取. 事实上,只要谱序列 E••
a 是下有界的,那么对固定的 p, q,当 r充分大时总有 dpqr = 0. 所以下

有界谱序列是正则谱序列.

设 E••
≥a 是 Abel 范畴 A 中有界 (上同调) 谱序列, H∗ = {Hn|n ∈ Z} 是 A 中的对象集. 如果对每个 n,

Hn 有有限 (子对象) 滤 0 = F sHn ⊆ · · · ⊆ F p+1Hn ⊆ F pHn ⊆ F p−1Hn ⊆ · · · ⊆ · · · ⊆ F tHn = Hn 使得

Epq
∞
∼= F pHp+q/F p+1Hp+q, ∀p, q ∈ Z,那么称该谱序列收敛到 H∗ = {Hn|n ∈ Z},记为 Epq

a ⇒ Hp+q. 有时对某
个 r0 ≥ a,可明确写出 Epq

r0
表达式时,也记作 Epq

r0
⇒ Hp+q(事实上,从 E••

≥a定义出的 Epq
≥r0 依然是有界谱序列).
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接下来我们局限在 R-模范畴讨论上同调谱序列. 设 Epq
≥a 是 R-模范畴中的谱序列, 对每个整数 p, q, r, 记

Bpq
a = 0, Bpq

a+1 = Imdp−r,q+r−1
a 以及 Zpqa = Epq

a , Z
pq
a+1 = Kerdpqa ,那么 Bpq

a ⊆ Bpq
a+1 ⊆ Zpqa+1 ⊆ Zpqa ⊆ Epq

a 以及

Epq
a+1
∼= Zpqa+1/B

pq
a+1. 递归地,我们能够得到 Epq

a 的子模链

Bpq
a ⊆ B

pq
a+1 ⊆ · · · ⊆ Bpq

r ⊆ B
pq
r+1 ⊆ · · ·Bpq

∞ ⊆ Zpq∞ ⊆ · · · ⊆ Z
pq
r+1 ⊆ Zpqr ⊆ · · · ⊆ Z

pq
a+1 ⊆ Zpqa ,

其中 Bpq
∞ = ∪r≥aBpq

r 以及 Zpq∞ = ∩r≥aZpqr 且满足 Zpqr /Bpq
r
∼= Epq

r , ∀r ≥ a.如果定义 Epq
∞ = Zpq∞/Bpq

∞ ,那么当
Epq

≥a是有界谱序列时,和 [注记1.202]中的定义一致.
现在给定 R-模滤 (上链)复形 (C•, d•),其上滤为 {F pC•}p∈Z. 将说明滤复形可自然地诱导一个谱序列.

· · · Cn−2 Cn−1 Cn Cn+1 Cn+2 · · ·

· · · F pCn−2 F pCn−1 F pCn F pCn+1 F pCn+2 · · ·

· · · F p+1Cn−2 F p+1Cn−1 F p+1Cn F p+1Cn+1 F p+1Cn+2 · · ·

· · · F p+2Cn−2 F p+2Cn−1 F p+2Cn F p+2Cn+1 F p+2Cn+2 · · ·

dn−2 dn−1 dn dn+1 dn+2

对每个 p, q ∈ Z, r ∈ N,定义

Apqr = {x ∈ F pCp+q|d(x) ∈ F p+rCp+q+1}, A0 = F pCp+q,

Zpqr =
Apqr + F p+1Cp+q

F p+1Cp+q
⊆ F pCp+q

F p+1Cp+q
= Zpq0 ,

Bpq
r =

d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 ) + F p+1Cp+q

F p+1Cp+q
⊆ Zpqr ⊆

F pCp+q

F p+1Cp+q
.

这里 Apqr 是 F pCp+q 中那些微分作用后落在 F p+rCp+q+1 中的元素构成的 F pCp+q 的子模, Zpqr 为 Apqr 在

F pCp+q/F p+1Cp+q 中的像集给出的子模, Bpq
r 是那些 F p−r+1Cp+q−1 经微分作用后落在 F pCp+q 内的元素全

体 (即 Ap−r+1,q+r−2
r−1 )关于微分的像集 (那么一定是 Apqr 的子模)所对应在 F pCp+q/F p+1Cp+q 内的子模. 根据

定义知 Ap−r+1,q+r−2
r−1 ⊆ F p−r+1Cp+q−1满足 d(Ap−r+1,q+r−2

r−1 ) ⊆ F pCp+q.
对固定的整数 p, q以及 r ≥ 1. 如果 x ∈ Apqr ,那么 x ∈ F pCp+q 并有 d(x) ∈ F p+rCp+q+1 ⊆ F p+r−1Cp+q+1.

这说明 · · · ⊆ Apqr+1 ⊆ Apqr ⊆ A
pq
r−1 ⊆ · · · ⊆ A

pq
0 . 故有升链 · · · ⊆ Zpqr+1 ⊆ Zpqr ⊆ · · · ⊆ Z

pq
1 ⊆ Z

pq
0 .

对固定的整数 p, q 和 r ∈ N. 如果 x ∈ Ap−r+1,q+r−2
r−1 ,那么 d(x) ∈ F p−r+1Cp+q−1,这说明 Ap−r+1,q+r−2

r−1 ⊆
Ap,q+r−1
r . 于是得到 F pCp+q/F p+1Cp+q 的子模升链 0 = Bpq

0 ⊆ B
pq
1 ⊆ · · · ⊆ Bpq

r ⊆ B
pq
r+1 ⊆ · · · ⊆ Z

pq
r+1 ⊆ Zpqr ⊆

· · · ⊆ Zpq1 ⊆ Z
pq
0 . 现在我们利用前面的记号定义

Zpq∞ =
⋂
r≥0

Zpqr =
∩∞
r=0 (A

pq
r + F p+1Cp+q)

F p+1Cp+q
⊆ F pCp+q

F p+1Cp+q

Bpq
∞ =

⋃
r≥0

Bpq
r =

∪∞
r=0

(
d(Ap−r+1,q+r−2

r−1 ) + F p+1Cp+q
)

F p+1Cp+q
⊆ F pCp+q

F p+1Cp+q

作为 F pCp+q/F p+1Cp+q 的升子模列 {Bpq
r }∞r=0与降子模列 {Zpqr }∞r=0的极限项.

80



Lemma 1.203 ([Wu09]). 若给定的滤复形 (C•, d•)的滤 {F iC•|i ∈ Z}是竭尽的,则升子模列 {Bpq
r }∞r=0极限项

Bpq
∞ =

d(Cp+q−1) ∩ F pCp+q + F p+1Cp+q

F p+1Cp+q
.

Proof. 因为 Ap−r+1,q+r−2
r−1 ⊆ F p−r+1Cp+q−1, 所以 Bpq

∞ 是上式右边的子模是明显的. 因为这时滤复形上的滤是
竭尽的,所以等式右边任何元素形如 d(x) + F p+1Cp+q,其中 x ∈ F kCp+q−1 满足 d(x) ∈ F pCp+q. 如果 k > p,
那么 x ∈ F pCp+q−1 = Ap,q−1

0 , 进而 d(x) + F p+1Cp+q ∈ Bpq
1 ⊆ Bpq

∞ . 如果 k ≤ p, 那么 x ∈ Ak,p+q−1−k
p−k . 于是

d(x) + F p+1Cp+q ∈ Bpq
p−k+1 ⊆ Bpq

∞ . 由此得到要证结论等号右边是 Bpq
∞ 的子模.

再定义 Epq
r = Zpqr /Bpq

r ,那么 Epq
0 = F pCp+q/F p+1Cp+q. 于是我们可以用 dp+q : Cp+q → Cp+q+1自然定义

出同态 dpq0 : Epq
0 → Ep,q+1

0 . 对一般的 r ≥ 1,有标准同构

Epq
r
∼=

Apqr + F p+1Cp+q

d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 ) + F p+1Cp+q

.

结合 d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 ) ⊆ Apqr 得到进一步有标准同构:

Epq
r
∼=

Apqr + F p+1Cp+q

d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 ) + F p+1Cp+q

∼=
Apqr

d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 ) + F p+1Cp+q ∩Apqr

.

将上述标准同构链中指标 p改为 p+ r, q改为 q − r + 1,我们得到标准同构

Ep+r,q−r+1
r

∼=
Ap+r,q−r+1
r + F p+r+1Cp+q+1

d(Ap+1,q−1
r−1 ) + F p+r+1Cp+q+1

∼=
Ap+r,q−r+1
r

d(Ap+1,q−1
r−1 ) + F p+r+1Cp+q+1 ∩Ap+r,q−r+1

r

.

进而我们能够通过下图定义出唯一使得下图交换的同态 dpqr : Epq
r → Ep+r,q−r+1

r :

Epq
r

Apq
r +Fp+1Cp+q

d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 )+Fp+1Cp+q

Apq
r

d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 )+Fp+1Cp+q∩Apq

r

Ep+r,q−r+1
r

Ap+r,q−r+1
r +Fp+r+1Cp+q+1

d(Ap+1,q−1
r−1 )+Fp+r+1Cp+q+1

Ap+r,q−r+1
r

d(Ap+1,q−1
r−1 )+Fp+r+1Cp+q+1∩Ap+r,q−r+1

r

∼=

dpqr

∼=

d

∼= ∼=

上图中 d 表示由复形微分 d : Cp+q → Cp+q+1 诱导的标准映射. 于是对任何 Epq
r 中的元素, 如果表示为关

于 Bpq
r 的陪集, 陪集代表元设为 a + F p+1Cp+q, 这里 a ∈ Apqr , 那么 Epq

r 中的此元素在 dpqr 作用下的像为以

d(a) +F p+r+1Cp+q+1为代表元的关于 Bp+r,q−r+1
r 的陪集. 由于这里的同态 dpqr 使用复形微分构造,所以自然有

dpqr d
p−r,q+r−1
r = 0(当 r = 0时同理). 我们通过下述引理来说明 E••

≥0是上同调谱序列:

Lemma 1.204 ([Wu09]). 对滤复形 (C•, d•)以及上述定义的 dpqr : Epq
r → Ep+r,q−r+1

r ,有标准分解

Epq
r Ep+r,q−r+1

r

Zpqr /Zpqr+1 Bp+r,q−r+1
r+1 /Bp+r,q−r+1

r

dpqr

d′

那么这里 d′是同构. 特别地,总有 Kerdpqr = Zpqr+1/B
pq
r 以及 Imdp−r,q+r−1

r = Bpq
r+1/B

pq
r .

81



Proof. 根据映射 dpqr : Epq
r → Ep+r,q−r+1

r 的定义,我们有下述标准交换图:

Zpq
r

Zpq
r+1

Apq
r +Fp+1Cp+q

Apq
r+1+F

p+1Cp+q

Apq
r

Apq
r+1+A

p+1,q−1
r−1

Bp+r,q−r+1
r+1

Bp+r,q−r+1
r

d(Apq
r +Fp+r+1Cp+q+1)

d(Ap+1,q−1
r−1 )+Fp+r+1Cp+q+1

d(Apq
r )

d(Ap+1,q−1
r−1 )+d(Apq

r+1)

d′

∼= ∼=

d′

∼= ∼=

其中上行右边的同构来自 Apqr ∩ F p+1Cp+q = Ap+1,q−1
r−1 ,下行右边的同构来自 Apqr ⊇ Ap+1,q−1

r−1 以及 d(Apqr+1) =

d(Apqr )∩F p+r+1Cp+q+1.要证明标准映射 d′是同构,只要证 d′ : Apqr /(Apqr+1+A
p+1,q−1
r−1 )→ d(Apqr )/(d(Ap+1,q−1

r−1 )+

d(Apqr+1)) 是同构. 而 d′ 明显是满射, 所以还需要验证 d′ 是单射. 如果有 x ∈ Apqr ⊆ F pCp+q 满足存在 y ∈
Ap+1,q−1
r−1 , z ∈ Apqr+1使得 d(x) = d(y) + d(z).那么 x− y − z ∈ Kerd ∩ F pCp+q ⊆ Apqr ,故 d′是单射.

Proposition 1.205 (滤复形谱序列, [Wu09]). 对滤复形 (C•, d•),前面构造的Epq
r 以及同态 dpqr : Epq

r → Ep+r,q−r+1
r

给出从第 0页开始的上同调谱序列 E••
≥0,称为给定滤复形诱导的谱序列.

Proof. 前面已经说明了对每个Epq
r 处相邻微分满足 dpqr d

p−r,q+r−1
r = 0. 从 [引理1.204]知Kerdpqr /Imdp−r,q+r−1

r
∼=

Zpqr+1/B
pq
r+1 = Epq

r+1,所以 E••
≥0是上同调谱序列.

Remark 1.206. 该谱序列的第 0页满足 Epq
0 = F pCp+q/F p+1Cp+q,第 1页满足 Epq

1 = Hp+q(F pC/F p+1C).

Remark 1.207. 如果滤复形上给定的滤是有界的, 那么该滤复形的谱序列的第 0 页满足对固定的整数 n, 使得
p+ q = n的非零项 Epq

0 至多有限项. 因此滤复形上的滤的有界性蕴含谱序列是有界的.

我们指出滤复形上的滤也可诱导复形上同调上的滤. 固定整数 n,对每个整数 p,定义:

F pHn(C) =
Kerdn ∩ F pCn + d(Cn−1)

d(Cn−1)
. (1.8)

那么明显有 · · · ⊆ F p+1Hn(C) ⊆ F pHn(C) ⊆ F p−1Hn(C) ⊆ · · · ⊆ Hn(C).如果复形的滤是竭尽的,那么也有

Hn(C) =
⋃
p∈Z

F pHn(C). (1.9)

对一般的滤复形 (C•, d•),根据前面引入的上同调群上的滤,总有

F pHn(C)

F p+1Hn(C)
∼=

Kerdn ∩ F pCn
Kerdn ∩ F p+1Cn + d(Cn−1) ∩ F pCn

.

回忆前面引入的记号

Zpq∞ =
∩∞
r=0 (A

pq
r + F p+1Cp+q)

F p+1Cp+q
以及 Bpq

∞ =
∪∞
r=0

(
d(Ap−r+1,q+r−2

r−1 ) + F p+1Cp+q
)

F p+1Cp+q
.

现在对每个整数 p, q,记 Epq
∞ = Zpq∞/Bpq

∞(这是 F pCp+q/F p+1Cp+q 两个子模之商)以及

zpq∞ =
Kerd ∩ F pCp+q + F p+1Cp+q

F p+1Cp+q
⊆ Zpq∞ , epq∞ = zpq∞/Bpq

∞ ⊆ Epq
∞ .
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Lemma 1.208 ([Wu09]). 给定滤复形 (C•, d•). 那么当滤是竭尽的时,对任何整数 p, q有

epq∞
∼=

Kerd ∩ F pCp+q
d(Cp+q−1) ∩ F pCp+q + Kerdp+q ∩ F p+1Cp+q

.

特别地,当 p+ q = n时,有 epq∞
∼= F pHn(C)/F p+1Hn(C).

Proof. 根据 epq∞ 的定义和 [引理1.203],只需验证 (Kerdp+q ∩ F pCp+q) ∩ (d(Cp+q−1) ∩ F pCp+q + F p+1Cp+q)就

是 d(Cp+q−1) ∩ F pCp+q + Kerdp+q ∩ F p+1Cp+q,而这是明显的.

Remark 1.209. 如果滤复形 (C•, d•)的滤是下有界的,那么对固定的整数 n,当整数 p充分大时,有 Epq
∞ = epq∞.

因此当复形的滤既竭尽又有下界时, 对充分大的整数 p, 有 F pHn(C) = F p+1Hn(C) = F p+2Hn(C) = · · · =
0. 如果滤复形的滤是有上界的, 那么根据复形上同调的滤的定义可知对固定的整数 n, 当整数 p 充分小时, 有
F pHn(C) = Hn(C).更进一步,只要滤复形的滤是下有界的,那么对固定的整数 p, q,只要整数 r 充分大,那么
Apqr = Apqr+1 = · · · = Kerd ∩ F pCp+q,进而

Zpq∞ =
Kerd ∩ F pCp+q + F p+1Cp+q

F p+1Cp+q
.

只要滤复形的滤是上有界的,那么对充分大的整数 r,有 d(Ap−r+1,q+r−2
r−1 ) = Imd ∩ F pCp+q.这时

Bpq
∞ =

Imd ∩ F pCp+q + F p+1Cp+q

F p+1Cp+q
.

当滤复形 (C•, d•)的滤是有界滤时, [注记1.205]指出滤复形的谱序列也是有界的. 注意到这时滤自然是竭
尽的,所以 [引理1.208]说明对任何整数 n和满足 p+ q = n的指标 p, q,有 epq∞

∼= F pHn(C)/F p+1Hn(C). 并且
[注记1.209]说明这时 Zpq∞ = zpq∞ ,所以也有 Epq

∞
∼= F pHn(C)/F p+1Hn(C). 于是结合 [引理1.204]知我们证明了

Theorem 1.210 (有界滤复形的经典收敛定理, [Wei94]). 设滤复形 (C•, d•)的滤是有界的. 那么 [命题1.205]意
义下的谱序列 E••

≥0 满足对每个整数 n, 上同调群 Hn(C) 上通过 (1.8) 定义出的标准滤 {F pHn(C)|p ∈ Z} 有
Epq

∞
∼= F pHp+q(C)/F p+1Hp+q(C). 即谱序列 E••

≥0收敛到 H∗(C) = {Hn(C)|n ∈ Z},有 Epq
0 ⇒ Hp+q(C).

[引理1.203]和 [注记1.209]使我们也能讨论带有下有界且竭尽的滤的滤复形谱序列的收敛性.

Theorem 1.211 (滤复形谱序列的经典收敛定理, [Wei94]). 设滤复形 (C•, d•)上的滤既是下有界的又是竭尽的.
(1)谱序列的第 0, 1页满足: Epq

0 = F pCp+q/F p+1Cp+q, Epq
1 = Hp+q(F pC/F p+1C).

(2)考虑 (1.8)定义出的给定复形的上同调的标准滤. 对每个整数 p, q,有

Epq
∞
∼= F pHp+q(C)/F p+1Hp+q(C).

这时也称滤复形谱序列 E••
≥0收敛到 H∗(C) = {Hn(C)|n ∈ Z},并记作 Epq

0 ⇒ Hp+q(C).

Proof. (1)来自滤复形谱序列的构造. (2)来自 [引理1.203]和 [注记1.209].

Remark 1.212. 如果滤复形 (C•, d•)上的滤有下界且竭尽,那么 (1.9)保证了对固定的整数 n, F pHn(C)关于所

有整数 p取并就是 Hn(C). 因此如果进一步谱序列第 r页满足全次数是 n的项只有一项非零,那么这项给出滤
复形的 n次上同调.
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在 [定义1.71]介绍了加性范畴上的双复形并且在 [注记1.74]中我们看到双复形的全复形会有两个自然的
滤: 行滤和列滤. 现在我们将前面对滤复形谱序列的讨论应用到双复形的全复形上.

Example 1.213 (双复形的谱序列, [Wu09]). 设 R是含幺环,考虑 R-Mod中的双复形 (C••, d••v , d
••
h ):

...
...

...

· · · Cp−1,q+1 Cp,q+1 Cp+1,q+1 · · ·

· · · Cp−1,q Cp,q Cp+1,q · · ·

· · · Cp−1,q−1 Cp,q−1 Cp+1,q−1 · · ·

...
...

...

dp−1,q+1
h dp,q+1

h

dp−1,q
h

dp−1,q
v

dp,qh

dp,qv dp+1,q
v

dp−1,q−1
h

dp−1,q−1
v

dp,q−1
h

dp,q−1
v dp+1,q−1

v

考虑上述双复形的全复形 Tot⊕(C••)•. 先看其列滤 {IF p(Tot⊕(C••))•|p ∈ Z}.那么对每个整数 p, q,有

Epq
0 =

IF
p
(Tot⊕(C••))•

IF
p+1

(Tot⊕(C••))•
∼= Cpq.

并且 dpq0 : Epq
0 → Ep,q+1

0 作为由全复形微分 (回忆 [例1.73])诱导的映射满足下述标准交换图:

Epq
0 Ep,q+1

0

Cpq Cp,q+1

dpq0

∼= ∼=

dpqv

于是有 Epq
1
∼= Hq

v (C
p•),这里Hq

v (C
p•)表示双复形 (C•, d••v , d

••
h )横坐标固定为 p给出的竖直方向的复形的 q次

上同调. 如果把同构 Epq
1
∼= Hq

v (C
p•)视作等同,滤复形谱序列的第 1页形如下图:

Hq+1
v (Cp−2,•) Hq+1

v (Cp−1,•) Hq+1
v (Cp•) Hq+1

v (Cp+1,•) Hq+1
v (Cp+2,•)

Hq
v (C

p−2,•) Hq
v (C

p−1,•) Hq
v (C

p•) Hq
v (C

p+1,•) Hq
v (C

p+2,•)

Hq−1
v (Cp−2,•) Hq−1

v (Cp−1,•) Hq−1
v (Cp•) Hq−1

v (Cp+1,•) Hq−1
v (Cp+2,•)

dp−2,q+1
1 dp−1,q+1

1 dp,q+1
1 dp+1,q+1

1

dp−2,q
1 dp−1,q

1 dp,q1 dp+1,q
1

dp−2,q−1
1 dp−1,q−1

1 dp,q−1
1 dp+1,q−1

1

更严格地,对每个整数 p, q,这里 dpq1 : Epq
1 → Ep+1,q

1 满足下述交换图:

Epq
1 Ep+1,q

1

Hq
v (C

p•) Hq
v (C

p+1,•)

∼=

dpq1

∼=
dpqh
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其中 dpqh : Hq
v (C

p•)→ Hq
v (C

p+1,•)是由双复形水平方向微分诱导的上同调间的同态 (该同态的定义合理性来自
双复形每个方块的反交换性). 因此 Epq

2
∼= Hp

h(H
q
v (C

••)). 即双复形的全复形的列滤诱导的谱序列的第 2页上

(p, q)位置的项同构于对双复形先取列上同调,再取行上同调得到的对象. 为了与行滤诱导的谱序列作区分,我
们将 Tot⊕(C••)•的列滤产生的谱序列记作 IE••

≥0. 前面的讨论说明

IEpq
r
∼=


IF

p
(Tot⊕(C••))•/IF

p+1
(Tot⊕(C••))•, r = 0,

Hq
v (C

p•), r = 1,

Hp
h(H

q
v (C

••)), r = 2.

(1.10)

如果双复形 (C••, d••v , d
••
h )集中在第一象限或第三象限,那么 (1.10)说明列滤诱导的全复形的谱序列是有界的.

于是由 [定理1.210], IE••
≥0 收敛且

IEpq
0 ⇒ Hp+q(Tot⊕(C••)). 如果双复形 (C••, d••v , d

••
h )在第四象限内部的项都

是零,那么全复形上的列滤有下界并且是竭尽的,因此应用 [定理1.211]得到 IEpq
0 ⇒ Hp+q(Tot⊕(C••)).

现在我们考虑全复形上的行滤,记相应谱序列为 IIEpq
≥0. 这时对固定的整数 p, q,有

IIEpq
0 =

IIF
p
(Tot⊕(C••))•

IIF
p+1

(Tot⊕(C••))•
∼= Cqp.

于是对于谱序列第 0页中的模和同态,我们有下述标准交换图:

IIEpq
0

IIEp,q+1
0

Cqp Cq+1,p

∼=

dpq0

∼=
dqph

特别地,行滤谱序列第 1页满足 IIEpq
1
∼= Hq

h(C
•,p). 谱序列第 1页中的微分满足下述交换图:

IIEpq
1

IIEp+1,q
1

Hq
h(C

•,p) Hq
h(C

•,p+1)

∼=

dpq1

∼=

dqpv

于是有 IIEpq
2
∼= Hp

vH
q
h(C

••).于是行滤谱序列的第 0到 2页的项满足:

IIEpq
r
∼=


IIF

p
(Tot⊕(C••))•/IIF

p+1
(Tot⊕(C••))•, r = 0,

Hq
h(C

•,p), r = 1,

Hp
v (H

q
h(C

••)), r = 2.

(1.11)

类似于列滤情形,当双复形集中在第一象限或第三象限时, IIEpq
≥0 是有界谱序列. 故 IIEpq

0 ⇒ Hp+q(Tot⊕(C••)).
如果双复形满足第二象限内部的项都是零模, 那么滤复形的行滤是下有界的并且是竭尽的. 应用 [定理1.211]
得到该谱序列收敛,并有 IIEpq

0 ⇒ Hp+q(Tot⊕(C••)).

下面我们正式地介绍 Ischebeck谱序列. 以下固定含幺环 R上的左 R-模M 并设M 是伪凝聚的. 取定M

的有限生成投射分解 · · · P−2 P−1 P 0 M 0. 再设 N 是右 R-模,有内射分解:

0 N E0 E1 E2 · · · .
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于是我们能够适当调整复形微分的符号得到下述形式的双复形:

0 0 0

0 E0 ⊗R P 0 E1 ⊗R P 0 E2 ⊗R P 0 · · ·

0 E0 ⊗R P−1 E1 ⊗R P−1 E2 ⊗R P−1 · · ·

0 E0 ⊗R P−2 E1 ⊗R P−2 E2 ⊗R P−2 · · ·

...
...

...

称上述双复形为 Ischebeck复形. 对每个指标 j ≤ 0, P j 是有限生成投射左 R-模,所以对任何指标 i ≥ 0,有自
然同构 Cij = Ei ⊗R P j ∼= HomR(HomR(P

j , R), Ei). 因此从上述双复形我们也能够得到与之同构的双复形
HomR(HomR(P

•, R), E•).如果 P j 或 Ej 进一步是 A-A双模,这里的加群同构也能成为 A-模同构.
首先考虑该双复形的列滤,那么由 (1.10)知有加群同构 (回忆正合函子和取上同调可交换, [推论1.30])

IEpq
1
∼= HomR(Ext−qR (M,R), Ep), IEpq

2
∼= ExtpR(Ext

−q
R (M,R), N).

再考虑行滤谱序列,利用 (1.11)得到

IIEpq
1 =

N ⊗R P p, q = 0,

0, q 6= 0.
(1.12)

从 (1.12)以及 (1.11)可知

IIEpq
2 =

TorR−p(N,M), q = 0,

0, q 6= 0.
(1.13)

因为 Ischebeck复形在第二象限内都是零,所以行滤谱序列下有界且是竭尽的. 进而我们得到

IIEpq
≥0 ⇒ Hp+q(Tot⊕(C••)).

同时,明显有 IIEpq
2 = IIEpq

∞ . 故对任何整数n有Hn(Tot⊕(C••)) ∼= TorR−n(N,M).当n ≥ 1时有Hn(Tot⊕(C••)) =

0. 注意当M 的投射分解长度有限且 N 的内射分解长度有限时,行滤谱序列和列滤谱序列都是有界的,故收敛.
固定左 R-模M 的有限生成投射分解 · · · P−2 P−1 P 0 M 0. 现在我们设 N 也是左

R-模,并考虑 N 的投射分解:

· · · Q−2 Q−1 Q0 N 0.

注意也有右R-模复形 0 HomR(M,R) HomR(P
0, R) HomR(P

−1, R) HomR(P
−2, R) · · · .
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于是我们能够适当调整复形微分的符号得到下述形式的双复形:

0 0 0

0 HomR(P
0, R)⊗R Q0 HomR(P

−1, R)⊗R Q0 HomR(P
−2, R)⊗R Q0 · · ·

0 HomR(P
0, R)⊗R Q−1 HomR(P

−1, R)⊗R Q−1 HomR(P
−2, R)⊗R Q−1 · · ·

0 HomR(P
0, R)⊗R Q−2 HomR(P

−1, R)⊗R Q−2 HomR(P
−2, R)⊗R Q−2 · · ·

...
...

...

该双复形集中在第四象限. 如果考虑该双复形的列滤谱序列, 有 IEpq
1
∼= Tor−q(HomR(P

−p, R), N). 所以当
q = 0时, IEpq

1
∼= HomR(P

−p, R)⊗R N ∼= HomR(P
−p, N). 当 q 6= 0时, IEpq

1 = 0. 因此

IEpq
2 =

ExtpR(M,N), q = 0,

0, q 6= 0.
(1.14)

如果记 Cij = HomR(P
−i, R)⊗R Qj ,那么从 (1.14)得到对任何整数 n有 Hn(Tot⊕(C••)) ∼= ExtnR(M,N).

因为上述双复形在第二象限内部的项都是零模,所以行滤谱序列收敛. 对 p ≤ 0, q ≥ 0我们有

IIEpq
1
∼= ExtqR(M,R)⊗R Qp, IIEpq

2
∼= TorR−p(ExtqR(M,R), N).

对于 p > 0或 q < 0的情形, IIEpq
1 = 0.

Example 1.214 (张量积复形谱序列计算 Tor群, [Wei94]). 给定右 R-模M 和左 R-模 Q,取定它们的投射分解
(未必有限生成也可能无限长): · · · P i−1 P i P i−1 · · · P−1 P 0 M 0 和

· · · Qj−1 Qi Qj−1 · · · Q−1 Q0 N 0.

那么可考虑 [例1.75]所介绍的复形的张量积 P • ⊗R Q•:

0 0 0 0

· · · P p−1 ⊗R Q0 P p ⊗R Q0 · · · P−1 ⊗R Q0 P 0 ⊗R Q0 0

· · · P p−1 ⊗R Q−1 P p ⊗R Q−1 · · · P−1 ⊗R Q−1 P 0 ⊗R Q−1 0

...
...

...
...

该双复形集中在第三象限,所以双复形的行滤和列滤诱导的谱序列都是有界的. 为叙述方便记 Cij = P i ⊗R Qj .
那么经典收敛定理说明 IEpq

0 ⇒ Hp+q(Tot⊕(C••))以及 IIEpq
0 ⇒ Hp+q(Tot⊕(C••)). 先考虑列滤谱序列 IEpq

≥0.
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根据 (1.10), IEpq
0
∼= P p ⊗Qq 以及

IEpq
1
∼=

P p ⊗R N, q = 0,

0, q 6= 0.
(1.15)

因此从 (1.15)可知当 q = 0时, IEpq
2
∼= TorR−p(M,N);当 q 6= 0时, IEpq

2 = 0. 即 IEpq
≥0的第 2页形如

· · · 0 0 0 0 · · ·

· · · IE−2,0
2
∼= TorR2 (M,N) IE−1,0

2
∼= TorR1 (M,N) IE00

2
∼= TorR0 (M,N) 0 · · ·

· · · 0 0 0 0 · · ·

特别地,我们得到 Hn(Tot⊕(C••)) ∼= TorR−n(M,N), ∀n ∈ Z. 对于双复形 C• 的行滤,作类似讨论可得有界谱序
列 IIEpq

≥0的第 0页满足 IIEpq
0
∼= P q ⊗R Qp. 第 1页满足

IIEpq
1
∼=

M ⊗R Qp, q = 0,

0, q 6= 0.
(1.16)

从 (1.16)得到谱序列第 2页形如:

· · · 0 0 0 0 · · ·

· · · IIE−2,0
2
∼= TorR2 (M,N) IIE−1,0

2
∼= TorR1 (M,N) IIE00

2
∼= TorR0 (M,N) 0 · · ·

· · · 0 0 0 0 · · ·

这里再指出,通过考虑M 的投射分解和 N 的投射分解的全张量积复形,我们前面的讨论也重新证明了 Tor群
既可以用第一位置的模的投射分解计算,也可以用第二位置的模的投射分解计算.

Lemma 1.215. 设K 是含幺交换环, f1 : V1 →W1, f2 : V2 →W2都是平坦K-模间的模同态. 如果 Imf1和 Imf2
也是平坦K-模,那么 Ker(f1 ⊗ f2) = Kerf1 ⊗K V2 + V1 ⊗K Kerf2.

Proof. 因为 V1 和 V2 都是平坦 K-模, 所以 Kerf1 ⊗K V2 和 V1 ⊗K Kerf2 都是 V1 ⊗K V2 的子模. 只需要验证
Ker(f1 ⊗ f2) ⊆ Kerf1 ⊗K V2 + V1 ⊗K Kerf2.考虑下面的交换图:

0 0

V1 ⊗K Kerf2 f1(V1)⊗K Kerf2

0 Kerf1 ⊗K V2 V1 ⊗K V2 f1(V1)⊗K V2

f1(V1)⊗K V2 f1(V1)⊗K W2

f1⊗1

f1⊗1

f1⊗1

1⊗f2

1⊗f2

上图中间行和最右边的列是正合的. 现在设 x ∈ Ker(f1⊗f2),那么 (f1⊗1)(x) ∈ Ker(1⊗f2),所以 (f1⊗1)(x)在

f1(V1)⊗KKerf2. 于是存在 y ∈ V1⊗Kerf2使得 (f1⊗1)(y) = (f1⊗1)(x). 因此 x−y ∈ Ker(f1⊗1) = Kerf1⊗V2.
这就证明了 Ker(f1 ⊗ f2) ⊆ Kerf1 ⊗K V2 + V1 ⊗K Kerf2.
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Proposition 1.216. 设 R是含幺环, X•是上有界右 R-模复形, Y •是上有界左 R-模复形.
(1)如果 X•每项是投射模且 Y •是正合复形,那么 Tot⊕(X• ⊗R Y •)是正合复形.
(2)如果 X•是正合复形且 Y •每项是投射模,那么 Tot⊕(X• ⊗R Y •)是正合复形.

Proof. 设 X• 满足存在正整数m使得 Xk = 0, ∀k ≥ m+ 1, Y • 满足存在正整数 n使得 Y k = 0, ∀k ≥ n+ 1. 那
么定义 Tot⊕(X• ⊗R Y •)的双复形形如:

0 0 0

· · · Xm−2 ⊗R Y n Xm−1 ⊗R Y n Xm ⊗R Y n 0

· · · Xm−2 ⊗R Y n−1 Xm−1 ⊗R Y n−1 Xm ⊗R Y n−1 0

...
...

...

(1.17)

(1)如果 X• 每项是投射模且 Y • 是正合复形, 考虑双复形 (1.17)的列滤诱导的谱序列 IE••
≥0. 根据 (1.10)

知列滤给出的谱序列第 1页满足 IEpq
1 = 0, ∀p, q ∈ Z(因为每个 Xi 是投射右 R-模且 Y • 正合). 注意到 IE••

≥0 是

有界谱序列,根据经典收敛定理 ([定理1.210]), Tot⊕(X•⊗R Y •)的各次上同调都是零,所以 Tot⊕(X•⊗R Y •)是

正合复形. (2)的证明完全类似,只需考虑行滤谱序列同样得到 IIEpq
1 = 0, ∀p, q ∈ Z即可.

Corollary 1.217. 设 R是含幺环, X•是上有界正合平坦左 R-模复形, Y •是上有界正合平坦右 R-模复形. 那么
(1)对任何右 R-模M(视作集中在 0次位置复形), Tot⊕(M ⊗R X•)是正合复形.
(2)对任何左 R-模 N(视作集中在 0次位置复形), Tot⊕(Y • ⊗R N)是正合复形.

Proof. 这时 X•可视作零左模的平坦分解, Y •可视作零右模的平坦分解,应用 [例1.214]即可.

我们指出 [推论1.217]也可以利用双复形谱序列适当加强,为之后引用方便这里记录为下述引理.

Lemma1.218 ([Sta24]). 给定上有界右R-模复形X•和上有界左R-模复形Y ,那么有全张量积复形Tot⊕(X•⊗R
Y •)是下述张量积双复形的全复形 (设 Xt = 0, ∀t ≥ m+ 1以及 Y ℓ = 0, ∀ℓ ≥ n+ 1):

0 0 0

· · · Xm−2 ⊗R Y n Xm−1 ⊗R Y n Xm ⊗R Y n 0

· · · Xm−2 ⊗R Y n−1 Xm−1 ⊗R Y n−1 Xm ⊗R Y n−1 0

· · · Xm−2 ⊗R Y n−2 Xm−1 ⊗R Y n−2 Xm ⊗R Y n−2 0

(1)如果 X•的每项都是平坦右 R-模且正合,那么 Tot⊕(X• ⊗R Y •)是正合复形.
(2)如果 Y •的每项都是平坦左 R-模且正合,那么 Tot⊕(X• ⊗R Y •)是正合复形.
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Proof. 注意上述张量积双复形相当于集中在第三象限, 故其全复形的关于列滤和行滤的滤复形谱序列是有界
的. 进而我们能够应用经典收敛定理. 下面用行滤谱序列证明 (1),用列滤谱序列证明 (2).

(1)设 X• 是正合复形且每项是平坦右 R-模,那么 X• 可视作零模的平坦分解. 考虑给定张量积双复形的
行滤谱序列,那么由 (1.11)可知该谱序列第 1页的 (p, q)项为右零模和左 R-模 Y p的 Tor群,因此该谱序列第 1

页全为零. 所以 Tot⊕(X• ⊗R Y •)的各次上同调是零.
(2)设 Y •是正合复形且每项是平坦左 R-模,那么 Y •可视作零模的平坦分解. 考虑上述张量积双复形的列

滤谱序列并应用 (1.10)可知该谱序列第 1页全为零,从而 Tot⊕(X• ⊗R Y •)正合.

Proposition 1.219 ([Hue99]). 设左 R-模M 满足存在自然数 d使得M 有长度为 d的有限生成投射分解

0 P−d · · · P−2 P−1 P 0 M 0,

且 ExtiR(M,R) = 0, ∀i 6= d.如果记右 R-模 ωM = ExtdR(M,R),那么对任何自然数 i ≥ 0有同构

ExtiR(M,N) ∼= TorRd−i(ωM , N), ∀N ∈ obR-Mod.

Proof. 对任何左 R-模 N ,取定投射分解 · · · Q−2 Q−1 Q0 N 0. 考虑双复形

0 0 0

0 HomR(P
0, R)⊗R Q0 HomR(P

−1, R)⊗R Q0 HomR(P
−2, R)⊗R Q0 · · ·

0 HomR(P
0, R)⊗R Q−1 HomR(P

−1, R)⊗R Q−1 HomR(P
−2, R)⊗R Q−1 · · ·

0 HomR(P
0, R)⊗R Q−2 HomR(P

−1, R)⊗R Q−2 HomR(P
−2, R)⊗R Q−2 · · ·

...
...

...

那么 (1.14)说明上述双复形的行滤谱序列 IIEpq
0 ⇒ Extp+qR (M,N).而 IIEpq

2
∼= TorR−p(ExtqR(M,R), N).

由条件,行滤谱序列的第 2页除第 d列外都是零. 所以对任何 0 ≤ i ≤ d,有关于左 R-模 N 的同构

TorRd−i(ωM , N) = TorRd−i(ExtdR(M,R), N) ∼= ExtiR(M,N).

当 i ≥ d+ 1时,由M 的投射维数不超过 d立即得到结论.

Remark 1.220. 事实上,在 [命题1.219]的条件下,进一步有函子的自然同构 ExtiR(M,−) ∼= TorRd−i(ωM ,−). 证明
也是直接的:取定左R-模M的有限生成投射分解 0 P−d · · · P−2 P−1 P 0 M 0,

那么作用逆变函子 HomR(−, R)后得到右 R-模正合列 (利用命题条件):

0 HomR(P
0, R) HomR(P

−1, R) · · · HomR(P
−d, R) ExtdR(M,R) 0,

这给出ExtdR(M,R)作为右R-模的长度为 d的有限生成投射分解. 进而利用HomR(P
i, R)⊗RN ∼= HomR(Pi, N)

关于左 R-模 N 自然可得计算 Tor群 Tord−i(ExtdR(M,R), N)的标准复形与计算 ExtiR(M,N)的标准复形间有

链同构,因此对每个自然数 0 ≤ i ≤ d,有自然同构 ExtiR(M,−) ∼= TorRd−i(ωM ,−).
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Proposition 1.221 ([Hue99]). 如果左 R-模M 满足存在自然数 d和右 R-模 ωM 满足对任何自然数 i ≥ 0有自

然同构 ExtiR(M,−) ∼= TorRd−i(ωM ,−),那么M 有长度为 d的有限生成投射分解并且 ExtiR(M,R) = 0, ∀i 6= d.

Proof. 先说明M 作为左 R-模的投射维数不超过 d. 事实上,由条件 Extd+1
R (M,N) = 0对任何左 R-模M 成立.

这就得到M 的投射维数不超过 d. 又因为 Tor函子总和正向集上的正向极限可交换,所以 [注记1.186]说明M

有长度为 d的有限生成投射分解. 最后,由 TorRn (ωM , R) = 0, ∀n ≥ 1得到结论.

总结 [注记1.220]和 [命题1.221]便得到下述结果.

Corollary 1.222 ([Hue99]). 设M 是左 R-模, d是自然数. 那么以下两条等价:
(1)模M 存在长度为 d的有限生成投射分解并且 ExtiR(M,R) = 0, ∀i 6= d.
(2)模M 满足存在右 R-模 ωM 使得对任何自然数 i有自然同构 ExtiR(M,−) ∼= TorRd−i(ωM ,−).
当上述两个等价命题之一成立时,我们也称M 有 d维的对偶模 ωM .

Remark 1.223. 注意到当M 有 d维对偶模 ωM 时,有加群同构 ExtdR(M,R) ∼= ωM . 特别地,如果M 本身是有限

生成投射 R-模且 d ≥ 1,那么 ωM = 0.事实上,只要M 是有限生成投射 R-模,那么M 自然满足 d = 0情形下

的 (1),这时 ωM ∼= HomR(M,R). 进而知M 是非零有限生成投射模时,M 有非零的 0维对偶模. 如果M 存在

d维对偶模 ωM 并且M 不是投射模,那么 d ≥ 1.并且 [命题1.116]说明存在左 R-模 N 使得 Ext1R(M,N) 6= 0.

于是 TorRd−1(ωM , N) ∼= Ext1R(M,N) 6= 0. 这说明 ωM 6= 0. 于是知只要左 R-模 M 存在 d 维对偶模, 那么只
可能分为两种情况:(1) M 是有限生成投射模, 这时只要 M 6= 0 就有 ωM 6= 0(反之亦然, 如果 ωM = 0, 那么
HomR(M,N) = 0对任何左 R-模 N 成立,这迫使M = 0); (2)M 不是投射模,这时 d ≥ 1且 ωM 6= 0.

现在设 K 是含幺交换环, A是 K-代数并且 A是投射 K-模,记 Ae = A ⊗K Aop 是 A的包络代数. 那么对
任何 A-A双模M(或等价地,将M 视作左 Ae-模), A系数在M 中的 i次Hochschild上同调可由 ExtiAe(A,M)

计算; A系数在M 中的 i次 Hochschild同调可由 TorA
e

i (A,M)计算. 当我们考虑 ExtiAe(A,Ae)的右 Ae-模结
构时,使用的 Ae的右 Ae-模结构来自 Ae上的右乘.

Corollary 1.224 ([Zhu20]). 设 A是K-代数满足 A是投射K-模. 如果存在自然数 d和 A-A双模 U 使得 U 作

为右 A-模平坦并且 H i(A,−) ∼= Hd−i(A,U ⊗A −), ∀i ∈ N,那么 A作为左 Ae-模有长度为 d的有限生成投射分

解并且有 [推论1.222]意义下的 d维对偶模 ExtdAe(A,Ae).事实上,进一步有加群同构 U ∼= ExtdAe(A,Ae).

Proof. 这时有自然同构 ExtiAe(A,−) ∼= TorA
e

d−i(A,U ⊗A −) ∼= TorA
e

d−i(A,−)(U ⊗A −). 易见 A作为左 Ae-模的投
射维数不超过 d. 现在右边是两个可与任何正向集为指标集的正向极限可交换的函子的合成,所以 ExtiAe(A,−)
也能够与正向集为指标集的正向极限可交换. 因此 [注记1.186]表明 A作为左 Ae-模有长度为 d的有限生成投

射分解. 取定 A作为左 Ae-模的有限生成投射分解 0 P−d · · · P−2 P−1 P 0 A 0.

因为 A的投射 K-模,所以由伴随同构 HomA(A⊗K AA,−) ∼= HomK(AAK ,HomA(AA,−))得到 A⊗K Aop 作

为右 A-模是投射的. 这说明任何投射左 Ae-模视作 A-A双模后,其上右 A-模结构也是投射的. 特别地,

0 P−d · · · P−2 P−1 P 0 A 0 (1.18)

视作右 A-模范畴中的正合列后,是上有界且每项是投射右 A-模的复形. 应用 [例1.65]得到 (1.18)是可裂正合
的右 A-模复形. 于是由 [命题1.67]得到下述同态序列正合:

0 P−d ⊗A U · · · P−2 ⊗A U P−1 ⊗A U P 0 ⊗A U A⊗A U ∼= U 0
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通过下面的 [引理1.231]易知 U 作为右A-模的平坦性蕴含 P j ⊗AU 作为右Ae-模的平坦性. 所以上述正合列给
出 U 作为右 Ae-模的平坦分解. 于是由 Tor群可经平坦分解计算以及利用 [引理1.231]中的自然同构 ζ 关于 P

也有自然性 (并注意每个 P j视作右Ae-模也投射)立即得到自然同构 TorA
e

k (U,−) ∼= TorA
e

k (A,U⊗A−), ∀k ∈ N.
所以由条件得到对任何的自然数 i有自然同构 ExtiAe(A,−) ∼= TorA

e

d−i(U,−).进而知右 Ae-模 U 是左 Ae-模 A的

d维对偶模. 于是 U ∼= ExtdAe(A,Ae).

Remark 1.225. 如果 [推论1.224]条件中的自然同构 H i(A,−) ∼= Hd−i(A,U ⊗A −), ∀i ∈ N,满足在 Ae 上的作

用是右 Ae-模同构,那么 U ∼= ExtdAe(A,Ae)便能进一步取为右 Ae-模同构.

Remark 1.226. 该推论表明如果K-代数A满足作为K-模投射且有自然同构H i(A,−) ∼= Hd−i(A,U⊗A−), ∀i ∈
N, 那么 p.dimAeA < +∞. 满足 p.dimAeA = +∞ 的具体例子参见 [FSSA03]. 一般地, 称 p.dimAeA 为 A 的

Hochschild维数. 当 A的 Hochschild维数有限时,容易获得更进一步的描述,见 [引理1.243].

Remark 1.227. 从 [推论1.224]的证明过程中也可以看出只要 K-代数 A是投射 K-模,那么投射 Ae-模作为左
A-模和右 A-模依然投射. 保持假设 A是投射 K-模. 注意到左 Ae-模自然视作右 Ae-模后投射性和内射性不发
生改变. 所以由 Ae是平坦左 A-模可知任何内射右 Ae-模作为右 A-模依然内射. 如果 A是平坦K-模,这时对任
何内射左 Ae-模 Q,有自然同构 HomA(−,AQ) ∼= HomA(−,HomA(AA,AQA)) ∼= HomAe(− ⊗K A,AeQ),这说
明 Q作为左 A-模也内射. 所以平坦K-代数 A满足内射左 Ae-模作为左 A-模也内射 (见 [引理1.228]).

Lemma 1.228 ([Ye92]). 设 A是K-代数. 考虑环同态 α : A→ A⊗K Aop, a 7→ a⊗ 1给出的 Ae 上的右 A-模结
构,那么作为 A-Mod到 K-Mod的函子,有自然同构 Ae ⊗A − ∼= A⊗K −,因此如果进一步 A是平坦 K-模,那
么 Ae作为右 A-模是平坦模. 特别地,任何内射左 Ae-模 (在环同态 α下)作为左 A-模也是内射模.

Proof. 由Ae上右A-模结构的定义,对任何左A-模X ,在Ae⊗AX中有 (a⊗b)⊗x = (1⊗b)⊗ax, ∀a, b ∈ A, x ∈ X .
作为K-模,有标准同构 ηX : Ae⊗AX → A⊗K X, (a⊗ b)⊗x 7→ b⊗ ax(逆映射由 A⊗K X → Ae⊗AX, a⊗x 7→
(1⊗ a)⊗ x给出). 对任何左 A-模同态 f : X → Y ,易验证下图交换:

Ae ⊗A X Ae ⊗A Y

A⊗K X A⊗K Y

idAe⊗f

ηX ηY

idA⊗f

所以我们得到自然同构 η : Ae ⊗A − ∼= A ⊗K −. 如果进一步 A是平坦 K-模,那么 Ae 在上述右 A-模结构下是
平坦右 A-模并且这时 A是 Ae-A双模,满足有左 A-模同构Q ∼= HomAe(AeAA,AeQ). 对任何内射左 Ae-模Q有

HomA(−,AQ) ∼= HomA(−,HomAe(AeAA,AeQ)) ∼= HomAe(AeAA ⊗A −,AeQ). 故 Q是内射左 A-模.

Remark 1.229. 对称地,也有自然同构 −⊗A Ae ∼= −⊗K A. 所以 A是平坦K-模能够保证 Ae作为左 A-模平坦.
进而任何内射右 Ae-模视作右 A-模后依然是内射模.

总结一下 [引理1.228]和 [注记1.229],只要K-代数A是平坦K-模,那么内射Ae-模作为左/右A-模都是内
射的. 只要 A是投射K-模,那么投射 Ae-模作为左/右 A-模都是投射的.

Example 1.230. 设 A是域 k上代数,那么 inj.dimAA ≤ inj.dimAeA
e.
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Proof. 不妨设 inj.dimAeA
e有限,记 t = inj.dimAeA

e,那么可取 Ae作为左 Ae-模有内射分解:

0 Ae I0 I1 I2 · · ·

因为 Ae = A ⊗k Aop 作为左 A-模同构于一些 A的直和, 所以由上述复形中每项 Ik 作为左 A-模也内射, 应用
[注记1.124]便知 inj.dimAA ≤ t.

Lemma 1.231 ([Zhu20]). 设 A是K-代数, P,U,N 都是 A-A双模 (也视作左 Ae-模). 命

ξN : HomAe(P ⊗A U,N)→ HomAe(P,HomA(UA,−)), φ 7→ ξN (φ)

满足对任何 p ∈ P 有 ξN (φ) : U → N, u 7→ φ(p⊗ u).那么 ξN 是加群同构且关于 N 自然. 命

ζN : (P ⊗A U)⊗Ae N → P ⊗Ae (U ⊗A N), (p⊗ u)⊗ n 7→ p⊗ (u⊗ n),

那么 ξN 是加群同构并且关于 N 自然 (如果固定 N ,关于 P 也自然). 特别地,当 U 作为右 A-模平坦且 P 是投

射左 Ae-模 (那么这时 P 作为右 Ae-模也投射)时, P ⊗A U 作为右 Ae-模也平坦;当 U 作为右 A-模投射且 P 是

投射左 Ae-模时, P ⊗A U 上标准 A-A双模结构给出的左 Ae-模结构也投射.

Proof. 对 A-A双模 N ,定义 ηN : HomAe(P,HomA(UA,−))→ HomAe(P ⊗A U,N), F 7→ ηN (F )满足

ηN (F ) : P ⊗A U → N, p⊗ u 7→ F (p)(u),

可直接验证 ξN , ηN 是定义合理的加群同态并且互为逆映射, ξN 关于N 的自然性也是明显的. ζN 的定义合理性
也是直接验证,这里仅指出 P ⊗A U 上的右 Ae-模结构来自其上标准 A-A双模结构, U ⊗A N 上左 Ae-模结构也
来自自身上标准A-A双模结构. 可直接验证 θN : P ⊗Ae (U ⊗AN)→ (P ⊗AU)⊗Ae N, p⊗ (u⊗n) 7→ (p⊗u)⊗n
是定义合理的加群同态并且是 ζN 的逆映射. 因此 ζN 是加群同构, ζN 关于 N 的自然性是明显的.

Remark 1.232. 设 K 是含幺交换环, A,B,C 是 K-代数, X 是 B-A双模, Y 是 A-A双模且 Z 是 A-C-双模. 那
么 Y 可自然视作右 Ae-模, Z ⊗K X 可自然视作 Ae-(C ⊗K Bop)双模. 进而 X ⊗A Y ⊗A Z 和 Y ⊗Ae (Z ⊗K X)

可自然视作 B-C 双模. 这里 Y ⊗Ae (Z ⊗K X)上的 B-C 双模结构来自:

(b⊗ c)(y ⊗ (z ⊗ x)) = y ⊗ (zc⊗ bx).

可直接验证 θ : X ⊗A Y ⊗A Z → Y ⊗Ae (Z ⊗K X), x ⊗ y ⊗ z 7→ y ⊗ (z ⊗ x)是定义合理的 K-模同构,并且在
Y ⊗Ae (Z ⊗K X)赋予前述 B-C 双模结构后, θ 成为 B-C 双模同构. 对称地, Y ⊗Ae (Z ⊗K X)可自然视作右

C ⊗K Bop-模,进而有定义合理的 B-C 双模同构

τ : X ⊗A Y ⊗A Z → (X ⊗K Z)⊗Ae Y, x⊗ y ⊗ z 7→ (x⊗ z)⊗ y.

因此有B-C双模同构X⊗AY ⊗AZ ∼= Y ⊗Ae (Z⊗KX) ∼= (X⊗KZ)⊗AeY.于是对B-A双模复形X•,A-A双模复
形 Y 和A-C双模复形Z•我们可以直接构造作为B-C双模复形的链同构X•⊗AY •⊗AZ ∼= Y •⊗Ae (Z•⊗KX•):
对每个整数 n和满足 p+ t+ q = n的指标 p, t, q,命 λn : (X• ⊗A Y • ⊗A Z•)n → (Y • ⊗Ae (Z• ⊗K X•))n, xp ⊗
yt ⊗ zq 7→ (−1)pt+pq(xp ⊗ zq)⊗ yt那么 λ = {λn}n∈Z定义出 B-C 双模复形间链同构

λ : X• ⊗A Y • ⊗A Z• ∼= Y • ⊗Ae (Z ⊗K X)→ Y • ⊗Ae (Z• ⊗K X•).
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类似地, 对每个整数 n和满足 p + t + q = n的指标 p, t, q, 命 µn : (X• ⊗A Y • ⊗A Z•)n → ((X• ⊗K Z•) ⊗Ae

Y •)n, xp ⊗ yt ⊗ zq 7→ (−1)qtxp ⊗ zq ⊗ yt,那么 µ = {µn}n∈Z定义了X• ⊗A Y • ⊗A Z•到 (X• ⊗K Z•)⊗Ae Y •的

链同构 µ : X• ⊗A Y • ⊗A Z• ∼= (X• ⊗K Z•)⊗Ae Y •.

Lemma 1.233 ([Wit19]). 设 A,B 都是 K-代数. 那么对任何投射左 Ae-模 P 和投射左 Be-模 Q, P ⊗K Q在下

述双模结构下是投射左 (A⊗K B)e-模: (a⊗ b)(p⊗ q)(a′ ⊗ b′) = apa′ ⊗ bqb′, ∀a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B, p ∈ P, q ∈ Q.

Proof. 首先标准K-模同构Ae⊗KBe → (A⊗KB)e, (a1⊗a2)⊗(b1⊗b2) 7→ (a1⊗b1)⊗(a2⊗b2)在对Ae⊗KBe如

条件赋予 (A⊗KB)-(A⊗KB)双模结构后能够成为左 (A⊗KB)e-模同构. 所以Ae⊗KBe赋予标准左 (A⊗KB)e-
模结构后是自由 (A ⊗K B)e-模. 由此可得对任何投射左 Ae-模 P , P ⊗K Be 作为左 (A ⊗K B)e-模也是投射的.
进而得到对任何自由左 Be-模 F , P ⊗K F 是投射左 (A⊗K B)e-模. 故对任何投射左 Be-模 Q,有 P ⊗K Q作为

左 (A⊗K B)e-模是投射的.

Proposition 1.234 ([Wit19]). 设A,B都是域K上代数. 那么 p.dim(A⊗KB)eA⊗K B ≤ p.dimAeA+p.dimBeB.

Proof. 取定 A作为左 Ae-模的投射分解以及 B 作为左 Be-模的投射分解,分别设为

· · · P i−1 P i P i−1 · · · P−1 P 0 A 0,
ε

· · · Qj−1 Qi Qj−1 · · · Q−1 Q0 B 0.
η

后得到下述左 (A⊗K B)e-模双复形 (并且 [引理1.233]保证了每项是投射左 (A⊗K B)e-模):

0 0 0 0

· · · P p−1 ⊗K Q0 P p ⊗K Q0 · · · P−1 ⊗K Q0 P 0 ⊗K Q0 0

· · · P p−1 ⊗K Q−1 P p ⊗K Q−1 · · · P−1 ⊗K Q−1 P 0 ⊗K Q−1 0

...
...

...
...

记 Cij = P i ⊗K Qj ,那么 Tot⊕(C••)是M 和 N 的投射分解视作 K-模复形后的全张量积复形. 类似 [例1.214]
的讨论, 考虑列滤导出的全张量积复形作为滤复形的谱序列易知 Tot⊕(C••) 除了 0 次上同调外上同调都是零.
应用 [引理1.215]得到标准映射 ε⊗ η : P 0 ⊗K Q0 → A⊗K B 满足:

Ker(ε⊗ η) = Imd−1
P ⊗K Q0 + P 0 ⊗K Imd−1

Q .

并且 ε⊗η : P 0⊗KQ0 → A⊗KB是左 (A⊗KB)e-模满同态. 所以 Tot⊕(C••)给出A⊗KB作为左 (A⊗KB)e-模
的投射分解. 该投射分解的长度就是取定的 A作为 Ae-模的投射分解与 B 作为 Be-模的投射分解的长度之和.
由此得到 p.dim(A⊗KB)eA⊗K B ≤ p.dimAeA+ p.dimBeB.

Remark 1.235. 根据推论的证明过程可知对固定的域K,如果K-代数 A作为左 Ae-模有长度为 d1 的有限生成

投射分解, B作为左 Be-模有长度为 d2的有限生成投射分解,那么 A⊗K B作为左 (A⊗K B)e-模有长度不超过
d1 + d2的有限生成投射分解.
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Remark 1.236. 由此可知域k上两个可分代数在k上的张量积代数依然是可分的. 更一般地,如果A1, A2, Z1, Z2

都是 K-代数满足 A1 是可分 Z1 代数且 A2 是可分 Z2-代数,那么只要 Z1 ⊗K Z2, A1 ⊗K A2 6= 0(例如 K 是域),
那么将 A1 ⊗K A2通过对角作用赋予 Z1 ⊗K Z2-代数结构后, A1 ⊗K A2成为可分 Z1 ⊗K Z2-代数.

Proposition 1.237 ([Krä07]). 设 A是域K 上代数,那么 l.gl.dimA ≤ p.dimAeA.

Proof. 取定 A作为左 Ae-模的投射分解 · · · P i−1 P i P i−1 · · · P−1 P 0 A 0.

那么由 [推论1.224]的证明过程可知每个P i作为右A-模是投射的. 因此 [例1.65]得到任何左A-模M决定的张

量函子−⊗AM作用上述正合复形依然正合. 注意到标准同构Ae⊗AM → A⊗KM,a⊗b⊗x 7→ a⊗bx也是左A-
模同构. 所以对任何投射左Ae-模Q,Q⊗AM是投射左A-模. 特别地,每个P i⊗AM是投射左A-模. 即将−⊗AM
作用取定的 A作为左 Ae-模的投射分解后,得到M 作为左 A-模的投射分解,故 l.gl.dimA ≤ p.dimAeA.

Remark 1.238. 域上可分代数满足整体维数是零且有限维. 所以域上整体维数无限的有限维代数 A都满足 A

不是投射左 Ae-模. 特别地,这时 A作为左 A-模和右 A-模都是投射的,但 A作为 A-A双模不投射.

Remark 1.239. 与 [注记1.238]对偶地,对域 k上代数 A,如果 A-A双模X 满足 AX 和XA都是内射模,也无法
得到X 是内射左 Ae-模. 事实上,如果能够构造 k-代数 A满足 A是Artin半单环但 Ae不是Artin半单环,取一
个非内射的左 Ae-模 X 即可. 设 F = Z/2Z是 2元域. 命 k = F(x2)是 F[x2]的商域,它是有理函数域 A = F(x)
的子域. 现在 A可自然视作 k代数,并且 A作为域自然是 Artin单环. 下面说明 A ⊗k A有非零幂零元来得到
Ae不是 Artin半单环. 考虑 y = x⊗ 1− 1⊗ x ∈ A,易验证 {1, x}是 k-线性无关的,所以 y 6= 0. 而

y2 = (x⊗ 1− 1⊗ x)2 = x2 ⊗ 1− 1⊗ x2 = 1⊗ x2 − 1⊗ x2 = 0

说明 y是 Ae的非零幂零元,所以 Ae不是半素环,那么更不会是 Artin半单环.

Corollary 1.240 ([Krä07]). 设 A是域K 上代数,那么 l.gl.dimAe < +∞当且仅当 p.dimAeA < +∞.

Proof. 必要性来自整体维数的定义. 充分性: 注意到 A作为左 Ae-模的投射分解也给出 A作为右 Ae-模的投射
分解,反之亦然. 故 p.dimAeA = p.dim(Aop)eA

op. 对 [命题1.234]取 B = Aop 得到 l.gl.dim(Ae)e < +∞. 于是
Ae作为左 (Ae)e-模的投射维数有限. 对K-代数 Ae应用 [命题1.237]便知 l.gl.dimAe < +∞.

Theorem 1.241 (van den Bergh 对偶, [vdB98, vdB02]). 设 A 是 K-代数且 A 是投射 K-模. 如果 A 作为左

Ae-模有有限长的有限生成投射分解,并且存在 A-A双模 U 满足 U 是平坦右 A-模,且作为右 Ae-模有

ExtiAe(A,Ae) =

U, i = d,

0, i 6= d.

那么有自然同构 H i(A,−) ∼= Hd−i(A,U ⊗A −), ∀i ∈ N.

Proof. 由条件, A是完全左 Ae-模. 应用 [命题1.219]和 [注记1.223]知 U 是 A作为左 Ae-模的 d维对偶模并且

U 6= 0. 这时有自然同构H i(A,−) ∼= TorA
e

d−i(U,−), ∀i ∈ N. 由下面的 [引理1.243]和 [推论1.222]可知 A作为左

Ae-模有长度为 d的有限生成投射分解. 类似 [推论1.224]的证明过程,利用 [引理1.231]以及 U 作为右 A-模平
坦得到自然同构 TorA

e

k (U,−) ∼= TorA
e

k (A,U ⊗A −), ∀k ∈ N.因此 H i(A,−) ∼= Hd−i(A,U ⊗A −), ∀i ∈ N.

Remark 1.242. 通过 [推论1.224]可知这里 A是完全左 Ae-模的条件是必要的.
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Lemma 1.243. 设M 是完全左 R-模([命题1.195]). 则 p.dimRM = sup{i ∈ N|ExtiR(M,R) 6= 0}.

Proof. 根据条件, 等号两边总是有限的自然数, 记 n = p.dimRM. 那么存在左 R-模 N 使得 ExtnR(M,N) 6= 0.

总可选取形如 0 K F N 0 的短正合列使得 F 是自由 R-模. 考虑该短正合列所诱导的 Ext
群长正合列得到 ExtnR(M,F ) 6= 0. 由 [推论1.184], ExtnR(M,−) 和任何正向集上的正向极限可交换. 特别地,
ExtnR(M,−)和直和可交换,这说明 ExtnR(M,F ) 6= 0蕴含 ExtnR(M,R) 6= 0.

Definition 1.244 (扭 Calabi-Yau代数, [RR22]). 设 K-代数 A满足 A是投射 K-模. 如果 A满足: (1)作为左
Ae-模, A是完全的; (2)存在自然数 n使得当 i 6= n时, ExtiAe(A,Ae) = 0,并且 ExtnAe(A,Ae)上的右 Ae-模结构
给出自身上的可逆 A-A双模结构,那么称 A是维数为 n的扭 Calabi-Yau代数.

Remark 1.245. 如果 A作为左 Ae-模是完全的,那么也称 A是同调光滑的 [vdB02]. 例如可分代数总是同调光
滑的. [注记1.235]说明域上两个同调光滑的代数的张量积依然是同调光滑的. 同调光滑是左右对称的: 如果 A

作为左 Ae-模是完全模,那么由任何有限生成投射左 Ae-模视作右 Ae-模后依然是有限生成投射的,可知 A作为

右 Ae-模还是完全的. 由此易知 A同调光滑蕴含 Aop同调光滑. 且 p.dimAeA = p.dim(Aop)eA
op.

Remark 1.246. 在导出范畴语言下我们能够给扭Calabi-Yau代数一个导出范畴版本的等价定义,见 [命题3.146].

Remark 1.247. 根据 [引理1.243], 扭 Calabi-Yau 代数的维数就是该代数的 Hochschild 维数. 因此 0 维扭

Calabi-Yau代数 A满足 A是投射左 Ae-模,即 A是可分代数. 之后在 [定理1.255]证明反之亦然.

Remark 1.248. 如果 A是维数为 n的扭 Calabi-Yau代数并且可逆双模 ExtnAe(A,Ae)和 A作为 A-A双模同构,
那么称 A是维数为 n的 Calabi-Yau代数.

Remark 1.249. 事实上,对 n维扭 Calabi-Yau代数 A,定义中的可逆双模 ExtnAe(A,Ae)满足作为 Z(A)-双模左
右模结构一致,见 [命题1.264]的证明过程.

下面我们说明同调光滑代数的直和依然同调光滑. 首先需要

Lemma 1.250 ([MR87]). 设 α : R → S 是含幺环间环同态, 那么可将 S 通过 α 视作左 R-模. 那么对任何左
S-模M 有 p.dimRM ≤ p.dimSM + p.dimRS.故当 S 是投射左 R-模时,任何投射左 S-模视作 R-模也投射.

Proof. 不妨设 SM 6= 0且 p.dimSM = n ∈ N. 下面对自然数 n作归纳证明结论. 当 n = 0时, SM 作为某 (非
零)自由左 S-模的直和因子,故 [命题1.122]说明 p.dimRM ≤ p.dimRS. 这证明了 n = 0时结论成立. 现在假
设结论对投射维数不超过 n− 1(n ≥ 1)的左 S-模成立,那么可选取自由左 S-模 F 使得有左 S-模短正合列

0 K F M 0.

因为 p.dimSM = n ≥ 1,所以无论 p.dimSF = p.dimSK 或 p.dimSF < p.dimSK,应用 [命题1.121]都能得到
p.dimSK = n−1. 因此对 SK应用归纳假设得到 p.dimRK ≤ p.dimSK+p.dimRS.将上述短正合列视作R-模
短正合列后, 根据 [命题1.121]总有 p.dimRM ≤ max{p.dimRK,p.dimRS} + 1 ≤ p.dimRS + (n − 1) + 1 =

p.dimRS + n. 因此 p.dimRM ≤ p.dimSM + p.dimRS.

Proposition 1.251 ([RR22]). 设 A,B 是域 k上代数,那么 A⊕B 同调光滑的充要条件是 A和 B 都同调光滑.
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Proof. 记 R = A ⊕ B, 那么 Re ∼= (A ⊗k Aop) ⊕ (B ⊗k Aop) ⊕ (A ⊗k Bop) ⊕ (B ⊗k Bop). 该标准同构把每个
(a1, b1) ⊗ (a2, b2) ∈ Re 映至 (a1 ⊗ a2, b1 ⊗ a2, a1 ⊗ b2, b1 ⊗ b2). 于是我们得到满环同态 α : Re → Ae, (a1, b1) ⊗
(a2, b2) 7→ a1⊗a2和 β : Re → Be, (a1, b1)⊗ (a2, b2) 7→ b1⊗ b2. 于是利用 α, β可将左Ae-模和Be-模视作Re-模.
根据前面的标准同构 Re ∼= (A⊗kAop)⊕ (B⊗kAop)⊕ (A⊗kBop)⊕ (B⊗kBop)可知 Ae和 Be作为 Re-模都投
射. 因此 [引理1.250]说明任何投射左 Ae-模或投射左 Be-模作为左 Re-模都投射. 现在设 A作为完全左 Ae-模
和 B 作为完全左 Be-模分别有有限长的有限生成投射分解

· · · P−2 P−1 P 0 A 0,

· · · Q−2 Q−1 Q0 B 0.

那么这也是 A和 B作为左 Re-模的有限生成投射分解. 注意到 R = A⊕B现在通过 A,B的左 Re-模结构作为
左 Re-模就是 R通常的左 Re-模结构. 于是由 α, β 都是满射可知上述两个投射分解的直和作为左 Re-模短正合
列给出了 R作为左 Re-模的有限长的有限生成投射分解. 这证明了 R是同调光滑的.

设 z = (1, 0) ∈ A⊕B = R,那么 z ⊗ z是 Re 中的中心幂等元. 并且有标准代数同构 (z ⊗ z)Re ∼= Ae(左边
的幺元就是 z ⊗ z). 在此代数同构下,任何左 Re-模 X 可自然产生左 (z ⊗ z)Re-模 (z ⊗ z)X . 进而 (z ⊗ z)X 也
可以视作左 Ae-模. 于是 (z ⊗ z)R ∼= A作为左 (z ⊗ z)Re-模产生的 A上左 Ae-模结构就是 A上通常的左 Ae-模
结构. 任何有限生成投射左 Re-模都是某个有限生成自由 Re-模的直和因子,进而任何投射左 (z ⊗ z)Re-模也可
以视作有限生成自由左 (z ⊗ z)Re-模的直和因子. 再注意到任何左 Ae-模X 产生的左 (z ⊗ z)Re-模 (z ⊗ z)X 满
足任何 x ∈ (z ⊗ z)X 有 x = (z ⊗ z)x. 这些观察说明如果 R作为左 Re-模有有限长的有限生成投射分解:

· · · P−2 P−1 P 0 Re 0.

那么就有 A ∼= (z ⊗ z)R作为左 Ae ∼= (z ⊗ z)Re-模的有限生成投射分解

· · · (z ⊗ z)P−2 (z ⊗ z)P−1 (z ⊗ z)P 0 (z ⊗ z)Re 0.

由此我们得到 A作为左 Ae-模是完全的. 对称地,也有 B 是完全左 Be-模.

之后我们将在 [定理1.255]证明域上的 0维扭 Calabi-Yau代数等价于可分代数. 首先我们回顾些关于对称
Frobenius代数的基本性质. 设 K 是含幺交换环, A是 K-代数. 如果 A是有限生成投射 K-模并且存在 A-A双
模同构 A ∼= HomK(A,K),则称 A是对称 Frobenius代数. 称K-模同态 tr : A→ K 是 A到K 的迹映射,如果
tr(ab) = tr(ba), ∀a, b ∈ A.如果迹映射 tr : A → K 满足对任何 a ∈ A, tr(aA) = 0蕴含 a = 0,则称 tr是非退化
的. 有限维代数的对称 Frobenius性质能够用非退化迹的存在性刻画:

Lemma 1.252 ([Lam99]). 设 A是域K 上有限维代数. 那么 A是对称 Frobenius代数当且仅当存在 A到K 的

非退化迹.

Proof. 必要性: 这时存在 A-A双模同构 θ : A→ HomK(A,K). 命 tr = θ(1). 那么对任何 a, b ∈ A,有

tr(ab) = θ(1)(ab) = (θ(1)a)(b) = θ(a)(b) = (aθ(1))(b) = θ(1)(ba) = tr(ba).

这说明 tr : A→ K 是迹映射. 如果 a ∈ A满足 tr(aA) = 0,那么 θ(a) = 0. 这迫使 a = 0.
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充分性: 如果有非退化迹映射 tr : A→ K. 命 θ : A→ HomK(A,K), a 7→ tr(a−),这明显是 A-A双模同态
并且是单射. 现在利用 A和 HomK(A,K)是维数相同的有限维K-代数得到 θ是双射.

现在设 R是域 K 上有限维半单代数. 根据Wedderburn-Artin定理, R同构于有限多个 K 上有限维可除

代数的矩阵代数的直和,所以根据前面的讨论只需证明 R = Mn(D), D是某个K 上有限维可除代数,的情形即
可. 再结合 K-代数同构Mn(D) ∼= D ⊗K Mn(K),只需证明 R = D是的情形即可. 由于 D是有限维代数,所以
D/[D,D] 6= 0. 进而存在 D到K 的非零迹映射,结合 D是单环得到该迹映射是非退化的.

Remark 1.253. 一般地,对K-代数 A, tr : A→ K 诱导 A-A双模同态 A→ HomK(A,K), a 7→ tr(a−). 反之,任
何 A-A双模同态 A → HomK(A,K)也自然诱导 A到 K 的迹映射. 因此研究 A到 K 的迹映射等同于研究 A

到 HomK(A,K)的 A-A双模同态.

Proposition 1.254 ([Lam99]). 设 K 是域,有限维 K-代数 A1, A2 都是对称 Frobenius代数. 那么 A1 ⊕ A2 和

A1 ⊗K A2都是对称 Frobenius代数. 特别地,域上的有限维半单代数都是对称 Frobenius代数.

Proof. 根据 [引理1.252],只需构造 A1 ⊕ A2 和 A1 ⊗K A2 上的非退化迹映射. 设 tr1 : A1 → K 和 tr2 : A2 → K

都是非退化迹. 那么 τ : A1 ⊕A2 → K, (a1, a2) 7→ tr1(a1) + tr2(a2)明显是非退化迹. 再考虑

T : A1 ⊗K A2 → K, a1 ⊗ a2 7→ tr1(a1)tr2(a2),

这明显是迹映射. 设 A1 作为 K-线性空间有基 {u1, ..., un}, A2 作为 K-线性空间有基 {v1, ..., vm}. 可直接计算
T 关于 A1 ⊗K A2的K-基 {u1 ⊗ v1, ..., u1 ⊗ vm, u2 ⊗ v1, ..., u2 ⊗ vm, ..., un ⊗ v1, ..., un ⊗ vm}的判别式就是矩阵
(tr(uiuj))n×n和 (tr(vivj))m×m的 Kronecker积的行列式. 于是得到 T 是非退化迹.

Theorem 1.255 ([RR22]). 设K 是域且 A是K-代数,那么以下等价:
(1) A是 0维扭 Calabi-Yau代数;
(2) A是可分K-代数;
(3) A是 0维 Calabi-Yau代数.

Proof. (1)⇒(2)和 (3)⇒(1)都是明显的 (回忆 [注记1.247]). 现在证明A是可分K-代数时,A也是 0维Calabi-
Yau代数来完成证明. 这时 Ae 是有限维半单代数, 所以 [命题1.254]说明 Ae 是对称 Frobenius代数. 进而有
Ae-Ae双模同构HomK(A

e,K) ∼= Ae. 所以作为右Ae-模有同构HomAe(A,Ae) ∼= HomAe(A,HomK(A
e,K)) ∼=

HomK(A
e⊗AeA,K) ∼= HomK(A,K). 因为K-代数A的可分性也蕴含A是有限维半单代数,所以也有右Ae-模

同构 HomK(A,K) ∼= A. 这就证明了 A是 Calabi-Yau代数.

Example 1.256. 设K 是域,那么 A = K ⊕K 是交换仿射可分代数,因此 [定理1.255]保证了 A是 0维 Calabi-
Yau代数. 这也说明域上交换仿射 Calabi-Yau代数未必是整区.

在扭 Calabi-Yau代数的语言下, [定理1.241]可重述为:

Theorem 1.257 ([vdB98, vdB02]). 设 K-代数 A满足 A是投射 K-模. 如果 A是维数为 n的扭 Calabi-Yau代
数,如果记可逆双模 ExtnAe(A,Ae)为 U ,那么对任何自然数 i有自然同构 H i(A,−) ∼= Hn−i(A,U ⊗A −).

Remark 1.258. 对维数是 n的 Calabi-Yau代数 A,有自然同构 H i(A,−) ∼= Hn−i(A,−), ∀i ∈ N.
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对 K-代数 A, 回忆 K-代数自同构 τ : A → A 被称为内自同构, 如果存在可逆元 b ∈ A 使得 τ(x) =

bxb−1, ∀x ∈ A. 如果 τ 是 A 上代数自同构, 那么我们可以赋予 A 上新的左 A-模结构: 对任何 a ∈ A, x ∈ A,
a · x = τ(a)x. 类似地, A的任何代数自同构 µ可诱导新的右 A-模结构: x · a = xµ(a), ∀a, x ∈ A.对带有 τ 给

出的左 A-模结构以及 µ给出的右 A-模结构得到的 A上新的 A-A双模结构,记相应双模为 τAµ. 如果 τ 是 A上

恒等映射,相应的双模 1A
µ
或 Aµ. 如果 µ是 A上恒等映射,那么 τ 对应的 A-A双模记作 τA1 或 τA.如果 µ是

K-代数 A上代数自同构,那么可直接验证有双模同构 µ−1

A1 ∼= 1Aµ以及 1Aµ ⊗A µA1 ∼= µA1 ⊗A 1Aµ ∼= A.

Lemma 1.259. 设 A是K-代数,M 是 A-A双模满足有左 A-模同构 A ∼=M . 那么存在 A上K-代数自同态 µ使

得有 A-A双模同构 1A
µ ∼=M.

Proof. 设有左 A-模同构 φ : A → M . 记 η = φ(1),那么 η 是M 作为秩为 1的左 A-模的基. 对每个 a ∈ A,设
µ(a) ∈ A是由 φ(µ(a)) = ηa确定的元素. 等价地, µ(a)η = ηa, ∀a ∈ A.对任何 a, b ∈ A有

φ(µ(ab)) = ηab = µ(a)ηb = µ(a)φ(µ(b)) = φ(µ(a)µ(b)).

由此可知 µ是 A作为K-代数的自同态. 容易直接验证 φ给出双模同构 1A
µ ∼=M.

Remark 1.260. 如果 K-代数 A 满足存在代数自同态 µ 使得 1A
µ
是可逆 A-A 双模, 那么 µ 是代数自同构: 首

先注意这时有 A-A双模同构 1Aµ ⊗A µA1 ∼= A.因此也有双模同构 µA1 ⊗A 1Aµ ∼= A. 设 η ∈ µA1 ⊗A 1Aµ 是

1 ∈ A在某个双模同构下的像. 易见存在 x ∈ A使得 η = x ⊗ 1.我们断言 x ∈ A是可逆元. 事实上,因为 1 ⊗ 1

可由 η 左乘 A中元素生成也可以由 η 右乘 A中元素生成,所以作为加法群 A ⊗A A中元素,有 u, v ∈ A使得
µ(u)x ⊗ 1 = xµ(v) ⊗ 1 = 1 ⊗ 1. 所以 x ∈ A 可逆. 由 η 是 µA1 ⊗A 1Aµ 作为秩为 1 的自由左 A-模的基得到
µ 是单射. 最后说明 µ 是满射. 任取 b ∈ A, 那么存在 a ∈ A 使得 (bx) ⊗ 1 = aη, 即在加法群 A ⊗A A 中有
bx⊗ 1 = µ(a)x⊗ 1,这说明在 A中有 bx = µ(a)x. 结合 x在 A中可逆得到 b = µ(a). 故 µ是代数自同构.

Definition 1.261 (斜Calabi-Yau代数, [RR22]). 设K-代数A满足A是投射K-模. 如果A是 n维扭Calabi-Yau
代数并且存在 A上代数自同构 µ使得有 A-A双模同构 ExtnAe(A,Ae) ∼= 1A

µ,那么称 A是 n维斜 Calabi-Yau
代数,这里的代数自同构 µ被称为 A的 Nakayama自同构.

Remark 1.262. 斜 Calabi-Yau代数的Nakayama自同构在相差某个内自同构意义下唯一: 如果 A是斜 Calabi-
Yau代数并且代数自同构 µ和 τ 都是 A的 Nakayama自同构,那么有 A-A双模同构 1A

µ ∼= 1A
τ . 记该双模同

构为 φ : A→ A,那么对任何 a, b ∈ A有 φ(aµ(b)) = φ(a)τ(b). φ自然可视作 u = φ(1) ∈ A诱导的右乘变换. 事
实上, u是 A中可逆元. 原因是 φ是满射说明存在 v ∈ A使得 φ(v) = 1. 于是 vu = 1 = uµ(v).因此可逆元 u满

足 aµ(b)u = auτ(b), ∀a, b ∈ A.进而 µ是 τ 和 u决定的内自同构的合成. 反之,如果 µτ−1 是 A上的内自同构,
即有可逆元 u ∈ A使得 µ(a)u = uτ(a), ∀a ∈ A.命 φ : Aµ → Aτ , x 7→ xu,那么关于 A上通常的左 A-模结构, φ
是左 A-模同构. 对任何 a, b ∈ A,在 A中有 φ(aµ(b)) = aµ(b)u = auτ(b) = φ(a)µ(b). 这说明 φ给出 A-A双模
同构 1A

µ ∼= 1A
τ . 特别地,斜 Calabi-Yau代数是 Calabi-Yau代数当且仅当其 Nakayama自同构是内自同构.

Remark 1.263. 存在不是斜 Calabi-Yau代数的扭 Calabi-Yau代数,见 [RR22, Example 7.2].

Proposition 1.264 ([BZ08]). 设 A是 d维斜 Calabi-Yau代数并且有 Nakayama自同构 µ : A → A. 那么 µ限

制在 Z(A)上是恒等映射. 特别地, Z(A)在 ExtdAe(A,Ae)上的左作用和右作用一致.

99



Proof. 现在设有 A-A 双模同构 ExtdAe(A,Ae) ∼= Aµ. 对 z ∈ Z(A), z 在 Aµ 上的左作用来自 z 的左乘, 右作
用来自 µ(z) 的右乘. 因为 ExtdAe(A,Ae) 上的 A-A 双模结构来自 Ae 在自身上的右乘变换给出的 Ae 上的右

Ae-模结构, 所以 ExtdAe(A,Ae) 作为 A-A 双模, z 在 ExtdAe(A,Ae) 上的右作用来自 z ⊗ 1 在 Ae 上的右乘变换,
z 在 ExtdAe(A,Ae)上的左作用来自 1 ⊗ z 在 Ae 上的右乘变换. 因为 z ∈ Z(A),所以 z 在 ExtdAe(A,Ae)上的左

作用和右作用分别可以由 1 ⊗ z 和 z ⊗ 1 在 Ae 上的右乘变换诱导. 如果我们能够说明 ExtdAe(A, (z ⊗ 1)r) =

ExtdAe(A, (1⊗ z)r),那么 Z(A)中元素在 ExtdAe(A,Ae)上左作用和右作用相同,由此便知 µ在 Z(A)上的限制是

恒等映射. 而由 Z(A)中元素在 A上的左作用和右作用相同立即得到对 A作为左 Ae-模的投射分解:

· · · P−2 P−1 P 0 A 0,

由 z ⊗ 1和 1⊗ z在 A上的左乘变换 (这也是左 Ae-模同态)诱导出的下面两个链映射是链同伦的:

· · · P−2 P−1 P 0 A 0

· · · P−2 P−1 P 0 A 0

z⊗1 z⊗1 z⊗1 z⊗1

· · · P−2 P−1 P 0 A 0

· · · P−2 P−1 P 0 A 0

1⊗z 1⊗z 1⊗z 1⊗z

因此 HomAe(1⊗ z,Ae)和 HomAe(z ⊗ 1, Ae)作为计算 Ext•Ae(A,Ae)的复形上的两个链映射也是链同伦的. 由
此得到 ExtdAe(A, (z ⊗ 1)r) = ExtdAe(A, (1⊗ z)r).

Remark 1.265. 证明过程表明 d维扭 Calabi-Yau代数 A满足 Z(A)在 ExtdAe(A,Ae)上的左右作用一致.

从 [命题1.264] 可知交换代数的 Calabi-Yau 性质和斜 Calabi-Yau 性质是等价的. 更进一步, 利用 Koszul
复形,交换代数光滑性关于局部完全交的刻画以及 Hochschild-Kostant-Rosenberg定理可证得

Theorem 1.266. 设 A是域 k上本质有限型光滑交换代数,且 Krull维数是 d. 那么以下等价:
(1)存在自然数 n使得当 i 6= n时 ExtiAe(A,Ae) = 0,而 i = n时有 A-A双模同构 ExtnAe(A,Ae) ∼= A;
(2)有 A-A双模同构 Ωd(A) ∼= A(注意 d是满足 Ωn(A) 6= 0的最大自然数 n).
当上述等价命题之一成立时,命题中的自然数 n = d = p.dimAeA.

Remark 1.267. 一般地,对域上本质有限型光滑交换代数 A,总有 p.dimAeA = gl.dimA = k.dimA. 如果记 d是

公共的维数值,那么也有 d = max{n ∈ N|Ωn(A) 6= 0}.这时 A的代数 de Rham上链复形为

0 A Ω1(A) Ω2(A) · · · Ωd(A) 0.

利用 [定理1.266],我们便得到本质有限型交换代数的 Calabi-Yau性质的等价刻画:

Proposition 1.268 (交换 Calabi-Yau代数, [LWZ17]). 设A是域 k上本质有限型光滑交换代数. 那么以下等价:
(1) A是 Calabi-Yau代数;
(2) A是斜 Calabi-Yau代数;
(3) A有平凡的典范丛,即有 A-模同构 Ωd(A) ∼= A,这里 d = k.dimA.

Remark 1.269. 结合 [注记1.256],我们看到域上典范丛平凡的交换仿射光滑代数未必是整区.
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2 三角范畴

2.1 同伦范畴的三角结构

本节固定加性范畴 A,下面主要介绍 A上复形范畴 C (A)以及同伦范畴 K (A)上的平移函子、复形间链
映射的映射锥以及K (A)中的“好三角”的概念与基本特性,这将作为三角范畴定义的公理化动机.
对任何整数 ℓ,我们能够讨论复形的 ℓ次平移. 具体地,设 (X•, d•X)是 A上复形,定义 X[ℓ]n = Xn+ℓ 以及

dnX[ℓ] = (−1)ℓdn+ℓX ,于是得到 A上复形 (X[ℓ]•, d•X[ℓ]),称为复形 (X•, d•X)的 ℓ次左平移. 对任何 A上复形间的
链映射 f• : X• → Y •,定义 f [ℓ]n = fn+ℓ, ∀n ∈ Z,进而得到链映射 f [ℓ]• : X[ℓ]• → Y [ℓ]•. 于是对任何整数 ℓ,我
们得到加性函子 [ℓ] : C (A)→ C (A),称之为复形范畴上 ℓ次左平移函子. 易见 1次左平移函子 [1]是范畴 C (A)
上自同构,并有逆 [−1]. 对任何整数 ℓ, C (A)上平移函子满足 [ℓ] = [1]ℓ. 如果 ℓ是复整数,那么复形 (X[ℓ]•, d•X[ℓ])

通过 (X•, d•X)的右平移实现.
如果链映射 f• : X• → Y • 是零伦的, 那么 f [ℓ]• : X[ℓ]• → Y [ℓ]• 也是零伦的: 设态射族 {sn : Xn →

Xn+1}n∈Z 满足 fn = sn+1dnX + dn−1
X sn, ∀n ∈ Z,那么有 f [ℓ]n = (−1)ℓsn+ℓ+1dnX[ℓ] + dn−1

X[ℓ](−1)ℓsn+ℓ. 于是平移
函子 [ℓ]也能够视作同伦范畴K (A)上的范畴自同构. 在平移函子的记号下, [例1.47]中的 Hom复形的上同调
群能够有简洁的描述. 现在设 (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )都是 A上复形,那么对任何整数 n,复形 (Hom•(X,Y ), d•)

的 n次上闭链群 Kerdn = {f = (fp)p∈Z ∈ Homn(X,Y )|dn+pY fp = (−1)nfp+1dpX}就是 HomC (A)(X
•, Y [n]•).

而 (Hom•(X,Y ), d•) 的 n 次上边缘链群 Imdn−1 = {f = (fp)p∈Z ∈ Homn(X,Y )|存在s = (sp)p∈Z使得f
p =

(dn−1s)p = dn−1+p
Y sp + (−1)nsp+1dpX}可以重新描述为 Htp(X•, Y [n]•). 于是我们得到公式

Proposition 2.1 ([ZW18]). 设 A是加性范畴, (X•, d•X)和 (Y •, d•Y )都是 A上复形. 那么对任何整数 n有

Hn(Hom•(X,Y )) = HomK (A)(X
•, Y [n]•).

Remark 2.2. 该公式左边是 Hom 复形的上同调, 右边是链映射同伦等价类集. 故该公式联系着上同调和同
伦. 这里使用的 Hom复形习惯是对相应双复形的行微分添加符号,根据 (1.6)中的链同构,另一种习惯定义的
Hom复形同样有 [命题2.1]的同构. 事实上,如果我们考虑的 Hom复形是通过双复形 (1.5)定义的,那么这里
Hom•(X,Y )的微分 dn : Homn(X,Y )→ Homn+1(X,Y )满足把 (fp : Xp → Y p+n)p∈Z映至 ((−1)n+1dn+pY fp+

fp+1dpX : Xp → Y n+p+1)p∈Z,由此不难看出同样有 [命题2.1]成立.

Remark 2.3. 设 A,B是含幺环,那么对左 A-模复形X 和 A-B双模复形 Y , Hom•(X,Y )可自然视作右 B-模复
形. 这时 HomC (A)(X

•, Y •)也有自然的右 B-模结构,这时所有零伦的链映射构成的加法子群 Htp(X•, Y •)成

为HomC (A)(X
•, Y •)的右 B-子模,所以HomK (A)(X

•, Y •)上有自然的右 B-模结构. 于是 [命题2.1]中的公式
Hn(Hom•(X,Y )) = HomK (A)(X

•, Y [n]•)也是视作右 B-模的等同. 更进一步,如果 X 这时是 A-C 双模复形,
Y 是 A-B 双模复形,那么 Hom•(X,Y )可视作 C-B 双模复形. 于是每个 Hn(Hom•(X,Y ))是 C-B 双模,同样,
Htp(X•, Y •)成为 HomC (A)(X

•, Y •)的 C-B 子模, 于是 HomK (A)(X
•, Y [n]•)也有 C-B 双模结构. 因此 [命

题2.1]中的公式 Hn(Hom•(X,Y )) = HomK (A)(X
•, Y [n]•)的等同这时也是 C-B 双模的等同.

下面我们介绍复形间链映射决定的映射锥以及相关基本性质. 现在固定 A上复形间链映射 f• : X• → Y •.
对任何整数 n,定义 Con(f)n = Xn+1 ⊕ Y n以及态射

dnCon(f) =

(
dnX[1] 0

f [1]n dnY

)
=

(
−dn+1

X 0

fn+1 dnY

)
: Xn+1 ⊕ Y n → Xn+2 ⊕ Y n+1,
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易见 (Con(f)•, d•Con(f))是复形,称为 f• : X• → Y •的映射锥. 映射锥的 n次微分是X[1]n⊕Y n → X[2]n⊕Y [1]n

的态射. 在 [记号1.3]下,可直接验证 C (A)中有下述链映射:(
0

1

)
: Y • → Con(f)•以及

(
1 0

)
: Con(f)• → X[1]•.

因此我们得到 C (A)中链映射序列

X• f•

−→ Y •


0

1


−−→ Con(f)•

(
1 0

)
−−−−−→ X[1]•. (2.1)

将 (2.1)在同伦范畴K (A)中对应的态射序列称为由 f• : X• → Y •决定的标准三角. 在同伦范畴中,容易验证
(2.1)中任意两个相邻态射 (链映射同伦等价类)的合成是零.

Example 2.4. 设 A是加性范畴,那么复形 (X•, d•X)上恒等链映射 1•X 决定的映射锥 Con(1X)•是可缩复形.

Proof. 对任何整数 n,考虑下述态射便能够给出映射锥 Con(1X)•上恒等链映射到零链映射的同伦:(
0 1

0 0

)
: Xn+1 ⊕Xn → Xn ⊕Xn−1.

Remark 2.5. 复形 (X•, d•X)上恒等链映射的映射锥能够用于刻画从 (X•, d•X)出发的链映射是零伦的. 具体地,
对任何链映射 f• : X• → Y •,它是零伦的当且仅当在 C (A)中存在链映射 h• : Con(1X)• → Y •使得

X• Con(1X)•

Y •

( 10 )

f•
h•

交换. 充分性由 [例2.4]说明的 Con(1X)• 是同伦范畴中零对象立即得到. 必要性: 如果 f• : X• → Y • 是零伦

的,设有态射族 {sn : Xn → Y n−1}n∈Z 满足 fn = sn+1dnX + dn−1
Y sn, ∀n ∈ Z. 命 hn =

(
sn+1 fn

)
,那么可直接

验证射 h• : Con(1X)• → Y •是满足上图交换的链映射. 因此零伦的链映射可经 Con(1X)•分解.

一般地, 称下述形式的链映射序列在 K (A)中对应的态射序列为 K (A)中的三角 (当讨论同伦范畴中的
态射时,我们取定其作为链映射等价类的一个代表元,同伦范畴中严格的态射记号应当用链映射等价类表示):

X• f•

−→ Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•.

设同伦范畴K (A)中有三角 X• f•

−→ Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]• 和 X̂• f̂•

−→ Ŷ • ĝ•−→ Ẑ• ĥ•

−→ X̂[1]•. 如果由同伦范畴中
的态射 u• : X• → X̂•, v• : Y • → Ŷ •和 w• : Z• → Ẑ•构成的三元组 (u•, v•, w•)满足

X• Y • Z• X[1]•

X̂• Ŷ • Ẑ• X̂[1]•

f•

u•

g•

v•

h•

w• u[1]•

f̂• ĝ• ĥ•

102



(在同伦范畴中)交换,则称 (u•, v•, w•)是三角间的态射. 如果三角态射 (u•, v•, w•)中每个 (同伦范畴中的)态
射是同构,则称 (u•, v•, w•)是三角同构. 前面对 C (A)的链映射 f• : X• → Y •,能够诱导K (A)中的标准三角
(2.1). 一个基本问题是 f• : X• → Y • 所在的链映射等价类如果选取其他的代表元,定义出的同伦范畴中的标
准三角与 (2.1)有何关系. 下面的 [命题2.6]说明在同伦范畴中任何态射,不同链映射代表元的选取定义出的标
准三角是同构的. 所以同伦范畴中态射决定的标准三角在同构意义下由态射本身决定.

Proposition 2.6 ([Zha15]). 设 A是加性范畴且有同伦的链映射 f• : X• → Y • 和 g• : X• → Y •,并设态射族
{sn : Xn → Y n−1}n∈Z是 f•到 g•的同伦,即 dn−1

Y sn + sn+1dnX = fn − gn, ∀n ∈ Z. 那么在K (A)中

X• Y • Con(f)• X[1]•

X• Y • Con(g)• X[1]•

f• ( 01 ) ( 1 0 )

1•X[1]1•X

g• ( 01 )
( 1 0 )

1•Y ( 1 0
s• 1 )

(2.2)

交换并且给出上行标准三角与下行标准三角间的三角同构.

Proof. 利用态射族 {sn : Xn → Y n−1}n∈Z是 f•到 g•的同伦可直接验证(
1 0

s• 1

)
: Con(f)• → Con(g)•

是定义合理的链映射 (且易验证是链同构),于是由图 (2.2)明显在K (A)中交换便知结论成立.

现在记 E 是K (A)中所有与标准三角 (即形如 (2.1)的三角)同构的三角构成的类. 那么由标准三角中任
意两个 (作为同伦范畴中的)相邻态射合成是零立即得到 E 中的三角都满足任意两个相邻态射的合成是零.

Proposition 2.7 ([Zha15]). 设 A是加性范畴,那么上述三角类 E 满足:
(1)三角类 E 关于 (三角)同构封闭.
(2)任取 A上复形 (X•, d•X),那么三角 X• X• 0 X[1]•

1•X
在 E 中.

(3)任给K (A)中态射 f• : X• → Y •, E 中存在 X• f•

−→ Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•的三角.
(4)任给三角 X• f•

−→ Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•,该三角在 E 中当且仅当 Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•
−f [1]•−−−−→ Y [1]•在 E 中.

(5)如果 X• f•

−→ Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•和 X̂• f̂•

−→ Ŷ • ĝ•−→ Ẑ• ĥ•

−→ X̂[1]•都是 E 中三角且有K (A)中交换图:

X• Y •

X̂• Ŷ •

u•

f•

v•

f̂•

那么存在链映射 w• : Z• → Ẑ•使得在K (A)中有交换图:

X• Y • Z• X[1]•

X̂• Ŷ • Ẑ• X̂[1]•

u•

f•

v•

g•

w•

h•

u[1]•

f̂• ĝ• ĥ•
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Proof. 根据 E 的定义便知 (1)成立. 现在说明 (2): 由 [例2.4]知复形 (X•, d•X)的恒等链映射 1•X 给出的同伦范

畴中的标准三角同构于 X• X• 0• X[1]•.
1•X

因此 (2)也成立. (3)通过取同伦范畴中态射
作为链映射等价类的代表元考虑标准三角便知. 现在说明 (4),根据 E 的定义易见只需处理标准三角的情形. 并
且只需要证明必要性: 如果证明了任何 E 中三角 X• f•

−→ Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•满足

Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•
−f [1]•−−−−→ Y [1]•

也在 E 中. 那么当 Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]•
−f [1]•−−−−→ Y [1]•在 E 中时,也有

X[1]•
−f [1]•−−−−→ Y [1]•

−g[1]•−−−−→ Z[1]•
−h[1]•−−−−→ X[2]• ∈ E .

所以 X[1]•
f [1]•−−−→ Y [1]•

g[1]•−−−→ Z[1]•
h[1]•−−−→ X[2]• 同构于某个标准三角. 再用平移函子 [−1]作用相应的三角同构

图可知 X• f•

−→ Y • g•−→ Z• h•

−→ X[1]• 也同构于某个标准三角,所以在 E 中. 根据前面的讨论,要完成 (4)的证明
只需再验证标准三角满足必要性. 现在考虑标准三角 (2.1),我们需要证明下述三角在 E 中:

Y • ( 01 )−−→ Con(f)• ( 1 0 )−−−→ X[1]•
−f [1]•−−−−→ Y [1]•. (2.3)

考虑标准三角 Y •
α(f)•=( 01 )−−−−−−−→ Con(f)•

( 01 )−−→ Con(α(f))• ( 1 0 )−−−→ Y [1]•. 对每个正整数 n,定义

φn =


−fn+1

1n+1
X

0

 : Xn+1 → Con(α(f))n = Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Y n, ψn =
(
0 1 0

)
: Con(α(f))n → Xn+1,

可直接计算验证 φ• : X[1]• → Con(α(f))• 和 ψ• : Con(α(f))• → X[1]• 都是定义合理的链映射并且在同伦范

畴内自然诱导 α(f)•的映射锥给出的标准三角与 (2.3)同构 (三角间其余竖直态射使用恒等链映射).
最后证明 (5), 易见只需处理标准三角的情形. 现在设链映射 f• : X• → Y • 决定的标准三角 (2.1) 和

g• : X̂• → Ŷ •决定的标准三角满足存在链映射 u• : X• → X̂•和 v• : Y • → Ŷ •满足

X• Y •

X̂• Ŷ •

u•

f•

v•

f̂•

在同伦范畴中交换. 那么有态射族 {sn : Xn → Ŷ n−1}n∈Z使得 vnfn − f̂nun = sn+1dnX + dn−1

Ŷ
sn, ∀n ∈ Z. 命

wn :

(
un+1 0

sn+1 vn

)
: Xn+1 ⊕ Y n → X̂n+1 ⊕ Ŷ n,

可直接验证 w• : Con(f)• → Con(g)•就是满足要求的链映射.
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现在设 E 中有三角X• f•

−→ Y • −→ Ẑ• −→ X[1]•, Y • g•−→ Z• −→ X̂• −→ Y [1]•以及X• gf•

−−→ Z• −→ Ŷ • −→ X[1]•.

X• Y • Ẑ• X[1]•

X• Z• Ŷ • X[1]•

X̂•

Ẑ[1]• Y [1]•

f•

1•X g• u•
1•X[1]

gf•

v•

w•

我们说明存在 E 中三角 Ẑ• u•

−→ Ŷ • v•−→ X̂• w•

−−→ Ẑ[1]• 使得上图交换. 类似 [命题2.7],可不妨设给定的三个 E 中
三角都是标准三角 (否则适当调整定义映射锥的链映射), 进而只需处理上图第一行是 f• 给出的标准三角, 第
二列是 g•给出的标准三角以及第二行是 gf•给出的标准三角的情形. 这时可直接计算验证

u• =

(
1•X

g•

)
: Con(f)• → Con(gf)•,

v• =

(
f•

1•Z

)
: Con(gf)• → Con(g)•,

w• =

(
0 0

1•Y 0

)
: Con(g)• → Con(f)[1]•

都是定义合理的链映射并且使前面的图交换,并可验证三角Con(f)• u•

−→ Con(gf)• v•−→ Con(g)• w•

−−→ Con(f)[1]•

和 u•决定的标准三角间有自然的同构. 我们把前面的讨论总结为

Proposition 2.8 (八面体公理, [Zha15]). 设 E 中有三角 X• f•

−→ Y • −→ Ẑ• −→ X[1]•, Y • g•−→ Z• −→ X̂• −→ Y [1]•

以及 X• gf•

−−→ Z• −→ Ŷ • −→ X[1]•. 那么存在 E 中三角 Ẑ• u•

−→ Ŷ • v•−→ X̂• w•

−−→ Ẑ[1]•使得下图交换:

X• Y • Ẑ• X[1]•

X• Z• Ŷ • X[1]•

X̂•

Ẑ[1]• Y [1]•

f•

1•X g• u•
1•X[1]

gf•

v•

w•

2.2 预三角范畴

本节固定加性范畴 A. 如果加性函子 T : A → A是范畴同构,称 T 是 A上平移函子. 本节介绍预三角范畴
和三角范畴的基本性质. 加性范畴上的同伦范畴关于复形平移函子是经典的三角范畴,因此下面的理论中都可
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以对 A代入同伦范畴、对 T 代入复形平移函子来理解. 以下固定加性范畴 A上平移函子 T : A → A. 称 A中
下述形式的态射序列为 (A, T )中的一个三角:

X Y Z TX.
u v w

有时为了方便也将上述三角记作 6元组 (X,Y, Z, u, v, w).
如果 (X,Y, Z, u, v, w)和 (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′)都是 (A, T )中三角,态射三元组 (f, g, h)如果使得下图交换:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v

g

w

h T (f)

u′ v′ w′

则称 (f, g, h)是三角态射. 如果三角态射 (f, g, h)进一步满足 f, g, h都是同构,那么称该三角态射是三角同构.

Definition 2.9 (预三角范畴, [Zha15]). 设 A是带有平移函子 T 的加性范畴, E 是 (A, T )中一些三角构成的类.
称 (A, T, E)是预三角范畴,如果

• (TR1)类 E 关于三角同构封闭, A中任何态射 u : X → Y 可嵌入 E 中某个三角 (X,Y, Z, u, v, w)中, A中
任何对象 X 满足 (X,X, 0, 1X , 0, 0) ∈ E ;

• (TR2)如果三角 X Y Z TX.
u v w

在 E 中,那么 Y Z TX TY
v w −Tu

也在 E 中;

• (TR3)如果 (X,Y, Z, u, v, w)和 (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′)都是 E 中三角,并且有态射的交换图:

X Y

X ′ Y ′

u

f g

u′

那么存在 (未必唯一)态射 h : Z → Z ′使得 (f, g, h)成为三角态射,即下图交换:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v

g

w

h T (f)

u′ v′ w′

当 (A, T, E)是预三角范畴时,称 E 中三角为好三角.

Remark 2.10. 设 (A, T, E)是预三角范畴,那么 A中任何态射 u : X → Y 嵌入好三角的位置是任意的,即有形
如

T−1Y Z X Y,
u

Z X Y TZ
u

的好三角. 事实上,由 (TR1)知态射−T−1u : T−1X → T−1Y 可嵌入某好三角 T−1X T−1Y Z X,
−T−1u

因此对该好三角应用一次 (TR2)便得第一个形式的好三角, 再对第一个形式的好三角应用一次 (TR2)便得到
第二个形式的好三角. 所以 u : X → Y 嵌入好三角的位置是任意的.
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Remark 2.11. 如果预三角范畴 (A, T, E) 中有好三角 (X,Y, Z, u, v, w), 那么 vu = 0, wv = 0, (Tu)w = 0. 由
(TR2)知只需说明 vu = 0即可. 而预三角范畴的定义说明在 A中存在下述形式的交换图:

Y Z TX TY

Z Z 0 TZ

v

v

w

1Z

−Tu

Tv

1Z

于是 (Tv)(Tu) = 0,因此 T (vu) = 0,再由 T 是范畴同构得到 vu = 0.

Remark 2.12. 预三角范畴定义中的 (TR3)里的态射 h可以在任何位置上. 即如果有好三角 (X,Y, Z, u, v, w)和

(X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′)以及态射 g : Y → Y ′, h : Z → Z ′使得 hv = v′g,则存在态射 f : X → X ′使得下图交换:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v

g

w

h Tf

u′ v′ w′

如果有好三角 (X,Y, Z, u, v, w)和 (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′)以及态射 f : X → X ′, h : Z → Z ′ 使得 (Tf)w = w′h,
那么存在态射 g : Y → Y ′使得下图交换:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v

g

w

h Tf

u′ v′ w′

先证明前面一种情况,即有态射 g : Y → Y ′, h : Z → Z ′ 使得 hv = v′g. 那么下图左边的方块交换并且 (TR2)
说明上下两行都是好三角:

Y Z TX TY

Y ′ Z ′ TX ′ TY ′

v

g

w

h

−Tu

Tg

v′ w′ −Tu′

应用 (TR3)得到存在态射 f̃ : TX → TX ′使得下图交换 (由于 T 是忠实满函子,可设 f̃ = Tf):

Y Z TX TY

Y ′ Z ′ TX ′ TY ′

v

g

w

h

−Tu

f̃=Tf Tg

v′ w′ −Tu′

于是由 T 是忠实函子得到 u′f = gu以及 (Tf)w = w′h. 现在讨论第二种情况,即这时有态射 f : X → X ′, h :

Z → Z ′使得 (Tf)w = w′h. 那么利用 (TR2)得到下图,其中上下两行是好三角并且中间的方块是交换的:

Y Z TX TY

Y ′ Z ′ TX ′ TY ′

v w

h

−Tu

Tf

v′ w′ −Tu′

现在应用刚刚证明的结果,得到存在态射 g : Y → Y ′ 使得 v′g = hv 以及 T (gu) = T (u′f). 再利用 T 的忠实性

得到 gu = u′f .
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Remark 2.13. 预三角范畴定义中的 (TR1)中对象的恒等态可以在好三角的任意位置. 即对任何 X ∈ obA,

0 X X 0,
1X

T−1X 0 X X
1X

都是好三角. 以第一个三角为例. 根据 (TR1),有好三角 T−1X T−1X 0 X,
1T−1X

所以对该好三角应用

两次 (TR1),即顺时针旋转两次得到好三角 0 X X 0.
−1X

Example 2.14. 根据 [命题2.7],对任何加性范畴 A,同伦范畴 (K (A), [1], E)是预三角范畴,其中 E 是同伦范畴
中所有和链映射给出的标准三角同构的三角构成的类.

Definition 2.15 (上同调函子, [Zha15]). 设 (A, T, E)是预三角范畴, B是 Abel范畴.
(1)加性函子 H : A → B被称为上同调函子,如果 A中任何好三角 (X,Y, Z, u, v, w)导出 B中长正合列:

· · · H(T iX) H(T iY ) H(T iZ) H(T i+1X) · · · .H(T i−1w) H(T iu) H(T iv) H(T iw) H(T i+1u)

(2)逆变加性函子 H : A → B被称为上同调函子,如果 A中任何好三角 (X,Y, Z, u, v, w)导出 B中长正合列:

· · · H(T i+1X) H(T iZ) H(T iY ) H(T iX) · · · .H(T i+1u) H(T iw) H(T iv) H(T iu) H(T i−1w)

Example 2.16 ([Zha15]). 设 (A, T, E)是预三角范畴, W ∈ obA. 那么 HomA(W,−)和 HomA(−,W )都是 A
到 Ab的上同调函子.

Proof. 设 X Y Z TX.
u v w

是好三角,根据 (TR2),只需验证

HomA(W,X) HomA(W,Y ) HomA(W,Z),
u∗ v∗

HomA(Z,W ) HomA(Y,W ) HomA(X,W )
v∗ u∗

是加群正合列. 先证明共变情形,由 [注记2.11]知 v∗u∗ = 0.如果有态射 g :W → Y 满足 vg = 0,那么下图中间
的方块交换并且上下两行都是好三角:

W W 0 TW

X Y Z TX

1W

g

u v w

所以根据 [注记2.12],存在态射 f :W → X 使得下图交换:

W W 0 TW

X Y Z TX

1W

f g Tf

u v w

这说明 g = u∗(f). 因此 u∗ 和 v∗ 在 HomA(W,Y )处正合. 再考虑 HomA(−,W )的情形. 设 g : Y → W 满足

u∗(g) = 0. 这时根据 [注记2.13],我们有下述左边第一个方块交换的图,并且上下两行都是好三角:

X Y Z TX

0 W W 0

u v

g

w

1W
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于是根据 (TR3),存在态射 h : Z →W 使得下图交换:

X Y Z TX

0 W W 0

u v

g

w

h

1W

因此 v∗(h) = g. 进而得到 v∗和 u∗在 HomA(Y,W )处正合.

Corollary 2.17 ([Zha15]). 设 (A, T, E)是预三角范畴. 那么:
(1)如果 A中有下述交换图满足上下两行都是好三角:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v

g

w

h Tf

u′ v′ w′

那么 f, g是同构蕴含 h也是同构.
(2)任给态射 u : X → Y ,如果有好三角 (X,Y, Z, u, v, w)和 (X,Y, Z ′, u, v′, w′),那么存在同构 h : Z → Z ′使得

下图交换 (即任何态射 u : X → Y 能够嵌入的好三角在三角同构意义下唯一):

X Y Z TX

X Y Z ′ TX

u

1X

v

1Y

w

h 1TX

u v′ w′

(3)如果有好三角 (X,Y, Z, u, v, w)和 (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′)以及态射交换图:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u v

g

w

h

u′ v′ w′

那么存在态射 f : X → X ′使得下图交换,并且 g和 h是同构蕴含 f 也是同构:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v

g

w

h Tf

u′ v′ w′

(4)如果有好三角 (X,Y, Z, u, v, w)和 (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′)以及态射交换图:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v w

h Tf

u′ v′ w′

那么存在态射 g : Y → Y ′使得下图交换,并且 h, Tf 是同构蕴含 g也是同构:

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

u

f

v

g

w

h Tf

u′ v′ w′
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Proof. (1)将函子 HomA(Z
′,−)作用于给定图得到下述交换图:

HomA(Z
′, X) HomA(Z

′, Y ) HomA(Z
′, Z) HomA(Z

′, TX) HomA(Z
′, TY )

HomA(Z
′, X ′) HomA(Z

′, Y ′) HomA(Z
′, Z ′) HomA(Z

′, TX ′) HomA(Z
′, TY ′)

u∗

f∗

v∗

g∗

w∗

h∗ (Tf)∗

(Tu)∗

(Tg)∗

(u′)∗ (v′)∗ (w′)∗ (Tu′)∗

由 [例2.16]知该图上下两行正合. 由条件以及五引理得到 h∗是同构. 因此存在态射 φ : Z ′ → Z 使得 hφ = 1Z′ .
类似地,对给定图作用 HomA(−, Z)也能够得到 h有左逆,进而知 h是同构.

(2)根据 (TR3)得到态射 h的存在性,再应用 (1)得到 h是同构.
(3)态射 f 的存在性来自 [注记2.12],应用 (TR2)以及 (1)得到当 g, h是同构时 Tf 是同构,故 f 也是同构.
(4)态射 g的存在性来自 [注记2.12],类似 (3)可得 h和 Tf 是同构蕴含 g是同构.

Proposition 2.18 ([Zha15]). 设 (A, T, E)是预三角范畴. 如果 X Y Z TX
u v w

是好三角,那么

T−1Z X Y Z
−T−1w u v

也是好三角.

Proof. 现在把态射 −T−1w : T−1Z → X 嵌入好三角 T−1Z X Y ′ Z.
−T−1w u′ v′

应用 (TR2)得到好三角:

X Y ′ Z TX.
u′ v′ w

现在从 [推论2.17(4)]得到下述三角同构:

X Y Z TX

X Y ′ Z TX

1X

u

g

v

1Z

w

1TX

u′ v′ w

由此得到下述交换图,满足竖直方向上的态射都是同构:

T−1Z X Y Z

T−1Z X Y ′ Z

−T−1w

1T−1Z

u

1Z

v

g 1Z

−T−1w u′ v′

上图的第二行是好三角,所以 T−1Z X Y Z
−T−1w u v

也是好三角.

下面的命题表明好三角能够给出态射是否是同构的刻画:

Proposition 2.19 ([Zha15]). 设 (A, T, E)是预三角范畴,有好三角 X Y Z TX.
u v w

那么 u是同构的

充要条件是 Z ∼= 0.

Proof. 必要性: 如果 u是同构,那么下述三角同构 (应用 [推论2.17])保证了 Z ∼= 0:

X Y Z TX

Y Y 0 0

1X

u v

u−1

w

1TX

1Y
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充分性: 如果有同构 Z ∼= 0,则有交换图 (利用 [注记2.11]):

X Y Z TX

Y Y 0 TY

u

u v

1Y

w

Tu

1Y

应用 [推论2.17]便知 u是同构.

2.3 三角范畴

Definition 2.20 (三角范畴, [Zha15]). 设 (A, T, E)是预三角范畴,如果还满足如下公理 (TR4):

• (TR4)设下图的第 1, 2行和第 2列都在 E 中,那么存在态射 f, g 使得下图成为交换图并且第 3列也在 E
中:

X Y Z TX

X Z Y ′ TX

X ′ X ′ TY

TY TZ ′

u

1X

v

v

w

f 1TX

vu

g Tu

1X′

Tv

那么称 (A, T, E)是三角范畴.

Example 2.21. 设 A是加性范畴,那么 [命题2.7]和 [命题2.8]表明 (K (A), [1], E)是预三角范畴,其中 E 是同
伦范畴中所有和链映射给出的标准三角同构的三角构成的类.

Definition 2.22 (三角子范畴, [Zha15]). 设 (A, T, E)是三角范畴, B是全子范畴且为加性范畴. 如果 B满足:
(1) B关于同构封闭;
(2) T 也是 B上范畴自同构;
(3) B关于扩张封闭,即任何好三角 X Y Z TX,

u v w
X,Z 在 B中蕴含 Y 也在 B中,

那么称 B是 A的三角子范畴.

Remark 2.23. 设三角范畴 (A, T, E)有全子范畴 B. 那么 B是 A的三角子范畴当且仅当 B关于同构封闭,并且
(B, T,B ∩ E)是三角范畴, 这里 B ∩ E 是指前三项在 B 中的好三角构成的类. 只需说明充分性. 如果有好三角
X Y Z TX,

u v w
满足 X,Z ∈ obB,那么应用两次 (TR2)后由 w : Z → TX 可嵌入 B ∩ E 中好三角

(并且在三角同构意义下唯一)立即得到 TY 和 B中某个对象同构. 从而 Y 也在 B中.

Remark 2.24. 如果三角范畴 (A, T, E)的全子范畴 B是加性子范畴且满足 [定义2.22]的 (1)和 (2),那么 B满
足 (3)当且仅当对任何好三角 X Y Z TX,

u v w
对象 X,Y 在 B中蕴含 Z 也在 B中. (在 B满足 (1)

和 (2)的前提下)也等价于对任何好三角 X Y Z TX,
u v w

对象 Y, Z 在 B中蕴含 X 也在 B中. 这通
过顺时针旋转 (TR2)与逆时针旋转 ([命题2.18])不难得到.
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Example 2.25. 设 A是加性范畴. 之前定义的加性范畴 K b(A),K −(A),K +(A)是 K (A)的全子范畴, 但未
必关于同构封闭. 所以之后当我们在三角范畴场景讨论K b(A),K −(A),K +(A)时,要求它们关于同伦等价封
闭. 具体地, K b(A)表示由所有与某个有界复形同伦等价的复形构成的 K (A)的全子范畴; K +(A)表示由所
有与某个下有界复形同伦等价的复形构成的K (A)的全子范畴; K −(A)表示由所有与某个上有界复形同伦等
价的复形构成的K (A)的全子范畴. 这里保留了与原先相同的记号,新的记号下的范畴对象类与记号对应的原
有范畴的对象类更多,但复形同伦等价类没有改变. 因此,当我们在 K b(A),K −(A),K +(A)的定义中要求了
关于同伦等价封闭,那么三角子范畴定义中的 (1)自动满足. 同伦范畴 K (A)上的复形平移函子 [1]分别限制

在 K b(A),K −(A),K +(A)上都给出范畴自同构. 利用同伦范畴中好三角都同构于某个链映射决定标准三角
将验证三角子范畴定义中的 (3)化归为对标准三角验证,可直接得到K b(A),K −(A),K +(A)(在新的定义下)
都是K (A)的三角子范畴 (以后在讨论三角范畴时默认使用这一定义).

Definition 2.26 (三角函子, [Zha15]). 设 (A, T, E)和 (A′, T ′, E ′)都是三角范畴. 如果有加性函子 F : A → A′

和自然同构 φ : FT ∼= T ′F 满足对任何 A中好三角 X Y Z TX,
u v w

有

FX FY FZ T ′FX
Fu Fv φXFw

是 A′ 中好三角, 则称 (F,φ) : (A, T, E) → (A′, T ′, E ′) 是三角函子. 有时简称 F 为三角函子. 如果三角函子
(F,φ) : (A, T, E) → (A′, T ′, E ′)满足 F 是等价函子,则称该三角函子为三角等价. 当两个三角范畴间存在三角
等价时,称这两个三角范畴是三角等价的 (三角等价的拟逆函子依然是三角函子,见 [Zha15, Theorem 1.6.1]).

Remark 2.27. 对于逆变场景,如果 (A, T, E)和 (A′, T ′, E ′)都是三角范畴,称逆变加性函子 F : A → A′ 和自然

同构 ψ : (T ′)−1F ∼= FT 构成的 (F, ψ)为逆变三角函子,若对任何 A中好三角 X Y Z TX,
u v w

有

(T ′)−1FX FZ FY FX
(Fw)ψX Fv φXFu

是 A′ 中好三角. 注意自然同构 (T ′)−1F ∼= FT 也给出自然同构 FT−1 ∼= T ′F.逆变三角函子的合成得到共变三

角函子.

Notation 2.28. 之后为叙述方便,常将三角范畴 (A, T, E)的平移函子 T 记作 [1].

2.4 同伦范畴补充

我们已经看到加性范畴A上的同伦范畴K (A)有自然的三角结构 (回忆 [例2.14]),并且K +(A),K −(A)
以及K b(A)都是三角子范畴 ([例2.25]). 本节将对加性范畴上同伦范畴的三角结构作进一步讨论.
对加性范畴 A中的态射序列 X Y Z,

u v
记 X X ⊕ Z Z 是标准态射序列. 如果存在下述

形式的交换图满足竖直方向的态射都是同构:

X Y Z

X X ⊕ Z Z

α

u v

β γ

则称 X Y Z,
u v

是 A中可裂短正合列 (注意这里仅要求 A是加性范畴). 当 A是 Abel范畴时,这回到
原本的可裂短正合列定义 (回忆 [注记1.38]). 于是我们也能够类似 Abel范畴的情形对加性范畴上的复形考虑
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可裂正合性. 为了叙述方便,接下来 A上复形 (X•, d•X)常简记为 X . 在 Abel范畴场景我们看到可裂正合的复
形短正合列在加性函子作用下依然是复形短正合列,进而能够导出上同调对象的长正合列. 因此可裂正合能够
使人们更好处理同调性质. 回忆K (A)中任何好三角都同构于某个链映射诱导的标准三角,形如:

X
u−→ Y

( 01 )−−→ Con(u) ( 1 0 )−−−→ X[1]. (2.4)

我们将构造K (A)中与 (2.4)三角同构的三角满足前三项构成 (复形)可裂短正合列. 这依赖于映射筒的构造.

Definition 2.29 (映射筒, [Zha15]). 设 u : X → Y 是 A上复形间的链映射. 对每个整数 n,定义

(Cyl(u))n = Xn+1 ⊕ Y n ⊕Xn,

dn =


−dn+1

X 0 0

un+1 dnY 0

−1Xn+1 0 dnX

 : Xn+1 ⊕ Y n ⊕Xn → Xn+2 ⊕ Y n+1 ⊕Xn+1,

得到的复形 ((Cyl(u))•, d•)称为 u的映射筒.

Remark 2.30. 对链映射 u : X → Y ,考虑 (−1, 0) : Con(u)[−1] → X ,那么 Cyl(u)就是链映射 (−1, 0)的映射
锥. 因此映射筒作为特殊的映射锥自然产生好三角

Con(u)[−1] (−1 0)−−−−→ X

(
0
0
1

)
−−−→ Cyl(u)

( 1 0 0
0 1 0 )−−−−−→ Con(u). (2.5)

将 (2.5)顺时针旋转得到好三角

X

(
0
0
1

)
−−−→ Cyl(u)

( 1 0 0
0 1 0 )−−−−−→ Con(u) (1 0)−−−→ X[1]. (2.6)

易见 (2.6)前三项构成复形的可裂短正合列. 称 (2.6)为映射筒诱导的好三角.

Remark 2.31. 链映射 u : X → Y 诱导的好三角 (2.6) 和 (2.4)(在同伦范畴中) 是三角同构的. 命 (0, 1, u) :

Cyl(u)→ Y ,那么可直接验证它是同伦等价 (诱导三角同构)且有同伦逆
0

1

0

 : Y → Cyl(u).

Theorem 2.32 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴, X Y Z X[1]
u v w

是 K (A)中好三角. 那么对任何整
数 n,有

Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z)
Hn(u) Hn(v)

是 A中正合列.

Proof. 由同伦范畴中好三角的定义和 [注记2.31], X Y Z X[1]
u v w

三角同构于形如 (2.6)的好三角.
设有链映射 u′ : X ′ → Y ′ 使得给定好三角与 Cyl(u′)诱导的好三角同构. (2.6)的前三项是复形可裂短正合列,
所以由同伦范畴中的同构 (即复形间的同伦等价)在上同调函子作用下是 A中同构立即得到结果.
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由于预三角范畴中的好三角在顺时针旋转 (TR2)和逆时针旋转 ([命题2.18])下依然是好三角,所以由 [定
理2.32]立即得到同伦范畴版本的同调代数基本定理.

Theorem 2.33 (同伦范畴版本同调代数基本定理, [Zha15]). 设 A是 Abel范畴, X Y Z X[1]
u v w

是

K (A)中好三角. 那么有 A中长正合列 (并且链接同态关于链映射同伦等价类是自然的):

· · · Hn−1(Z) Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z) Hn+1(X) · · ·Hn(u) Hn(v)

Remark 2.34. 从 [定理2.33]易知对 K (A)中好三角 X Y Z X[1],
u v w

u是拟同构的充要条件是 Z

是正合复形.

2.5 复形分解补充

对具有足够多投射对象的 Abel范畴,任何对象有投射分解并且在同伦意义下唯一 (回忆 [命题1.105]);对
具有足够多内射对象的 Abel范畴,任何对象也有内射分解并且在同伦意义下唯一 (回忆 [命题1.107]). 在复形
范畴,我们也能够对复形讨论投射分解: 设 A是有足够多投射对象的的 Abel范畴,把 C (A)中每项都是投射对
象的复形称为投射复形 (并非复形范畴中的投射对象). 如果 A上复形 X 有投射复形 P 和拟同构 s : P → X ,
则称拟同构 s是X 的投射分解. 如果投射分解定义中X 和 P 都是上有界的,则称该投射分解是X 的上有界投

射分解. 通常的投射分解可以自然视作复形的投射分解: 如果 A中对象 X 有投射分解

· · · P2 P1 P0 X 0
ε

那么我们得到下述复形间的拟同构,满足上下两行都是上有界复形,并且这里把 X 视作集中在 0次的复形:

· · · P2 P1 P0 0 · · ·

· · · 0 0 X 0 · · ·

ε

对于有足够多投射对象的 Abel范畴,上有界复形也总存在上有界投射分解:

Theorem 2.35 ([Zha15]). 设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴且 X 是 A上的上有界复形. 那么存在上有
界投射复形和链映射 f : P → X 使得 f 是拟同构且每个分量 f i 是 epic态. 如果进一步 A中任何对象的投射
维数有限并且 X 是有界复形,那么 P 也可以取到有界投射复形.

Proof. 因为 X 是上有界复形,所以存在整数m使得 Xt = 0, ∀t ≥ m+ 1. 这时 X 形如:

· · · Xm−2 Xm−1 Xm 0 0 · · · .dm−2 dm−1

因为 A有足够多投射对象,所以存在投射对象 Pm和 epic态 fm : Pm → Xm. 考虑 fm和 dm−1的拉回:

Y m−1 Pm

Xm−1 Xm

g

h

fm

dm−1
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由 [命题1.136]知 g也是 epic态. [推论1.144]说明 Cokerh到 Cokerdm−1的标准态射是monic态.
再由 A有足够多投射对象得到存在 epic态 pm−1 : Pm−1 → Y m−1 满足 Pm−1 是投射对象. 定义 dm−1

P =

hpm−1以及 fm−1 = gpm−1. 那么 fm−1也是 epic态. 考虑下述交换图:

Pm Cokerh

Xm Cokerdm−1

fm

那么利用下行态射是 epic态得到 Cokerh到 Cokerdm−1的标准态射是同构. 注意到 Cokerh给出 dm−1
P 的余核,

所以 fm导出同构 Hm(P ) ∼= Hm(X). 这里 P 表示复形 0 Pm−1 Pm 0.
dm−1
P

epic态 pm−1 : Pm−1 → Y m−1也诱导下述交换图:

0 0 Kerdm−1
P Pm−1 Pm

0 0 Kerh Y m−1 Pm

dm−1
P

pm−1 1Pm

h

根据五引理 (回忆 [推论1.45])可知 Kerdm−1
P 到 Kerh的标准态射是 epic态. 而 [命题1.136]保证

Kerh Y m−1 Pm

Kerdm−1 Xm−1 Xm

g g

h

fm

dm−1

中态射 g : Kerh→ Kerdm−1是同构. 所以 fm−1诱导的标准态射 Kerdm−1
P → Kerdm−1是 epic态.

Kerdm−1
P Pm−1 Pm

Kerh Y m−1 Pm

Kerdm−1 Xm−1 Xm

dm−1
P

pm−1 1Pm

g g

h

fm

dm−1

现在假设我们已经构造好一族 epic态 {fp}p≥n,对应下述交换图:

KerdnP Pn Pn+1 · · ·

Kerdn Xn Xn+1 · · ·

f
n

dnP

fn

dn+1
P

fn+1

dn dn+1

满足上下两行相邻态射的合成为零,对每个 p ≥ n+1, fn+1诱导同构Hp(P ) ∼= Hp(X)并且 fn诱导的标准态射

f
n
: KerdnP → Kerdn是 epic态. 下面我们将构成投射对象 Pn−1,态射 dn−1

P : Pn−1 → Pn, fn−1 : Pn−1 → Xn−1

满足下图交换, fn−1是 epic态且 fn导出同构 Hn(P ) ∼= Hn(X)并有 epic态 f
n−1

: Kerdn−1
P → Kerdn−1:

Kerdn−1
P Pn−1 Pn Pn+1 · · ·

Kerdn−1 Xn−1 Xn Xn+1 · · ·

f
n−1

dn−1
P

fn−1

dnP

fn

dn+1
P

fn+1

dn dn+1
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来归纳地完成上有界投射分解 f : P → X 存在性的证明.
现在由态射的核的定义,微分 dn−1 : Xn−1 → Xn经 Kerdn分解:

Xn−1 Xn

Kerdn

dn−1

d
n−1 ι

于是可考虑 d
n−1

: Xn−1 → Kerdn和 epic态 f
n
: KerdnP → Kerdn的拉回:

Y n−1 KerdnP

Xn−1 Kerdn

h

g
f
n

d
n−1

因为 A有足够多投射对象,所以存在 epic态 pn−1 : Pn−1 → Y n−1满足 Pn−1是投射对象.

Y n−1 KerdnP Pn

Xn−1 Kerdn Xn

h

g
f
n

i

fn

d
n−1

ι

命 dn−1
P = ihpn−1 : Pn−1 → Pn以及 fn−1 = gpn−1 : Xn−1 → Xn得到下述交换图:

Pn−1 Pn Pn+1 · · ·

Xn−1 Xn Xn+1 · · ·

dn−1
P

fn−1

dnP

fn

dn+1
P

fn+1

dn−1 dn dn+1

易见 dnPd
n−1
P = 0以及拉回的性质保证 g是 epic态 (因为 f

n
也是 epic态),从而 fn−1也是 epic态.

注意到 Cokerdn−1
给出上同调对象 Hn(X). 所以有标准态射 Cokerh→ Hn(X)使得下图交换:

Y n−1 KerdnP Cokerh

Xn−1 Kerdn Cokerdn−1
= Hn(X)

h

g
f
n

d
n−1

现在 f
n
是 epic态保证了标准态射 Cokerh→ Hn(X)也是 epic态. 而 [推论1.144]保证了标准态射 Cokerh→

Hn(X) 是 monic 态, 进而得到 f
n
诱导的标准态射 Cokerh → Hn(X) 是同构. 因为 pn−1 是 epic 态, 所以

hpn−1 : Pn−1 → KerdnP 的余核给出 h的余核,这一观察说明 Cokerh ∼= KerdnP/Imdn−1
P .

Pn−1 Y n−1 KerdnP Pn

Xn−1 Xn−1 Kerdn Xn

fn−1

pn−1
h

g
f
n

i

fn

1Xn−1 d
n−1

ι

所以 f
n
诱导标准态射 Hn(P )→ Hn(X)是同构,其中 P 表示复形

0 Pn−1 Pn Pn+1 · · · Pm 0.
dn−1
P dnP
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现在再说明标准态射 f
n−1

: Kerdn−1
P → Kerdn−1是 epic态. 注意到有交换图 (上下两行正合):

0 0 Kerdn−1
P Pn−1 Pn

0 0 Ker(ih) Y n−1 Pn

dn−1
P

pn−1 1Pn

ih

因为 pn−1是 epic态,故应用五引理得到标准态射 Kerdn−1
P → Ker(ih)是 epic态.

因为 g是 epic态,所以 [命题1.136]保证了下图中的标准态射 g′是同构:

Kerh Y n−1 KerdnP Pn

Kerdn−1
Xn−1 Kerdn Xn

g′

h

g
f
n

i

fn

d
n−1

ι

注意 i是monic态保证了 h的核给出 ih的核,所以 g诱导的态射 g′ : Ker(ih)→ Kerdn−1
是同构.

Kerdn−1
P Pn−1 Pn

Kerh = Ker(ih) Y n−1 Pn

Kerdn−1 Xn−1 Xn

dn−1
P

pn−1 1Pn

g′

ih

g fn

dn−1

现在上述交换图第一列态射的合成就是 fn−1 : Pn−1 → Xn−1 诱导的标准态射 f
n−1

: Kerdn−1
P → Kerdn−1.

作为 epic 态和同构的合成, fn−1
自然也是 epic 态. 于是我们得到对上有界复形 X 总存在上有界投射分解

f : P → X . 特别地,当 X 是有界复形时, P 只有有限多个上同调对象非零 (因为拟同构).
现在设 A满足任何对象投射维数有限以及 X 是有界复形. 设 X 满足 Xk = 0, ∀k ≤ n − 1. 这时前面构造

过程的 Y n−1可选取为 Kerfn并且 h : Y n−1 → KerdnP 是 f
n
的核. 可设 Kerfn−1有有限长的投射分解:

· · · Pn−2 Pn−1 Kerfn 0.
ζ

那么根据前面关于 P 的构造,我们能够得到有界投射复形:

· · · Pn−2 Pn−1 Pn · · · Pm 0

Kerfn
ζ

dn−1
P

ih

现在 ih是monic态,所以 Kerdn−1
P
∼= Kerζ = Imdn−2

P ,这说明该有界投射复形满足 Hk(P ) = 0, ∀k ≤ n− 1. 所
以我们得到拟同构:

· · · Pn−2 Pn−1 Pn · · · Pm 0

· · · 0 0 Xn · · · Xm 0

dn−1
P

fn

由此也得到有界复形 X 的有限投射分解 f : P → X .

117



Remark 2.36. 设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴, X 是 A上的上有界复形. 那么 [定理2.35]的证明过程
说明当 X 满足 Xk = 0, ∀k ≥ m+ 1时,构造的投射分解 f : P → X 也能选取为满足 P k = 0, ∀k ≥ m+ 1.

Remark 2.37. 如果 R是左 Noether环, X 是每项均为有限生成左 R-模的上有界复形. 那么重复 [定理2.35]的
讨论,并结合 [注记1.135]得到 X 的上有界投射分解 P 可以取到每项都是有限生成投射 R-模.

Proposition 2.38 ([Zha15]). 设A是有足够多投射对象的Abel范畴, C是A上正合复形, P 是投射复形. 那么:
(1)如果 P 上有界,那么 HomK (A)(P,C) = 0.
(2)如果 C 上有界,那么 HomK (A)(P,C) = 0.

Proof. 无论 C 是上有界还是 P 是上有界,重复 [命题1.105]关于同伦唯一性的讨论即可.

Corollary 2.39 ([Zha15]). 设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴. 那么:
(1)设P 是上有界投射复形,那么任何拟同构 c : X → Y 诱导加群同构 c∗ : HomK (A)(P,X)→ HomK (A)(P, Y ).
(2)设 P 是投射复形, c : X → Y 是上有界复形间拟同构. 则 c∗ : HomK (A)(P,X)→ HomK (A)(P, Y )是同构.

Proof. 设拟同构 c : X → Y 由映射锥给出的标准三角是 X Y C X[1]
c , 易见当 X,Y 都

是上有界复形时, C 也上有界. 因为 HomK (A)(P,−)是上同调函子 (回忆 [例2.16]),所以有加群长正合列

· · · HomK (A)(P,C[−1]) HomK (A)(P,X) HomK (A)(P, Y ) HomK (A)(P,C) · · ·c∗

所以由 [推论2.39]知 (1)和 (2)都成立.

Corollary 2.40 ([Zha15]). 设 A 是有足够多投射对象的 Abel 范畴, X 是复形且 P 是上有界投射复形. 如果
c : X → P 是拟同构,那么存在链映射 f : P → X 使得 cf 与 P 上恒等链映射同伦等价.

Proof. 用 HomK (A)(P,−)作用给定拟同构再应用 [推论2.39]即可.

现在我们能够说明对于具有足够多投射对象的 Abel范畴中上有界投射复形间的拟同构是同伦等价.

Corollary 2.41 ([Zha15]). 设 A是有足够多投射对象的 Abel范畴, u : P → Q是上有界投射复形间的拟同构,
则 u是同伦等价.

Proof. 根据 [推论2.40],存在链映射 v : Q → P 使得 uv 同伦于 Q上恒等链映射. 再对 v 应用 [推论2.40]可得
存在链映射 w : P → Q使得 vw同伦于 P 上恒等链映射. 因此 v是同伦等价. 进而 u也是同伦等价.

下面的 [推论2.42]保证了上有界复形的上有界投射分解在同伦等价下唯一.

Corollary 2.42 ([Zha15]). 设A是有足够多投射对象的 Abel范畴,X 是A上的上有界复形. 那么X 总存在上

有界投射分解. 并且如果 α : X → Y 是上有界复形间的同伦等价, cX : P → X 和 cY : Q→ Y 都是上有界投射

分解,那么存在唯一的同伦等价 u : P → Q使得 αcX = cY u,即有下述交换图:

P X

Q Y

cX

u α

cY
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Proof. 上有界投射分解的存在性来自 [定理2.35]. 对拟同构 cY : Q → Y 作用 HomK (A)(P,−) 后通过 [推
论2.39] 可得加群同构 (cY )∗ : HomK (A)(P,Q) → HomK (A)(P, Y ) 可得存在唯一的链映射 u : P → Q 使得

αcX = cY u. 由 cx, α以及 cY 都是拟同构可得 u也是拟同构. 所以应用 [推论2.41]便知 u是同伦等价.

对偶地,对具有足够多内射对象的Abel范畴,我们也能够将上述关于投射分解的讨论得到相应内射分解的
版本. 以下考虑的 Abel范畴 A要求有足够多的内射对象. 如果复形 I 的每项都是内射对象,则称 I 是内射复

形. 如果复形 X 满足有拟同构 s : X → I ,这里 I 是内射复形,则称 s是 X 的内射分解. 如果下有界复形 X 存

在内射分解 s : X → I 满足 I 是下有界内射复形,则称 s是下有界内射分解. A中对象 X 的内射分解可通过将

X 视作集中在 0次部分的下有界复形视作特殊的复形的下有界内射分解. 用推出和内射对象的性质可证:

Theorem 2.43 ([Zha15]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴且 X 是 A上的下有界复形. 那么存在下有
界内射复形 I 和链映射 f : X → I 使得 f 是拟同构且每个分量 f i是monic态. 如果进一步 A中任何对象的内
射维数有限并且 X 是有界复形,那么 I 也可以取到有界内射复形.

与投射情形对偶地,也能得到 [命题2.38], [推论2.39], [推论2.40], [推论2.41]和 [推论2.42]的内射版本.

Proposition 2.44 ([Zha15]). 设A是有足够多内射对象的 Abel范畴, C 是A上正合复形, I 是内射复形. 那么:
(1)如果 I 下有界,那么 HomK (A)(C, I) = 0.
(2)如果 C 下有界,那么 HomK (A)(C, I) = 0.

Corollary 2.45 ([Zha15]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴. 那么:
(1)设 I是下有界内射复形,那么任何拟同构 c : X → Y 诱导加群同构 c∗ : HomK (A)(Y, I)→ HomK (A)(X, I).
(2)设 I 是内射复形, c : X → Y 是下有界复形间拟同构. 则 c∗ : HomK (A)(Y, I)→ HomK (A)(X, I)是同构.

Corollary 2.46 ([Zha15]). 设 A 是有足够多内射对象的 Abel 范畴, X 是复形且 I 是下有界内射复形. 如果
c : I → X 是拟同构,那么存在链映射 f : X → I 使得 fc与 I 上恒等链映射同伦等价.

Corollary 2.47 ([Zha15]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴, u : I → J 是下有界内射复形间的拟同构,
则 u是同伦等价.

Corollary 2.48 ([Zha15]). 设A是有足够多内射对象的 Abel范畴,X 是A上的下有界复形. 那么X 总存在下

有界内射分解. 并且如果 α : X → Y 是下有界复形间的同伦等价, cX : X → I 和 cY : Y → J 分别是X 和 Y 的

下有界内射分解,那么存在唯一的同伦等价 u : I → J 使得 ucX = cY α.

总结一下,对于有足够多投射对象的Abel范畴,任何上有界复形总存在上有界投射分解并且投射分解在同
伦等价意义下唯一;对于有足够多内射对象的Abel范畴,任何下有界复形总存在下有界内射分解并且内射分解
在同伦等价意义下唯一. 下面我们引入些新的记号. 以下设 A是 Abel范畴.
如果 A是有足够多投射对象的 Abel范畴,记 K −(P)是所有上有界投射复形构成的 K (A)的全子范畴,

K −,b(P) 表示只有有限多个上同调对象非零的上有界投射复形构成的 K (A) 的全子范畴; K b(P) 是所有有
界投射复形构成的全子范畴. 上有界投射复形间链映射诱导的映射锥依然是上有界投射复形,所以利用链映射
诱导的标准三角 (重复 [命题2.7]的讨论)我们可以像 K (A)一样赋予 K −(P)上三角结构. 从 [定理2.33]知
K −,b(P) 中两个复形间链映射诱导的映射锥也在 K −,b(P) 中, 因此 K −,b(P) 也有自然的三角结构. 事实上,
从 [命题2.7]的证明过程我们也可以看出K −(P),K −,b(P),K b(P)上有自然的三角结构.
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如果 A是有足够多内射对象的 Abel范畴, 记 K +(I)是下有界内射复形的同伦范畴; K +,b(I)是只有有
限多个上同调对象非零的下有界内射复形构成的同伦范畴; K b(I) 是有界内射复形构成的同伦范畴. 从 [命
题2.7]的证明过程不难看出K +(I),K +,b(I),K b(I)上有自然的三角结构.
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3 导出范畴

3.1 乘法系与局部化

Definition 3.1 (乘法系, [Zha15]). 设 A是加性范畴, S 是 A中一些态射构成的类. 称 S 为 A的乘法系,如果

• (FR1) S 关于态射的合成封闭并且任何 X ∈ obA满足 1X ∈ S;

• (FR2) 对任何 S 中态射 s : X → Y 和 A 中态射 f : Z → Y , 存在 A 中态射 g : W → X 和 S 中态射

t :W → Z 使得有下述交换图:
W X

Z Y

g

t s

f

对偶地,对 S中任何态射 s : X → Y 和A中态射 f : X → Z,存在态射 g : Y →W 和 S中态射 t : Z →W

使得有下述交换图:
W Y

Z X

g

t s

f

• (FR3) A 中任何态射 f, g : X → Y 和 S 中态射 s : Y → W 如果满足 sf = sg, 那么存在 S 中态射

t :W ′ → X 使得 ft = gt. 对偶地,A中任何态射 f, g : X → Y 和 S中态射 s :W → X 如果满足 fs = gs,
那么存在 S 中态射 t : Y →W ′使得 tf = tg.

Remark 3.2. 乘法系定义中 (FR1)类似环的局部化理论中乘闭子集的要求,并且每个对象的恒等态在乘法系中
说明乘法系总非空. (FR2)类似于要求乘闭子集满足右 Ore条件和左 Ore条件. (FR3)类似于非交换局部化中
“正则性”条件,和右/左 Ore条件一起保证非交换环关于乘闭子集的右/左局部化的存在性.

Remark 3.3. 如果加性范畴 A的乘法系 S 满足 fh ∈ S 和 kf ∈ S 能保证 f ∈ S,则称 S 是饱和的.

如果加性范畴 A有乘法系 S,对态射 f : W → Y 和 S 中态射 s : W → X ,称二元组 (f, s)为 X 到 Y 的一

个 (关于乘法系 S 的)右分式. 右分式 (f, s)能够用图表示为: X W Y.
s f

设F (X,Y )是 X 到 Y

所有 (关于给定乘法系 S 的)右分式构成的类,如下定义 F (X,Y )上的二元关系: (a, r) ∼ (b, s)当且仅当存在

下述形式的交换图,其中 u ∈ S:
W1

X Z Y

W2

r a
i

u

h

u′

s b

二元关系 ∼明显是自反且对称的,可直接利用 (FR2)和 (FR3)验证 ∼满足传递性,进而得到 ∼是类F (X,Y )

上的等价关系, 于是我们能够考虑每个 X 到 Y 的右分式所在的等价类. 将每个 X 到 Y 的右分式 (b, s) 所在

的等价类记作 bs−1. 如果 X,Y, Z ∈ obA 并且有 X 到 Y 的右分式等价类 ar−1 以及 Y 到 Z 的右分式等价类
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bs−1, 并设 a的始对象是 W1, b的始对象是 W2, 那么根据 (FR2), 存在 S 中态射 t :→ W3 → W1 和 A中态射
c :W3 →W2使得下图交换:

W3

W1 W2

X Y Z

t c

r a s b

于是我们得到右分式 (bc, rt), 用该右分式所在的等价类来定义 ar−1 和 bs−1 的合成, 可通过乘法系定义验证
合成的定义合理性以及合成具有结合律. 现在记 X 到 Y 的所有右分式等价类构成的类为 HomAS−1(X,Y ).
如果 A 和乘法系 S 满足对任何 X,Y ∈ obA, HomAS−1(X,Y ) 是集合, 那么前面的讨论表明这时我们能定
义出一个新的范畴 AS−1: 对象类就是 obA; 任何对象 X,Y ∈ obAS−1 = obA, 对应集合 (这是我们的假
设)HomAS−1(X,Y );用前面右分式等价类的合成定义态射的合成.

Definition 3.4 (商范畴, [Zha15]). 设加性范畴 A和乘法系 S 满足对任何 A中对象 X,Y , X 到 Y 的右分式等

价类全体都构成集合. 那么称上述定义出的范畴 AS−1是 A关于 S 的商范畴.

Remark 3.5. 以后当讨论加性范畴关于乘法系的商范畴时,我们默认假设给定两个对象间右分式等价类全体是
集合. 如果商范畴 AS−1 中有态射 ar−1, bs−1 : X → Y , 那么这两个态射作为右分式等价类能够取到具有相
同公分母的代表元: 设 a 作为 A 中态射的始对象为 W1, b 的始对象为 W2, 那么根据 (FR2), 存在 A 中态射
s′ :W3 →W1和 S 中态射 r′ :W3 →W2使得下图交换:

W3 W1 Y

W2 X

Y

r′

s′

r

a

s

b

那么 (br′)(sr′)−1 = bs−1 以及 ar−1 = (as′)(rs′)−1. 因此 sr′ = rs′ 能够作为 s, r 的公分母. 于是可设 ar−1 =

a′t−1, bs−1 = b′s−1,并可定义合理地置 bs−1 + ar−1 = (a′ + b′)t−1. 对固定的X,Y ∈ obAS−1,容易验证X 到 Y

的形如 0s−1和 0t−1的元素一致,X 到 Y 右分式等价类间的加法具有结合律并且任何 ar−1 ∈ HomAS−1(X,Y )

满足在前面的加法运算下 ar−1+0s−1 = 0s−1+ar−1 = ar−1. 并且 (−a)r−1 = a(−r)−1满足 ar−1+(−a)r−1 =

0r−1. 因此 HomAS−1(X,Y ) 是加法群. 可直接验证对任何 X ∈ obAS−1, 在 HomAS−1(X,X) 中有 1X1
−1
X =

ss−1,对任何终对象为X的 S中态射 s成立. 对任何X到 Y 的右分式等价类 ar−1,如果 s ∈ S的终对象和态射
a的始对象一致,那么有 ar−1 = (as)(rs)−1. 也可直接验证 as−1 = (a1−1)(1s−1)并且右分式等价类的加法关于

合成具有分配律. 于是根据加性范畴的定义立即得到加性范畴 A关于乘法系 S 的商范畴 AS−1构成加性范畴.

Remark 3.6. 设 A,B 是含幺环, X 是左 A-模复形, Y 是 A-B 双模复形, S 是 K (A-Mod) 中的乘法系满足
HomK (A-Mod)S−1(X,Y )是集合,那么这时可用 Y 上右模结构自然赋予HomK (A-Mod)S−1(X,Y )上右模结构. 更
进一步,如果 C也是含幺环,X 是A-C双模复形,那么也能自然赋予HomK (A-Mod)S−1(X,Y )上的 C-B模结构.
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设 AS−1 是加性范畴 A 关于乘法系 S 的商范畴. 那么 A 到 AS−1 有标准函子 λS : A → AS−1 满足

λS(X) = X, ∀X ∈ obA以及对任何 A中态射 f : X → Y , λS(f) = f1−1. λS 当然是加性函子,并且

Lemma 3.7 ([Zha15]). 上述加性函子 λS : A → AS−1将 S 中态射映至同构.

Proof. 设 s : X → Y ∈ S,需要说明 s/1 : X → Y 是同构,容易直接验证 s/1有逆 1/s : Y → X .

类似于 (非)交换环论中的局部化,范畴的局部化也有相应泛性质.

Proposition 3.8 ([Zha15]). 前述加性函子 λS : A → AS−1满足对任何加性函子 G : A → B,如果 G把 S 中态

射映至 B中同构,那么存在唯一的加性函子 G : AS−1 → B使得 (关于函子的)下图交换:

A AS−1

B

λS

G G

Proof. 定义 G : AS−1 → B 满足将每个对象 X 映至 GB,每个态射 as−1 : X → Y 映至 G(a)G(s)−1 : GX →
GY . 利用右分式等价的定义以及 G(S)中态射均可逆容易验证 G是定义合理的加性函子,且 GλS = G. 因为
as−1 = (a1−1)(1s−1),所以 G一旦存在则唯一.

Remark 3.9. 该命题表明 AS−1(在可定义的前提下)是将 S 中态射变为同构的“最小”加性范畴.

Example 3.10 (同伦范畴中的拟同构, [Zha15]). 设A是Abel范畴,记 S是同伦范畴K (A)中的拟同构全体构
成的态射类,那么 S 是加性范畴K (A)的乘法系. S 明显还是饱和乘法系.

Proof. S 明显满足 (FR1). 现在设 s : X → Y 是复形间拟同构, f : Z → Y 是复形间链映射. 根据 [注记2.10], s
可嵌入某个好三角: X Y E X[1].

s g
态射 gf : Z → S 也可以嵌入某个好三角:

W Z E W [1].
t gf

现在应用 [注记2.12]得到存在态射 u :W → X 使得下图交换:

W Z E W [1]

X Y E X[1]

t

u

gf

f 1S u[1]

s g

由 [注记2.34], s作为拟同构保证 E是正合复形,进而也有 t ∈ S. 为了完成 (FR2)的验证,还需说明对任何拟同
构 s : X → Y 和链映射 f : X → Z,存在链映射 g和拟同构 t使得 tf = gs. 现在把 f 嵌入好三角:

W X Z W [1].
h f

再把 sh : W → Y 嵌入好三角 W Y V W [1].
hs g

由 (TR3)知存在链映射 t : Z → V 使得下

图交换:
W X Z W [1]

W Y V W [1]

h

1W

f

s t 1W [1]

sh g
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对上图应用 [定理2.33] 以及五引理便知 t 诱导各次上同调对象间的态射都是同构. 所以 t 是拟同构. 由此得
到 S 满足 (FR2). 最后说明 S 满足 (FR3). 设链映射 f : X → Y 满足存在拟同构 s : Y → Z 使得 sf = 0,
需要证明存在以 X 为终对象的拟同构 t 使得 ft = 0. 应用 [注记2.10] 把拟同构 s : Y → Z 嵌入好三角

W Y Z W [1].
h s

因为 s 是拟同构, 所以 [注记2.34] 保证了 W 是正合复形. 对前面得到

的好三角应用 [例2.16] 得到正合列: HomA(X,W ) HomA(X,Y ) HomA(X,Z).
h∗ s∗

因为链映射

f : X → Y 满足 sf = 0,所以存在链映射 k : X →W 使得 hk = f . 将 k : X →W 嵌入好三角:

H X W H[1].
t k

那么由W 是正合复形得到 t是拟同构. 并注意 [注记2.11]说明 kt = 0,所以 ft = 0. 对偶地,利用逆变Hom函
子是上同调函子也容易验证如果链映射 f : X → Y 满足存在拟同构 s : Z → X 使得 fs = 0,那么存在拟同构
t : Y →W 使得 tf = 0. 因此 (FR3)成立,我们得到 S 是K (A)的乘法系.

Remark 3.11. 在 [例2.25]中我们看到 K b(A),K −(A),K +(A)都是 K (A)的三角子范畴. 因此 [例3.10]的
证明过程也说明了对K b(A),K −(A),K +(A)中的每个加性范畴,其中的拟同构全体构成乘法系.

依然设 S 是加性范畴 A中的乘法系. 前面利用右分式构造商范畴 AS−1,我们也可以用左分式的语言构造
商范畴 S−1A. 对 A中态射 f : X →W 和 s : Y →W ,称二元组 (s, f)为 X 到 Y 的一个左分式.

X W Y
f s

Remark 3.12. 可以如下记忆左/右分式的箭头图. 在商范畴AS−1中,X到 Y 的右分式诱导态射 fs−1 : X → Y .
这可以视作 s的“逆”与 f 的合成. 因此这时 s的终对象为 X , f 的终对象为 Y 且 s和 f 有相同始对象. 对偶
地,之后我们要构造的商范畴 S−1A中,左分式诱导的 X 到 Y 的 (在商范畴中的)态射形如 s−1f : X → Y . 这
可以理解为 f 和 s的“逆”的合成. 因此 f 有始对象 X , s有始对象 Y , f 的终对象和 s的终对象相同.

左分式间也可以类似右分式情形定义等价关系: 给定左分式 (r, a)和 (s, b),定义 (r, a) ∼ (s, b)当且仅当存

在下述形式的交换图,其中 t ∈ S:
W1

X Z Y

W2

a

b

r

s

t

可以直接验证这确实是等价关系,将 X 到 Y 的左分式 (s, f)所在的等价类记作 s−1f .
我们可以定义左分式等价类的合成. 如果 r−1a : X → Y 和 s−1b : Y → Z 都是左分式等价类. 设为

W1 W2

X Y Z

a r b s
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根据 (FR2),存在下述形式的交换图满足 t ∈ S:

W

W1 W2

X Y Z

f t

a r b s

由此得到 X 到 Z 的左分式 (ts, fa),用 (ts)−1(fa)来定义左分式等价类 r−1a和 s−1b的合成. 可以直接验证左
分式等价类的合成是定义合理的 (不依赖于左分式代表元的选取)并且左分式等价类关于合成具有结合律. 也
可以类似右分式等价类情形通过说明公分母存在性定义左分式等价类的加法. 对 X,Y ∈ obA,记 X 到 Y 所有

左分式等价类构成的类为 HomS−1A(X,Y ). 如果 HomS−1A(X,Y )是集合, 那么 HomS−1A(X,Y )上有加法群

结构,以及 [注记3.5]关于右分式讨论结论的对偶版本.
与AS−1对偶地,要求对A中所有对象X,Y ,X 到 Y 的左分式等价类全体构成的类HomS−1A(X,Y )是集

合. 用 A的对象类定义 S−1A的对象类,任何 X,Y ∈ obS−1A, X 到 Y 的态射集定义为HomS−1A(X,Y ). 用左
分式等价类的合成定义态射的合成后能够得到范畴 S−1A. 也称为 A关于乘法系 S 的商范畴. 也有局部化函子
µS : A → S−1A满足 µS 将 S 中态射映至 S−1A中同构. 如果还有加性范畴 B和加性函子 G : A → B满足 G

把 S 中态射映至 B中同构,则存在唯一的加性函子 G : AS−1 → B使得下图交换:

A S−1A

B

µS

G G

从左分式构造的商范畴的上述观察,以及 [命题3.8],我们立即得到

Proposition 3.13 ([Zha15]). 设 A 是加性范畴, 有乘法系 S 满足 S−1A 和 AS−1 都是范畴. 那么存在唯一的
(加性)范畴同构 F : AS−1 → S−1A使得下图交换:

A AS−1

S−1A

λS

µS F

Remark 3.14. 对 A中任何态射 f : X → Y ,命题中的范畴同构 G满足 G(f1−1
X ) = 1−1

Y f .

当讨论左分式构造的商范畴时,我们也默认假设定义它的态射类都是集合. 对于饱和乘法系处的局部化,有

Proposition 3.15 ([Zha15]). 设 A是加性范畴, S 是饱和相容乘法系, λS : A → AS−1 是局部化函子. f : X →
Y 是 A中态射. 那么 f1−1

X : X → Y 是 AS−1中同构的充要条件是 f ∈ S.

Proof. 充分性来自 [引理3.7],下证必要性. 设 f1−1
X : X → Y 的逆是 hs−1 : Y → X :

Y W X
s h

由 (f1−1
X )(hs−1) = 1Y 得到 (fh)s−1 = 1Y . 于是存在态射 i : Z →W 使得 fhi ∈ S.
从 [命题3.13]指出的加性范畴同构可知 1−1

Y f : X → Y 是 S−1A中的同构,设逆为 s−1h. 对偶前面的讨论
也能得到存在能与 h合成的态射 t使得 thf ∈ S. 现在利用 S 的饱和性得到 f ∈ S.
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在本节最后我们指出当 A是模范畴时, K (A),K −(A),K +(A),K b(A)关于相应拟同构全体构成的乘法
系 ([例3.10])S 满足 AS−1和 S−1A的态射类都是集合,见 [Wei94, Proposition 10.4.4].

3.2 相容乘法系与 Verdier商

当 A是加性范畴时,可以考虑在乘法系处的局部化. 因此一个基本问题是当 A进一步是三角范畴时,商范
畴 AS−1是否有自然的三角结构使得局部化函子 λS : A → AS−1成为三角函子? 为此需要

Definition 3.16 (相容乘法系, [Zha15]). 设 (A, [1], E)是三角范畴, S 是 A中乘法系. 称 S 是饱和的,如果满足:

• (FR4)对任何 s ∈ S 有 s[1] ∈ S;

• (FR5)对任何下述形式满足上下两行是好三角,左边方块交换,第一列和第二列态射在 S 中的交换图:

X Y Z X[1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1]

u

f

v

g

w

f [1]

u′ v′ w′

存在 S 中态射 h : Z → Z ′使得下图交换:

X Y Z X[1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1]

u

f

v

g

w

h′ f [1]

u′ v′ w′

对三角范畴 (A, [1], E)和相容乘法系 S,由 S 在 [1]作用下封闭,范畴自同构 [1] : A → A根据 [命题3.8],
可导出范畴自同构 AS−1 → AS−1 满足把每个对象 X 对应到 X[1],态射 fs−1 : X → Y 对应到 f [1](s[1])−1 :

X → Y.将该 AS−1上的范畴自同构依然记作 [1]. 在此记号下, (fs−1)[1] = f [1](s[1])−1.

Theorem 3.17 ([Zha15]). 设 (A, [1], E)是三角范畴, S 是饱和相容乘法系. 那么:
(1)定义 E ′ 是 AS−1 中所有和“A中好三角在局部化函子下的像”同构的三角构成的类. 那么 (AS−1, [1], E ′)
是三角范畴并使A到AS−1的局部化函子成为三角函子. AS−1上的该三角结构也是使得局部化函子成为三角

函子唯一的三角结构.
(2) 任给三角范畴 B 和三角函子 G : A → B, 如果 G 把 S 中态射都映至 B 中同构, 则存在唯一的三角函子
G : AS−1 → B使得下图交换:

A AS−1

B

λS

G G

(3)如果进一步 S 是饱和乘法系,那么对 A中态射 f , λS(f)是同构当且仅当 f ∈ S.

Proof. (1)根据 E ′ 的定义便知任何 X ∈ obAS−1 满足有 E ′ 中三角: X X 0 X[1].
1X

因此

要证明 (AS−1, [1], E ′) 满足 (TR1) 还需说明任何商范畴中的态射 us−1 : X → Y 可嵌入某个 E ′ 中三角. 记
u : U → Y ,那么 u可嵌入 A中某好三角 U Y Z U [1].

u v w
故 E ′中有三角:

U Y Z U [1].
u1−1

U v1−1
Y w1−1

Z
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进而 E ′中的下述三角同构保证了 us−1可嵌入某 E ′中三角:

X Y Z X[1]

U Y Z U [1]

us−1

1s−1

v1−1
Y

1Y

(s[1]w)1−1
Z

1Z (1s−1)[1]

u1−1
U v1−1

Y w1−1
Z

于是我们得到 (AS−1, [1], E ′)满足 (TR1). 因为 A中好三角满足顺时针旋转,所以在局部化函子下的像也满足
顺时针旋转,由此易知 (AS−1, [1], E ′)满足 (TR2). 同样地, (AS−1, [1], E ′)满足 (TR4)直接来自 E ′ 的定义和 A
满足 (TR4). 要验证 (AS−1, [1], E ′)满足 (TR3)只需要对标准三角,即 A中好三角在局部化函子下的像讨论即
可. 设有下述交换图,其中上下两行都来自 A中好三角:

X Y Z X[1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1]

u1−1

fs−1

v1−1

gt−1

w1−1

(fs−1)[1]

u′1−1 v′1−1 w′1−1

设图中右分式等价类有代表元:

X X ′′ X ′, Y Y ′′ Y ′.
s f t g

现在有态射 us : X ′′ → Y 和 S 中态射 t : Y ′′ → Y ,应用 (FR2)得到存在 S 中态射 s′ : X̃ ′′ → X ′′ 和 A中态射
u′′ : X̃ ′′ → Y ′′使得下图交换:

X̃ ′′ X ′′

Y ′′ Y

s′

u′′ us

t

进而由下面的交换图得到 (gt−1)(u1−1
X ) = (gu′′)(ss′)−1:

X̃ ′′

X Y ′′

X Y Y ′

ss′ u′′

1X u t g

因此有 (gu′′)(ss′)−1 = (u′f)s−1. 于是有下述交换图满足 ss′k ∈ S:

X̃ ′′

X W Y ′

X ′′

ss′ gu′′

ss′k gu′′k

k

ls u′f
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现在 usl = uss′k = tu′′k,所以有下述交换图满足上下两行都是 A中好三角:

W Y ′′ Z ′′ W [1]

X Y Z X[1]

u′′k

sl

c

t sl[1]

u v

应用 A满足 (TR3)以及 (FR5)得到存在 S 中态射 a : Z ′′ → Z 使得下图交换:

W Y ′′ Z ′′ W [1]

X Y Z X[1]

u′′k

sl

c

t a sl[1]

u v

从 u′fl = gu′′k得到存在态射 b : Z ′′ → Z ′使得下图交换:

W Y ′′ Z ′′ W [1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1]

u′′k

fl

c

g b fl[1]

u′ v′

注意 a ∈ S,所以 ba−1 : Z → Z ′.断言 (ba−1)(v1−1) = (v′1−1)(gt−1): 事实上,这直接来自 AS−1中的交换图:

Y Y ′′ Y ′

Z Z ′′ Z ′

1t−1

v1−1 c1−1

g1−1

v′1−1

1a−1 b1−1

因此我们得到在 AS−1中有下述交换图,进而得到 (AS−1, [1], E ′)满足 (TR3):

X Y Z X[1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1]

u1−1

fs−1

v1−1

gt−1

w1−1

ba−1 (fs−1)[1]

u′1−1 v′1−1 w′1−1

至此我们得到 A关于相容乘法系局部化得到的商范畴 AS−1 上有自然的三角范畴结构. 根据 AS−1 上三角结

构的构造易知局部化函子这时成为三角函子. 如果 E ′′ 也满足 (AS−1, [1], E ′′)是三角范畴并使得局部化函子成
为三角函子,那么由局部化函子把 A中好三角映至 E ′′ 中三角得到 E ′ ⊆ E ′′. 任给 AS−1 中态射 fs−1 : X → Y ,
设 f 的始对象是W ,则有下述交换图满足竖直方向的态射都是 AS−1中同构:

X Y

W Y

1s−1

fs−1

1Y

f1−1

现在由给定态射嵌入的好三角在同构意义下唯一可知 E ′′ 中好三角都同构于 A中某个好三角在局部化函子下
的像,因此也有 E ′ ⊇ E ′′. 这就证明了 E ′是满足 (AS−1, [1], E ′)成为三角范畴且局部化函子是三角函子唯一的三
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角结构. 这就证明了 (1). 下面证明 (2): 现在 (1)说明局部化函子 λS : A → AS−1 是三角函子. 现在任给三角
范畴 B和三角函子 G : A → B,根据 [命题3.8],存在唯一的加性函子 G : AS−1 → B使得下图交换:

A AS−1

B

λS

G G

易见 G把 A中好三角在 λS 下的像都映至 B中好三角. 记 T 是 B上平移函子,那么有自然同构 φ : G[1] ∼= TG.
同样由 φ可给出 G[1] ∼= TG. 由此易知 G是 AS−1到 B的三角函子. (3)来自 [命题3.15].

因此如果三角范畴A关于相容乘法系 S有商范畴AS−1,那么AS−1上有自然的三角结构使得局部化函子

λS : A → AS−1 成为三角函子并具有 [定理3.17(2)]意义下关于三角函子的泛性质. 通常将三角范畴关于相容
乘法系的局部化得到的商范畴 (也是三角范畴)称为 Verdier商.

Example 3.18 (同伦范畴中拟同构乘法系, [Zha15]). 从 [例3.10]中我们看到 Abel范畴 A上同伦范畴 K (A)
中拟同构全体构成的态射类 S是K (A)的饱和乘法系. 由拟同构的定义立即看到 S满足 (FR4). (FR5)明显来
自 (TR3), [定理2.33]中链接态射具有的自然性以及五引理. 所以 S 是三角范畴 K (A)的饱和相容乘法系. 由
[注记3.11]也容易看出K b(A),K −(A),K +(A)每个三角范畴中的拟同构全体构成饱和相容乘法系.

3.3 导出范畴

固定 Abel范畴 A,从 [例3.18]知对K (A),K b(A),K −(A),K +(A),如果分别记其中的拟同构全体构成
的类是 Q,Qb, Q−, Q+,那么 Q∗构成K ∗(A)的饱和相容乘法系,这里 ∗ ∈ {∅, b,−,+}.

Definition 3.19 (导出范畴, [Zha15]). 设 A是 Abel范畴, ∗ ∈ {∅, b,−,+}, Q∗ 是 K ∗(A)所有拟同构构成的
饱和相容乘法系. 如果K (A)Q−1存在,称为 A的导出范畴,记作 D(A);如果K b(A)Q−1

b 存在,称为 A的有界
导出范畴,记作 Db(A);如果K −(A)Q−1

− 存在,称为A的上有界导出范畴,记作 Db(A);如果K +(A)Q−1
+ 存在,

称为 A的下有界导出范畴,记作 D+(A). D∗(A)均为三角范畴 ([定理3.17]).

Remark 3.20. 当 A是模范畴时,对 ∗ ∈ {∅, b,−,+}, D∗(A)都存在,见 [Wei94, Proposition 10.4.4].

Remark 3.21. Abel范畴 A上同伦范畴K ∗(A)上的平移函子诱导 D∗(A)上范畴自同构.

Remark 3.22. 对 ∗ ∈ {∅, b,−,+}, 有局部化函子 λ∗ : K ∗(A) → D∗(A). K ∗(A) 中任何链映射 (等价类)f :

X → Y 在局部化函子作用下对应D∗(A)中态射 (右分式等价类)f1−1
X : X → Y . 根据 [命题3.15], λ∗(f)是同构

的充要条件是 f 是复形间拟同构. 根据右分式等价性的定义, λ∗(f) = 0的充要条件是存在拟同构 s : X ′ → X

使得 fs同伦于零 (链映射). 由左分式等价性定义知 λ∗(f) = 0的充要条件是存在拟同构 s : Y → Y ′ 使得 sf

同伦于零. 由此可知: 设 α = fs−1 : X → Y 是D∗(A)中态射. 那么 α = 0(在导出范畴中)的充要条件是存在拟
同构 t使得 ft同伦于零. 对 ∗ ∈ {φ, b,−,+},根据 [命题1.96],对任何整数 n,上同调函子Hn可以视作K ∗(A )

到 A 的加性函子并且把 Q∗ 中态射映至同构,所以由 [命题3.8]得到存在唯一的加性函子H n : D∗(A ) → A

使得下图交换:
K ∗(A ) D∗(A )

A
Hn

λ∗

H n
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特别地,如果 C ∗(A)中复形间的链映射 f, g : X → Y 满足 λ∗(f) = λ∗(g),那么H n(f) = H n(g). 任取 D(A)
中态射 α = fs−1 : X → Y ,那么H n(α) = Hn(f)(Hn(s))−1.

Remark 3.23. 设 α = fs−1 : X → Y 是 D∗(A)中态射. 那么 α是 D∗(A)中同构的充要条件是 f 是拟同构. 因
为 s1−1 总是 D∗(A)中同构,所以 α是 D∗(A)中同构的充要条件是 f1−1(这里 1的始对象是 s和 f 公共的始

对象)是 D∗(A)中同构. 而根据 [注记3.22]这等价于 f 是拟同构. 所以两个 D∗(A)中复形X,Y 如果在 D∗(A)
中同构,那么 Hn(X) ∼= Hn(Y ), ∀n ∈ Z. 故上同调对象是导出范畴的同构不变量.

Remark 3.24. 设 A是 Abel范畴且有导出范畴 D∗(A),那么 X ∈ obD∗(A)是零对象的充要条件是 X 是正合

复形. 充分性是明显的,这时 X 到零复形的零链映射给出拟同构. 必要性: 这时 [注记3.23]表明 X 的各次上同

调对象均为零,所以 X 是正合复形 ([注记1.56]).

Proposition 3.25. 设 A是 Abel范畴且有导出范畴 D∗(A), α = fs−1 : X → Y 是 D∗(A)中态射. 那么 α是

D∗(A)中同构的充要条件是对任何整数 n有H n(α) : Hn(X)→ Hn(Y )是 A中同构.

Proof. 根据 [注记3.23],这里H n(α) = Hn(f)(Hn(s))−1, ∀n ∈ Z.故可知H n(α)对所有的整数 n是同构等价

于对所有的整数 n, Hn(f)是同构. 这等价于 f 是拟同构,故由 [注记3.23]便得结论.

下面的命题使我们能把握导出范畴中好三角——本质上来自复形短正合列.

Proposition 3.26 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴并且有导出范畴 D∗(A),这里 ∗ ∈ {∅, b,−,+}. 设

0 X Y Z 0
f g

是 A上复形短正合列. 那么存在 D∗(A)中的态射 h : Z → X[1](注意是导出范畴中的态射)使得

X Y Z X[1]
f1−1 g1−1

h

是 D∗(A)中好三角. 反之,对 D∗(A)中任何好三角都同构于某个这种方式产生的好三角.

Proof. 任给复形短正合列 0 X Y Z 0
f g ,回忆链映射 f 产生好三角 (2.6)满足该好

三角的前三项构成复形的可裂短正合列. 于是我们得到复形的下述交换图,满足上下两行正合:

0 X Cyl(f) Con(f) 0

0 X Y Z 0

1X (0,1,f) (0,g)

f g

从 [注记2.31]得到 (0, 1, f)是拟同构,所以由同调代数基本定理和五引理易得 (0, g)也是拟同构.
现在 (2.6)可设为 X Cyl(f) Con(f) X[1]

w . 记 s = (0, 1, f), t = (0, g)都是拟同构.
于是在 D∗(A)中有下述交换图满足竖直方向都是同构:

X Cyl(f) Con(f) X[1]

X Y Z X[1]

1X s1−1

w1−1

t1−1

f1−1 g1−1
wt−1

因此如果选取 h = wt−1 : Z → X[1],便有好三角 X Y Z X[1]
f1−1 g1−1

h . 反之, D∗(A)中的好三
角都同构于映射筒产生的好三角 (2.6),而 (2.6)的前三项作为复形可裂短正合列自然也是可裂短正合列.
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由 [命题3.26]以及同伦范畴版本同调代数基本定理 ([定理2.33])立即得到:

Theorem 3.27. 设 Abel范畴 A满足 D(A)存在,并且有下述交换图满足上下两行是某好三角的前三项:

X Y Z

X ′ Y ′ Z ′

u

α

v

β γ

u′ v′

那么对任何整数 n,下图交换并且上下两行正合:

Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z)

Hn(X ′) Hn(Y ′) Hn(Z ′)

H n(u)

H n(α)

H n(v)

H n(β) H n(γ)

H n(u′) H n(v′)

Example 3.28 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴并且有导出范畴 D∗(A),这里 ∗ ∈ {∅, b,−,+}. 那么对任何 A上
复形 X ,根据 [例1.60]和 [注记1.61],在 D(A)中有好三角: X≥n X X≤n−1 X≥n[1] 和

τ≤nX X τ≥n+1X τ≤nX[1].

把 Xn视作集中在 n次位置的复形,那么也有自然的复形短正合列

0 X≥n+1 X≥n Xn 0,

因此由 [命题3.26],这产生 D(A)中的好三角 X≥n+1 X≥n Xn X≥n+1[1].

因为 Abel 范畴 A 中对象可自然视作集中在 0 次部分的复形, 进而导出 A 到 C (A ) 的标准函子, 这明显
是忠实的满 (加性) 函子. 设 A 有导出范畴 D∗(A), 这里 ∗ ∈ {∅, b,−,+}. 那么我们同样可以得到标准函子
D0 : A → D∗(A)将 A中每个对象对应到集中在 0次位置的复形,对象间的态射 f : X → Y 也自然视作链映射

诱导的右分式等价类 f1−1 : X → Y (视作复形间链映射的右分式等价类). 我们有

Proposition 3.29 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴并且有导出范畴 D∗(A),这里 ∗ ∈ {∅, b,−,+}. 那么标准函子
D0 : A → D∗(A)是忠实的满函子. 即 A 可自然嵌入导出范畴 D∗(A).

Proof. 任取 X,Y ∈ obA,要证 D0 : HomA(X,Y ) → HomD∗(A)(D0(X),D0(Y ))是双射. 如果态射 f : X → Y

满足D0(f) = 0,那么 [注记3.22]说明 f 所诱导的 0次上同调对象间态射是零态射,因此 f = 0,这说明D0是单

射. 现在任取导出范畴中的态射 α = as−1 : D0(X)→ D0(Y ),那么可表示为下图:

D0(X) Z D0(Y )
as

现在 H0(s) : H0(Z) → H0(D0(X)) ∼= X 是拟同构且 H0(a) : H0(Z) → H0(D0(Y )) ∼= Y . 记 v : X →
H0(D0(X))和 u : H0(D0(Y )) → Y . 并记 τ≤0Z 是复形 Z 的左温和截断 (回忆 [定义1.60]), i : τ≤0Z → Z 是标
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准链映射,则有交换图:

Z τ≤0Z Z

D0(Y ) H0(Z) D0(X)

H0(D0(Y )) H0(D0(X))

a

i i

s

H0(a) H0(s) vu

因此我们也得到了下述交换图:

Z

D0(X) τ≤0Z D0(Y )

D0(X)

s a
i

si ai

si
1 uH0(a)H0(s)−1v

因为 s 是拟同构, 所以 Hn(Z) = 0, ∀n ≤ −1. 进而 si : τ≤0Z → D0(X) 也是拟同构. 所以上面的交换图说明
as−1就是 A中态射 uH0(a)H0(s)−1v : X → Y 在 D0下的像. 由此得到 D0是忠实满函子.

下面的观察由左分式等价性以及右分式等价性的定义容易验证:

Lemma 3.30 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴且有全子范畴 B以及 A有乘法系 S 满足 B ∩ S 是 B的乘法系.
(1)如果 S 满足对任何 S 中态射 s : X ′ → X ,只要 X ∈ obB,就存在 X ′′ ∈ obB 以及态射 f : X ′′ → X ′ 使得

sf ∈ S,那么 AS−1存在蕴含 B(S ∩ B)−1存在且 B(S ∩ B)−1到 AS−1的标准函子是忠实满函子.
(2)如果 S满足对任何 S中态射 s : X → X ′,只要X ∈ obB,就存在X ′′ ∈ obB以及 f : X ′ → X ′′使得 fs ∈ S,
那么 S−1A存在蕴含 (S ∩ B)−1B存在且 (S ∩ B)−1B到 S−1A的标准函子是忠实满函子.

Remark 3.31. 因为当范畴局部化存在时有标准范畴同构 AS−1 ∼= S−1A,所以 (2)也对右局部化成立.

Remark 3.32. 设 A是 Abel范畴,这时K b(A)是K −(A)的全子范畴. 设 s : X → X ′ 是拟同构,这里 X 是有

界复形而X ′是上有界的. 设X ′满足 (X ′)k = 0, ∀k ≥ ℓ+ 1,并由X ′在充分小的指标处上同调对象均为零可设

Hk(X ′) = 0, ∀k ≤ m. 那么下图中竖直方向的态射族给出 X ′到某个有界复形的拟同构:

· · · (X ′)m−1 (X ′)m (X ′)m+1 · · · (X ′)ℓ 0

· · · 0 Im(d′)m (X ′)m+1 · · · (X ′)ℓ 0

(d′)m 1 1

这说明对K −(A)及其全子范畴K b(A),拟同构全体构成的乘法系满足 (2). 类似可验证对K (A)及其全子范
畴K −(A),拟同构全体构成的乘法系满足 (1). 类似可证K +(A)及其全子范畴K b(A),拟同构构成的乘法系
满足 (1); K (A)及其全子范畴K +(A),拟同构构成的乘法系满足 (2).

由 [引理3.30]和 [注记3.32]我们得到:
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Theorem3.33 ([Zha15]). 设A是Abel范畴且满足对 ∗ ∈ {∅, b,−,+}有D∗(A)存在. 那么D−(A),D+(A),Db(A)
到 D(A)的标准函子 (这也是三角函子)是忠实的满函子.

Remark 3.34. 虽然 D−(A),D+(A),Db(A) 到 D(A) 的标准函子都是嵌入函子, 但它们在嵌入函子下的像都
不能直接成为 D(A) 的三角子范畴, 因为 D(A) 中和 D−(A),D+(A),Db(A) 中某些复形同构的复形未必在
D−(A),D+(A),Db(A) 中. 设 ∗ ∈ {b,−,+}, 对 D∗(A) 关于在到 D(A) 在标准嵌入函子下的像, 如果用同样
的记号 D∗(A)记所有在 D(A)中与标准函子下的像的复形同构的复形全体,那么 D∗(A)便可视作无界导出范
畴 D(A)的三角子范畴. 以后当要把 D−(A),D+(A),Db(A)视作导出范畴的三角子范畴时,这三个范畴中的对
象未必是上有界/下有界/有界复形,而是在导出范畴中与上有界/下有界/有界复形同构的复形.

Remark 3.35. 如果 Abel范畴 A满足 D(A)存在,那么 D∗(A)都存在,其中 ∗ ∈ {∅, b,−,+}.

下面的引理使我们能够把握导出范畴中的态射.

Lemma 3.36 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴且满足 D(A)存在.
(1) 如果 A 有足够多的投射对象, P 是上有界投射复形且 Y 是复形, 那么标准同态 η : HomK (A)(P, Y ) →
HomD(A)(P, Y ), f 7→ f1−1(注意这里 f 实际上是链映射同伦等价类)是加群同构. 特别地,如果 Y 进一步上有

界,则有加群同构 HomK −(A)(P, Y )→ HomD−(A)(P, Y ), f 7→ f1−1.

(2)如果A有足够多内射对象, I是下有界内射复形且X是复形,那么 ξ : HomK (A)(X, I)→ HomD(A)(X, I), f 7→
1−1f是同构. 特别地,如果X进一步是下有界复形,则该映射给出加群同构HomK +(A)(X, I) ∼= HomD+(A)(X, I).

Proof. (1)如果 K (A)中态射 f : P → Y 满足 f1−1 = 0, 那么 [注记3.22]说明存在拟同构 s : X → P 使得

fs同伦于零. 对拟同构 s应用 [推论2.40]得到存在拟同构 g : P → X 使得 sg 和 P 上恒等链映射同伦. 因此
f ∼ f1P ∼ fsg ∼ 0,这说明 η是单射. 再说明 η是满射. 任取 D(A)中的态射 fs−1 : P → Y ,设对应下图:

P X Y
s f

对拟同构 s应用 [推论2.40]得到存在拟同构 g : P → X 使得 sg 和 P 上恒等链映射同伦. 所以 η(fg) = fs−1.
这就得到 η是满射. 如果 Y 进一步是上有界复形,由 [定理3.33]便得结论.

(2)类似于 (1),利用 [推论2.46]可证 ξ是同构,第二个结论来自 [定理3.33].

Remark 3.37. 根据 [注记3.6], 如果 A,B 是含幺环, P 是上有界投射左 A-模复形且 Y 是 A-B 双模复形, 那
么 HomD(A)(P, Y ) 上有自然的右 B-模结构. [注记2.3] 也指出 HomK (A)(P, Y ) 上有右 B-模结构, 这时 [引
理3.36(1)]中的加群同构 η进一步是右 B-模同构. 如果 C 也是含幺环, P 是上有界投射左 A⊗ZC

op-模复形,那
么 [引理3.36(1)]中的加群同构 η也是 C-B 双模同构.

Corollary 3.38. 设 Abel范畴 A满足 D(A)存在且 X 是 A上复形.
(1)当 A有足够多投射对象且 P 为 A上的上有界投射复形时,在 D(A)中 X ∼= P 的充要条件是存在 (复形层
面的)拟同构 P → X .
(2)当A有足够多内射对象且 I 为A上的下有界内射复形时,在 D(A)中X ∼= I 的充要条件是存在 (复形层面
的)拟同构 X → I .

Proof. (1) 只需证明必要性. 设 α : P → X 是 D(A) 中同构. 根据 [引理3.36], 存在链映射 f : P → X 使得

α = f1−1,于是 α是同构说明 f : P → X 是拟同构 ([注记3.23]).
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(2)只需证明必要性. 与 (1)完全对偶地,利用 X 到 I 在 D(A)中同构的同构可调整为左分式 1−1g,这里
g : X → I 是链映射. 再由 1−1g是同构迫使 g : X → I 是拟同构.

Remark 3.39. 因此在导出范畴的语言下, [定义1.194]中的完全复形就是指在导出范畴中同构于某个有界且每
项是有限生成投射模的复形. 完全模就是将该模视作集中在 0 次位置的复形后在导出范畴内同构于某个有界

且每项是有限生成投射模的复形.

现在我们使用 [引理3.36]将单边有界导出范畴实现为同伦范畴.

Theorem 3.40 ([Zha15]). 设A是 Abel范畴满足导出范畴 D(A)存在, K −(P)是所有上有界投射复形构成的
同伦范畴的全子范畴; K +(I)是所有下有界内射复形构成的全子范畴.
(1)如果 A有足够多投射对象,那么K −(P)到 D−(A)的标准函子给出三角等价K −(P) ∼= D−(A), K −,b(P)
到Db(A)的标准函子给出三角等价K −,b(P) ∼= Db(A). 若A中任何对象的投射维数有限,则K b(P) ∼= Db(A).
(2)如果 A有足够多内射对象,那么 K +(I)到 D+(A)的标准函子给出三角等价 K +(I) ∼= D+(A), K +,b(I)
到 Db(A)的标准函子给出三角等价K +,b(I) ∼= Db(A). 若A中任何对象的内射维数有限,则K b(I) ∼= Db(A).

注意这里 Db(A)被视作 D(A)的三角子范畴 (复形未必是有界复形).

Proof. (1)现在K −(P)到 D−(A)的标准函子是忠实满的来自 [引理3.36],标准函子的本质满性来自投射分解
存在性 (回忆 [定理2.35]). 该标准函子作为三角函子的合成依然是三角函子. 要看到 K −,b(P) ∼= Db(A)只需
注意到从 [注记3.32]的讨论可知K −,b(P)中的复形在 D−(A)中都同构于某个有界复形. 如果 A的所有对象
投射维数有限,依然应用 [定理2.35]便得到K b(P) ∼= Db(A).

(2)与 (1)的证明是完全对偶的,利用 [引理3.40]和 [定理2.43]立即得到.

导出范畴的一个优势是可以将通常 Ext群实现为导出范畴中的 Hom集,这简化了同调代数.

Theorem 3.41 ([Zha15]). 设A是Abel范畴具有足够多投射对象或具有足够多内射对象,满足导出范畴D(A)
存在. 那么对任何 X,Y ∈ obA,有加群同构 ExtnA(X,Y ) ∼= HomDb(A)(X,Y [n]) ∼= HomD(A)(X,Y [n]).

Proof. 如果A有足够多投射对象,取X的投射分解 · · · P−1 P 0 X 0, 给出拟同构

· · · P−1 P 0 0 0 · · ·

· · · 0 X 0 0 · · ·

应用 [引理3.36]知HomDb(A)(X,Y [n]) ∼= HomD−(A)(X,Y [n]) ∼= HomD−(A)(P, Y [n]) ∼= HomK −(A)(P, Y [n]) ∼=
HomK (A)(P, Y [n]). 由 [命题2.1] 知 HomK (A)(P, Y [n]) 就是 Hom 复形 Hom(P, Y ) 的 n 次上同调 (回忆
[例1.47]). 因为 Y 是集中在 0次位置的复形,所以直接计算知 Hn(Hom(P, Y )) ∼= ExtnA(X,Y ).

如果 A有足够多内射对象,取 Y 的内射分解 (相应内射复形记作 I),则有

HomDb(A)(X,Y [n]) ∼= HomD(A)(X, I[n]) ∼= HomK (A)(X, I[n]) ∼= Hn(Hom(X, I)) ∼= ExtnA(X,Y ).

Remark 3.42. 因此对一般的 Abel范畴 A, X,Y ∈ obA,可用 HomD(A)(X,Y [n])定义 ExtnA(X,Y ).
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Remark 3.43. 设 A,B 是含幺环, X 是左 A-模且 Y 是 A-B 双模, 这时 ExtnA(X,Y ) 上有自然的右 B-模结
构. 结合 [注记3.37] 和 [注记2.3] 以及 [定理3.41] 的证明过程可知作为右 B-模有同构 Hn(Hom(P, Y )) ∼=
HomDb(A-Mod)(X,Y [n]) ∼= HomD(A-Mod)(X,Y [n]). 再由 Y 集中在 0 次位置可看出同构 Hn(Hom(P, Y )) ∼=
ExtnA(X,Y )也是右 B-模同构. 因此当 X 是左 A-模且 Y 是 A-B 双模时, HomD(A-Mod)(X,Y [n])不仅有自然的

右 B-模结构,作为右 B-模也有同构 ExtnA(X,Y ) ∼= HomD(A-Mod)(X,Y [n]).

Remark 3.44. 如果 A是域 k上代数, X 是 A-A双模且 Y 是 A-A双模,那么 ExtnA(X,Y )可视作 A-A双模,类
似 [注记3.43]我们有 A-A双模同构 ExtnA(X,Y ) ∼= HomD(A-Mod)(X,Y [n]).注意,任何内射左 Ae-模也是内射右
Ae-模,并且作为左 A-模和右 A-模都是内射的. 更一般地,如果有含幺环同态 R→ T 满足 T 是平坦左/右 R-模,
那么任何内射右/左 T -模作为右/左 R-模依然是内射的.

Example 3.45 (上同调集中在一个位置的复形拟同构于集中在一个位置的复形). 设 A是 Abel范畴, (X, d)是
A上复形并且有整数 n满足 Hk(X) = 0, ∀k 6= n. 记 U = Hn(X),那么在 D(A)中有同构 U [−n] ∼= X.

Proof. 考察下述链映射,由于 X 只有 n次上同调可能非零,所以下述链映射也是拟同构:

· · · Xn−1 Kerdn 0 · · ·

· · · Xn−1 Xn Xn+1 · · ·

dn−1|

1Xn−1

所以在 D(A)中 X 与上图中上行复形 (是上有界的)同构. 下图也给出复形间拟同构:

· · · Xn−1 Kerdn 0 · · ·

· · · 0 U = Kerdn/Imdn−1 0 · · ·

dn−1|

所以在导出范畴 D(A)中有同构 U [−n] ∼= X.

类似地,使用复形的左、右温和截断 ([定义1.60])技术容易证明:

Example 3.46. 设 A是 Abel范畴满足 D(A)存在. 那么X• ∈ obD(A)在 D(A)中同构于某个有界复形的充要
条件是存在正整数 n使得 Ht(X) = 0, ∀|t| ≥ n.

在 [注记3.23]中指出完全复形就是在导出范畴中同构于某个有界且每项是有限生成投射模的复形的复形.

Definition 3.47 (伪凝聚复形, [Sta24]). 设 R是含幺环,X 是左 R-模复形. 如果X 和某个上有界且每项是有限

生成自由模的左 R-模复形在 D(R-Mod)中同构,则称 X 是伪凝聚复形.

Remark 3.48. 根据 [注记1.191], X 是伪凝聚复形的充要条件是 X 和某个上有界且每项是有限生成投射模的

左 R-模复形在 D(R-Mod)中同构. 因此完全复形是特殊的伪凝聚复形.

Proposition 3.49 ([Sta24]). 设 M 是左 R-模, 那么 M 作为集中在 0次部分的复形是伪凝聚复形当且仅当 M

是伪凝聚模.

Proof. 充分性由 [命题1.190]直接得到. 必要性: 根据 [推论3.38],这时存在上有界且每项是有限生成自由 R-模
的复形 P 到M 有拟同构. 于是使用 [命题1.195]完全相同的讨论可知M 作为R-模存在有限生成自由分解.
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3.4 导出函子

如果 F : A → B 是 Abel范畴间的加性函子,它可自然诱导复形范畴 C (A)到 C (B)的加性函子以及同伦
范畴 K (A)到 K (B)的加性函子 (因为 F 保持链同伦关系). 因此人们自然希望 F 也能够诱导导出范畴层面

的函子. 因为一般的加性函子 F 未必保持拟同构,所以我们无法期待 F 总能诱导 D(A)到 D(B)的函子.

Definition 3.50 ([Zha15]). 设 A,B 是 Abel范畴, ∗ ∈ {∅, b,−,+},且 D(A),D(B)都存在. 设 F : K ∗(A) →
K (B) 是三角函子. 记 λ∗ : K ∗(A) → D∗(A) 和 λB : K (B) → D(B) 是局部化函子. 如果有三角函子 RF :

D∗(A) → D(B)和 λBF : K ∗(A) → D(B)到 (RF )λ∗ : K ∗(A) → D(B)的自然变换 ξ : λBF → (RF )λ∗ 使得

(RF, ξ)具有如下泛性质: 对任何三角函子 G : D∗(A)→ D(B)和自然变换 ζ : λBF → Gλ∗,存在唯一的自然变
换 η : RF → G使得对任何 X ∈ obK ∗(A)有下图交换:

λBF (X) (RF )λ∗(X)

Gλ∗(X)

ξX

ζX ηλ∗(X)

则称二元组 (RF, ξ)是三角函子 F : K ∗(A) → K (B)的右导出函子 (逆变三角函子的右导出函子也是完全类
似的,区别是这里的 F 和 RF 都要求是逆变三角函子).
对三角函子 F : K ∗(A) → K (B),如果有三角函子 LF : D∗(A) → D(B)和自然变换 ξ : (LF )λ∗ → λBF

具有如下泛性质: 对任何三角函子 G : D∗(A)→ D(B)和自然变换 ζ : Gλ∗ → λBF 有唯一的自然变换 η : G→
LF 使得对任何 X ∈ obK ∗(A)有下图交换:

(LF )λ∗(X) λBF (X)

Gλ∗(X)

ξX

ζXηλ∗(X)

当 ∗ = +,−, b时,相应的导出函子 RF,LF 记作 R+F,R−F,RbF 以及 L+F,L−F,LbF .

Remark 3.51. 根据导出函子的泛性质定义,导出函子一旦存在则在自然同构意义下唯一. 自然同构的三角函子
其中一个三角函子有导出函子便能得到另一个三角函子也有导出函子,并且它们的导出函子也是自然同构的.

设 A,B 是 Abel范畴, 那么 A到 B 的加性函子总可诱导三角函子 F : K (A) → K (B)(可直接验证这把
K (A) 中映射锥映至 K (B) 中映射锥). 所以如果 F 把 A 上复形间拟同构映至 B 上复形间拟同构, 应用 [定
理3.17]可知存在唯一的三角函子 F̂ : D(A)→ D(B)使得下图交换:

K (A) D(A)

K (B) D(B)

λA

F F̂

λB

这时, 取 [定义3.50] 中 RF 为 F̂ 且自然变换 ξ : λBF → F̂ λA 为恒等自然同构, 那么 (RF, ξ) 就是三角函子

F : K (A)→ K (B)的左导出函子也是右导出函子 (这里只需要 F 把拟同构映至拟同构即可).
但一般地, F 未必能保持复形间拟同构. 对于有足够多内射/投射对象的 Abel范畴,我们有
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Theorem 3.52 (导出函子存在性定理, [Wei94]). 设 A,B 是 Abel 范畴满足导出范畴 D(A),D(B) 存在, F :

K ∗(A)→ K (B)是三角函子.
(1)如果 A有足够多的内射对象,那么对 ∗ = +, F : K +(A) → K (B)的右导出函子 R+F 在 D+(A)上存在.
并且对任何下有界内射复形 I 有 R+Fλ+(I) ∼= λBF (I)(D(B)中的同构).
(2)如果 A有足够多的投射对象,那么对 ∗ = −, F : K −(A) → K (B)的左导出函子 L−F 在 D−(A)上存在.
并且对任何上有界投射复形 P 有 L−Fλ−(P ) ∼= λBF (P ).

Proof. 虽然在 [定义2.26] 指出三角范畴间三角等价的拟逆函子依然是三角函子, 但 [定理3.40] 中具体的三角
等价的拟逆函子依然是三角函子是明显的. 在 [定理3.40] 条件下将标准函子 K −(P) → D−(A) 记作 T−,
K +(I)→ D+(A)记作 T+. [定理3.40]说明 T−和 T+都是三角等价. 取定 T−的拟逆 U− : D−(A)→ K −(P)
和 T+的拟逆 U+ : D+(A)→ K +(I),那么 U−和 U+都是三角等价.

(1) 设 A 有足够多内射对象, 那么依 [定理3.40] 现在有三角等价 U+ : D+(A) ∼= K +(I). 置 R+F :

D+(A)→ D(B)是下述三角函子序列的合成 (注意 R+F 事实上像取值在 D+(B)中):

D+(A) K +(I) K (B) D(B)U+ F λB

任取 X ∈ obK +(A), U+λ+X ∈ obK +(I).所以从 [引理3.36]得到标准同构 HomD+(A)(λ
+X,T+U+λ+X) ∼=

HomK +(A)(X,U
+λ+X). 记自然同构 η : 1D+(A) → T+U+. 为构造λBF 到 (R+F )λ+的自然变换 ξ,对每个X ∈

obK +(A),有同构 ηλ+X : λ+X → T+U+X . 记 fX : X → U+λ+X 是 ηλ+X 在HomD+(A)(λ
+X,T+U+λ+X) ∼=

HomK +(A)(X,U
+λ+X)下的像. 于是F (fX) : FX → FU+λ+X . 命 ξX = λBF (fX) : λBFX → λBFU

+λ+X =

(R+F )λ+X 利用 η的自然性可直接验证对任何 obK +(A)中的态射 h : X → Y 有 U+λ+(h)fX = fY h,由此得
到 ξ满足对任何态射 h : X → Y 有下述交换图:

λBFX (R+F )λ+X

λBFY (R+F )λ+Y

λBF (h)

ξX

(R+F )λ+(h)

ξY

因此 ξ : λBF → (R+F )λ+是自然变换.
现在任给三角函子 G : D+(A) → D(B) 和自然变换 ζ : λBF → Gλ+, 我们需要说明有唯一的自然变换

θ : R+F → G使得任何 X ∈ obK +(A)有下图交换:

λBF (X) (R+F )λ+(X)

Gλ+(X)

ξX

ζX θλ+(X)

根据 fX 的构造, λ+(fX) = ηλ+X 是导出范畴中的同构,所以 [注记3.22]说明我们可以设 ηλ+X 为

X Z T+U+X
s t

这里 s, t 都是拟同构且 Z 是内射复形 (利用内射分解的存在性), 因此 [推论2.46] 表明 t 在 F 作用下依然是

拟同构,从而 λBF (t)和 Gλ+(t)都是 D(B)中的同构 (这里再指出 [推论2.47]说明当 X 是下有界内射复形时,
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λBF (s)会是同构, 进而 ζX 对任何下有界的内射复形 X 是同构,于是知对任何下有界内射复形 I ,会有导出范
畴中的同构 λBF (I) ∼= (R+F )λ+(I)). 那么由 ζ 是自然变换立即得到下述交换图:

λBF (X) Gλ+(X)

λBF (Z) Gλ+(Z)

λBF (T
+U+X) Gλ+(T+U+X)

ζX

λBF (s) Gλ+(s)

ζZ

ζT+U+X

λBF (t) Gλ+(t)

根据 ξX 的定义,有 λBF (t)
−1λBF (s) = ξX . 根据 s, t的定义也有 Gλ+(t)[Gλ+(s)]−1 = G(ηλ+X). 故上图即

λBF (X) Gλ+(X)

(R+F )λ+(X) Gλ+(T+U+X)

ζX

ξX G(ηλ+X)

ζT+U+X

所以如果定义 θλ+X = G(ηλ+X)
−1ζT+U+X : (R+F )λ+(X) = λBF (T

+U+X)→ Gλ+(X),便有下述交换图:

λBF (X) (R+F )λ+(X)

Gλ+(X)

ξX

ζX θλ+(X)

前面已经指出 X 是下有界内射分解时 ξX 是同构,所以利用任何下有界复形 X 拟同构于某个下有界内射复形

I ,考察拟同构 X → I 可得满足条件的自然变换 θ在 λ+(X)上的取值唯一,于是可知满足条件的自然变换 θ一

定唯一. 于是知要完成证明需要得到 θ 的存在性 (即验证前面构造的自然性). 根据左分式的表达,我们只需要
验证对任何K +(A)中的态射 φ : X1 → X2有

(R+F )λ+X1 (R+F )λ+X2

Gλ+X1 Gλ+X2

θλ+X1

(R+F )λ+(φ)

θλ+X2

Gλ+(φ)

交换. 记 Yi = T+U+Xi. 那么根据 θ的定义我们需要验证下图的交换性:

(R+F )λ+X1 (R+F )λ+X2

Gλ+Y1 Gλ+Y2

Gλ+X1 Gλ+X2

ζY1

(R+F )λ+(φ)

ζY2

G(ηλ+X1
)−1 G(ηλ+X2

)−1

Gλ+(φ)
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首先根据 η的自然性,我们有交换图:

Gλ+Y1 Gλ+Y2

Gλ+X1 Gλ+X2

G(ηλ+X1
)−1

GT+U+λ+(φ)

G(ηλ+X2
)−1

Gλ+(φ)

所以只需要验证下图交换:
(R+F )λ+X1 (R+F )λ+X2

Gλ+Y1 Gλ+Y2

ζY1

(R+F )λ+(φ)

ζY2

GT+U+λ+(φ)

设 T+U+λ+(φ) : Y1 → Y2 可表示为 Y1 W Y2
f g ,其中 g是拟同构. 根据内射分解存在性可设这里

的W 是下有界的内射复形,并且同样由 [推论2.46]保证 F (g)是拟同构. 事实上,这时 RF+λ+(φ)可左分式表

达为 FY1 FW FY2.
F (f) F (g)

在K +(I)中表达出 U+λ+(φ)后可直接验证 T+U+λ+(φ) = U+λ+(φ). 所

以在K +(I)中可将 U+λ+(φ)也表示为 Y1 W Y2
f g . 所以由R+F 的定义立即得到RF+λ+(φ)有

左分式表达 FY1 FW FY2.
F (f) F (g)

于是 ζY2
(R+F )λ+(φ) = ζY2

λB(F (g))
−1λB(F (f)). 因为 ζ 是从 λBF

到 Gλ+的自然变换,所以 ζY2
λB(F (g))

−1 = (Gλ+(g))−1ζW . 进而

ζY2
(R+F )λ+(φ) = (Gλ+(g))−1ζWλBF (f) = (Gλ+(g))−1Gλ+(f)ζY1

= G((λ+g)−1(λ+f))ζY1
= GT+U+λ+(φ).

由此得到 θ 是自然变换,得到 (1). (2)的证明完全对偶,将前面关于下有界内射复形的讨论转化成上有界投射
复形的讨论可得 F : K −(A)→ K (B)的左导出函子存在性.

Remark 3.53. 在定理证明中构造出的 (三角函子间的)自然变换 ξ : λBF → (R+F )λ+ 和导出范畴上的平移函

子相容: 具体地,如果记给定三角函子 F : K +(A) → K (B)所带有的自然同构是 φ : F [1] ∼= [̃1]F ,其中 [̃1]表

示K (B)上的平移函子. 记 ψ : U+[1] ∼= [̃1]U+ 是三角函子 U+ 带有的自然同构. 那么 R+F 带有的自然同构 Θ

如下表示: 对任何 X ∈ obD+(A),对应 D(B)中同构 ΘX = φU+XF (ψX) : R
+F (X[1]) → (R+FX)[̃1]. λBF 带

有的自然同构由 φ诱导. 那么这里的相容表示对任何 X ∈ obD+(A),有下图交换:

λBF (X[1]) R+F (X[1])

(λBFX)[̃1] (R+FX)[̃1]

λB(φX)

ξX[1]

ΘX

ξX [̃1]

根据自然变换 ξ的构造,证明过程中构造的 fX : X → U+X 满足下面的交换图:

X[1] U+(X[1])

X[1] (U+X)[̃1]

1X[1]

fX[1]

ψX

fX [1]

其中 ψX 是三角函子 U+带上的自然同构在 X 处取值. 现在

ξX [̃1]λB(φX) =F (fX)[̃1]φX
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=φU+XF (fX [1])

=φU+XF (ψXfX[1])

=ΘXF (fX[1])

=ΘXξX[1].

Example 3.54 ([Wei94, Zha15]). 回忆 [例1.47]中的 Hom复形构造: 设 X,Y 是 Abel范畴 A上的复形,则有
复形 Hom•(X,Y ),并且该构造诱导同伦范畴间的加性函子 Hom•(X,−) : K (A) → K (Ab)以及逆变加性函
子 Hom•(−, X) : K (A) → K (Ab). 可直接验证 Hom•(X,Y [1]) = Hom•(X,Y )[1](Hom•(X[−1], Y )的微分

与Hom•(X,Y [1])的微分相差一个负号; Hom•(X[1], Y )的微分也和Hom•(X,Y )[−1]的微分差个负号). 并且
任给复形间链映射 f : Y → Y ′,我们有

Homn(X,Con(f)) =
∏
p∈Z

HomA(X
p, Y p+n+1 ⊕ (Y ′)n),Conn(Hom(X, f)) = Homn+1(X,Y )⊕Homn(X,Y ′),

利用积的标准态射,可以验证 Homn(X,Con(f))到 Conn(Hom(X, f))的标准同态族是链同构,即有复形同构
Hom•(X,Con(f)) ∼= Con•(Hom(X, f)). 并且我们能够得到下述链映射交换图:

Hom•(X,Y ) Hom•(X,Y ′) Homn(X,Con(f)) Hom•(X,Y [1])

Hom•(X,Y ) Hom•(X,Y ′) Con•(Hom(X, f)) Hom•(X,Y )[1]

1

Hom•(X,f)

1 1

Hom•(X,f)

所以加性函子 Hom•(X,−) : K (A) → K (Ab) 也是三角函子. 对偶地可知逆变加性函子 Hom•(−, X) :

K (A)→ K (Ab)也是三角函子. 特别地,也有三角函子 Hom•(X,−) : K +(A)→ K (Ab).

Remark 3.55. 从 [注记1.48]知对左 A-模复形 X 和 A-B 双模复形 Y , Hom•(X,Y )是右 B-模复形,并且这时
Hom•(−, Y )可视作 K (A-Mod)到 K (Mod-B)的逆变三角函子 ([注记2.27]). 注意这时 Hom•(X[1], Y )和

Hom•(X,Y )[−1]的微分相差一个负号,所以如果定义 εX = {(−1)n : Homn(X[1], Y )→ Hom•(X,Y )[−1]n}n∈Z,
εX给出复形链同构Hom•(X[1], Y ) ∼= Hom•(X,Y )[−1]. 并且 ε给出自然同构 [−1]Hom•(−, Y ) ∼= Hom•(−, Y )·
[1],右边范畴自同构 [1]和 Hom•(−, Y )的合成. 因为有复形链同构 Hom•(X[1], Y ) ∼= Hom•(X,Y )[−1],所以
对任何整数 n,有复形链同构 Hom•(X[n], Y ) ∼= Hom•(X,Y )[−n].

Definition 3.56 (RHom复形, [Wei94]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴,固定 A上复形 X . 对三角函
子Hom•(X,−) : K +(A)→ K (Ab)应用 [定理3.52]得到右导出函子R+Hom•(X,−) : D+(A)→ D(Ab). 对
任何 Y ∈ obD+(A),记 R+Hom•(X,−)(Y )为 RHom•(X,Y ) ∈ D(Ab),简称为 RHom复形.

在导出范畴中处理复形同调具有相当高的灵活性,因为复形在导出范畴中同构便具有同构的上同调对象.

Lemma 3.57 ([Wei94]). 设A有足够多内射对象,X,X ′是A上复形且 Y ∈ obD+(A). 如果X 和X ′间有拟同

构,那么在 D(Ab)中有 RHom•(X,Y ) ∼= RHom•(X ′, Y ).

Proof. 因为 A 有足够多内射对象, 所以存在下有界内射复形 I 和拟同构 s : X → I(回忆 [定理2.43]). 进而
在 D(Ab) 中有 RHom•(X,Y ) ∼= RHom•(X, I) 以及 RHom•(X ′, Y ) ∼= RHom•(X ′, I). 应用 [定理3.52], 有
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RHom•(X, I) ∼= λAbHom•(X, I).设 X 和 X ′ 间有拟同构 t : X → X ′,我们说明 Hom•(t, I) : Hom•(X ′, I) →
Hom•(X, I) 是拟同构, 根据 [例3.54] 的逆变情形可知一旦证明 Hom•(−, I) 把正合复形映至正合复形便能
够得到 Hom•(−, I)保持拟同构 (利用映射锥导出的好三角以及 [注记2.34]), 从而 λAb(Hom•(t, I))给出同构

λAbHom•(X ′, I) ∼= λAbHom•(X, I),这保证了 RHom•(X,Y ) ∼= RHom•(X ′, Y ). 因此我们只需说明任何正合
复形 Z 满足 Hom•(Z, I)也正合,而这从 [命题2.1]和 [命题2.44]立即得到.

Remark 3.58. 对偶地,我们也能够在A有足够多投射对象的前提下,考虑逆变三角函子Hom•(−, X) : K −(A)→
K (Ab)的右导出函子, 类似 [定理3.52]这时也能保证 Hom•(−, X)存在右导出函子 RHom•(−, X). 当 A既
有足够多投射对象也有足够多内射对象时, 对任何上有界复形 X 和下有界复形 Y , 有 RHom•(X,−)(Y ) ∼=
RHom•(−, Y )(X). 证明与 [引理3.57]是完全类似的: 取定投射分解 s : P → X 和内射分解 t : Y → I ,那么可
得到 Hom•(s, I)和 Hom•(P, t)都是拟同构. 进而得到在 D(Ab)中有

λAbHom•(P, Y ) ∼= λAbHom•(P, I) ∼= λAbHom•(X, I).

进而由 [定理3.52]得到 RHom•(−, Y )(X) ∼= λAbHom•(P, Y ),RHom•(X,−)(Y ) ∼= RHom•(X,−)(I)便得到
D(Ab)中同构 RHom•(X,−)(Y ) ∼= RHom•(−, Y )(X).

Example 3.59. 设 A,B 是含幺环, Y 是 A-B 双模复形,则由 [注记3.55]知有三角函子

Hom•(−, Y ) : K −(A-Mod)→ K (Mod-B).

由 [注记3.58]的讨论,这时也有右导出函子 RHom•(−, Y ) : D−(A-Mod)→ D(Mod-B). 所以这时对任何上有
界的左 A-模复形 X ,我们考虑的 RHom复形 RHom•(X,Y )进一步是右 B-模复形.

对 Abel范畴 A,只要 D(A)存在,便能对 X,Y ∈ obD(A)定义

Exti(X,Y ) = HomD(A)(X,Y [n]).

根据 [定理3.41],当 X,Y ∈ obA且 A有足够多投射对象或有足够多内射对象时,上述定义与通常 Ext群一致.

Proposition 3.60 ([Zha15]). 设 A是 Abel范畴满足 D(A)存在. 那么对任何 C (A)中短正合列

0 X Y Z 0,
f g

W 也是 A上复形. 那么有加群长正合列 (注意这里的 Ext群都是对复形来定义的)

· · · Extn(W,X) Extn(W,Y ) Extn(W,Z) Extn+1(W,X) · · ·

以及加群长正合列

· · · Extn(Z,W ) Extn(Y,W ) Extn(X,W ) Extn+1(Z,W ) · · · .

Proof. 根据 [命题3.26],这时存在D(A)中态射h : Z → X[1]使得有好三角 X Y Z X[1].
f g h

所以利用 HomD(A)(−,W ) 和 HomD(A)(W,−) 都是上同调函子 (回忆 [例2.16]) 以及 [n] 对所有整数 n 都是

D(A)上范畴自同构 (给出 Hom群的加群同构)以及这里 Ext群的定义便知.
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Remark 3.61. 结合 [定理3.41],导出范畴使我们能够从三角范畴角度看待 Ext群的长正合列性质.

Remark 3.62. 设A是Abel范畴满足D(A)存在. 那么对任何整数 i, j, n和A上复形X,Y 有 Extn(X[i], Y [j]) =

HomD(A)(X[i], Y [j + n]) ∼= HomD(A)(X,Y [j + n− i]) = Extn+j−i(X,Y ).

Theorem 3.63 ([Zha15]). 设 Abel范畴 A有足够多内射对象, X ∈ obD(A)且 Y ∈ obD+(A). 有加群同构

Hn(RHom•(X,Y )) ∼= Extn(X,Y ), ∀n ∈ Z.

Proof. 由 [引理3.57]的证明过程知如果取 Y 的下有界内射分解 t : Y → I ,则有

Hn(RHom•(X,Y )) ∼= Hn(RHom•(X, I)) ∼= Hn(Hom•(X, I)).

由 [命题2.1], Hn(Hom•(X, I)) ∼= HomK (A)(X, I[n]). 故由 [引理3.36]可知

Hn(Hom•(X, I)) ∼= HomK (A)(X, I[n]) ∼= HomD(A)(X, I[n]) ∼= HomD(A)(X,Y [n]) = Extn(X,Y ).

因此我们得到 Hn(RHom•(X,Y )) ∼= Extn(X,Y ), ∀n ∈ Z.

Remark 3.64. 对偶地, 对于有足够多投射对象的 Abel 范畴, 也能够得到类似结论. 这里仅处理模范畴的情
形. 设 A,B 是含幺环, X 是左 A-模复形且 Y 是 A-B 双模复形. 根据 [例3.59],对任何上有界的左 A-模复形 X ,
RHom•(X,Y )是右B-模复形,并且对任何上有界的左A-模投射复形P ,有D(Mod-B)中同构RHom•(P, Y ) ∼=
λBHom•(P, Y ). 于是对任何整数 n,有右 B-模同构 Hn(RHom•(P, Y )) ∼= Hn(Hom•(P, Y )). 现在任取上有界
左A-模复形X ,存在上有界投射左A-模复形P 使得X和P 间有拟同构,故有右B-模同构Hn(RHom•(P, Y )) ∼=
Hn(RHom•(X,Y )). 通过 [注记2.3] 得到右 B-模同构 Hn(RHom•(P, Y )) ∼= HomK (A-Mod)(P, Y [n]). 由 [注
记3.37],作为右 B-模有同构 HomK (A-Mod)(P, Y [n]) = HomK (A-Mod)(P, Y [n]) ∼= HomD(A-Mod)(P, Y [n]). 故

HomD(A-Mod)(P, Y [n]) ∼= HomD(A-Mod)(X,Y [n]) = Extn(X,Y )

给出右 B-模同构. 于是我们得到右 B-模同构Hn(RHom•(X,Y )) ∼= Extn(X,Y ). 注意如果进一步X 是左 A-模
且 Y 是 A-B 双模,那么 Extn(X,Y )作为右 B-模也和通常的 Ext模同构 (回忆 [注记3.43]).

Notation 3.65. 设 A,B是含幺环,X 是左 A-模复形, Y 是 A-B双模复形,记 RHom•(X,Y ) ∈ obD(Mod-B)为

RHomA(X,Y ), 这是右 B-模复形且对任何整数 n有右 B-模同构 Hn(RHomA(X,Y )) ∼= Extn(X,Y ). 如果 X

是左 A-模且 Y 是 A-B 双模,那么对任何整数 n有右 B-模同构 Hn(RHomA(X,Y )) ∼= ExtnA(X,Y ).

总结一下, 对 Abel 范畴 A 上复形 X , 有三角函子 Hom•(−, X) : K −(A) → K (Ab) 和 Hom•(X,−) :

K +(A) → K (Ab). 那么当 A 有足够多投射对象时, 逆变三角函子 Hom•(−, X) : K −(A) → K (Ab) 有右
导出函子 RHom•(−, X) : D−(A) → D(Ab); 当 A 有足够多内射对象时三角函子 Hom•(X,−) : K +(A) →
K (Ab)有右导出函子 RHom•(X,−) : D+(A) → D(Ab). 如果 A既有足够多投射对象又有足够多内射对象,
那么对任何上有界复形 X 和下有界复形 Y 有 D(Ab)中的同构 RHom•(X,−)(Y ) ∼= RHom•(−, Y )(X).

• 若 A有足够多内射对象,则对任何复形 X 和下有界复形 Y 有Hn(RHom•(X,Y )) ∼= Extn(X,Y ), ∀n ∈ Z.

• 若 A有足够多投射对象,则对任何上有界复形 X 和复形 Y 有Hn(RHom•(X,Y )) ∼= Extn(X,Y ), ∀n ∈ Z.
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设 A,B 是含幺环,那么对任何 A-B 双模复形 Y 产生右导出函子 RHomA(−, Y ) : D−(A-Mod)→ D(Mod-B).
更进一步, 如果还有含幺环 C, 那么 A-B 双模复形 Y 产生右导出函子 RHomA(−, Y ) : D−(A-Mod-C) →
D(C-Mod-B). 这时任何上有界 A-C 双模复形 X 对应的 RHom复形 RHomA(X,Y )是 C-B 双模复形.

Example 3.66. 设 A是 K-代数, Ω是 A-A双模复形. 那么 RHomA(Ω,Ω)和 RHomAop(Ω,Ω)都是 A-A双模复
形,或等价地,右 Ae-模复形. 这里 RHomAop(Ω,Ω)表示使用 Ω的右 A-模结构定义 RHom复形.

只要 K-代数 A是投射 K-模,那么 Ae 作为左 A-模和右 A-模都是投射的. 特别地,任何投射左 Ae-模作为
左 A-模和右 A-模都是投射的. 更一般地,对K-代数 A和 B,只要 A是投射K-模,那么 A⊗K B作为右 B-模投
射;只要 B 是投射K-模, A⊗K B 作为左 A-模投射. 因此投射左 A⊗K Bop-模作为左 A-模和右 B-模都投射.

Example 3.67. 设 A是 K-代数且是投射 K-模. 如果 ExtiAe(A,Ae) = 0, ∀i 6= n,记 U = ExtnAe(A,Ae),这是右
Ae-模. 那么在 D(Mod-Ae)中有 U [−n] ∼= RHomAe(A,Ae)(回忆 [例3.45]).

现在我们利用 [引理3.57]把 RHom复形也视作双函子. 对每个 Y ∈ obD+(A-Mod-B),取定内射分解 sY :

Y → I . 对固定的 X ∈ obD(A-Mod-C),有三角函子 Hom•(X,−) : K +(A-Mod-B)→ K (C-Mod-B)的右导

出函子 RHomA(X,−) : D+(A-Mod-B) → D(C-Mod-B), 同时也带上自然变换 ξ : λC-Mod-BHom•
A(X,−) →

RHomA(X,−)λA-Mod-B : K +(A-Mod-B) → D(C-Mod-B). 根据 [定理3.52], 对下有界内射复形 I , ξI 是
同构. 根据 [引理3.57] 的证明过程也知对任何 K (A-Mod-B) 中的拟同构 t : X → X ′ 有 Hom•(t, I) 是

K (C-Mod-B)中拟同构. 这说明我们有唯一的三角函子 Ĥom
•
(−, I) : D(A-Mod-B)→ D(C-Mod-B)使得下

图交换 (事实上,由于 Hom•(−, I)保持拟同构, Ĥom
•
(−, I)就是 Hom•(−, I)的右导出函子 RHom•(−, I)):

K (A-Mod-B) D(A-Mod-B)

K (C-Mod-B) D(C-Mod-B)

Hom•(−,I) Ĥom•
(−,I)

虽然前面指出 Ĥom
•
(−, I) 就是 RHom•(−, I) 但依然使用记号 Ĥom

•
(−, I). 现在任何 D(A-Mod-B) 中态射

α : X → X ′ 对应 D(C-Mod-B)中态射 Ĥom
•
(α, I) : Hom•(X ′, I) → Hom•(X, I). 于是对 α : X → X ′,存在

唯一的 D(C-Mod-B)中态射 RHomA(α, I) : RHomA(X
′, I)→ RHomA(X, I)使得

RHomA(X, I) Hom•(X, I)

RHomA(X
′, I) Hom•(X ′, I)

ξXI

RHomA(α,I) Ĥom•
(α,I)

ξX
′

I

交换. 注意上图中水平方向的 (导出范畴中的) 态射关于下有界内射复形 I 有自然性. 事先取定的拟同构 s :

Y → I 视作导出范畴中态射后在共变 RHom函子作用下当然是同构, 所以存在唯一的 D(C-Mod-B)中态射

RHomA(α, Y ) : RHomA(X
′, Y )→ RHomA(X,Y )使得下图交换:

RHomA(X,Y ) RHomA(X, I) Hom•(X, I)

RHomA(X
′, Y ) RHomA(X

′, I) Hom•(X ′, I)

RHomA(X,s) ξXI

RHomA(X′,s)

RHomA(α,Y ) RHomA(α,I) Ĥom•
(α,I)

ξX
′

I

(3.1)
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所以对下有界复形 Y ,只要取定 Y 的一个下有界内射分解 s : Y → I ,就能定义逆变加性函子 RHomA(−, Y ) :

D(A-Mod-C)→ D(C-Mod-B). 事实上,根据我们的定义有自然同构 RHomA(−, Y ) ∼= Ĥom
•
(−, I). 所以这里

得到的逆变函子 RHomA(−, Y ) : D(A-Mod-C) → D(C-Mod-B)当然也是三角函子. 结合前面指出的自然同
构 RHomA(−, I) ∼= Ĥom

•
(−, I)可知有自然同构 RHomA(−, Y ) ∼= RHomA(−, I).

更进一步,在对每个下有界 C-B 双模复形 Y 取定下有界内射分解的前提下 (这里本质上用到了考虑的模
范畴有足够多内射对象),我们能够从上述讨论构造双函子

RHomA(−,−) : D(A-Mod-C)op ×D+(A-Mod-B)→ D(C-Mod-B)

满足对任何 A-C 双模复形 X 和下有界 A-B 双模复形 Y ,对应 C-B 双模复形 RHomA(X,Y ). 对固定的 Y ,前
面的讨论使我们能够保证构造的 RHomA(−, Y )关于第一变量给出三角函子 (这里考虑了对偶范畴使得关于第
一变量是共变的). 如果固定第一变量 X ,对拟同构 sY : Y → I , sY ′ : Y ′ → J ,因为在 D+(A-Mod-B)中 sY 和

sY ′ 变成同构,所以对任何导出范畴中的态射 β : Y → Y ′,存在导出范畴中唯一的态射 β′ : I → J 使得

Y I

Y ′ J

sY

β β′

sY ′

交换. 因此对 D(A-Mod-C) 中态射 α : X ′ → X 和 D+(A-Mod-B) 中态射 β : Y → Y ′, 根据前面的记号,
现在 D+(A-Mod-B) 中有唯一的态射 β′ : I → J 使得在 D+(A-Mod-B) 中有上图交换. 在 [注记1.66] 指出
正合的下有界内射复形可裂正合, 所以由 [命题1.68] 知正合的下有界内射复形在同伦范畴中是零对象, 所以
Hom•(X,−) : K +(I)→ K (C-Mod-B)把正合下有界内射复形映至正合复形,特别地,该函子保持拟同构. 所
以可诱导三角函子 Ĥom

•
(X,−) : D+(I)→ D(C-Mod-B). 下面我们说明有交换图:

Hom•(X, I) Hom•(X, J)

Hom•(X ′, I) Hom•(X ′, J)

Ĥom•
(X,β′)

Ĥom•
(α,I) Ĥom•

(α,J)

Ĥom•
(X′,β′)

可设 α : X ′ → X 有左分式表示 (以下 s : X →W 是拟同构):

X ′ W X.
f s

也设 β′ : I → J 有右分式表示 (以下 U 是下有界内射复形且 t : U → I 是拟同构):

I U J
t g

因为 Hom•(s, I),Hom•(s, J)和 Hom•(X, t),Hom•(X ′, t)都是拟同构 (由 [引理3.57]的证明过程),所以在导
出范畴 D(C-Mod-B)中, Ĥom

•
(α, I)和 Ĥom

•
(α, J)有右分式表示

Hom•(X, I) Hom•(W, I) Hom•(X ′, I),
Hom•(s,I) Hom•(f,I)

Hom•(X, J) Hom•(W,J) Hom•(X ′, J).
Hom•(s,J) Hom•(f,J)
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同时 Ĥom
•
(X,β′)和 Ĥom

•
(X ′, β′)有右分式表示

Hom•(X, I) Hom•(X,U) Hom•(X, J),
Hom•(X,t) Hom•(X,g)

Hom•(X ′, I) Hom•(X ′, U) Hom•(X ′, J).
Hom•(X′,t) Hom•(X′,g)

所以 Ĥom
•
(α, I)和 Ĥom

•
(X ′, β′)的合成可由下图给出:

Hom•(W,U)

Hom•(W, I) Hom•(X ′, U)

Hom•(X, I) Hom•(X ′, I) Hom•(X ′, J)

Hom•(W,t) Hom•(f,U)

Hom•(s,I) Hom•(f,I) Hom•(X′,t) Hom•(X′,g)

这里 Hom•(W, t)是拟同构. 同样地, Ĥom
•
(X,β′)和 Ĥom

•
(α, J)的合成来自下图:

Hom•(W,U)

Hom•(X,U) Hom•(W,J)

Hom•(X, I) Hom•(X, J). Hom•(X ′, J)

Hom•(W,g)Hom•(s,U)

Hom•(X,t) Hom•(X,g) Hom•(s,J) Hom•(f,J)

由此可知 Ĥom
•
(X ′, β′)Ĥom

•
(α, I) = Ĥom

•
(α, J)Ĥom

•
(X,β′). 再由图 (3.1)的交换性,得到

RHomA(X,Y
′) RHomA(X, J)

RHomA(X,Y ) RHomA(X, I)

RHomA(X
′, Y ) RHomA(X

′, I)

RHomA(X
′, Y ′) RHomA(X

′, J)

RHomA(X,sY ′ )

RHomA(α,Y ′) RHomA(α,J)

RHomA(X,sY )

RHomA(X,β)

RHomA(α,Y ) RHomA(α,I)

RHomA(X,β′)

RHomA(X′,sY )

RHomA(X′,β) RHomA(X′,β′)

RHomA(X′,sY ′ )

(3.2)

也交换. 这说明对任何A-C双模复形X和A-B下有界复形Y ,定义 (X,Y )对应的C-B双模复形为RHomA(X,Y ).
对任何 A-C 双模复形间的链映射 α : X ′ → X(对应 D(A-Mod-C)op 中的态射 α : X → X ′)和 A-B 双模复形
间的链映射 β : Y → Y ′,对应 C-B 双模复形间的链映射 (回忆图 (3.1)的记号):

RHomA(X
′, β)RHomA(α, Y ) = RHomA(α, Y

′)RHomA(X,β),

记上述链映射为 RHomA(α, β) : RHomA(X,Y ) → RHomA(X
′, Y ′). 注意当 X = X ′ 且 α = 1X 时,对任何态

射 β : Y → Y ′ 有 RHomA(1X , β) = RHomA(X,β). 利用 (3.2)容易验证 RHomA(−,−) : D(A-Mod-C)op ×
D+(A-Mod-B)→ D(C-Mod-B)定义了双函子. 现在我们把前面关于 RHom双函子的讨论总结为
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Theorem3.68 ([Wei94]). 设A,B,C是含幺环,则有双函子RHomA(−,−) : D(A-Mod-C)op×D+(A-Mod-B)→
D(C-Mod-B)满足对任何A-C双模复形X和下有界A-B双模复形Y 有RHomA(−,−)(X,Y ) = RHomA(X,Y )

并且对任何 D(A-Mod-B)中态射 β : Y → Y ′有

RHomA(1X , β) = RHomA(X,β) : RHomA(X,Y )→ RHomA(X,Y
′).

即对固定的 X ∈ obD(A-Mod-C),双函子 RHomA(−,−)固定第一变量为 X 后就是

RHomA(X,−) : D+(A-Mod-B)→ D(C-Mod-B).

对固定的 Y ∈ obD+(A-Mod-B),这里的函子 RHomA(−, Y )自然同构于 RHomA(−, I),其中 t : Y → I 是 Y

的下有界内射分解.

Remark 3.69. 类似 [注记3.64], 在 [定理3.68] 条件下, 对任何 A-C 双模复形 X 和下有界 A-B 双模复形 Y ,
RHomA(X,Y )作为 C-B 双模复形,对任何整数 n, Hn(RHomA(X,Y ))是 C-B 双模. 如果进一步要求 A,B,C

是 K-代数并且都是投射 K-模,那么任何投射左 A⊗K Cop-模作为左 A-模和右 C-模都投射,任何投射左 A⊗K
Cop-模作为左 A-模和右 C-模也都投射. 于是对 A-C 双模 X 和 A-B 双模 Y , [定理3.41]和 [定理3.63]的讨论
给出 C-B 双模同构 ExtnA(X,Y ) ∼= Hn(RHomA(X,Y )).

Remark 3.70. 对偶地,我们也能够得到双函子RHomA(−,−) : D−(A-Mod-C)op×D(A-Mod-B)→ D(C-Mod-B)

满足对任何上有界 A-C 双模复形 X 和 A-B 双模复形 Y 有 RHomA(−,−)(X,Y ) = RHomA(X,Y ) 并且

对 D−(A-Mod-C) 中态射 α : X ′ → X(对应 D(A-Mod-C)op 中 X 到 X ′ 的态射), 有 RHomA(α, 1Y ) =

RHomA(α, Y ) : RHomA(X,Y ) → RHomA(X
′, Y ). 对固定的 X ∈ obD−(A-Mod-C),如果取定上有界投射分

解 s : P → X ,那么有自然同构 RHomA(X,−) ∼= RHomA(P,−). 如果把 [定理3.68]的双函子 RHomA(−,−)
限制,得到双函子 RHomA(−,−) : D−(A-Mod-C)op ×D+(A-Mod-B)→ D(C-Mod-B),那么该双函子满足固
定第一变量 X 或者固定第二变量 Y 分别与 Hom•(X,−)和 Hom•(−, Y )的右导出函子自然同构.

特别地,对任何下有界A-B双模复形Y ,产生逆变三角函子RHomA(−, Y ) : D(A-Mod-C)→ D(C-Mod-B).
更特殊的情况: 设 A是域 k上代数, Ω是下有界 A-A双模复形,那么 RHomA(−,Ω) : D(A-Mod)→ D(Mod−
A)(= D(Aop-Mod)). 为了在 RHom复形记号上区分考虑的是左 A-模范畴的导出范畴还是右 A-模范畴的导出
范畴,我们使用反环的左模. 这时Ω作为右A-模复形能够视作左Aop-模复形,则有逆变三角函子RHomAop(−,Ω) :
D(Aop-Mod) → D(A-Mod).所以任何下有界 A-A双模复形 Ω能够诱导 D(A-Mod)与 D(Aop-Mod)间的一
对逆变三角函子:

RHomA(−,Ω) : D(A-Mod)→ D(Aop-Mod),

RHomAop(−,Ω) : D(Aop-Mod)→ D(A-Mod).

依然保持 Ω是下有界 A-A双模复形的假设,那么对任何 k-代数 B, [定理3.68]使我们也能够考虑

RHomA(−,Ω) : D(A-Mod-B)→ D(B-Mod-A),

RHomAop(−,Ω) : D(B-Mod-A)→ D(A-Mod-B).
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Definition 3.71 (有限内射维数, [Wei94]). 设 A 是有足够多内射对象的 Abel 范畴, Y 是 A 上的下有界复
形. 如果存在整数 n0 使得对所有整数 n ≥ n0 和 X ∈ obA(视作集中在 0 次部分的复形) 有 Extn(X,Y )(=

HomD(A)(X,Y [n])) = 0,则称Y 有有限的内射维数. 如果整数 ℓ满足对任何n ≥ ℓ+1和复形X有Extn(X,Y ) =

0但存在某个 A中对象 Z 使得 Extℓ(Z, Y ) 6= 0,则称 ℓ是 Y 的内射维数.

Remark 3.72. 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴, Y ∈ obA视作集中在 0次部分的复形. 那么这里 Y 作

为复形内射维数的概念与 Y 作为 A中对象内射维数的定义一致 (回忆 [命题1.123]).

Proposition 3.73 ([Wei94]). 设 A是有足够多内射对象的 Abel范畴, Y 是 A上的下有界 Abel范畴. 那么 Y

有有限内射维数的充要条件是 Y 在 D(A)中同构于某个有界内射复形.

Proof. 充分性: 如果 Y 在 D(A) 中同构于某个有界内射复形 I , 那么对任何 A 上复形 X 有 Extn(X,Y ) ∼=
Extn(X, I) = HomD(A)(X, I[n]), ∀n ∈ Z. 根据 [引理3.36],有加群同构HomD(A)(X, I[n]) ∼= HomK (A)(X, I[n]).
因为 I 有界所以只要 n充分大就有 I[n]k = 0, ∀k ≥ −1. 现在 X ∈ obA,将 X 视作集中在 0次部分的复形,那
么当 n充分大时便有 HomK (A)(X, I[n]) = 0对所有 X ∈ obA成立. 因此 Y 有有限内射维数.
必要性: 设 Y 有有限内射维数, 那么存在整数 n0 使得当 n ≥ n0 时对任何 A中对象 X 有 Extn(X,Y ) ∼=

HomD(A)(X,Y [n]) = 0. 用 Y 的下有界内射分解代替 Y 可不妨设 Y 自身是下有界内射复形. 那么条件表明
对任何 A 中对象 X 和 n ≥ n0 有 HomK (A)(X,Y [n]) = 0. 我们断言对每个 n ≥ n0 有 Hn(Y ) = 0. 如果
Hn(Y ) 6= 0,那么取 X = Kerdn,考虑 Kerdn 到 Y [n]的标准链映射 ι : Kerdn → Y [n]得到 Hn(ι) 6= 0,于是知 ι

不可能与零链映射同伦. 这说明 HomK (A)(X,Y [n]) 6= 0,矛盾. 因此现在有 Hn(Y ) = 0, ∀n ≥ n0.
现在由复形 Y 在 n0处的左温和截断得到拟同构

· · · Y n0−2 Y n0−1 Y n0 Y n0+1 · · ·

· · · Y n0−2 Y n0−1 Kerdn0 0 · · ·

我们再断言 Kerdn0 是A中内射对象,一旦证明该断言则命题证明完整. 因为A有足够多内射对象,所以可选取
Kerdn0 的内射分解 (将 Jn0 视作 0次部分,由 J i定义的内射复形记作 J):

0 Kerdn0 Jn0 Jn0+1 · · ·θ

由此我们得到下图的拟同构:

· · · Y n0−2 Y n0−1 Kerdn0 0 · · ·

· · · Y n0−2 Y n0−1 Jn0 Jn0+1 · · ·

1

dn0−1|

1 θ

θ(dn0−1|)

记上图中下行复形为 Z,那么在 D(A)中 Z ∼= τ≤n0
Y ∼= Y . 特别地,

HomD(A)(X,Y [n]) ∼= HomD(A)(X,Z[n]) = 0, ∀X ∈ obA, n ≥ n0.

易见只要 ℓ ≥ n0 + 1,就有同构

HomK (A)(X,Z[ℓ]) ∼= HomK (A)(X, J [ℓ− n0]) ∼= HomD(A)(X, J [ℓ− n0]) ∼= HomD(A)(X,Kerdn0 [ℓ− n0]).
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所以对 ℓ ≥ n0 + 1,有 HomD(A)(X,Kerdn0 [ℓ− n0]) = 0, ∀X ∈ obA. 特别地,对任何 A中对象 X ,有

Ext1A(X,Kerdn0) = HomD(A)(X,Kerdn0 [1]) = HomD(A)(X,Kerdn0 [(n0 + 1)− n0]) = 0.

由 X 的任意性,根据 [命题1.117]得到 Kerdn0 是 A中内射对象. 所以 τ≤n0
Y 是有界内射复形.

Remark 3.74. 在有足够多内射对象的 Abel范畴 A中,内射维数有限的对象 X ∈ obA如果视作集中在 0次位

置的复形,那么作为下有界复形, X 也有有限内射维数. 反之,如果 A中对象 X 视作集中在 0次位置的复形有

有限内射维数,我们也能够推出 X(在 A中)有有限长的内射分解: 设 X 在 D(A)中与有界内射复形

0 I−m I−m+1 · · · I−1 I0 I1 · · ·d−m d−m+1 d−1 d0

同构, 这里 m ≥ 1. 注意上述复形满足 Hk(I) = 0, ∀k ≤ −1, 并类似下有界正合内射复形可裂正合的讨论, 注
意到 Imd−m 也是内射对象,可归纳地得到 Imd−1 也是内射对象. 进而 I0/Imd−1 也是内射对象. 记 π0 : I0 →
I0/Imd−1是标准态射,那么我们得到拟同构:

0 I−m I−m+1 · · · I−1 I0 I1 · · ·

0 0 0 · · · 0 I0/Imd−1 I1 · · ·

d−m d−m+1 d−1 d0

π0

d̃0

所以在 D(A) 中上图两行复形同构, 下行也是内射复形, 记作 Z. 那么 HomD(A)(X, I) ∼= HomD(A)(X,Z) ∼=
HomK (A)(X,Z),这里最后一个加群同构来自 [引理3.36]. 于是 X 到 Z 存在拟同构:

0 0 0 · · · 0 X 0 · · ·

0 0 0 · · · 0 I0/Imd−1 I1 · · ·

g

d̃0

由 g诱导拟同构得到 g : X → I0/Imd−1与 d̃0在 I0/Imd−1处正合,所以得到 X 的有限长内射分解:

0 X I0/Imd−1 I1 · · · .g d̃0 d1

或更直接地, 如果对象 X ∈ obA 满足作为下有界复形有有限内射维数, 那么根据定义知存在正整数 n0 使得

对任何 n ≥ n0 和 Y ∈ obA 有 Extn(X,Y ) ∼= ExtnA(X,Y ) = 0. 因此由 [命题1.123] 知作为 A 中对象有
inj.dimX ≤ n0− 1. 所以前面的讨论说明: 对有足够多内射对象的Abel范畴A,X ∈ obA作为下有界复形有有
限内射维数当且仅当 X 作为 A中对象的内射维数有上界.

Remark 3.75. 设K-代数 A满足 A是平坦K-模. 根据 [引理1.228],内射左 Ae-模作为左 A-模和右 A-模都是内
射模. 所以如果 A-A双模复形 Ω是下有界的且有有限内射维数,那么 Ω在 D(A-Mod)和 D(Mod-A)中都同构
于相应导出范畴中的有界内射复形.

从 [注记3.74]中的截断技术我们看到对 Abel范畴 A上任何复形 X 和整数 n,有拟同构:

0 Imdn−1 Xn Xn+1 Xn+2 · · ·

0 0 Xn/Imdn−1 Xn+1 Xn+2 · · ·

ιn−1 dn

πn 1Xn+1 1Xn+2

d̃n
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记上图中下行复形为 Y , Hn(X)视作集中在 n次部分的复形,那么我们有 A上复形短正合列:

0 Hn(X) Y τ≥n+1X 0.

这里复形 Y 到 τ≥n+1X 如下给出:

· · · 0 Xn/Imdn−1 Xn+1 Xn+2 · · ·

· · · 0 Imdn Xn+1 Xn+2 · · ·

d
n 1Xn+1 1Xn+2

因为 Imdn−1 是 Kerdn 的子对象,所以诱导态射 d
n
: Xn/Imdn−1 → Imdn 且 d

n
的核对象同构于 Hn(X). 应用

[命题3.26]得到: 导出范畴 D(A)只要存在,那么 D(A)中有好三角

Hn(X) Y τ≥n+1X Hn(X)[1],

结合前面指出的在 Y 和 τ≥nX 间有拟同构,我们得到

Proposition 3.76 ([Hart66]). 设Abel范畴A满足D(A)存在, n是正整数且X ∈ obD(A). 那么D(A)中有好
三角 Hn(X) τ≥nX τ≥n+1X Hn(X)[1].

根据 [命题3.73]的证明过程可知对域 k上代数 A,如果下有界左 Ae-模复形 Y 作为左 A-模复形和右 A-模
复形都有有限内射维数,那么 Y 在D+(Ae)中同构于某个下有界复形 Z满足 Z作为左A-模复形和右A-模复形
都是内射复形: 这时存在整数 n0 使得对任何 n ≥ n0 以及任何左 A-模 X ,任何右 A-模 X ′,有 ExtnA(AX,AY ) =

0,ExtnA(X ′
A, YA) = 0. 因此重复 [命题3.73] 必要性的讨论, 便能得到证明过程中的 Kerdn0 作为左 A-模和右

A-模都是内射模 (注意因为 A在系数环上平坦,所以内射 Ae-模也是内射 A-模,回忆 [注记1.229]). 于是

Proposition 3.77 ([Ye92]). 设 A是域 k上代数, Y ∈ obD+(Ae-Mod). 那么以下两条等价:
(1)复形 Y 作为左 A-模复形和右 A-模复形都有有限内射维数.
(2)复形 Y 在 D+(Ae-Mod)中同构于某个有界复形 Z 满足 Z 作为左和右 A-模复形都是有界内射复形.

Proof. 已指出 [命题3.73]必要性部分的证明保证了 (1)⇒(2)成立. (2)⇒(1)是 [命题3.73]的充分性的推论.

也可以对 [例1.75]中复形张量积给出的加性函子 (以下A,B,C是含幺环,X是A-B双模复形)Tot⊕(X⊗B
−) : K (B-Mod-C)→ K (A-Mod-C)考虑导出函子. 为与 [Wei94]中双复形的符号统一,对 A-B 双模复形 X
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和 B-C 双模复形 Y ,用于定义全张量积复形的张量积双复形 (在这里是 A-C 双模的双复形)为

...
...

...

· · · Xp−1 ⊗B Y q+1 Xp ⊗B Y q+1 Xp+1 ⊗B Y q+1 · · ·

· · · Xp−1 ⊗B Y q Xp ⊗B Y q Xp+1 ⊗B Y q · · ·

· · · Xp−1 ⊗B Y q−1 Xp ⊗B Y q−1 Xp+1 ⊗B Y q−1 · · ·

...
...

...

dp−1
X ⊗1 dpX⊗1

dp−1
X ⊗1

(−1)p−1⊗dqY
dpX⊗1

(−1)p⊗dqY (−1)p+1⊗dqY

(−1)p−1⊗dq−1
Y

dp−1
X ⊗1

(−1)p⊗dq−1
Y

dpX⊗1

(−1)p+1⊗dq−1
Y

上述双复形的全复形 Tot⊕(X ⊗B Y )的 n次部分为

Tot⊕(X ⊗B Y )n =
⊕
p+q=n

Xp ⊗B Y q,

这是A-C双模. 全复形的微分 dn : Tot⊕(X⊗B Y )n → Tot⊕(X⊗B Y )n+1满足 dn(xp⊗yq)p+q=n在指标 n+1处

分量为 dpX(x
p)⊗ yq+(−1)pxp⊗dqY (yq). 根据 [例1.214],如果X 是右B-模且 Y 是左B-模,那么 Tot⊕(X⊗B Y )

的 n次上同调就是 TorB−n(X,Y ).
如果 A是含幺环,X,Y, Z 都是 A-A双模复形. 那么对任何整数 p, q, r,标准 A-A双模同构 (Xp ⊗A Y q)⊗A

Zr ∼= Xp⊗A (Y q⊗AZr)给出A-A双模复形的链同构 Tot⊕(Tot⊕(X⊗A Y )⊗AZ) ∼= Tot⊕(X⊗A Tot⊕(Y ⊗AZ)).
对任何 B-C 双模复形 Y , 可直接验证有标准复形链同构 Tot⊕(X ⊗B Y [1]) ∼= Tot⊕(X ⊗B Y )[1](见 [注

记1.83]. 如果平移函子作用在X 则 Tot⊕(X[1]⊗B Y ) = Tot⊕(X ⊗B Y )[1],不用添加符号)进而可类似 [例3.54]
验证加性函子 Tot⊕(X ⊗B −) : K (B-Mod-C) → K (A-Mod-C)是三角函子. 因为模范畴有足够多投射对象,
所以 [定理3.52]使我们能够得到左导出函子 L−Tot⊕(X ⊗B −) : D−(B-Mod-C) → D(A-Mod-C). 特别地,如
果 A = C = Z,对任何含幺环 B,有左导出函子 L−Tot⊕(X ⊗B −) : D−(B-Mod)→ D(Ab). 于是我们能够定义

Definition 3.78 (导出张量积, [Wei94]). 设 A,B,C 是含幺环, X 是 A-B 双模复形, Y 是上有界的 B-C 双模复
形. 称 L−Tot⊕(X ⊗B −)(Y ) ∈ obD(A-Mod-C)为 X 和 Y 的导出张量积复形,记作 X ⊗LB Y .

Remark 3.79. 这里没有对 A-B 双模复形作有界性上的要求. 类似也可以对固定的 B-C 双模复形 Y ,考虑三角
函子 Tot⊕(−⊗B Y ) : K −(A-Mod-B)→ K (A-Mod-C)来得到导出函子

−⊗LB Y : D−(A-Mod-B)→ D(A-Mod-C).

利用 [命题1.216](也参见下面 [引理3.81]的证明过程),易知对上有界的右 B-模复形和左 B-模复形,两种导出
张量积得到的复形在导出范畴中同构.

Remark 3.80. 根据 [定理3.52],有自然变换 ξ : (X⊗LB−)λ− → λTot⊕(X⊗B−) : D−(B-Mod-C)→ D(A-Mod-C)
使得对任何上有界投射 B-C 双模复形 P ,有 D(A-Mod-C)中的同构 ξP : X ⊗LB P ∼= Tot⊕(X ⊗B P ). 所以如果
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X,Y 都是上有界复形,通过取定 Y 的上有界投射分解 P 后得到 D(A-Mod-C)中同构 X ⊗LB Y ∼= X ⊗LB P ∼=
Tot⊕(X⊗BP ),后者由X的上有界条件得到也是上有界复形,因此对上有界复形X,Y ,X⊗LBY 在D(A-Mod-C)
中同构于某个上有界复形. 如果 A,B,C 是K-代数满足 C 是投射K-模,那么自然同构 HomB(BB ⊗K C,−) ∼=
HomK(KC,HomB(B,−)) 保证了 B ⊗K C 是投射左 B-模, 由于这时 Cop 也是投射 K-模, 所以任何投射左
B ⊗K Cop-模作为左 B-模依然投射.

Lemma 3.81 ([Wei94]). 设 A,B 是含幺环, X,X ′是上有界 A-B 双模复形, Y 是上有界左 B-模复形. 如果有拟
同构 s : X → X ′,那么在 D(A-Mod)中有同构 X ⊗LB Y ∼= X ′ ⊗LB Y . 如果还有含幺环 C, Y 是上有界 B-C 双
模,只要 Y 是投射左 B-模复形,就有 D(A-Mod-C)中同构 X ⊗LB Y ∼= X ′ ⊗LB Y .

Proof. 通过把 Y 替换为 Y 的上有界投射分解,可不妨设 Y 是上有界左 B-模投射复形. 根据 [命题1.216], Y 是
上有界投射复形保证 Tot•(−⊗B Y )把正合复形映至正合复形,于是利用 [注记2.34]立即得到 Tot•(−⊗B Y )把

拟同构映至拟同构. 特别地, Tot•(s ⊗B Y ) : Tot•(X ⊗B Y ) → Tot•(X ′ ⊗B Y )是左 A-模复形间的拟同构. 由此
得到 D(A-Mod)中的同构 Tot•(X ⊗B Y ) ∼= Tot•(X ′ ⊗B Y ). 现在由 [注记3.80],在 D(A-Mod)中有同构

X ⊗LB Y ∼= Tot•(X ⊗B Y ) ∼= Tot•(X ′ ⊗B Y ) ∼= X ′ ⊗LB Y.

如果有含幺环 C 且 Y 是 B-C 双模复形满足上有界且 Y 作为左 B-模复形每项是投射模, 那么依然通过 [注
记3.80],上述导出范畴中同构 X ⊗LB Y ∼= Tot•(X ⊗B Y )和 Tot•(X ′ ⊗B Y ) ∼= X ′ ⊗LB Y 都是在 D(A-Mod-C)
中的. 由 Y 作为左 B-模复形每项投射这里依然有 A-C 双模复形间的拟同构 Tot•(s ⊗B Y ) : Tot•(X ⊗B Y ) →
Tot•(X ′ ⊗B Y ). 因此前面的讨论在 D(A-Mod-C)中依然成立.

Remark 3.82. 如果 A,B,C 是 K-代数,在 [注记3.80]中已经指出只要 C 是投射 K-模,就能保证投射左 B ⊗K
Cop-模作为左 B-模依然投射. 所以在 C 是投射 K-模的场景,我们能够得到对任何上有界 A-B 双模复形 X,X ′

和上有界 B-C 双模复形 Y ,只要 X 和 X ′ 间有 (作为 A-B 双模复形的)拟同构,那么在 D(A-Mod-C)中有同
构 X ⊗LB Y ∼= X ′ ⊗LB Y . 注意这时 X ⊗LB Y 在导出范畴中同构于某个上有界复形.

Proposition 3.83. 设R是含幺环,X 是上有界复形满足X 的每项是平坦右R-模,M 是左R-模. 那么在D(Ab)
中有同构X⊗LRM ∼= Tot⊕(X⊗RM). 对称地,如果 Y 是上有界平坦左R-模复形,N 是右R-模,则有N ⊗LR Y ∼=
Tot⊕(N ⊗R Y ).

Proof. 以上有界平坦右R-模复形X为例. 设 s : P → X是X的上有界投射分解. 那么 Con(s)每项都是平坦右
R-模且上有界. 因为 s是拟同构,所以 [注记2.34]保证了 Con(s)是正合的上有界平坦复形. 应用 [推论1.217]
得到 Tot⊕(Con(s)⊗RM)是正合复形. 再应用 [注记2.34]便知 Tot⊕(s⊗RM) : Tot⊕(P⊗RM)→ Tot⊕(X⊗RM)

是拟同构. 所以在 D(Ab)中有同构 X ⊗LRM ∼= Tot⊕(P ⊗RM) ∼= Tot⊕(X ⊗RM).

Remark 3.84. 如果K-代数 A是投射K-模,X 是 A-A双模复形满足每项作为右 A-模平坦,那么对任何 A-A双
模M 同样也有 D(A-Mod-A)中同构 X ⊗LAM ∼= Tot⊕(X ⊗AM).

之后也会使用 [命题3.83]的加强版本,这里记录为

Proposition 3.85 ([Sta24]). 设R是含幺环,X是上有界复形满足X的每项是平坦右R-模, Y 是上有界左R-模
复形. 那么在 D(Ab)中有同构 X ⊗LR Y ∼= Tot⊕(X ⊗R Y ). 对称地,如果 Y 是上有界平坦左 R-模复形, X 是上
有界右 R-模复形,则有 X ⊗LR Y ∼= Tot⊕(X ⊗R Y ).
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Proof. 以 Y 是上有界平坦左 R-模复形为例. 如果 t : Q→ Y 是 Y 的上有界投射分解,那么 Con(t)是上有界平
坦正合的右 R-模复形. 根据 [引理1.218], Tot⊕(X ⊗R Y )是正合复形,所以 [注记2.34]保证了 Tot⊕(X ⊗R t) :
Tot⊕(X ⊗R Q)→ Tot⊕(X ⊗R Y )也是拟同构. 从而得到 D(Ab)中同构

X ⊗LR Y ∼= X ⊗LR Q ∼= Tot⊕(X ⊗R Q) ∼= Tot⊕(X ⊗R Y ).

Remark 3.86. 如果 A是投射 K-模,上有界 A-A双模复形 X 和上有界 A-A双模 Y 只要满足 X 每项是平坦右

A-模或 Y 每项是平坦左 A-模,同样的证明过程可得 D(A-Mod-A)中同构 X ⊗LA Y ∼= Tot⊕(X ⊗A Y ).

导出张量积也能类似 RHom一样 ([定理3.68])定义出双函子

−⊗LB − : D−(A-Mod-B)×D−(B-Mod-C)→ D−(A-Mod-C).

对任何上有界复形 Y ∈ obD−(B-Mod-C), 取定 Y 的上有界投射分解 cY : P → Y . 根据 [命题1.216] 可知
Tot⊕(−⊗B P ) : K −(A-Mod-B)→ K (A-Mod-C)把拟同构映至拟同构,因此有导出函子

−⊗̂BP : D−(A-Mod-B)→ D(A-Mod-C).

设 ξX : X ⊗LB − → λ−Tot⊕(X,−)是导出函子 X ⊗LB −带有的自然变换,那么对任何上有界投射 A-B 双模复
形 P 有 ξXP : X ⊗LB P → λ−Tot⊕(X,P ) 是 D(A-Mod-C) 中同构. 如果 Y ′ ∈ obD−(B-Mod-C) 被取定的上
有界投射分解是 cY ′ : P ′ → Y ′,那么类似 RHom场景可验证: 对任何 D−(A-Mod-B)中态射 α : X → X ′ 和

D−(B-Mod-C)中态射 β : Y → Y ′,设 β′ : P → P ′是 D−(B-Mod-C)中唯一 (注意 cY 和 cY ′ 在导出范畴中已

经成为同构)使得下图交换的态射:
P Y

P ′ Y ′

cY

β′ β

cY ′

那么有下图交换:
Tot⊕(X,P ) Tot⊕(X ′, P )

Tot⊕(X,P ′) Tot⊕(X ′, P ′)

Tot⊕(X,β′)

Tot⊕(α,P )

Tot⊕(X′,β′)

Tot⊕(α,P ′)

(3.3)

根据 ξXP , ξ
X′

P 都是导出范畴中同构,存在唯一的态射 α⊗̂LBP : X ⊗LB P → X ′ ⊗LB P 使得下图交换:

X ⊗LB P X ′ ⊗LB P

Tot⊕(X,P ) Tot⊕(X ′, P )

ξXP

α⊗̂L
BP

ξX
′

P

Tot⊕(α,P )
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由此我们得到唯一的态射 α⊗LB Y : X ⊗LB Y → X ′ ⊗LB Y 使得下图交换:

X ⊗LB Y X ′ ⊗LB Y

X ⊗LB P X ′ ⊗LB P

Tot⊕(X,P ) Tot⊕(X ′, P )

α⊗L
BY

ξXP

α⊗̂L
BP

X⊗L
BcY

ξX
′

P

X′⊗L
BcY

Tot⊕(α,P )

通过图 (3.3)的交换性,对任何导出范畴D−(A-Mod-B)中态射 α : X → X ′和D−(B-Mod-C)中态射 β : Y →
Y ′,我们得到交换图:

X ⊗LB Y ′ X ′ ⊗LB Y ′

X ⊗LB Y X ′ ⊗LB Y

X ⊗LB P ′ X ⊗LB P X ′ ⊗LB P X ′ ⊗LB P ′

Tot⊕(X,P ) Tot⊕(X ′, P )

Tot⊕(X,P ′) Tot⊕(X ′, P ′)

α⊗L
BY

′

α⊗L
BY

X⊗L
Bβ X′⊗L

Bβ

X⊗L
BcY ′

ξX
P ′

ξXP

α⊗̂L
BP

X⊗L
BcY

X⊗L
Bβ

′

ξX
′

P

X′⊗L
BcY

X′⊗L
Bβ

′

ξX
′

P ′

X′⊗L
BcY ′

Tot⊕(α,P )

Tot⊕(X,β′) Tot⊕(X′,β′)

Tot⊕(α,P ′)

因此我们可定义α⊗LBβ = (α⊗LBY ′)(X⊗LBβ) = (X ′⊗LBβ)(α⊗LBY ). 注意当X = X ′, α = 1X时, 1X⊗β = X⊗LBβ.
我们把前面关于导出张量积函子的讨论总结为

Theorem 3.87 ([Wei94]). 设 A,B,C 是含幺环, 则有双函子 − ⊗LB − : D−(A-Mod-B) × D−(B-Mod-C) →
D−(A-Mod-C) 满足对任何上有界 A-B 双模复形 X 和 B-C 双模复形 Y , (− ⊗LB −)(X,Y ) = X ⊗LB Y 并且
对任何上有界 B-C 双模复形在 D−(B-Mod-C) 中的态射 β : Y → Y ′ 有 1X ⊗LB β = X ⊗LB β. 如果固定
Y ∈ obD−(B-Mod-C),那么取定 Y 的上有界投射分解 s : P → Y 后有 −⊗LB Y ∼= −⊗LB P .

Remark 3.88. 这里的双函子 − ⊗LB − : D−(A-Mod-B) × D−(B-Mod-C) → D−(A-Mod-C)固定第一变量 X

或固定第二变量 Y 后分别对应的就是导出函子 X ⊗LB −和 −⊗LB Y .

Remark 3.89. 设 A,B,C 是 K-代数满足都是投射 K-模,那么这时任何投射左 A ⊗K Bop-模作为右 B-模都是
投射的,任何投射左 B ⊗K Cop-模作为左 B-模也是投射的. 这时对任何上有界 A-B 双模复形 X 和上有界 B-C
双模复形 Y ,在 D(A-Mod-C)中有同构 (X ⊗LB −)(Y ) ∼= (−⊗L Y )(X). 于是根据 [引理3.81]的证明过程,对任
何上有界 A-B 双模复形 X 和上有界 B-C 双模复形 Y ,只要 X 作为右 B-模复形投射或 Y 作为左 B-模复形投
射,就有 D(A-Mod-C)中同构 X ⊗LB Y ∼= Tot⊕(X ⊗B Y ). 例如当 A = B 时,取 X = A,那么在 D(A-Mod-C)
中有同构 A⊗LA Y ∼= Tot⊕(A⊗A Y ) ∼= Y (回忆 [注记1.77]).
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Remark 3.90. 在 [注记1.77]我们看到复形作张量积具有结合律,所以如果 K-代数 A,B,C,D 都是投射 K-模,
那么对 A-B双模复形X , B-C 双模复形 Y 和 C-D双模复形 Z,只要X,Y, Z 全部上有界,通过取定它们在相应
复形范畴中的上有界投射分解便知在 D(A-Mod-D)中有同构 (X ⊗LB Y )⊗LC Z ∼= X ⊗LB (Y ⊗LC Z),即上有界复
形关于导出张量积具有结合律.

类似于内射维数情形 ([定义3.71]),我们能够使用导出张量积定义复形“Tor维数有限”的概念.

Definition 3.91 (复形的 Tor维数, [Sta24]). 设 R是含幺环, X 是左 R-模复形. 如果存在正整数 n使得对所有

右 R-模M(视作记作集中在 0次位置的复形),有Ht(M ⊗LRX) = 0, ∀t ≥ |n|,则称X 有有限 Tor维数. 当X 是

右 R-模复形时,若有正整数 n使得对所有左 R-模M 有 Ht(X ⊗LRM) = 0, ∀t ≥ |n|,则称 X 有有限 Tor维数.

Remark 3.92. 由于右 R-模复形 X 满足在 D(Ab)中 X ⊗LR R ∼= Tot⊕(X ⊗R R) ∼= X ,左 R-模复形 Y 满足在

D(Ab)中 R ⊗LR Y ∼= Y ,所以 Tor维数有限的复形在导出范畴中同构于某个有界复形 ([例3.46]). 如果右 R-模
复形 X 满足视作左 Rop-模复形后, X 作为左 Rop-模复形有有限 Tor维数, 那么 X 作为右 R-模复形也有有限
Tor维数: 因为这时 X 的上同调群只有有限多项非零. 同样的讨论可对 A-A双模进行. 设 A是投射K-模,那么
A-A双模复形X 如果作为左 A-模复形有有限 Tor维数,那么在D(A-Mod-A)中X 同构于某个有界复形. 如果
X 作为右 A-模复形有有限 Tor维数,同样可得在 D(A-Mod-A)中 X 同构于某个有界复形.

Lemma 3.93 ([Sta24]). 设含幺环 R上右 R-模复形X 是上有界的且每项是平坦右 R-模. 如果整数 n满足对任

何整数 t ≤ n− 1和左 R-模M 有 Ht(X ⊗LRM) = 0,则 Xn/Imdn−1
X 是平坦右 R-模. 特别地, X 在 D(Mod-R)

同构于 (也可直接构造下述复形与 X 之间的拟同构)

· · · 0 0 Xn/Imdn−1
X Xn+1 Xn+2 · · ·

d̃nX dn+1
X

这是每项均为平坦右 R-模的有界复形. 对上有界每项都是平坦左 R-模的复形有相同结论.

Proof. 根据 [注记3.92]的讨论,取M = R立即得到 Ht(X) = 0, ∀t ≤ n− 1. 故有正合列

· · · Xn−1 Xn Xn/Imdn−1
X 0.

该正合列给出了右 R-模 Xn/Imdn−1
X 的平坦分解. 由条件,对任何左 R-模M 有

TorR1 (Xn/Imdn−1
X ,M) ∼= Hn−1(X ⊗LRM) = 0.

所以 Xn/Imdn−1
X 是平坦右 R-模.

Proposition 3.94 ([Sta24]). 设含幺环 R上右 R-模复形 X 是上有界的. 那么以下两条等价:
(1) X 有有限 Tor维数.
(2)存在有界右 R-模复形 Z 使得 Z 每项是平坦右 R-模且在 D(Mod-R)中有 X ∼= Z.

Proof. (1)⇒(2): 取定 X 的上有界投射分解 P 后对 P 应用 [引理3.93]即可. (2)⇒(1): 这时对任何整数 n和左

R-模M 有Hn(X ⊗LRM) ∼= Hn(Z ⊗LRM). 而 Z 的每项都是平坦右 R-模保证了 Z ⊗LRM ∼= Tot⊕(Z ⊗RM)(回
忆 [命题3.83]). 所以通过 Tot⊕(Z ⊗RM)是有界复形立即得到 X 的 Tor维数的有限性.
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Remark 3.95. 如果 A是 K-代数满足 A是投射 K-模. 那么 [命题3.94]的证明过程说明对上有界的 A-A双模
复形 X ,如果 X 作为右 A-模复形有有限 Tor维数,那么存在有界 A-A双模复形 Z 使得 Z 每项是平坦右 A-模
且在 D(A-Mod-A)中有同构 X ∼= Z. 对称地,如果 X 作为左 A-模复形有有限 Tor维数,那么这里的 Z 可选取

到每项是平坦左 A-模的有界 A-A双模复形.

现在我们利用 Tor维数来刻画完全复形.

Corollary 3.96. 设 R是含幺环, X 是右 R-模复形. 那么以下等价:
(1) X 是完全复形.
(2) X 是伪凝聚复形且 Tor维数有限.

Proof. (1)⇒(2)是特殊情况,见 [注记3.48]. (2)⇒(1): 这时可设 X 是每项为有限生成自由右 R-模的上有界复
形. 并且 X 的 Tor维数有限说明存在整数 n使得对任何整数 t ≤ n − 1和左 R-模M 有 Ht(X ⊗LRM) = 0. 于
是应用 [引理3.93]可知 X 在 D(Mod-R)中同构于下述有界复形,其中 Xn/Imdn−1

X 是平坦右 R-模:

· · · 0 0 Xn/Imdn−1
X Xn+1 Xn+2 · · · .

d̃nX dn+1
X

注意到有正合列 Xn−1 Xn Xn/Imdn−1
X 0.

dn−1
X

这说明 Xn/Imdn−1
X 是有有限表现的平坦模,

进而是有限生成投射模. 由此得到 X 在 D(Mod-R)中同构于某个有界且每项是有限生成投射模的复形.

在 [命题1.93]我们看到 A-A双模复形层面也有Hom复形和张量积复形的“伴随链同构”. 下面我们将复
形层面的链同构表达为导出范畴中的同构.

Proposition 3.97. 设 k是域, A是 k-代数, X,Y, Z 都是 A-A双模复形满足 X,Y 是上有界复形且 Z 是下有界

复形. 那么在 D(A-Mod-A)中有

RHomAe(X ⊗L
k
Y, Z) ∼= RHomAop(Y,RHomA(X,Z)),

RHomAe(X ⊗L
k
Y, Z) ∼= RHomA(X,RHomAop(Y, Z)),

RHomAop(Y,RHomA(X,Z)) ∼= RHomA(X,RHomAop(Y, Z)).

Proof. 设 P → X 和 Q → Y 分别是 X,Y 作为上有界 A-A双模复形的上有界投射分解, Z → I 是 Z 作为下有

界 A-A双模复形的下有界内射分解. 那么复形 P,Q的每项作为单边 A-模都是投射的,复形 I 的每项作为单边

A-模都是内射的. 并注意作为 A-A双模复形, Tot⊕(X ⊗k Y )也上有界. 因此在 D(A-Mod-A)中有

RHomA(X,Z) ∼= RHomA(P, I) ∼= HomA(P, I),

RHomAop(Y, Z) ∼= RHomAop(Q, I) ∼= HomAop(Q, I),

X ⊗L
k
Y ∼= P ⊗L

k
Q.

根据 [引理1.231], Tot⊕(P ⊗kQ)作为上有界A-A双模复形 (来自外作用)也是投射复形. 应用 [命题1.93],得到

RHomAe(X ⊗L
k
Y, Z) ∼= RHomAe(P ⊗L

k
Q, I)
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∼= HomAe(Tot⊕(P ⊗k Q), I)

∼= HomAop(Q,HomA(P, I))

∼= RHomAop(Q,RHomA(P, I))

∼= RHomAop(Y,RHomA(X,Z)).

同理可证 RHomAe(X ⊗L
k
Y, Z) ∼= RHomA(X,RHomAop(Y, Z)). 最后一个同构是前两个同构的直接推论.

[注记1.232]中关于复形张量积的链同构也能够在导出范畴中给出导出张量积的相应结果.

Proposition 3.98 ([RR22]). 设 k是域,A,B,C是 k-代数. X是B-A双模复形, Y 是A-A双模复形且 Z是A-C
双模复形. 如果 X,Y, Z 全部是上有界复形,那么在 D(B-Mod-C)中有同构

X ⊗LA Y ⊗LA Z ∼= Y ⊗LAe (Z ⊗k X) ∼= (X ⊗k Z)⊗LAe Y.

我们也把 [注记1.92]复形层面的链同构的导出范畴版本记录为

Proposition 3.99 ([RR22]). 设 R,S 是含幺环,左 R-模复形 X 是完全复形, R-S 双模复形 Y 是上有界的. 那么
在 D(Mod-S)中有 RHomR(X,R)⊗LR Y ∼= RHomR(X,Y ).

Proof. 因为 X 是完全复形,所以由完全复形的定义以及 [推论3.38]知存在有界的有限生成投射左 R-模复形 P

和拟同构P → X . 因此由RHomR(X,R)⊗LRY ∼= HomR(P,R)⊗RY (回忆 [命题3.85],或直接利用HomR(P,R)

是有界的有限生成投射复形)和RHomR(X,Y ) ∼= HomR(P, Y )知要证明结论只需说明在D(Mod-S)中有同构
HomR(P,R)⊗RY ∼= HomR(P, Y ). 而 [注记1.92]中已经构造了链同构HomR(P,R)⊗RY ∼= HomR(P, Y ).

3.5 对偶复形

本节固定含幺交换环 K 上代数 A并要求 A是投射 K-模,于是任何投射 Ae-模作为左/右 A-模都投射;任
何内射 Ae-模作为左/右 A-模都内射 (反之不然,见 [注记1.238]和 [注记1.239]). 设 Ω是下有界 A-A双模复形,
那么根据 [定理3.68],对任何K-代数 B, Ω能够诱导逆变三角函子:

RHomA(−,Ω) : D(A-Mod-B)→ D(B-Mod-A),

RHomAop(−,Ω) : D(B-Mod-A)→ D(A-Mod-B).

如果设 Ω作为左 Ae-模有下有界的内射分解 s : Y → I ,那么有自然同构 RHomA(−,Ω) ∼= RHomA(−, I)以及
RHomAop(−,Ω) ∼= RHomAop(−, I),注意这里 I 作为左 A-模和右 A-模都是内射模.
由于 RHomA(−,−) 和 RHomAop(−,−) 都是双函子, 前面的自然同构可如下显式地写出: 对每个 X ∈

obD(A-Mod-B), 那么 RHomA(X, s) : RHomA(X,Ω) → RHomA(X, I) 是 D(B-Mod-A) 中同构并且对任何
D(A-Mod-B)中态射 α : X ′ → X ,有

RHomA(X,Ω) RHomA(X, I)

RHomA(X
′,Ω) RHomA(X

′, I)

RHomA(X,s)

RHomA(α,Ω) RHomA(α,I)

RHomA(X′,s)
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交换. 所以 RHomA(−, s) 给出 RHomA(−,Ω) 到 RHomA(−, I) 的自然同构. 对称地, RHomAop(−, s) 给出
RHomAop(−,Ω)到 RHomAop(−, I)的自然同构. 对每个 X ∈ obD(A-Mod-B),记导出函子 RHomA(X,−)带
有的自然变换为 ξX : λB-Mod-AHom•

A(X,−)→ RHomA(X,−)λA-Mod-A,这里 λ表示局部化函子. 因为 I 是下有

界的 A-A双模复形并且作为左 A-模复形是内射的,所以 [定理3.52]说明 ξXI : Hom•
A(X, I) → RHomA(X, I)

是 D(B-Mod-A)中同构. 于是我们得到 D(B-Mod-A)中 Hom•
A(X, I)到 RHomA(X,Ω)的同构:

Hom•
A(X, I) RHomA(X, I) RHomA(X,Ω)

ξXI RHomA(X,s)−1

并且对任何K (A-Mod-B)中的态射 f : X ′ → X 有下图交换:

Hom•
A(X, I) RHomA(X, I) RHomA(X,Ω)

Hom•
A(X

′, I) RHomA(X
′, I) RHomA(X

′,Ω)

ξXI

Hom•
A(f,I)

RHomA(X,s)−1

RHomA(f,I) RHomA(f,Ω)

ξX
′

I RHomA(X′,s)−1

Example 3.100. 如果这时还有B = A,那么当X = A时,有复形层面的链同构 I ∼= Hom•
A(A, I): 现在对每个整

数 n, Homn
A(A, I)可与 HomA(A, I

n)视作等同. 于是 Hom•
A(A, I)的微分 dn : Homn

A(A, I) → Homn+1
A (A, I)

就是复形 I 的微分 dnI : In → In+1决定的标准同态

(dnI )∗ : HomA(AA,AI
n)→ HomA(AA,AI

n+1), f 7→ dnI f.

所以如果对每个整数 n, 定义 γn : HomA(A, I
n) → In, f 7→ f(1), 这也是 A-A 双模同构. 于是 γ 给出

Hom•
A(A, I)到 I 作为 A-A双模复形的链同构. 特别地,结合拟同构 s : Ω → I 得到导出范畴 D(A-Mod-A)中

的同构 Ω ∼= Hom•
A(A, I). 对偶地, D(A-Mod-A)中也有标准同构 Ω ∼= Hom•

Aop(A, I).

对称地,前面已经指出 RHomAop(−, s)给出 RHomAop(−,Ω)到 RHomAop(−, I)的自然同构. 对固定的 B-
A双模复形Z,记RHomAop(Z,−)带有的自然变换为 ζZ : λA-Mod-B : HomAop(Z,−)→ RHomAop(Z,−)λA-Mod-A,
同样由 I 作为下有界右 A-模复形是内射复形, 根据 [定理3.52], ζZI : HomAop(Z, I) → RHomAop(Z, I) 是

D(A-Mod-B)中同构. 于是得到 D(A-Mod-B)中同构:

Hom•
Aop(Z, I) RHomAop(Z, I) RHomAop(Z,Ω)

ζZI RHomAop (Z,s)−1

并且对任何 D(B-Mod-A)中态射 g : Z ′ → Z 有下图交换:

Hom•
Aop(Z, I) RHomAop(Z, I) RHomAop(Z,Ω)

Hom•
Aop(Z ′, I) RHomAop(Z ′, I) RHomAop(Z ′,Ω)

ζZI

Hom•
Aop (g,I)

RHomAop (Z,s)−1

RHomAop (g,I) RHomAop (g,Ω)

ζZ
′

I RHomAop (Z′,s)−1

对任何 A-B双模复形X ,下面说明X 到Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I)有自然的作为 A-B双模复形链映射,于是借
助前面的讨论我们能够得到 X 到 RHomAop(RHomA(X,Ω),Ω)的 D(A-Mod-B)中标准态射.

Lemma 3.101. 设K-代数A,B满足A是投射K-模. Ω是下有界A-A双模复形并有下有界内射分解 s : Ω→ I ,
X 是 A-B 双模复形. 对每个整数 n,如下定义映射 θn : Xn → Homn

Aop(Hom•
A(X, I), I). 对 xn ∈ Xn, θn(xn) =
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(θn(xn)p)p∈Z,这里

θn(xn)p : Homp
A(X, I) =

∏
k∈Z

HomA(X
k, Ik+p)→ Ip+n, (gk)k∈Z 7→ (−1)pngn(xn).

那么 θ : X → Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I)是 A-B 双模复形间的链映射. 对称地,对任何 B-A双模复形 Z,也有
B-A双模复形间的链映射 Z → Hom•

A(Hom•
Aop(Z, I), I).

Proof. 这里 θn(xn)p 明显是定义合理的右 A-模同态,所以 θn 作为映射是定义合理的,且是加群同态. 通过直接
验证易知 θn 是 A-B 双模同态. 因此还需验证 θ = (θn)n∈Z 是链映射. θn(xn)在复形 Hom•

Aop(Hom•
A(X, I), I)

的 n次微分作用下的 p次分量是如下右 A-模同态:∏
k∈Z

HomA(X
k, Ik+p)→ Ip+n+1, (gk)k∈Z 7→ dn+pI θn(xn)p(gk)k∈Z + (−1)n+1θn(xn)p+1dpHomA(X,I)(g

k)k∈Z.

这里 dn+pI θn(xn)p(gk)k∈Z = (−1)pndn+pI gn(xn) ∈ Ip+n+1,以及

dpHomA(X,I)(g
k)k∈Z = {dp+kI gk + (−1)p+1gk+1dkX}k∈Z ∈ Homp+1

A (X, I).

于是

(−1)n+1θn(xn)p+1dpHomA(X,I)(g
k)k∈Z = (−1)n+1(−1)n(p+1)(dn+pI gn(xn) + (−1)p+1gn+1(dnX(x

n)))

= (−1)np+1(dn+pI gn(xn) + (−1)p+1gn+1(dnX(x
n)))

= (−1)np+1dn+pI gn(xn) + (−1)(n+1)pgn+1(dnX(x
n)).

所以

dn+pI θn(xn)p(gk)k∈Z + (−1)n+1θn(xn)p+1dpHomA(X,I)(g
k)k∈Z =(−1)pndn+pI gn(xn) + (−1)np+1dn+pI gn(xn)

+(−1)(n+1)pgn+1(dnX(x
n))

=(−1)(n+1)pgn+1(dnX(x
n)).

前面的计算表明 θn(xn)在Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I)的 n次微分作用下的 p次分量是 (−1)(n+1)pgn+1(dnX(x
n)).

而 dnX(x
n) ∈ Xn+1 在 θn+1 作用下的 p次分量也是 (−1)(n+1)pgn+1(dnX(x

n)). 所以这里定义的 A-B 双模同态族
θ = (θn)n∈Z给出了 X 到 Hom•

Aop(Hom•
A(X, I), I)的链映射.

Example 3.102. 设 A 是 K-代数, I 是 A-A 双模复形, 那么 [引理3.101] 中的标准链映射 θ 集中在 0 次部分:
θ0 : A→

∏
p∈Z HomAop(Ip, Ip), a 7→ ar. 这里 ar 表示 a在 Ip上的左乘变换. 特别地,如果 U 是K-代数 A上的

可逆双模,那么对复形 U [d], HomAop(HomA(A,U [d]), U [d])集中在 0次位置,并且

θ : A→ HomAop(HomA(A,U [d]), U [d])

就是 A到 EndAop(U)通过左乘变换导出的标准映射. 于是由 U 作为右 A-模是有限生成投射生成子,依Morita
I得到 θ0还是环同构. 因此 θ给出集中在 0次部分的两个 A-A双模复形间的同构.
对称地, A → HomA(HomAop(A,U [d]), U [d])是由 A中元素的右乘变换导出的链映射,它在 0次部分就是

标准映射 A→ EndA(U),根据Morita I, A→ EndA(U)是反环同构.
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根据 [引理3.101],对A-B双模复形X ,有作为A-B双模复形的标准链映射 θX : X → Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I);
对任何 B-A双模复形 Z,有作为 B-A双模复形的标准链映射 θopZ : Z → Hom•

A(Hom•
Aop(Z, I), I).

由于在 D(B-Mod-A)中有同构 RHomA(X, s)
−1ξXI : Hom•

A(X, I) → RHomA(X,Ω), D(A-Mod-B)中有

同构 RHomAop(Z, s)−1ζZI : Hom•
Aop(Z, I)→ RHomAop(Z,Ω),因此我们能够得到 D(A-Mod-B)中的典范态射

X Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I) RHomAop(RHomA(X,Ω),Ω)
θX ∼=

把上述态射的合成记作 ΦopX . 对称地,有 D(B-Mod-A)中的典范态射:

Z Hom•
A(Hom•

Aop(Z, I), I) RHomA(RHomAop(Z,Ω),Ω)
θopZ ∼=

上述态射的合成记作 ΦZ . 可直接验证对任何链映射 f : X → X ′和链映射 g : Z → Z ′有下面两图交换:

X Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I) RHomAop(RHomA(X,Ω),Ω)

X ′ Hom•
Aop(Hom•

A(X
′, I), I) RHomAop(RHomA(X

′,Ω),Ω)

θX

f

∼=

Hom•
Aop (Hom•

A(f,I),I) RHomAop (RHomA(f,Ω),Ω)

θX′ ∼=

Z Hom•
A(Hom•

Aop(Z, I), I) RHomA(RHomAop(Z,Ω),Ω)

Z ′ Hom•
A(Hom•

Aop(Z ′, I), I) RHomA(RHomAop(Z ′,Ω),Ω)

θopZ

g

∼=

Hom•
A(Hom•

Aop (g,I),I) RHomA(RHomAop (g,Ω),Ω)

θop
Z′ ∼=

因为 I 作为左A-模复形或右A-模复形都是下有界内射复形,故Hom•
A(−, I)和Hom•

Aop(−, I)都保持拟同
构. 由此可知对 D(A-Mod-B)中任何态射 α : X → X ′和 D(B-Mod-A)中任何态射 β : Z → Z ′,有交换图:

X RHomAop(RHomA(X,Ω),Ω) Z RHomA(RHomAop(Z,Ω),Ω)

X ′ RHomAop(RHomA(X
′,Ω),Ω) Z ′ RHomA(RHomAop(Z ′,Ω),Ω)

Φop
X

α RHomAop (RHomA(α,Ω),Ω)

ΦZ

β RHomA(RHomAop (β,Ω),Ω)

Φop

X′ ΦZ′

总结一下,前面的讨论使我们得到

Proposition 3.103 ([Ye92]). 保持前面的假设与记号. 那么:
(1)Φop给出 D(A-Mod-B)上恒等函子到 RHomAop(RHomA(−,Ω),Ω)的自然变换.
(2)Φ给出 D(B-Mod-A)上恒等函子到 RHomA(RHomAop(−,Ω),Ω)的自然变换.

Remark 3.104. 对任何 A-B 双模复形 X ,定义 (回忆 [例1.81])

εnX : Homn
Aop(Hom•

A(X[1], I), I)→ Homn
Aop(Hom•

A(X, I), I)[1], (τ
p)p∈Z 7→ ((−1)p+nτp)p∈Z,

那么 ε给出三角函子Hom•
Aop(Hom•

A(−, I), I) · [1]到 [1] · (Hom•
A(X, I), I)的自然同构. 具体地,可直接验证对

任何链映射 h : X → X ′,有交换图:

Hom•
Aop(Hom•

A(X[1], I), I) Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I)[1]

Hom•
Aop(Hom•

A(X
′[1], I), I) Hom•

Aop(Hom•
A(X

′, I), I)[1]

εX

(h[1])∗∗ (h∗∗)[1]

εX′
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于是可直接验证对任何 A-B 双模复形 X ,有下图交换 (其中的 θX 来自 [引理3.101]):

X[1] Hom•
Aop(Hom•

A(X[1], I), I)

X[1] Hom•
Aop(Hom•

A(X, I), I)[1]

1

θX[1]

εX

θX [1]

由此可知如果 A-B双模复形X 满足 ΦopX 是同构,则 ΦopX[1]也是同构. 类似地,对任何 B-A双模复形 Z,如果 ΦZ

是同构,那么 ΦZ[1]也是同构. 如果保持记号Hom•
Aop(Hom•

A(−, I), I)表示该函子所诱导 D(A-Mod-B)到自身

的 (双边)导出函子,那么前面的讨论说明 θ不仅给出D(A-Mod-B)上恒等函子到Hom•
Aop(Hom•

A(−, I), I)的
自然变换,而且该自然变换与三角结构中的平移函子相容.

Example 3.105 ([Ye92]). 当 A = B 时, 根据 [例3.100], 在 D(A-Mod-A)中有同构 Ω ∼= Hom•
A(A, I)和 Ω ∼=

Hom•
Aop(A, I). 所以在 D(A-Mod-A)中有同构 Ω ∼= RHomA(A, I) ∼= RHomA(A,Ω). 因此得到 D(A-Mod-A)

中同构 RHomAop(Ω,Ω) ∼= RHomAop(RHomA(A,Ω),Ω),RHomA(Ω,Ω) ∼= RHomA(RHomAop(A,Ω),Ω).

Definition 3.106 (对偶复形, [Ye92]). 设 K-代数 A 满足 A 是投射 K-模且 A 是双边 Noether 环. 称 Ω ∈
obD+(A-Mod-A)为 A上对偶复形,如果

• (DC1)作为左 A-模复形和右 A-模复形, Ω都有有限内射维数;

• (DC2)作为左 A-模复形和右 A-模复形,都有 ⊕i∈ZH
i(Ω)都是有限生成 A-模;

• (DC3) [命题3.103]意义下的典范态射 ΦA : A → RHomA(RHomAop(A,Ω),Ω) ∼= RHomA(Ω,Ω)和典范

态射 ΦopA : A→ RHomAop(RHomA(A,Ω),Ω) ∼= RHomAop(Ω,Ω)都是 D(A-Mod-A)中的同构.

Remark 3.107. 根据 [命题3.77],条件 (DC1)等价于要求 Ω在 D+(A-Mod-A)中同构于某个有界复形 Z 满足

Z 作为左 A-模复形和右 A-模复形都是有界内射复形. 特别地,在D+(A-Mod-A)中 Ω同构于有界复形. 因为 A

是双边 Noether环,所以 (DC2)等价于要求 Ω只有有限多个上同调模非零,并且每个上同调对象作为左 A-模
和右 A-模都有限生成. (DC3)说明 RHomA(Ω,Ω)和 RHomAop(Ω,Ω)都是上同调集中在 0次位置的复形. 这
里再指出 (DC3)当然保证了对偶复形一旦存在,则对偶复形不是正合复形: 否则在 D(A-Mod-A)中同构于零
复形. 这和对偶复形满足 (DC3)产生矛盾.

Remark 3.108. A上对偶复形的定义关于A和Aop是对称的,所以双边Noether代数A的对偶复形也给出Aop

的对偶复形. 对偶复形的命名的缘由: 设 A,B 是域 k 上代数且 A 是双边 Noether 代数. 记 Df,−(A-Mod-B)

是所有各次上同调为有限生成左 A-模的 A-B 双模复形定义的 D(A-Mod-B)的全子范畴, D−,f (B-Mod-A)是
所有各次上同调为有限生成右 A-模的 B-A 双模复形定义的 D(B-Mod-A) 的全子范畴. 利用导出范畴中好
三角的刻画 ([命题3.26])和同调代数基本定理,易知 Df,−(A-Mod-B)和 D−,f (B-Mod-A)都是所在导出范畴
的三角子范畴 (同样利用复形短正合列诱导上同调模的长正合列不难得到这两个三角子范畴还关于直和项封
闭). 如果 A有对偶复形 Ω ∈ obDb(A-Mod-A),那么 RHomA(−,Ω) : Df,−(A-Mod-B) → D−,f (B-Mod-A)和
RHomAop(−,Ω) : D−,f (B-Mod-A)→ Df,−(A-Mod-B)定义合理并且给出Df,−(A-Mod-B)和D−,f (B-Mod-A)
之间的范畴对偶 (见 [Ye99, Proposition 4.2]). 对于单边模范畴间的对偶结论也参见 [定理3.125]和 [注记3.126].

Example 3.109. 设 R是含幺环,左 R-模 X 是有限生成投射生成子,那么 inj.dimRX = inj.dimRR.
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Proof. 注意到 X 作为有限生成投射左 R-模是有限生成自由左 R-模的直和因子,故应用 [注记1.124]便知 X 的

作为左 R-模的内射维数不超过 inj.dimRR. 反之,因为X 是生成子,所以存在正整数 n使得Xn到 R有满同态.
结合 R是投射模得到 inj.dimRR ≤ inj.dimRX .

在进一步讨论对偶复形的基本性质前,我们需要对RHom函子以及 [命题3.103]中的自然变换有更多认识.
因此下面我们简要介绍Way-out函子的基本性质,初次阅读可直接跳至刚性对偶复形的定义 ([定义3.134]).

Definition 3.110 (Way-out函子, [Hart66]). 设 A,B是 Abel范畴满足 D(A),D(B)存在.
(1)设 F : D(A)→ D(B)是共变三角函子,称 F 是 way-out right函子,如果对任给整数 n1,都存在整数 n2 使

得对 D(A)中所有满足 Hk(X) = 0, ∀k < n2的复形 X ,有 Hk(FX) = 0, ∀k < n1.
(2)设 F : D(A)→ D(B)是共变三角函子,称 F 是way-out left函子,如果对任给整数 n1,都存在整数 n2使得

对 D(A)中所有满足 Hk(X) = 0, ∀k > n2的复形 X ,有 Hk(FX) = 0, ∀k > n1.
(3)设 F : D(A)→ D(B)是反变三角函子,称 F 是 way-out right函子,如果对任给整数 n1,都存在整数 n2 使

得对 D(A)中所有满足 Hk(X) = 0, ∀k > n2的复形 X ,有 Hk(FX) = 0, ∀k < n1.
(4)设 F : D(A)→ D(B)是反变三角函子,称 F 是way-out left函子,如果对任给整数 n1,都存在整数 n2使得

对 D(A)中所有满足 Hk(X) = 0, ∀k < n2的复形 X ,有 Hk(FX) = 0, ∀k > n1.
(5)如果共变/反变三角函子 F : D(A)→ D(B)既是way-out left又是way-out right函子,那么称 F 在两个方

向都 way-out. 这里的 (1)-(5)当然也可以对 D∗(A)出发的三角函子定义,其中 ∗ ∈ {+,−, b}.

Remark 3.111. 可以合成共变三角函子如果都是way-out left(right)的,那么它们的合成也是way-out left(right)
的. 如果逆变三角函子 F : D(A) → D(B) 和逆变三角函子 G : D(B) → D(C) 满足 F 是 way-out right 且
G 是 way-out left, 那么 GF : D(A) → D(C) 是 way-out left 的. 若 F : D(A) → D(B) 和逆变三角函子
G : D(B)→ D(C)满足 F 是way-out left且 G是way-out right,则 GF : D(A)→ D(C)是way-out right的.

Example 3.112. 设 A是 Abel范畴满足 D(A)存在. 那么 D(A)上恒等函子在两个方向都way-out.

Example 3.113. 设 A-A双模复形 Ω ∈ obD(A-Mod-A)满足作为左 A-模复形和右 A-模复形都有有限内射维
数 (默认 A 是投射 K-模), 则逆变三角函子 RHomA(−,Ω) : D(A-Mod-A) → D(A-Mod-A) 在每个方向都
way-out. 对称地, RHomAop(−,Ω) : D(A-Mod-A) → D(A-Mod-A)在每个方向也是 way-out. 特别地,由 [注
记3.111]知这时 RHomA(RHomAop(−,Ω),Ω)和 RHomAop(RHomA(−,Ω),Ω)作为三角函子都是way-out left.

Proof. 由条件,存在有界 A-A双模复形 Z 使得在 D(A-Mod-A)中 Ω ∼= Z 且 Z 作为左 A-模复形和右 A-模复
形都是内射复形 ([命题3.77]). 因为 RHomA(−,Ω) ∼= RHomA(−, Z),用 Z 代替 Ω可不妨设 Ω是有界复形且

作为左 A-模复形和右 A-模复形都是内射复形. 设有整数 ℓ < m 使得 Ωk = 0, ∀k ≤ ℓ − 1 或 k ≥ m + 1, 即
Ω 形如 0 Ωℓ Ωℓ+1 · · · Ωm−1 Ωm 0. 先证明 RHomA(−,Ω) 是 way-
out right 函子, 即对任何整数 n1, 能够构造整数 n2 使得对 D(A) 中所有满足 Hk(X) = 0, ∀k > n2 的复形

X , 有 Hk(RHomA(X,Ω)) = 0, ∀k < n1. 现在对任意给定的整数 n1, 命 n2 = ℓ − n1 − 1, 那么对任何满足
Hk(X) = 0, ∀k > n2的复形 X ,由于这时 X ∼= τ≤n2

X ,故由 Ω作为左 A-模复形是下有界内射复形得到

Hk(RHomA(X,Ω)) ∼=Hk(Hom•
A(X,Ω))

=HomK (A-Mod)(X,Ω[k])

∼=HomD(A-Mod)(X,Ω[k])
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∼=HomD(A-Mod)(τ≤n2
X,Ω[k])

∼=HomK (A-Mod)(τ≤n2
X,Ω[k])

而现在 n1 = ℓ− n2 − 1说明当 k < n1时, ℓ− k > n2 + 1,故

Hk(RHomA(X,Ω)) = HomK (A-Mod)(τ≤n2
X,Ω[k]) = 0, ∀k < n1.

再验证 RHomA(−,Ω) 是 way-out left 函子, 即对任给整数 n1, 都能构造整数 n2 使得对 D(A) 中所有满
足 Hk(X) = 0, ∀k < n2 的复形 X , 有 Hk(RHomA(X,Ω)) = 0, ∀k > n1. 对任给 n1, 命 n2 = m − n1 + 1.
这时对满足 Hk(X) = 0, ∀k < n2 的复形 X 有 X ∼= τ≥n2

X . 于是当 k > n1 时, m − k < n2 − 1 以及

HomK (A-Mod)(τ≥n2
X,Ω[k]) = 0. 这说明 Hk(RHomA(X,Ω)) = 0, ∀k > n1.

Remark 3.114. 证明过程也说明满足 [例3.113 ]要求的 A-A双模复形 Ω诱导的逆变三角函子 RHomA(−,Ω) :
D(A-Mod)→ D(Mod-A)和 RHomAop(−,Ω) : D(Mod-A)→ D(A-Mod)在每个方向上都way-out.

Example 3.115. 设 A是投射K-模且 Ω是有界 A-A双模复形,那么 −⊗LA Ω : D−(A-Mod-A)→ D(A-Mod-A)
是way out left函子.

Proof. 设有界复形 Ω 形如 0 Ωℓ Ωℓ+1 · · · Ωm−1 Ωm 0. 易见对任何

上有界复形 Y ,如果 Y k = 0, ∀k ≥ t,那么 Hn(Tot⊕(Y ⊗A Ω)) = 0, ∀n ≥ t +m + 1. 现在任给整数 n1,我们说
明存在整数 n2 使得对 D(A)中所有满足 Hk(X) = 0, ∀k > n2 的上有界复形 X ,有 Hk(X ⊗LA Ω) = 0, ∀k > n1.
命 n2 = n1 −m,那么对任何满足 Hk(X) = 0, ∀k > n2 的上有界复形 X ,设 X 有上有界投射分解 s : P → X .
那么在 D(A-Mod-A) 中有 X ⊗LA Ω ∼= P ⊗LA Ω ∼= Tot⊕(P ⊗A Ω). 注意到 P ∼= τ≤n2

P , 所以当 k > n1 时, 有
k > m+ n2. 于是得到 Hk(X ⊗LA Ω) ∼= Hk(Tot⊕(P ⊗A Ω)) = 0, ∀k > n1.

回忆 Abel范畴 A的非空全子范畴 A′被称为 Serre子范畴,如果对 A中任何短正合列

0 X Y Z 0,

Y ∈ obA′的充要条件是X,Z ∈ obA′. 这等价于要求非空全子范畴 A′关于取子对象、商对象和扩张对象封闭.
特别地, Abel范畴的 Serre子范畴也是 Abel子范畴 (回忆 [注记1.44]). 例如,设 R含幺环,由所有 Noether左
R-模构成的R-Mod的全子范畴便是R-Mod的 Serre子范畴 (特别地,左Noether环上有限生成模全体构成的
全子范畴是 Serre子范畴). 根据 Serre子范畴的定义易知: 如果 A′是 A的 Serre子范畴,那么对 A中任何正合
列 X Y Z, X,Z ∈ obA′蕴含 Y ∈ obA′. 于是由 [定理2.33]我们立即看到

Proposition 3.116 ([Zha15]). 设A是Abel范畴并有 Serre子范畴A′,若记 obKA′(A) = {X ∈ obK (A)|Hk(X) ∈
A′, ∀k ∈ Z},那么 obKA′(A)决定的 obKA′(A)的全子范畴KA′(A)是三角子范畴.

Remark 3.117. 如果 Abel 范畴 A 有 Serre 子范畴 A′, X ∈ obKA′(A), 那么只要 A 上复形 Y 到 X 有拟同

构, 自然也有 Y ∈ obKA′(A), 这一观察说明如果我们记 Q 是 K (A) 的拟同构全体构成的饱和相容乘法系
([例3.18]), 那么 Q ∩KA′(A) 是 KA′(A) 的饱和相容乘法系并且标准函子 KA′(A)(Q ∩KA′(A))−1 → D(A)
是忠实满三角函子. 因此 KA′(A) 对应 D(A) 的三角子范畴 DA′(A) = {X ∈ obD(A)|Hk(X) ∈ A′, ∀k ∈
Z}. 类似地, 我们能够考虑 K −

A′ (A),K +
A′ (A),K b

A′(A) 的局部化, 分别得到 D−(A),D+(A),Db(A) 的三角子范
畴D−

A′(A),D+
A′(A),Db

A′(A). 注意,如果要把D−
A′(A),D+

A′(A),Db
A′(A)视作DA′(A)的三角子范畴,那么D∗

A′(A)
的对象类需要额外添加复形拟同构类中的复形来满足三角子范畴关于同构封闭的条件 ([定义2.22]).
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Remark 3.118. 事实上,只需要 A′是 A的满足关于扩张封闭的 Abel子范畴,就能保证KA′(A)是K (A)的三
角子范畴. 为此只需说明如果在 A中有正合列:

X1 X2 X3 X4 X5
f g h l

满足 X1, X2, X4, X5 ∈ obA′,那么有 X3 ∈ obA′. 而这是直接的: 注意 A′ 是 Abel子范畴保证了 Imf = Kerg ∈
obA′,同样也有 Kerl = Imh ∈ obA′,故由 0 Img X3 Imh 0 正合立即得到 X3 ∈
obA′. 所以 [注记3.117]的讨论对关于扩张封闭的 Abel子范畴就成立. 特别地,对 Abel范畴 A的关于扩张封
闭的 Abel子范畴 A′, DA′(A)是 D(A)的三角子范畴.

Example 3.119 ([Sta24]). 设 R是左Noether环,X 是上有界的左 R-模复形满足对任何整数 n有Hn(X)是有

限生成 R-模. 那么存在 X 的子复形 Y 使得 Y 每项是有限生成 R-模且 Y 到 X 的标准嵌入链映射是拟同构.

Proof. 对每个整数 n, 考虑标准投射 πn : KerdnX → Hn(X), 那么可选取 KerdnX 的有限生成 R-子模 Dn 使得

πn(Dn) = Hn(X),即 Dn到 Hn(X)的标准同态是满射. 下面我们归纳地构造有限生成 R-模族 {En}n∈Z满足:
(1)对每个 n, En是 Xn的有限生成 R-子模;
(2)对每个 n, dnX(En) = (Dn+1 + En+1) ∩ ImdnX .

一旦构造出满足上述条件的 R-模族 {En}n∈Z,命 Y n = Dn + En,那么可自然定义出 X 的子复形 Y (注意
dnX(D

n) = 0),满足每个 Y n是有限生成 R-模且 Y 到 X 的标准嵌入链映射是拟同构.
因为 X 是上有界复形,可设 Xt = 0, ∀t ≥ m+ 1. 这时 Dt = 0, ∀t ≥ m+ 1,只能选取 Et = 0, ∀t ≥ m+ 1.

命 Em = 0, 那么 dmX(E
m) = 0 满足条件. 现在 Dm + Em 是 Xm 的有限生成 R-子模, 由 R 是左 Noether环,

(Dm+Em)∩ Imdm−1
X 作为Noether模Dm+Em的子模依然是有限生成 R-模. 这保证可选取Xm−1的有限生

成子模 Em−1使得 dm−1
X (Em−1) = (Dm + Em) ∩ Imdm−1

X . 重复上述讨论,归纳地便得左 R-模族 {En}n∈Z.

Corollary 3.120 ([Sta24]). 设 R是左 Noether环,那么 D−(R-Mod)中的复形 X 是伪凝聚复形 ([定义3.47])
的充要条件是对任何整数 n, Hn(X)是有限生成左 R-模.

Proof. 必要性来自伪凝聚复形的定义,充分性来自 [例3.119]和 [注记2.37].

Example 3.121. 设 R是双边 Noether环, X ∈ obD−(Mod-R)满足对任何整数 n, Hn(X)是有限生成右 R-模.
那么 RHomRop(X,R)作为左 R-模复形的各次上同调模是有限生成左 R-模.

Proof. 根据 [推论3.120],右R-模复形X是伪凝聚的. 所以存在上有界的有限生成投射复形P 使得在D(Mod-R)
中X ∼= P . 故由 RHomRop(X,R) ∼= RHomRop(P,R) ∼= HomRop(P,R),只需说明左R-模复形HomRop(P,R)的

各次上同调模作为左 R-模是有限生成的. 注意到对有限生成投射右 R-模 P i 满足 HomRop(P i, R)是有限生成

投射左R-模. 故由R是左Noether环可知左R-模复形HomRop(P,R)的各次上同调模是有限生成左R-模.

如果 A′ 是 Abel范畴 A的 Serre子范畴,那么对任何分量都在 A′ 中的复形 X ,每个 Hk(X) ∈ obA′. 并且
把 X 视作 A′上复形求上同调或是把 X 视作 A上复形求上同调一致 (对 Abel子范畴便成立,因为这时嵌入函
子作为正合函子保持核和余核). 设 (A, T, E)和 (B, T ′, E ′)是三角范畴, F,G : A → B是三角函子,记 F 带有的

自然同构为 φ : FT ∼= T ′F , G带有的自然同构为 ψ : GT ∼= T ′G. 称自然变换 η : F → G和 A,B的平移函子相
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容,如果满足对任何 D(A)中对象 X 有交换图:

FTX GTX

T ′FX T ′GX

ηTX

φX ψX

T ′(ηX)

这时对 A中对象 Y , ηY 是同构蕴含对所有整数 k, ηTkY 是同构. 在 [注记3.104]中我们看到如果 A,B 是 K-代
数, A是投射K-模且 Ω是下有界 A-A双模复形,取定 Ω的下有界内射分解 s : Ω→ I 并保持记号Hom•

A(−, I)
和 Hom•

Aop(−, I) 表示它们的 (双边) 导出函子, 那么 [引理3.101] 中的 θ 给出 D(A-Mod-B) 上恒等函子到

Hom•
Aop(Hom•

A(−, I), I) 的自然变换并且与平移函子相容. 在 [注记3.53] 已经指出导出函子存在性定理中构
造的导出函子带有的自然变换作为三角函子之间的自然变换也和平移函子相容. 易见导出范畴间和平移函子
相容的两个三角函子函子间的自然变换如果可以合成,那么合成得到的自然变换依然与平移函子相容.

Proposition 3.122 (Way-out函子基本引理, [Hart66]). 设A,B是Abel范畴满足D(A),D(B)存在,A′是A的
关于扩张封闭的 Abel子范畴. 并设 F,G : DA′(A) → D(B)都是共变三角函子, η : F → G是自然变换.并且要
求 η与给定导出范畴的平移函子相容. 那么
(1)若对所有 X ∈ obA′,有 ηX 是同构. 则对所有 Y ∈ obDb

A′(A)有 ηY 是同构.
(2)若对所有 X ∈ obA′有 ηX 是同构,且 F 和 G都way-out left,则对 Y ∈ obD−

A′(A)有 ηY 是同构.
(3)若对所有 X ∈ obA′有 ηX 是同构,且 F 和 G都way-out right,则对 Y ∈ obD+

A′(A)有 ηY 是同构.
(4)若 η 满足对所有 X ∈ obA′ 有 ηX 是同构,且 F 和 G在两个方向都 way-out,则对任何 Y ∈ obDA′(A)有
ηY 是同构.
(5)设A′有足够多投射对象,对A′中的投射对象 P 都有 ηP 是同构,并且 F,G都是way-out left. 那么对A′中

任何对象 Y 有 ηY 是同构.
(6)设 A′ 有足够多内射对象,对 A′ 中的内射对象 J 都有 ηJ 是同构,并且 F 和 G都是 way-out right. 那么对
A′中任何对象 Y 有 ηY 是同构.

Proof. (1)任给 Y ∈ obDb
A′(A),因为 Y 是有界的,所以如果我们能够证明对任何整数 n有 ητ≥nY : F (τ≥nY )→

G(τ≥nY )成立,那么取充分小的整数 n便得到 ηY 是同构. 首先 Y 的有界性说明当 n充分大时, ητ≥nY 有同构.
根据 [命题3.76], 对任何整数 n, 有 DA′(A) 中好三角 Hn(Y ) τ≥nY τ≥n+1Y Hn(Y )[1].

这里 Hn(Y ) ∈ obA′被视作集中在 n次位置的复形. 那么我们有下述交换图:

F (Hn(Y )) F (τ≥nY ) F (τ≥n+1Y ) F (Hn(Y )[1]) F (Hn(Y ))[1]

G(Hn(Y )) G(τ≥nY ) G(τ≥n+1Y ) G(Hn(Y )[1]) G(Hn(Y ))[1]

ηHn(Y ) ητ≥nY ητ≥n+1Y ηHn(Y )[1]

∼=

ηHn(Y )[1]

∼=

因为 Hk(Y ) ∈ obA′, ∀k ∈ Z,所以根据条件,上图两测竖直方向的同态都是同构 (这里使用了 η 与平移函子的

相容性),现在应用 [推论2.17]可知对任何整数 n, ητ≥n+1Y 是同构蕴含 ητ≥nY 是同构. 由此得到 (1).
(2)设 F,G都是 way-out left且 Y ∈ obD−

A′(A). 根据 [命题3.25]知要证明 ηY 是 D(A)中同构只要证对
所有整数 k有H k(ηY ) : H

k(FY )→ Hk(GY )是同构. 固定整数 k以及取 n1 = k − 1,那么由 F,G均 way-out
left得到存在整数 n2 使得对任何满足 Hj(X) = 0, ∀j > n2 的复形 X ,有 Ht(FX) = Ht(GX) = 0, ∀t > n1. 根
据 [注记1.61],对 Y 作截断产生短正合列 0 τ≤n2

Y Y τ≥n2+1Y 0, 于是 [命题3.26]
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说明 D(A)中有以该短正合列为前三项的好三角, 由 F,G是三角函子, 用 F,G作用该复形短正合列产生的好

三角得到下面上下两行正合的交换图 ([定理3.27]):

Hk(F (τ≤n2
Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≥n2+1Y ))

Hk(G(τ≤n2
Y )) Hk(GY ) Hk(G(τ≥n2+1Y ))

H k(ητ≤n2
Y ) H k(ηY ) H k(ητ≥n2+1Y ) (3.4)

因为 k, k + 1 > n1,所以对复形 τ≤n2
Y ,有

Hk(F (τ≤n2
Y )) = Hk(G(τ≤n2

Y )) = Hk+1(F (τ≤n2
Y )) = Hk+1(G(τ≤n2

Y )) = 0.

对前面的交换图 (3.4)考察相应好三角产生的上同调长正合列可知图 (3.4)右边的方块上下两行水平方向的态
射都是同构. 因为 Y 是上有界的,所以 τ≥n2+1Y 是有界复形,于是应用 (1)中证明的结果得到 ητ≥n2+1Y 是同构.
从而H k(ηY )也是同构. 于是由 k的任意性得到 ηY 是 D(B)中同构.

(3)现在设 F,G都 way-out right且 Y ∈ obD+
A′(A),由 [命题3.25]知要证明 ηY 是 D(B)中同构只需证明

对所有整数 k有H k(ηY ) : H
k(FY )→ Hk(GY )是同构. 现在固定整数 k,并任给 n1 ≥ k+2,那么由 F,G都是

way-out right复形可知存在整数 n2 使得对任何满足 Hj(X) = 0, ∀j < n2 的复形 X 有 Ht(FX) = Ht(GX) =

0, ∀t < n1. 特别地,对 τ≥n2+1Y ,有Ht(F (τ≥n2+1Y )) = Ht(G(τ≥n2+1Y )) = 0, ∀t < n1. 因此H t(ητ≥n2+1Y )对所

有 t < n1是同构. 以及当 t = k, k − 1 < n1时,得到

Hk(F (τ≥n2+1Y )) = Hk−1(F (τ≥n2+1Y )) = Hk(G(τ≥n2+1Y )) = Hk−1(G(τ≥n2+1Y )) = 0. (3.5)

根据 [注记1.61],有 A上复形短正合列

0 τ≤n2
Y Y τ≥n2+1Y 0,

所以根据 [命题3.26], DA′(A)中有好三角 τ≤n2
Y Y τ≥n2+1Y (τ≤n2

Y )[1]. 于是由 F,G都

是三角函子得到 D(B)中好三角

F (τ≤n2
Y ) FY F (τ≥n2+1Y ) F (τ≤n2

Y )[1],

G(τ≤n2
Y ) GY G(τ≥n2+1Y ) G(τ≤n2

Y )[1].

更进一步,我们有 D(B)中的下述交换图:

F (τ≤n2
Y ) FY F (τ≥n2+1Y )

G(τ≤n2
Y ) GY G(τ≥n2+1Y )

ητ≤n2
Y ηY ητ≥n2+1Y

于是我们应用 [定理3.27]得到 B中交换图 (其中上下两行正合):

Hk(F (τ≤n2
Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≥n2+1Y ))

Hk(G(τ≤n2
Y )) Hk(GY ) Hk(G(τ≥n2+1Y ))

H k(ητ≤n2
Y ) H k(ηY ) H k(ητ≥n2+1Y )
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注意到 τ≤n2
Y 是有界复形, 应用 (1)证明的结果得到 ητ≤n2

Y 是同构. 并且考察好三角导出的上同调长正合列
(利用同伦范畴版本的基本定理)和 (3.5)可知上图左边方块水平方向的同态是同构. 故H k(ηY )是同构. 现在
由 k的任意性便知 ηY 是 D(B)中的同构.

(4) 由条件, 满足 ηX 同构的复形 X 满足对任何整数 k 有 ηX[k] 也是同构. 任取 Y ∈ obDA′(A), 那么
Y≥0 ∈ obD−

A′(A)和 Y≥0 ∈ obD+
A′(A),所以应用 (2)和 (3)得到 ηY≤−1

, ηY≤−1[−1]和 ηY≥0
, ηY≥0[1]都是 D(B)中同

构. 现在考虑 [注记1.61]中温和截断产生的复形短正合列

0 τ≤0Y Y τ≥1Y 0

考察上述复形短正合列产生的好三角前三项,可得对任何整数 k有 B中交换图 (其中上下两行正合):

Hk−1(F (τ≥1Y )) Hk(F (τ≤0Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≥1Y )) Hk+1(F (τ≤0Y ))

Hk−1(G(τ≥1Y )) Hk(G(τ≤0Y )) Hk(GY ) Hk(G(τ≥1Y )) Hk+1(G(τ≤0Y ))

H k(ητ≥1Y ) H k(ητ≤0Y ) H k(ηY ) H k(ητ≥1Y ) H k(ητ≤0Y )

这里使用了 η和 D(A),D(B)的平移函子的相容性. 现在上述交换图竖直方向上的态射前两列和最后两列都是
同构,于是由五引理得到H k(ηY )是同构. 再由 k的任意性得到 ηY 是同构.

(5)在 A′中的任何对象 Y 都有投射分解,由此得到下述拟同构 (其中每个 P i在 A′中):

· · · P−2 P−1 P 0 0

· · · 0 0 Y 0

将上行复形记作 P ,则Hk(P ) ∈ obA′, ∀k ∈ Z. 所以 P ∈ obD−
A′(A). 因此要证明结论只要证明 ηP 是同构. 注意

这里 P 每项都在 A′中所以 A′的强制截断依然每项在 A′中. 将 (1)中讨论的右温和截断改为右强制截断产生
的复形短正合列 ([例3.28])可证得对任何有界且每个分量来自 A′中投射对象的复形 Z,有 ηZ 是同构. 类似地,
把 (2)中讨论使用强制截断代替并应用有界情形的结论 (利用 [注记1.61]中强制截断的复形短正合列)可得只
要 P ∈ obD−

A′(A)满足每项是 A′中投射对象,就有 ηP 是同构.
(6)与 (5)的讨论是完全对偶地,同样使用强制截断产生的复形短正合列代替 (1)和 (3)中讨论可证.

Remark 3.123. 这里要求 A′是 A的关于扩张封闭的 Abel子范畴是为保证 DA′(A)是三角范畴.

Proposition 3.124 ([Hart66]). 设 A,B是 Abel范畴满足 D(A),D(B)存在. 并设 A′,B′ 分别是 A,B关于扩张
封闭的 Abel子范畴, F : DA′(A)→ D(B)是三角函子. 那么
(1)无论 F 是共变还是逆变三角函子, 只要 F 满足对所有 X ∈ obA′ 有 FX ∈ obDB′(B), 那么对所有的 Y ∈
obDb

A′(A)都有 FY ∈ obDB′(B).
(2)当 F 是共变三角函子且 way-out right时,只要 F 满足对所有 X ∈ obA′ 有 FX ∈ obDB′(B),那么对任何
Y ∈ obD+

A′(A)有 FY ∈ obDB′(B).
(3) 当 F 是共变三角函子且 way-out left 时, 只要 F 满足对所有 X ∈ obA′ 有 FX ∈ obDB′(B), 那么对任何
Y ∈ obD−

A′(A)有 FY ∈ obDB′(B).
(4) 当 F 是逆变三角函子且 way-out right 时, 只要 F 满足对所有 X ∈ obA′ 有 FX ∈ obDB′(B), 对任何
Y ∈ obD−

A′(A)有 FY ∈ obDB′(B).
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(5)当 F 是逆变三角函子且 way-out left时, 只要 F 满足对所有 X ∈ obA′ 有 FX ∈ obDB′(B), 对任何 Y ∈
obD+

A′(A)有 FY ∈ obDB′(B).
(6)无论 F 是共变三角函子还是逆变三角函子,当 F 在两个方向都 way-out时,只要 F 满足对所有 X ∈ obA′

有 FX ∈ obDB′(B),那么对任何 Y ∈ obDA′(A)有 FY ∈ obDB′(B).
(7) 如果 F 是共变三角函子且 way-out left, A′ 有足够多投射对象并且对 A′ 中的任何投射对象 P 有 FP ∈
obDB′(B),那么对任何 Y ∈ obA′有 FY ∈ obDB′(B).
(8) 如果 F 是共变三角函子且 way-out right, A′ 有足够多内射对象并且对 A′ 中的任何内射对象 J 有 FJ ∈
obDB′(B),那么对任何 Y ∈ obA′有 FY ∈ obDB′(B).
(9)如果 F 是反变三角函子且 way-out right, A′ 有足够多投射对象并且对 A′ 中的任何投射对象 P 有 FP ∈
obDB′(B),那么对任何 Y ∈ obA′有 FY ∈ obDB′(B).
(10) 如果 F 是反变三角函子且 way-out left, A′ 有足够多内射对象并且对 A′ 中的任何内射对象 J 有 FJ ∈
obDB′(B),那么对任何 Y ∈ obA′有 FY ∈ obDB′(B).

Proof. (1)由条件,A′中任何对象X ,将X视作集中在任何位置处的复形,例如X[k],便有F (X[k]) ∈ obDB′(B).
对任何 Y ∈ obDb

A′(A),因为 Y 是有界的,所以对充分大的整数 n有 τ≥nY = 0. 根据 [命题3.76],对任何整数 n,
有 DA′(A)中好三角 Hn(Y ) τ≥nY τ≥n+1Y Hn(Y )[1]. 这里 Hn(Y ) ∈ obA′ 被视作集中

在 n次位置的复形. 当 F 是共变三角函子时,得到 D(B)中好三角

F (Hn(Y )) F (τ≥nY ) F (τ≥n+1Y ) F (Hn(Y ))[1].

如果 F 是逆变三角函子,我们有 D(B)中好三角

F (Hn(Y ))[−1] F (τ≥n+1Y ) F (τ≥nY ) F (Hn(Y )).

根据条件, 总有 F (Hn(Y ))[−1], F (Hn(Y )), F (Hn(Y ))[1] ∈ obDB′(B). 所以由 DB′(B) 是 D(B) 的三角子范畴
([注记3.118]). 所以 [注记2.24]说明 F (τ≥n+1Y ) ∈ obDB′(B)当且仅当 F (τ≥nY ) ∈ obDB′(B). 现在我们已经知
道对充分大的整数 n有 τ≥nY = 0,所以对充分大的整数 n自然有 F (τ≥nY ) ∈ obDB′(B). 于是归纳地得到对每
个整数 n,有 F (τ≥nY ) ∈ obDB′(B). 而 Y 的有界性保证了对充分小的整数 n有 τ≥nY = Y ,因此我们也得到了
FY ∈ obDB′(B),这证明了 (1).

(2)取定 Y ∈ obD+
A′(A),需要证明对任何整数 k 有 Hk(FY ) ∈ obB′. 固定整数 k,命 n1 = k + 1,因为 F

是 way-out right函子,所以对该 n1,存在整数 n2使得对任何 DA′(A)中满足 Ht(X) = 0, ∀t < n2的复形 X 有

Ht(FX) = 0, ∀t < n1. 考察温和截断产生的复形短正合列

0 τ≤n2
Y Y τ≥n2+1Y 0,

那么有 DA′(A) 中有好三角 τ≤n2
Y Y τ≥n2+1Y (τ≤n2

Y )[1]. 用 F 作用之, 得到 D(B) 中

的好三角 F (τ≤n2
Y ) FY F (τ≥n2+1Y ) (F (τ≤n2

Y ))[1]. 于是导出 B中长正合列

· · · Hk−1(F (τ≥n2+1Y )) Hk(F (τ≤n2
Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≥n2+1Y )) · · · .

注意到 τ≥n2+1Y 满足 Ht(τ≥n2+1Y ) = 0, ∀t < n2,所以由 k, k − 1 < n1得到

Hk−1(F (τ≥n2+1Y )) = Hk(F (τ≥n2+1Y )) = 0.
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这说明 Hk(F (τ≤n2
Y )) ∼= Hk(FY ). 注意到 τ≤n2

Y ∈ Db
A′(A),所以应用 (1)的结果得到 Hk(F (τ≤n2

Y )) ∈ obB′.
因此 Hk(FY ) ∈ obB′,再由 k的任意性得到 FY ∈ obDB′(B).

(3)取定 Y ∈ obD−
A′(A),并设三角函子 F 是 way-out left. 类似 (2),命 n1 = k − 1,那么存在 n2 使得对

DA′(A)中满足 Ht(X) = 0, ∀t > n2 的复形 X 有 Ht(FX) = 0, ∀t > n1. 考察对 Y 在 n2 处的温和截断产生的

DA′(A)中好三角在 F 作用下得到的 D(B)中好三角 (并注意 τ≤n2
Y 满足 Ht(τ≤n2

Y ) = 0, ∀t > n2):

F (τ≤n2
Y ) FY F (τ≥n2+1Y ) (F (τ≤n2

Y ))[1].

上述好三角诱导 B中长正合列

· · · Hk(F (τ≤n2
Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≥n2+1Y )) Hk+1(F (τ≤n2

Y )) · · · .

因为 k, k + 1 > n1, 所以 Hk+1(F (τ≤n2
Y )) = Hk(F (τ≤n2

Y )) = 0, 于是上述长正合列产生同构 Hk(FY ) ∼=
Hk(F (τ≥n2+1Y )). 注意到 Y 是上有界的,所以 τ≥n2+1Y ∈ Db

A′(A),应用 (1)得到 Hk(F (τ≥n2+1Y )) ∈ obB′. 由
此以及 k的任意性得到 FY ∈ obDB′(B).

(4)设 F 是 way-out right的逆变三角函子并取定 Y ∈ obD−
A′(A). 要证对每个整数 k有 Hk(FY ) ∈ obB′.

固定 k,命 n1 = k + 1,那么存在 n2使得对 DA′(A)中满足Ht(X) = 0, ∀t > n2的复形X 有Ht(FX) = 0, ∀t <
n1. 现在有 DA′(A)中有好三角 τ≤n2

Y Y τ≥n2+1Y (τ≤n2
Y )[1]. ,作用逆变三角函子 F 后

得到 D(B)中的好三角 F (τ≤n2
Y )[−1] F (τ≥n2+1Y ) FY F (τ≤n2

Y ). 故有 B中正合列

· · · Hk−1(F (τ≤n2
Y )) Hk(F (τ≥n2+1Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≤n2

Y )) · · · .

利用 F 是 way-out right 以及 k − 1, k < n1 得到 Hk−1(F (τ≤n2
Y )) = Hk(F (τ≤n2

Y )) = 0, 所以利用上述长
正合列得到 Hk(F (τ≥n2+1Y )) ∼= Hk(FY ). 于是由 τ≥n2+1Y ∈ obDb

A′(A), 再应用 (1) 以及 k 的任意性便知

FY ∈ obDB′(B).
(5) 设 F 是 way-out left 的逆变三角函子并取定 Y ∈ obD+

A′(A). 固定整数 k, 命 n1 = k − 1, 那么有整
数 n2 使得对 DA′(A)中满足 Ht(X) = 0, ∀t < n2 的复形 X 有 Ht(FX) = 0, ∀t > n1. 于是 Hk(τ≥n2+1Y ) =

Hk+1(τ≥n2+1Y ) = 0. 所以由 D(B)中好三角 F (τ≤n2
Y )[−1] F (τ≥n2+1Y ) FY F (τ≤n2

Y )

产生的 B中下述长正合列得到 Hk(FY ) ∼= Hk(F (τ≤n2
Y )):

· · · Hk(F (τ≥n2+1Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≤n2
Y )) Hk+1(F (τ≥n2+1Y )) · · ·

注意到 Y 是下有界复形保证 τ≤n2
Y 是有界复形,故应用 (1)便知 Hk(FY ) ∈ obB′.

(6)无论 F 是逆变三角函子还是共变三角函子,当 F 是两个方向都 way-out时,根据 (2)-(5)可知对任何
Y ∈ obD−

A′(A) ∪ obD+
A′(A)有 FY ∈ obDB′(B).现在任取 Y ∈ obDA′(A). 考虑 [注记1.61]中温和截断产生的

复形短正合列

0 τ≤0Y Y τ≥1Y 0.

当 F 是共变三角函子时,用 F 作用上面的好三角得到 D(B)中好三角,产生 B中正合列:

Hk−1(F (τ≥1Y )) Hk(F (τ≤0Y )) Hk(FY ) Hk(F (τ≥1Y )) Hk+1(F (τ≤0Y )).

上述正合列的前两项和最后两项都在 B′ 中, 故由 B′ 是关于扩张封闭的 Abel 子范畴, 由 [注记3.118] 便知
Hk(FY ) ∈ obB′,于是由 k的任意性得到 FY ∈ obDB′(B). 当 F 是逆变函子时同理可证.
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(7)现在 A′中任何对象 Y 有投射分解

· · · P−2 P−1 P 0 Y 0.

因此只需证明对任何A′上每项都是A′中投射对象的上有界复形 P 证明 FP ∈ obDB′(B)即可. 首先 P 如果是

有界复形时,结论类似 (1)明显成立: 应用 [例3.28]中强制截断产生的复形短正合列

0 P≥n+1 P≥n Pn 0,

这里 Pn被视作集中在 n次位置的复形. 用 F 作用上述好三角后得到D(B)中好三角,于是由 FPn ∈ obDB′(B)
可得对每个整数 n, FP≥n+1 ∈ obDB′(B)蕴含 FP≥n ∈ obDB′(B). 再注意到 P 是有界复形的假设保证 n可选

取充分大时 P≥n = 0. 因此当 P 是满足每项均为 A′ 中投射对象的有界复形时, FP ∈ obDB′(B). 现在考虑 P

仅仅是上有界复形的情形. 我们将使用 [注记1.61]中强制截断产生的复形短正合列. 需要证明对每个整数 k有

Hk(FP ) ∈ obB′. 固定整数 k. 因为 F 是way-out left函子,所以对 n1 = k− 2,存在整数 n2使得对任何DA′(A)
中满足 Ht(X) = 0, ∀t > n2的复形 X 有 Ht(FX) = 0, ∀t > n1. 特别地,复形短正合列

0 P≥n2
P P≤n2−1 0.

中复形 P≤n2−1明显满足 Ht(P≤n2−1) = 0, ∀t > n2. 考虑 D(B)中好三角

F (P≥n2
) FP F (P≤n2−1) F (P≥n2

)[1].

它产生 B中正合列

Hk−1(F (P≤n2−1)) Hk(F (P≥n2
)) Hk(FP ) Hk(F (P≤n2−1)) Hk+1(F (P≥n2

)).

因为 k − 1, k > n1,所以 Hk−1(F (P≤n2−1)) = Hk(F (P≤n2−1)) = 0,这说明 Hk(F (P≥n2
)) ∼= Hk(FP ). 对 P≥n2

应用前面对有界复形证明的结论得到 Hk(F (P≥n2
)) ∈ obB′,于是 Hk(FP ) ∈ obB′.

(8)证明与 (7)是完全对偶的. 对 A′中任何对象 Y 取定在 A′中的内射分解

0 Y J0 J1 · · · .

于是知只需证明任何每项来自 A′ 中内射对象的下有界复形 J ,满足 FJ ∈ obDB′(B)即可. 利用 [例3.28]中强
制截断产生的复形短正合列

0 J≥n+1 J≥n Jn 0,

被 F 作用后的好三角以及条件可知当 J 是有界复形时 FJ ∈ obDB′(B). 对于 J 仅仅是下有界复形的情形: 固定
整数 k,命n1 = k+2,进而由F 是way-out right函子可得存在n2使得对任何满足 t < n2的复形X ∈ obDA′(A)
有 Ht(FX) = 0, ∀t < n1. 考察 D(B)中好三角

F (J≥n2
) FJ F (J≤n2−1) F (J≥n2

)[1].

产生的 B中正合列

· · · Hk(F (J≥n2
)) Hk(FJ) Hk(F (J≤n2−1)) Hk+1(F (J≥n2

)) · · ·
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那么 Hk(F (J≥n2
)) = Hk+1(F (J≥n2

)) = 0以及由 J≤n2−1 是有界复形得到 Hk(FJ) ∼= Hk(F (J≤n2−1)) ∈ obB′.
于是由 k的任意性得到 FJ ∈ obDB′(B).

(9)和 (10)的证明互为对偶,这里仅验证 (9). 类似于 (7),对 A′中任何对象 Y 有投射分解

· · · P−2 P−1 P 0 Y 0.

因此只需要证明对每项是 A′ 中投射对象的上有界复形 P ,有 FP ∈ obDB′(B)即可. 重复 (7)中关于有界情形
的讨论可知对任何每项是 A′ 中投射对象的有界复形 P , 有 FP ∈ obDB′(B). 再对 P 仅要求是上有界复形的

情形,对固定的整数 k,命 n1 = k + 2. 因为 F 是 way-out right,所以存在整数 n2 使得对任何 DA′(A)中满足
Ht(X) = 0, ∀t > n2的复形 X 有 Ht(FX) = 0, ∀t < n1. 考察 D(B)中好三角

F (P≥n2
)[−1] F (P≤n2−1) FP F (P≥n2

)

产生的 B中正合列:

· · · Hk(F (P≤n2−1)) Hk(FP ) Hk(F (P≥n2
)) Hk+1(F (P≤n2−1)) · · ·

因为 k, k + 1 < n1,所以 Hk(F (P≤n2−1)) = Hk+1(F (P≤n2−1)) = 0. 于是 Hk(FP ) ∼= Hk(F (P≥n2
)),而 P≥n2

作

为有界复形根据有界情形的结果得到 Hk(F (P≥n2
)) ∈ obB′,所以也有 Hk(FP ) ∈ obB′.

Theorem 3.125 ([Ye92]). 设 K-代数 A满足 A是投射 K-模且 A是双边 Noether环, Ω ∈ obD(A-Mod-A)是
A上对偶复形,记 Df (A-Mod)是所有各次上同调为有限生成左 A-模的 A-模复形定义的 D(A-Mod)的全子范
畴, Df (Mod-A)是所有各次上同调为有限生成右 A-模的 A-模复形定义的 D(Mod-A)的全子范畴. 那么
(1) RHomA(−,Ω) : Df (A-Mod)→ Df (Mod-A)和 RHomAop(−,Ω) : Df (Mod-A)→ Df (A-Mod)定义合理.
(2)此时 [命题3.103]给出的 Df (A-Mod)上恒等函子到 RHomAop(RHomA(−,Ω),Ω)的自然变换 Φop 是自然

同构; Df (Mod-A)上恒等函子到 RHomA(RHomAop(−,Ω),Ω)的自然变换 Φ是自然同构.
特别地, RHomA(−,Ω)和 RHomAop(−,Ω)给出 Df (A-Mod)和 Df (Mod-A)之间的范畴对偶.

Proof. (1)设 s : Ω→ I是Ω的下有界内射分解,那么根据Φ和Φop的定义,只需说明Df (A-Mod)中任何复形 Y

满足 RHomA(Y,Ω) ∈ obDf (Mod-A)以及 Df (Mod-A)中任何复形 Z 满足 RHomAop(Z,Ω) ∈ obDf (A-Mod).
因为 A 是双边 Noether 环, 所以由 [注记3.118] 得到 Df (A-Mod) 是 D(A-Mod) 的三角子范畴, Df (Mod-A)
是 D(Mod-A)的三角子范畴. 从 [例3.113]的证明过程知 RHomA(−,Ω)和 RHomAop(−,Ω)在两个方向上都
way-out. 根据 [命题3.124(9)]和 [命题3.124(6)],只要证明证明对任何有限生成投射左 A-模 P 和有限生成右

A-模Q,有 RHomA(P,Ω) ∈ obDf (Mod-A)以及 RHomAop(Q,Ω) ∈ obDf (A-Mod)即可. 因为有限生成投射模
是有限生成自由模的直和因子,故由 [命题1.4],只需证明 AP = A,QA = A的情形即可. 由对偶复形定义中的
(DC2)和 [例3.100],我们看到 HomA(A, I) ∈ obDf (Mod-A)以及 HomAop(A, I) ∈ obDf (A-Mod).

(2)沿用 [注记3.104]的记号,根据 [注记3.104]和 [命题3.122(4)(5)],一旦证明对任何有限生成投射左 A-
模P 和有限生成投射右A-模Q, θP 和 θopQ 是同构,就得到自然同构Φop : 1D(A-Mod) → RHomAop(RHomA(−,Ω),Ω)
和 Φ : 1D(Mod-A) → RHomA(RHomAop(−,Ω),Ω).类似 (1),根据 [命题1.4],只需证明 AP = A,QA = A的情形

即可. 而这就是对偶复形定义中的 (DC3).

Remark 3.126. 根据 [定理3.125],对域上双边Noether代数A,如果A上对偶复形Ω存在,那么Ω诱导的逆变三

角函子 RHomA(−,Ω)和 RHomAop(−,Ω)给出左 A-模导出范畴的所有上同调模是有限生成模的复形构成的三
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角子范畴Df (A-Mod)和右A-模导出范畴的所有上同调模是有限生成模的复形构成的三角子范畴Df (Mod-A)
间的范畴对偶. 这也是对偶复形命名的缘由.

Corollary 3.127 ([NavdB05]). 设域k上代数A满足A是双边Noether环,Ω是A上对偶复形. 记D(f,f)(A-Mod-A)
是所有各次上同调模作为左 A-模和右 A-模都有限生成的双模复形构成的 D(A-Mod-A)的全子范畴. 类似引
入记号 D(f,−)(A-Mod-A) 和 D(−,f)(A-Mod-A), 易见 D(f,f)(A-Mod-A),D(f,−)(A-Mod-A),D(−,f)(A-Mod-A)
都是 D(A-Mod-A)的三角子范畴. 根据 [定理3.125]有定义合理的三角函子

D = RHomA(−,Ω) : D(f,f)(A-Mod-A)→ D(−,f)(A-Mod-A),

Dop = RHomAop(−,Ω) : D(f,f)(A-Mod-A)→ D(f,−)(A-Mod-A).

那么对任何 X,Y ∈ obD−
(f,f)(A-Mod-A)有 D(A-Mod-A)中同构

RHomA(X,Y ) ∼= RHomAop(DY,DX),

RHomAop(X,Y ) ∼= RHomA(D
opY,DopX).

Proof. 因为Ω是对偶复形说明Ω在D(A-Mod-A)中同构于某个有界复形 Z满足 Z作为左A-模复形和右A-模
复形都是内射复形,所以用 Z 代替 Ω可不妨设 Ω是有界复形并且作为左 A-模复形以及作为右 A-模复形, Ω都
是有界内射复形. 于是 DX,DY,DopX,DopY 在 D(A-Mod-A)中都同构于某个上有界 A-A双模复形.

现在应用 [命题3.97],得到 D(A-Mod-A)中同构

RHomAop(DY,DX) = RHomAop(DY,RHomA(X,Ω))

∼= RHomA(X,RHomAop(DY,Ω))

= RHomA(X,D
opDY ).

因为 Y ∈ Df,−(A-Mod-A), 故应用 [定理3.125]知 D(A-Mod-A)中标准态射 Y → DopDY 是同构 (回忆 [命
题3.103]). 因此在 D(A-Mod-A)中 RHomA(X,Y ) ∼= RHomA(X,D

opDY ) ∼= RHomA(X,Y ).

对称地, X ∈ obD(−,f)(A-Mod-A)说明标准态射 X → DDopX 给出 D(A-Mod-A)中同构 X ∼= DDopX .
于是应用 [命题3.97]得到 D(A-Mod-A)中同构 RHomA(D

opY,DopX) = RHomA(D
opY,RHomAop(X,Ω)) ∼=

RHomAop(X,RHomA(D
opY,Ω)) ∼= RHomAop(X,Y ).

Corollary 3.128. 设域k上代数A满足A是双边Noether环,Ω1和Ω2都是A上对偶复形. 那么RHomA(Ω1,Ω2)

作为左A-模复形和作为右A-模复形的各次上同调模都是有限生成A-模. 特别地,这时 RHomA(Ω1,Ω2)作为左

A-模复形或作为右 A-模复形都是伪凝聚的 (注意 RHomA(Ω1,Ω2)同构于某个有界复形,应用 [推论3.120]).

Proof. 根据 [定理3.125]和对偶复形的定义立即得到 RHomA(Ω1,Ω2)作为右 A-模复形的各次上同调模是有限
生成 A-模. 对称地, RHomA(Ω2,Ω1)作为右 A-模复形的各次上同调模也有限生成.
现在需要证明 RHomA(Ω1,Ω2)作为左 A-模复形的各次上同调模有限生成. 在 [推论3.127]中取 Ω = X =

Ω1(注意 Ω1 同构于某个有界 A-A 双模复形) 以及 Y = Ω2, 可得 D(A-Mod-A) 中同构 RHomA(Ω1,Ω2) ∼=
RHomAop(RHomA(Ω2,Ω1),RHomA(Ω1,Ω1)). 根据 (DC3),有 RHomA(Ω1,Ω1) ∼= A,所以 RHomA(Ω1,Ω2) ∼=
RHomAop(RHomA(Ω2,Ω1), A). 由于RHomA(Ω2,Ω1)作为右R-模复形各次上同调模有限生成,故应用 [例3.121]
可得 RHomAop(RHomA(Ω2,Ω1), A)作为左 A-模复形的各次上同调模有限生成. 由此证明了 RHomA(Ω1,Ω2)

作为左 A-模复形的各次上同调模有限生成.
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Proposition 3.129 ([Ye92]). 设域 k上代数 A满足 A是双边 Noether环. 并设 Ω1 和 Ω2 都是 A上对偶复形.
记 D−

f (A-Mod-A)是所有作为右 A-模复形各次上同调模是有限生成右 A-模的复形构成的 D−(A-Mod-A)的
三角子范畴. 那么存在自然同构 −⊗LA RHomA(Ω1,Ω2) ∼= RHomA(RHomAop(−,Ω1),Ω2).

Proof. 对任何有界 A-A双模复形 H , 记 ζ : (− ⊗LA H)λ− → λTot⊕(− ⊗A H)是 − ⊗LA H : D−(A-Mod-A) →
D(A-Mod-A)作为左导出函子带有的自然变换 (那么对任何作为右A-模复形每项都是投射右A-模的上有界复
形 P 有 ζP 是同构). 根据 [命题3.77],存在有界 A-A双模复形 Z1, Z2 使得它们作为左 A-模复形和右 A-模复形
都是内射复形,并在 D+(A-Mod-A)中有同构 Z1

∼= Ω1, Z2
∼= Ω2.

现在 RHomA(Ω1,−)产生同构 RHomA(Ω1,Ω2) ∼= RHomA(Ω1, Z2),也有

RHomA(Ω1,Ω2) ∼= RHomA(Z1, Z2) ∼= HomA(Z1, Z2),

记该 D(A-Mod-A) 中同构为 γ : RHomA(Ω1,Ω2) ∼= HomA(Z1, Z2), 注意 HomA(Z1, Z2) 是有界 A-A 双模复
形. 那么 θX = X ⊗LA γ : X ⊗LA RHomA(Ω1,Ω2) → X ⊗LA HomA(Z1, Z2) 给出三角函子间自然同构 θ. 类
似地, 我们也有自然同构 HomA(HomAop(−, Z1), Z2) ∼= RHomA(RHomAop(−,Ω1),Ω2), 这里把有界单边内射
复形决定的逆变 Hom 复形函子的右导出函子和逆变 Hom 复形函子使用了相同记号. 所以我们只需要证明
−⊗LA HomA(Z1, Z2)和 HomA(HomAop(−, Z1), Z2)间存在自然同构即可.
对任何上有界 A-A双模复形 X ,取定上有界投射分解 sX : P → X(这里的 P 每一项作为右 A-模当然也

是投射的). 根据 [例1.80],有链映射 τP : Tot⊕(P ⊗A HomA(Z1, Z2)) → HomA(HomAop(P,Z1), Z2). 于是根据
前面的记号,上有界 (投射右 A-模)复形 P 对应 D(A-Mod-A)中同构 ζP : P ⊗LA HomA(Z1, Z2)→ Tot⊕(P ⊗A
HomA(Z1, Z2)) 并且关于 P 是自然的. 现在存在唯一的 D(A-Mod-A) 中态射 δX : P ⊗LA HomA(Z1, Z2) →
HomA(HomAop(P,Z1), Z2)使得

P ⊗LA HomA(Z1, Z2) Tot⊕(P ⊗A HomA(Z1, Z2))

HomA(HomAop(P,Z1), Z2)

ζP

δX
τP

交换. 进而有唯一的 D(A-Mod-A)中态射 ∆X : X ⊗LA HomA(Z1, Z2)→ HomA(HomAop(X,Z1), Z2)使得

X ⊗LA HomA(Z1, Z2) HomA(HomAop(X,Z1), Z2)

P ⊗LA HomA(Z1, Z2) HomA(HomAop(P,Z1), Z2)

∆X

δX

sX⊗L
AHomA(Z1,Z2) HomA(HomAop (sX ,Z1),Z2)

交换. 于是 ∆ 给出 − ⊗LA HomA(Z1, Z2) 到 HomA(HomAop(−, Z1), Z2) 的自然变换. 并且 [注记1.82] 和 [注
记3.53]说明 ∆作为共变三角函子之间的自然变换也与相应导出范畴上的平移函子相容.

通过 [例3.113] 和 [例3.115], 我们看到 − ⊗LA HomA(Z1, Z2) 和 HomA(HomAop(−, Z1), Z2) 都是 way-
out left的共变三角函子. 现在 − ⊗LA HomA(Z1, Z2)和 HomA(HomAop(−, Z1), Z2)都是从 D−

f (A-Mod-A)到
D(A-Mod-A) 的三角函子, 我们可以应用 [命题3.122(2)(5)] 把关于 ∆ 是自然同构的验证转化为验证对任何

作为右 A-模有限生成投射模的 A-A 双模 Q(视作集中在 0 次部分的复形) 有 ∆Q 是同构. 易见我们只需要考
虑 Q仅是有限生成投射右 A-模的情形即可. 因为有限生成投射右 A-模都是有限生成自由模的直和因子,所以
根据 [命题1.4]我们可以把验证简化为验证 ∆A 是同构. 在 [例1.80]中已经看到 τA 是复形链同构,所以 δA 是

D(A-Mod-A)中同构,这保证了 ∆A也是同构.
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Remark 3.130. 当将 A 视作集中在 0 次部分的 A-A 双模复形, 结合 A 是双边 Noether 代数的条件我们得到
D(A-Mod-A)中同构 RHomA(Ω1,Ω2) ∼= RHomA(RHomAop(A,Ω1),Ω2).

Remark 3.131. 根据证明过程,我们看到对任何上有界 A-A双模投射复形 P , τP 是 D(A-Mod-A)中拟同构.

Remark 3.132. 沿用 [命题3.129] 的假设和记号. 同样的证明过程也可以得到当把 − ⊗LA RHomA(Ω1,Ω2) 和

RHomA(RHomAop(−,Ω1),Ω2)都视作从D−(Mod-A)到D(Mod-A)的三角函子,也有−⊗LARHomA(Ω1,Ω2) ∼=
RHomA(RHomAop(−,Ω1),Ω2). 特别地,这时对任何右 A-模M ,有 D(Mod-A)中同构

M ⊗LA RHomA(Ω1,Ω2) ∼= RHomA(RHomAop(M,Ω1),Ω2).

这一观察说明作为左 A-模复形, RHomA(Ω1,Ω2) 有有限 Tor 维数 (回忆 [定义3.91]). 于是结合 [推论3.128]
我们得到 RHomA(Ω1,Ω2) 作为左 A-模复形是完全复形 (利用 [推论3.96]). 对称地, 如果 Ω1 和 Ω2 是双边

Noether 代数 A 上对偶复形, 那么可自然将 Ω1 和 Ω2 视作 Aop-Aop 双模复形, 这是 Aop 上对偶复形. 于是
RHomAop(Ω1,Ω2) 视作左 Aop-模复形也是完全复形. 注意到在把 Ω1 和 Ω2 视作 Aop-Aop 双模复形的前提下,
RHomAop(Ω1,Ω2)的左 Aop-模复形结构就是把 Ω1 和 Ω2 视作 A-A双模复形的前提下, RHomAop(Ω1,Ω2)上的

右 A-模复形结构. 于是知在把 Ω1 和 Ω2 视作 A-A双模复形的前提下, RHomAop(Ω1,Ω2)作为右 A-模复形是完
全复形. 总结一下,域上双边 Noether代数 A如果有对偶复形 Ω1,Ω2,那么 RHomA(Ω1,Ω2)作为左 A-模复形
是完全复形, RHomAop(Ω1,Ω2)作为右 A-模复形是完全复形.

Remark 3.133. 在 [命题3.129]的假设与记号下, 我们注意到双边 Noether代数 A上的对偶复形如果存在, 那
么 RHomA(RHomAop(A,Ω1),Ω2) 作为 A-A 双模复形当然在 D(A-Mod-A) 中同构于某个有界复形, 并且 [定
理3.125]说明 RHomA(RHomAop(A,Ω1),Ω2)无论是作为左 A-模复形还是右 A-模复形, 各次上同调模都是有
限生成 A-模. 为叙述方便,这里引入些新的记号: 记

D1 = RHomA(−,Ω1), D
op
1 = RHomAop(−,Ω1),

D2 = RHomA(−,Ω2), D
op
2 = RHomAop(−,Ω2).

那么前面指出 D2D
op
1 (A)在 D(A-Mod-A)中同构于有界复形并且作为左 A-模复形和右 A-模复形的各次上同

调模都是有限生成 A-模. [注记3.130] 说明这时在 D(A-Mod-A) 中 D2D
op
1 (A) ∼= RHomA(Ω1,Ω2). 对称地,

也有 D1D
op
2 (A) ∼= RHomA(Ω2,Ω1). 并且在新的记号下, [命题3.129] 说明对任何满足各次上同调模是有限

生成右 A-模的上有界 A-A 双模复形 X 有 D(A-Mod-A) 中同构 X ⊗LA D2(Ω1) ∼= D2D
op
1 (X). 对称地, 也有

X ⊗A D1(Ω2) ∼= D1D
op
2 (X). 特别地,得到 X ⊗LA D2D

op
1 (A) ∼= D2D

op
1 (X)和 X ⊗LA D1D

op
2 (A) ∼= D1D

op
2 (X).

因此我们能够对 A-A双模复形 D2D
op
1 (A)应用 [命题3.129]得到 D(A-Mod-A)中同构

D2D
op
1 (A)⊗LA D1D

op
2 (A) ∼= D1D

op
2 D2D

op
1 (A).

现在应用 [定理3.125],得到 D(A-Mod-A)中同构 D1D
op
2 D2D

op
1 (A) ∼= D1D

op
1 (A) ∼= A. 故在 D(A-Mod-A)中

D2D
op
1 (A)⊗LA D1D

op
2 (A) ∼= A ∼= D1D

op
2 (A)⊗LA D2D

op
1 (A).

其中 D2D
op
1 (A) ∼= RHomA(Ω1,Ω2), D1D

op
2 (A) ∼= RHomA(Ω2,Ω1).
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回忆M,N 是 A-A双模,那么M ⊗K N 上有自然的 Ae-Ae双模结构: 对任何m ∈M,n ∈ N ,左 Ae-模结构
来自 (a⊗ b)(m⊗ n) = am⊗ nb,右 Ae-模结构来自 (m⊗ n)(a⊗ b) = ma⊗ bn,易见M ⊗K N 在如上定义下构

成 Ae-Ae 双模. 即这里M ⊗K N 的左 Ae-模结构来自外结构;右 Ae-模结构来自内结构. 如果 f : M1 → M2 和

g : N1 → N2都是 A-A双模间的双模同态,那么 f ⊗ g :M1 ⊗K N1 →M2 ⊗K N2成为 Ae-Ae双模同态. 特别地,
如果 Ω1和 Ω2都是 A-A双模复形,那么 Ω1 ⊗K Ω2可自然视作 Ae-Ae双模复形.

通常双边 Noether代数的对偶复形就算存在也未必唯一 (当双边 Noether代数的左右自内射维数都有限
时,对偶复形存在,见 [注记3.145]), van den Bergh引入了“刚性”条件来保证刚性对偶复形具有同构唯一性.

Definition 3.134 (刚性对偶复形, [vdB97]). 设K-代数 A满足 A是投射K-模且 A是双边Noether环. 如果 A

上对偶复形 Ω ∈ obD+(A-Mod-A)满足

• (DC4)在 D(A-Mod-A)中有同构 RHomAe(A,AΩ⊗K ΩA) ∼= Ω,

则称 Ω是刚性对偶复形.

现在我们来证明刚性对偶复形一旦存在,便在同构意义下唯一.

Theorem 3.135 ([vdB97]). 设 A是域 k上双边Noether代数满足存在对偶复形. 如果 Ω1和 Ω2都是 A上对偶

复形,则在 D(A-Mod-A)中 Ω1
∼= Ω2.

Proof. 引入记号: D1 = RHomA(−,Ω1), D
op
1 = RHomAop(−,Ω1), D2 = RHomA(−,Ω2), D

op
2 = RHomAop(−,Ω2).

那么在此记号下 [注记3.133] 中已经指出在 D(A-Mod-A) 中有 D2D
op
1 (A) ∼= RHomA(Ω1,Ω2), D1D

op
2 (A) ∼=

RHomA(Ω2,Ω1)以及 D2D
op
1 (A)⊗LA D1D

op
2 (A) ∼= A ∼= D1D

op
2 (A)⊗LA D2D

op
1 (A).再记

L = RHomA(Ω1,Ω2), L
′ = RHomA(Ω2,Ω1), L̃ = RHomAop(Ω1,Ω2), L̃

′ = RHomAop(Ω2,Ω1).

因为把 Ω1,Ω2视作 Aop-Aop双模复形后也是 Aop上对偶复形,因此在新的记号下也有

L⊗LA L′ ∼= L′ ⊗LA L ∼= A, L̃⊗LAop L̃′ ∼= L̃′ ⊗LAop L̃ ∼= Aop.

根据 [注记1.86], 上式最后两个同构也可以表示为 D(A-Mod-A) 中同构 L̃′ ⊗LA L̃ ∼= L̃ ⊗LA L̃′ ∼= A. 根据 [注
记3.132], L,L′ 作为左 A-模复形是完全复形, L̃, L̃′ 作为右 A-模复形是完全复形. 而 [注记3.95]也说明 L作为

左 A-模复形有有限 Tor维数保证了存在有界 A-A双模复形 T 使得 T 每项是平坦左 A-模, L̃作为右 A-模复形
有有限 Tor维数保证了存在有界 A-A双模复形 T̃ 使得 T̃ 每项作为右 A-模平坦.
现在取定 A 作为左 Ae-模复形的上有界投射分解 P → A. 因为 Ω1 在 D(A-Mod-A) 中 Z 同构于有界的

A-A双模复形 Z1 满足 Z1 作为左 A-模复形以及作为右 A-模复形都是内射复形,所以由这里的 L, L̃也都同构

于有界 A-A双模复形 T, T̃ 以及 [注记3.84], [注记3.86]可知如果能够证明有 D(A-Mod-A)中同构

HomAe(P,Z1 ⊗A T ⊗k T̃ ⊗A Z1) ∼= T̃ ⊗A HomAe(P,Z1 ⊗k Z1)⊗A T,

我们就能得到 D(A-Mod-A)中同构

RHomAe(A,Ω1 ⊗LA L⊗k L̃⊗LA Ω1) ∼= L̃⊗LA RHomAe(A,Ω1 ⊗k Ω1)⊗LA L. (3.6)

对任何有界 A-A双模复形 Y1, Y2,记

τ̃(Y1,Y2) : Y2 ⊗A RHomAe(P,Z1 ⊗k Z1)⊗A Y1 → HomAe(P,Z1 ⊗A Y1 ⊗k Y2 ⊗A Z1)
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是 [注记1.91]中构造的复形链映射,当 Y1 每项是有限生成自由左 A-模且 Y2 都是每项为有限生成自由右 A-模
时, τ̃(Y1,Y2)是链同构. 我们断言 τ̃(T,T̃ ) : T̃ ⊗AHomAe(P,Z1 ⊗k Z1)⊗A T → HomAe(P,Z1 ⊗A T ⊗k T̃ ⊗A Z1)在

D(A-Mod-A)中对应的态射是同构. 要证断言等价于证 τ̃(T,T̃ ) 是复形间拟同构. 而这只需要证明 τ̃(T,T̃ ) 是 k-模
复形间拟同构即可. 因为 T 作为左 A-模复形是完全的, T̃ 作为右 A-模复形是完全的,所以存在每项是有限生成
自由左 A-模的有界复形 F 使得在 D(A-Mod)中 F ∼= T ;存在每项是有限生成自由右 A-模的有界复形 F̃ 使得

在 D(Mod-A)中 F̃ ∼= T̃ . 因为 F, F̃ 都是相应导出范畴中的上有界投射复形,所以可应用 [推论3.38]知存在左
A-模复形的拟同构 α : F → T 和右 A-模复形的拟同构 β : F̃ → T̃ . 于是得到 k-模复形的链映射交换图:

T̃ ⊗A HomAe(P,Z1 ⊗k Z1)⊗A T HomAe(P,Z1 ⊗A T ⊗k T̃ ⊗A Z1)

F̃ ⊗A HomAe(P,Z1 ⊗k Z1)⊗A F HomAe(P,Z1 ⊗A F ⊗k F̃ ⊗A Z1)

τ̃(T,T̃ )

β⊗1⊗α

τ̃(F,F̃ )

HomAe (P,1⊗α⊗β⊗1)

现在上图的由下行是复形链同构, 竖直方向两边的链映射在导出范畴 D(k-Mod) 中是同构可知 τ̃(T,T̃ ) 对应在

D(k-Mod)中态射, 即右分式等价类 τ̃(T,T̃ )1
−1 是同构. 这说明 τ̃(T,T̃ ) 是 k-模复形间的拟同构, 这就得到 τ̃(T,T̃ )

作为 A-A双模复形间的链映射也是拟同构,断言得证. 由此得到 (3.6)成立.
现在我们利用 (3.6) 和 Ω1,Ω2 是刚性对偶复形的条件来说明 Ω1

∼= Ω2. 这里再指出利用 [命题3.129] 和
(DC3) 立即得到 D(A-Mod-A) 中同构 Ω1 ⊗LA L ∼= RHomA(A,Ω2) ∼= Ω2. 交换 Ω1 和 Ω2 的位置便知 Ω2 ⊗LA
L′ ∼= Ω1. 再把 Ω1 和 Ω2 视作 Aop-Aop 双模复形后, 作为 Aop 上的对偶复形, 也有 D(Aop-Mod-Aop) 中同构
Ω1 ⊗LAop L̃ ∼= Ω2. 交换 Ω1 和 Ω2 位置得到 Ω2 ⊗LAop L̃′ ∼= Ω1. 应用 [注记1.86] 得到 D(A-Mod-A) 中同构
L̃⊗LA Ω1

∼= Ω2以及 L̃′ ⊗LA Ω2
∼= Ω1. 利用 (3.6)以及 Ω1,Ω2都是刚性对偶复形,我们计算

Ω1 ⊗LA L ∼= Ω2

∼= RHomAe(A,Ω2 ⊗k Ω2)

∼= RHomAe(A,Ω1 ⊗LA L⊗k L̃⊗LA Ω1)

∼= L̃⊗LA RHomAe(A,Ω1 ⊗k Ω1)⊗LA L
∼= L̃⊗LA Ω1 ⊗LA L
∼= Ω2 ⊗LA L.

在 [注记3.90]中已经指出导出张量积具有结合律. 所以在 D(A-Mod-A)中有同构

Ω1
∼= Ω1 ⊗LA A ∼= Ω1 ⊗LA (L⊗LA L′) ∼= (Ω1 ⊗LA L)⊗LA L′ ∼= (Ω2 ⊗LA L)⊗LA L′ ∼= Ω2 ⊗LA (L⊗LA L′) ∼= Ω2.

Remark 3.136. 根据 (3.6)的证明过程,我们也证明了对域 k上双边 Noether代数 A,在 D(A-Mod-A)中同构
于某个有界复形的 A-A双模复形 Ω,和 A-A双模复形 X,Y, Ỹ ,如果 X 是上有界的, Y 作为左 A-模复形是完全
复形且 Ỹ 作为右 A-模复形是完全复形,则在 D(A-Mod-A)中有同构

RHomAe(X,Ω⊗LA Y ⊗k Ỹ ⊗LA Ω) ∼= Ỹ ⊗LA RHomAe(X,Ω⊗k Ω)⊗LA Y.
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Definition 3.137 (Artin-Schelter Cohen-Macaulay代数, [vdB97]). 设 A是域 k上双边Noether代数. 如果 A

存在刚性对偶复形并且 A的对偶复形的上同调模集中在一个位置 (根据 [定理3.135],这个条件是定义合理的),
则称 A是 Artin-Schelter Cohen-Macaulay的 (简称为 AS Cohen-Macaulay代数).

Remark 3.138. 如果ASCohen-Macaulay代数A的刚性对偶复形Ω的上同调模集中在 d次位置,根据 [例3.45],
在 D(A-Mod-A)中有同构 Ω ∼= Hd(Ω)[−d]. 称 ωA = Hd(Ω)是 A的对偶模. 称满足对偶模 ωA 是可逆 A-A双
模的 AS Cohen-Macaulay代数 A为 AS Gorenstein代数. 注意到只要 AS Cohen-Macaulay代数 A的对偶模

ωA满足作为左 A-模和右 A-模是投射模,就能得到 ωA是可逆双模: 结合 (DC2)可知 ωA作为左 A-模和右 A-模
都是有限生成投射模. 为不引起左右模结构的混淆, 以下简记 ωA 为 ω. 根据 (DC3), 我们也有 A-A 双模同构
End(Aω) ∼= A ∼= End(ωA)(比较 (DC3)中复形同构两边复形的上同调模). 现在 ω是有限生成投射左 A-模保证
了有A-A双模同构A ∼= End(Aω) ∼= HomA(Aω,AA)⊗Aω. 对称地,也有 ω⊗AHomA(ωA, AA) ∼= End(ωA) ∼= A.

由此可知只要 AS Cohen-Macaulay代数 A满足 ωA 作为左 A-模和右 A-模投射,便有 A是 AS Gorenstein的.
并且根据我们的证明过程,也有 A-A双模同构 HomA(ωA, AA) ∼= HomA(Aω,AA).

现在设 A是 AS Gorenstein代数,并且其刚性对偶复形 Ω ∼= ωA[−d]. 那么

RHomA(Ω, A) ∼= HomA(ωA[−d], A) ∼= HomA(ωA, A)[d].

由此得到 RHomA(Ω, A)⊗LA Ω ∼= HomA(ωA, A)[d]⊗A ωA[−d] ∼= A. 对称地,也有

Ω⊗LA RHomA(Ω, A) ∼= ωA[−d]⊗A HomAop(ωA, A)[d] ∼= A.

因此对 AS Gorenstein代数 A的刚性对偶复形 Ω,有 RHomA(Ω, A) ⊗LA Ω ∼= Ω ⊗LA RHomA(Ω, A) ∼= A. 这里
RHomA(Ω, A)作为左 A-模复形和右 A-模复形都是完全复形. 简记 RHomA(Ω, A)为 Ω−1,则应用 [注记3.136]
可得 D(A-Mod-A)中同构 RHomAe(A,Ω⊗LA Ω−1 ⊗k Ω−1 ⊗LA Ω) ∼= Ω−1 ⊗LA RHomAe(A,Ω⊗k Ω)⊗LA Ω−1. 故

RHomAe(A,Ae) = RHomAe(A,A⊗k A)
∼= RHomAe(A,Ω⊗LA Ω−1 ⊗k Ω−1 ⊗LA Ω)

∼= Ω−1 ⊗LA RHomAe(A,Ω⊗k Ω)⊗LA Ω−1

∼= Ω−1 ⊗LA A⊗LA Ω−1

∼= Ω−1.

因此在 D(A-Mod-A)中有同构 RHomAe(A,Ae) ∼= RHomA(Ω, A). 我们把前面的讨论总结为

Proposition 3.139 ([vdB97]). 设域 k上双边Noether代数 A是 AS Gorenstein代数, Ω是 A上刚性对偶复形.
(1) RHomA(Ω, A)作为左 A-模复形和右 A-模复形都是完全复形.
(2)在 D(A-Mod-A)中有同构 RHomA(Ω, A)⊗LA Ω ∼= Ω⊗LA RHomA(Ω, A) ∼= A.

(3)在 D(A-Mod-A)中有同构 RHomA(Ω, A) ∼= RHomAop(Ω, A).
(4)在 D(A-Mod-A)中有同构 RHomA(Ω, A) ∼= RHomAe(A,Ae).

Remark 3.140. 根据 (4), 有 A-A 双模同构 Hn(RHomA(Ω, A)) ∼= Hn(RHomAe(A,Ae)), ∀n ∈ Z. 再由 [注
记3.69] 便知 Hn(RHomA(Ω, A)) ∼= ExtnAe(A,Ae), ∀n ∈ Z. 如果设 Ω = ωA[d], 这里 ωA 是 A 的对偶模, 那么
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RHomA(Ω, A) = RHomA(ωA[d], A) ∼= HomA(ωA, A)[−d] = HomA(ωA, A[−d]) ∼= RHomA(ωA, A[−d]),所以

Hn(RHomA(Ω, A)) =

HomA(ωA, A), n = d,

0, n 6= d.
(3.7)

于是由 Hn(RHomA(Ω, A)) ∼= Hn(RHomAe(A,Ae)), ∀n ∈ Z和 (3.7)可知

ExtnAe(A,Ae) =

HomA(ωA, A), n = d,

0, n 6= d.
(3.8)

通过 (3.8), 我们看到 AS Gorenstein代数 A满足 Ext•Ae(A,Ae)仅集中在一个位置且 d ∈ N. 并且如果对偶模
ωA 作为可逆双模的逆记作 ω−1

A ,那么 Ext•Ae(A,Ae)非零的项作为 A-A双模同构于 ω−1
A . 如果对偶复形仅有的

非零上同调模在 −d次位置,那么 ExtdAe(A,Ae) ∼= ω−1
A 6= 0. 根据 (3.8),我们也看到 p.dimAeA ≥ d. 如果 A作

为左 Ae-模是完全模 (例如当 Ae是 Noether环且 p.dimAeA < +∞时),那么 [引理1.243]说明 d = p.dimAeA.

Corollary 3.141. 设域上双边 Noether 代数 A 是 AS Gorenstein 代数, 有刚性对偶复形 Ω ∼= ωA[d]. 那么在
D(A-Mod-A)中有同构 RHomA(Ω, A) ∼= U [−d],其中 U = HomA(ωA, A)是可逆 A-A双模.

Proof. 根据 AS Gorenstein代数的定义知 U = HomA(ωA, A)是可逆 A-A双模. 而 [注记3.140]说明

Hn(RHomAe(A,Ae)) = ExtnAe(A,Ae) =

HomA(ωA, A), n = d,

0, n 6= d.

现在根据 [例3.45],得到 RHomAe(A,Ae) ∼= U [−d]. 而 [命题3.139]指出 RHomAe(A,Ae) ∼= RHomA(Ω, A).

在 [注记3.140]中我们看到域上双边 Noether代数 A如果刚性对偶复形 Ω ∼= ωA[d](在 D(A-Mod-A)中),
那么有 (3.8)成立. 如果进一步 A作为左 Ae-模是完全的 (例如满足 Ae 整体维数有限的仿射模有限代数 A,见
[例1.193]和 [推论1.240]),那么 d = p.dimAeA ≥ gl.dimA = inj.dimAA. 这里最后一个等号来自整体维数有限
的 Noether环,自内射维数和整体维数一致 [Bas62, Proposition 4.2]. Zaks在 [Zak69]中证明了双边 Noether
环作为自身左模的内射维数和作为自身右模的内射维数一致, 因此当我们讨论双边 Noether 环的自内射维数
时,不需区分左右. 我们把前面的观察记录为

Proposition 3.142. 设域上双边Noether代数 A满足 p.dimAeA < +∞且 Ae是左Noether环. 如果 A有刚性

对偶复形 Ω ∼= ωA[d](在 D(A-Mod-A)中),那么 d = p.dimAeA ≥ gl.dimA = inj.dimAA.

Remark 3.143. 根据 [推论1.240], p.dimAeA < +∞等价于 l.gl.dimAe.

Proposition 3.144 ([BZ08]). 设 A是域 k上双边 Noether代数满足左右自内射维数有限. 则以下等价:
(1)存在自然数 d和可逆 A-A双模 U 使得有 A-A双模同构

ExtnAe(A,Ae) =

U, n = d,

0, n 6= d.

(2)存在整数 ℓ和可逆 A-A双模 V 使得 V [ℓ]是 A的刚性对偶复形.
当 (1)和 (2)都成立时, ℓ = d且有 A-A双模同构 U ⊗A V ∼= V ⊗A U ∼= A.
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Proof. (1)⇒(2): 根据条件,这时在 D(A-Mod-A)中 U [−d] ∼= RHomAe(A,Ae). 设 A-A可逆双模 V 满足双模

同构 U ⊗A V ∼= V ⊗A U ∼= A.根据 [例3.102], V [d]是 A上对偶复形. 因为 U [−d]作为左 A-模复形和右 A-模复
形都是完全复形,所以应用 [注记3.136]可知 D(A-Mod-A)中有

U [−d]⊗LA RHomAe(A, V [d]⊗k V [d])⊗LA U [−d] ∼= RHomAe(A, V [d]⊗LA U [−d]⊗k U [−d]⊗LA V [d])

∼= RHomAe(A,Ae)

∼= U [−d].

现在对 D(A-Mod-A) 中同构 U [−d] ⊗LA RHomAe(A, V [d] ⊗k V [d]) ⊗LA U [−d] ∼= U [[−d] 两边同时左边作用
V [d]⊗LA −,右边作用 −⊗LA V [d],可得 RHomAe(A, V [d]⊗k V [d]) ∼= V [d]. 因此 V [d]是 A上刚性对偶复形.

(2)⇒(1): 根据 [推论3.141]便知取 U = V −1, d = ℓ即可.

Remark 3.145. 根据证明过程,域上双边Noether代数 A如果左右自内射维数有限,那么对任何可逆 A-A双模
U 和整数 d, U [d]是 A上对偶复形. 特别地, A上对偶复形在同构意义下并不唯一. 例如 A是域上交换 Noether
代数,那么 A的自内射维数有限蕴含 A有对偶复形.

现在我们给 [定义1.244]介绍的扭 Calabi-Yau代数一个导出范畴刻画.

Proposition 3.146 ([RR22]). 设 A是域 k上代数, d ∈ N. 那么 A是 d维扭 Calabi-Yau代数的充要条件是 A同

调光滑且存在可逆 A-A双模 U 使得在 D(A-Mod-A)中有 RHomA(A,A
e) ∼= U [−d]. 并且这时 d = p.dimAeA.

Proof. 必要性: 设 A 的 d 维扭 Calabi-Yau 代数, 那么 A 是同调光滑的并且 ExtiAe(A,Ae) = 0, ∀i 6= d 且

ExtdAe(A,Ae)是可逆 A-A双模,记 U = ExtdAe(A,Ae). 那么 [例3.45]说明 D(A-Mod-A)中有

RHomAe(A,Ae) ∼= U [−d].

充分性: 这时对任何整数 n有 A-A双模同构Hn(RHomAe(A,Ae)) ∼= ExtnAe(A,Ae). 由Hd(RHomAe(A,Ae))是

可逆 A-A双模便知取 U = Hd(RHomAe(A,Ae))立即得到结论.

在 [定理1.241]我们从复形链层面给出了扭 Calabi-Yau代数的扭 Poincaré对偶的证明. 下面我们使用导
出范畴的语言以及 [命题3.146]重新证明 [定理1.241](链层面实现的同构进一步具有自然性).

Theorem 3.147 ([RR22]). 设 A,B 是域 k上代数, A为 d维扭 Calabi-Yau代数, U = ExtAe(A,Ae). 那么对任
何 Ae-B双模复形 Y ,有 D(Mod-B)中同构 RHomAe(A, Y ) ∼= (U ⊗LAe Y )[−d]. 特别地,如果 Y =M 是 A-A双
模 (视作集中在 0次部分的复形),那么对任何整数 i有 k-线性同构 Extd−iAe (A,M) ∼= Hd−i(RHomAe(A,M)) ∼=
Hd−i((U ⊗LAe M)[−d]) = H−i(U ⊗LAe M) ∼= TorA

e

i (U,M).

Proof. 根据 [命题3.146],在D(Mod-Ae)中有 RHomAe(A,Ae) ∼= U [−d].因为A作为左Ae-模复形是完全的,故

RHomAe(A, Y ) ∼= RHomAe(A,Ae)⊗LAe Y

∼= U [−d]⊗LAe Y

∼= (U ⊗LAe Y )[−d].

这里 RHomAe(A, Y ) ∼= RHomAe(A,Ae)⊗LAe Y 来自 [命题3.99],最后的同构来自 −⊗LAe Y 是三角函子.
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如果 A,B 是域 k 上代数, M 是 A-B 双模, 那么 Homk(M,k) 上有自然的 B-A 双模结构. 这时对任何
k-线性空间 N 有标准 k-线性同构 Homk(M,N) ∼= N ⊗k M∗. 现在设 N 是 A-C 双模, C 也是 k-代数, 那么
Homk(AMB,ANC)有自然的 A-A双模结构和 B-C 双模结构. 于是我们能够把 Homk(M,N)视作 Ae-(B ⊗k
Cop)op双模: 对任何 a1 ⊗ a2 ∈ Ae和 b⊗ c ∈ B ⊗k Cop, f ∈ Homk(M,N)有

[(a1 ⊗ a2)f(b⊗ c)](m) = a1f(a2mb)c, ∀m ∈M.

而M∗上的B-A双模结构和N 上的A-C双模结构可将N ⊗kM∗视作Ae-(B⊗kCop)op双模结构. 于是前面提
到的标准同构Homk(M,N) ∼= N ⊗kM∗成为 Ae-(B ⊗k Cop)op双模同构. 于是我们可类似 [命题1.93],对任何
A-A双模复形X , A-B双模复形 Y 和 A-C 双模复形 Z 构造作为 B-C 双模复形的链同构Hom•

A(X ⊗A Y, Z) ∼=
HomAe(X,Homk(Y, Z))(不用添加符号). 这使我们立即得到

Lemma 3.148 ([RR22]). 设 A,B,C 是域 k上代数. X 是上有界 A-A双模复形, Y 是上有界 A-B 双模复形, Z
是下有界 A-C 双模复形. 那么在 D(B-Mod-C)中有同构 RHomAe(X,Homk(Y, Z)) ∼= RHomA(X ⊗LA Y, Z).

Proof. 取定 X 的上有界投射分解 P → X , Y 的上有界投射分解 Q→ Y 和 Z 的下有界内射分解 Z → I . 则

RHomA(X ⊗LA Y, Z) ∼= RHomA(X ⊗LA Y, I)
∼= HomA(P ⊗A Q, I)
∼= HomAe(P,Homk(Q, I))

∼= RHomAe(P,Homk(Q, I))

∼= RHomAe(P,Homk(Y, Z))

∼= RHomAe(X,Homk(Y, Z)).

其中 HomA(P ⊗A Q, I) ∼= HomAe(P,Homk(Q, I))来自复形层面的链同构.

Corollary 3.149 ([RR22]). 设 A,B,C 是域 k上代数,其中 A是 d维扭 Calabi-Yau代数,记 U = ExtdAe(A,Ae).
那么对任何 A-B 双模M 和 A-C 双模 N ,只要M 是有限维模,就有 D(B-Mod-C)中同构

RHomA(M,N) ∼=M∗ ⊗LA (U ⊗A N)[−d] ∼= (M∗ ⊗A U)⊗LA N [−d].

特别地,对任何整数 i有 k-线性同构 ExtiA(M,N) ∼= TorAd−i(M∗, U ⊗A N) ∼= TorAd−i(M∗ ⊗A U,N).

Proof. 利用D(A-Mod-B)中同构M ∼= A⊗LAM ,应用 [引理3.148]得到D(B-Mod-C)中同构RHomA(M,N) ∼=
RHomA(A⊗LAM,N) ∼= RHomAe(A,Homk(M,N)). 利用前面指出的Ae-(B⊗kCop)op双模同构Homk(M,N) ∼=
N ⊗kM∗得到 D(B-Mod-C)中同构 RHomA(M,N) ∼= RHomAe(A,N ⊗kM∗). 现在对 Ae-(B ⊗k Cop)op双模
复形 N ⊗k M∗ 应用 [定理3.147]得到 RHomAe(A,N ⊗k M∗) ∼= (U ⊗LAe (N ⊗k M∗))[−d]. 故由 [命题3.98]得
到 D(B-Mod-C)中有同构 (U ⊗LAe (N ⊗kM∗))[−d] ∼= (M∗ ⊗LA U ⊗LA N)[−d]. 至此得到在 D(B-Mod-C)中有

RHomA(M,N) ∼= (M∗ ⊗LA U ⊗LA N)[−d].

因为 U 是可逆 A-A双模,作为单边 A-模都投射,所以也有

(M∗ ⊗A U)⊗LA N [−d] ∼= (M∗ ⊗LA U)⊗LA N [−d] ∼=M∗ ⊗LA (U ⊗LA N)[−d] ∼= RHomA(M,N).

同理也有M∗ ⊗LA (U ⊗A N)[−d] ∼= RHomA(M,N).
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Corollary 3.150 ([RR22]). 设 A是域 k上 d维扭 Calabi-Yau代数. 若有非零有限维左 A-模,则 d = l.gl.dimA.

Proof. 从 [引理1.243] 知 d = p.dimAeA. 现在设 M 是有限维左 A-模. 那么我们得到有限维右 A-模 M∗. 现
在应用 [推论3.149]得到 k-线性同构 ExtdA(M,A) ∼= TorA0 (M∗, U) ∼= M∗ ⊗A U ,这里 U = ExtdAe(A,Ae). 因为
M∗ 6= 0,所以由 U 是可逆 A-A双模立即得到M∗ ⊗A U 6= 0. 从而 p.dimAM ≥ d. 结合 l.gl.dimA ≤ p.dimAeA

便得结果 (回忆 [命题1.237]).

Remark 3.151. 如果域 k上扭 Calabi-Yau代数 A是仿射 PI代数,那么 A所有的不可约表示是有限维的. 于是
A的整体维数和 Hochschild维数一致. 即便 A是域 k上双边 Noether且整体维数有限的 Calabi-Yau代数,只
要A不存在非零有限维A-模,那么 [推论3.150]的结果未必成立. 例如考虑特征零的域上的 n阶Weyl代数An,
那么 An 是双边 Noether整环, 左右整体维数都是 n, 且 An 是 Hochschild维数为 2n的 Calabi-Yau代数 (见
[RR22, Example 4.15]). 这时 gl.dimAn < p.dim(An)e

An.

Definition 3.152 (刚性 Gorenstein代数, [BZ08]). 设 A是域 k上双边 Noether代数, d ∈ N. 如果

• (RGA1) A的左右自内射维数都是 d;

• (RGA2)存在 A的代数自同构 ν 使得有 A-A双模同构

ExtnAe(A,Ae) =

1Aν , n = d,

0, n 6= d;

那么称 A是 d维刚性 Gorenstein代数, ν 为 A的 Nakayama自同构.

Remark 3.153. 如果刚性Gorenstein代数A进一步是同调光滑的,即A是完全左Ae-模,那么A是 [定义1.261]
意义下的 d维斜 Calabi-Yau代数. 并且由于 A这时为整体维数有限的双边 Noether环,也有 d = gl.dimA.

Remark 3.154. 如果域上代数 A只满足 (RGA2),未必有 d = inj.dimA. 例如特征零的域上Weyl代数,见 [注
记3.151]. 域上双边 Noether的扭 Calabi-Yau代数 A只要有非零有限维模, [推论3.150]便能保证 inj.dimA =

gl.dimA = p.dimAeA.

Remark 3.155. 设 A 是 d 维刚性 Gorenstein 代数且 ν 是 A 的 Nakayama 自同构. 因为有 A-A 双模同构
1Aν ⊗A νA1 ∼= νA1 ⊗A 1Aν ∼= A,所以 [命题3.144]说明 A有刚性对偶复形 νA1[d].

Remark 3.156. 根据 [注记1.262],刚性 Gorenstein代数的Nakayama自同构的相差某个内自同构意义下唯一.

Remark 3.157. 重复 [命题1.264]的讨论便知刚性 Gorenstein代数 A的 Nakayama自同构在中心 Z(A)上作

用平凡. 特别地,如果 A是交换的刚性Gorenstein代数,那么 A的Nakayama自同构是恒等映射. 因此,如果 A

是 k上 d维交换刚性 Gorenstein代数,那么 A的刚性对偶复形就是 A[d].

下面我们来看 (本质有限型的)交换 Calabi-Yau代数作为刚性 Gorenstein代数的刚性对偶复形.

Example 3.158 (光滑仿射簇的刚性对偶复形, [Ye99, Zhu20]). 根据 [定理1.266],如果 A是域 k上 Krull维数
是 d的本质有限型光滑交换代数,如果典范丛平凡 (等价地, A为 d维 Calabi-Yau代数,见 [命题1.268]),那么

ExtnAe(A,Ae) =

A, n = d,

0, n 6= d;
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因为这时 gl.dimA = d = p.dimAeA且 Ae 是交换 Noether环,所以 inj.dimA = d且 [命题3.144]说明 A[d]是

A的刚性对偶复形. 如果 A是域 k上 Krull维数为 d的仿射光滑整区,那么我们能够说更多: 这时利用 Koszul
复形和正则序列理论可证 gl.dimA = d = p.dimAeA以及

ExtnAe(A,Ae) =

ExtnAe(A,A), n = d,

0, n 6= d;

而 HKR定理保证了 ExtdAe(A,A) ∼= Xd(A),即 A上交错 d重线性导子模. 而 A是仿射整区说明 A的所有极大

理想高度相同. 进而 rankAm
Ω(A)m = d, ∀m ∈ maxSpecA. 这说明 Ωd(A)是秩为 1的有限生成投射 A-模. 这说

明 Ωd(A)作为 A-模是可逆双模且

Ωd(A)⊗A HomA(Ω
d(A), A) ∼= HomA(Ω

d(A), A)⊗A Ωd(A) ∼= A.

再注意 HomA(Ω
d(A), A) ∼= Xd(A),所以当 A是域 k上 Krull维数是 d的仿射光滑整区时, Ωd(A)[d]给出 A上

刚性对偶复形. 这时 A是仿射 Calabi-Yau整区蕴含 A上对偶复形是 A[d].

Remark 3.159. 这里再次强调只要 A是域 k上本质有限型光滑交换代数,就有 Ae是 Noether正则环且

p.dimAeA = gl.dimA = inj.dimA = k.dimA.

Remark 3.160. 如果域 k上本质有限型的交换光滑代数 A不是仿射的或不是整区,那么无法得到 Ωd(A)是秩

为 1的有限生成投射模,这里 d = k.dimA. 如果 A不是整区,考虑 A是具有不同维数不可约分支的光滑仿射簇

的坐标环即可. 如果 A是整区但 A不是仿射的,可如下构造 A的极大理想高度不同的例子: 先考虑对一般的含
幺交换环 R,要求有极大理想 Q和素理想 P 满足 P * Q. 那么 S = R − P ∪Q是 R的乘闭子集且 RS 的极大

理想只有 PS 和 QS(如果MS 是 RS 的极大理想,这里M 是 R的素理想满足M ∩ S = ∅. 那么M ⊆ P ∪Q. 从
而M ⊆ P 或M ⊆ Q. 进而MS ⊆ PS 或MS ⊆ QS . 由此得到M = P 或M = Q. 反之,由 P,Q和 S 不相交得

到 PS 和 QS 都是 RS 的素理想. 前面的讨论又说明 RS 如果有极大理想只能含于 PS 或 QS . 所以由 PS * QS

且 QS * PS 迫使 PS 和 QS 都是 RS 的极大理想). 因此只要 P 和 Q作为理想的高度不同, PS 和 QS 作为 RS

的极大理想的高度也不同. 更具体的构造: 取 R = k[x, y], P = (x− 1), Q = (x, y)即可.
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