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Kähler 微分是交换代数场景中光滑余切向量场的替代品, 由 E. Kähler(德国, 1906-2000) 在上个世纪三十
年代引入. 这份笔记主要介绍微分流形上余切向量场的代数性质以及与光滑函数环的 Kähler微分模间的关系,
这里主要参考文献是 [Lee12] 和 [Nes03]. 一些 Kähler 微分模的基础内容可参见 [Eis04].

1 光滑余切向量场

首先我们回顾一些基本概念以便统一相关记号. 设 M 是 n 维光滑流形, T ∗M 是其余切丛, π : T ∗M →
M 是标准投射. 那么 (T ∗M, π) 是 M 的秩为 n 的光滑向量丛. 如果 ω : M → T ∗M 是 π : T ∗M → M 的

光滑截面, 则称 ω 是 M 上光滑 1-形式. 记 Ω(M) 是所有光滑 1-形式构成的集合, 那么它作为光滑向量丛的
光滑截面全体, 有自然的 C∞(M)-模结构, 这里 C∞(M) 表示 M 的光滑函数环. 如果 ω ∈ Ω(M) 满足存在

f ∈ C∞(M) 使得 ω = df , 这里 df 表示光滑函数 f 的微分, 则称 ω 是恰当的. 记M 上所有光滑向量场构成

的集合为 X(M), 同样 X(M) 作为切丛 TM 的光滑截面全体, 有自然的 C∞(M)-模结构 (这里再指出, 我们有
自然的模同构 X(M) ∼= DerRC∞(M), 这里 DerRC∞(M)是光滑函数环的导子模, 如果对导子模用换位子赋予
R-Lie 代数结构, 这个同构也是 Lie 代数同构). 根据 Swan 定理, 任何光滑向量丛 ξ : E → M 的光滑截面全体

Γ(E) 作为 C∞(M)-模总是有限生成投射模. 特别地, Ω(M) 和 X(M) 也都是有限生成投射 C∞(M)-模.

Lemma 1.1. 设M 是光滑流形, 那么存在 f1, ..., fm ∈ C∞(M) 使得 Ω(M) 作为 C∞(M)-模可由

{df1, df2, ..., dfm}

生成. 即 Ω(M) 作为 C∞(M)-模可由有限多个恰当 1-形式生成.

Proof. 参见 [Nes03, p.234, Corollary 14.17].

从光滑流形的局部上看, 给定光滑坐标卡上的坐标向量场和坐标余切向量场具有对偶的关系. 下面我们使
用模的语言来把这种对偶关系延伸到整个光滑流形上.

Theorem 1.2. 设M 是光滑流形, 定义 η : HomC∞(M)(Ω(M), C∞(M)) → DerR(C∞(M))(∼= X(M)) 为

η(φ) : C∞(M) → C∞(M), f 7→ φ(df), ∀φ ∈ HomC∞(M)(Ω(M), C∞(M)),
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那么 η 是 C∞(M)-模同构. 换言之, 对任何 C∞(M)-模同态 φ : Ω(M) → C∞(M), 存在唯一的 R-线性导子
φ̃ : C∞(M) → C∞(M) 使得 φd = φ̃, 即下图交换:

C∞(M) Ω(M)

C∞(M)

d

φ̃ φ

Proof. 根据 η 的定义不难看出 η 是 C∞(M)-模同态. 下证 η 是满射. 任给向量场 X : C∞(M) → C∞(M),
定义 φ : Ω(M) → C∞(M), ω 7→ ω(X), 这里 ω(X) : M → R, p 7→ ωp(Xp), 其中 Xp(f) = (Xf)(p), ∀f ∈
C∞(M). 由 ω与 X 的光滑性保证了 ω(X) ∈ C∞(M). 容易验证 φ是 C∞(M)-模同态且 η(φ) = X. 最后说明
η 是单射,设 φ ∈ HomC∞(M)(Ω(M)使 φ(df) = 0, ∀f ∈ C∞(M),由 [引理1.1]便知 φ(ω) = 0, ∀ω ∈ Ω(M).

Remark. 该定理表明光滑流形上余切向量场全体构成的对偶模就是光滑向量场全体构成的模. 因为 Ω(M)

是有限生成投射 C∞(M)-模, 所以应用对偶基引理可知 DerR(C∞(M)) 也是有限生成投射模. 于是

Ω(M) ∼= HomC∞(M)(DerR(C∞(M)), C∞(M)).

并且根据证明过程可知该 C∞(M)-模同构由 ξ : Ω(M) → HomC∞(M)(DerR(C∞(M), C∞(M)), ω 7→ ξ(ω), 其
中 ξ(ω)(X) = ω(X), ∀X ∈ DerR(C∞(M)) 给出. 那么对任何自然数 k, 有 C∞(M)-模同构

∧kξ : ∧k
C∞(M)Ω(M) → HomC∞(M)

(
∧k

C∞(M)X(M), C∞(M)
)

满足任何 ω1 ∧ · · · ∧ ωk ∈ ∧k
C∞(M)Ω(M) 有 (∧kξ)(ω1 ∧ · · · ∧ ωk) 作用每个 X1 ∧ · · · ∧Xk ∈ ∧k

C∞(M)X(M) 得到∑
σ∈Sk

(sgnσ)ω1(Xσ(1))ω2(Xσ(2)) · · ·ωk(Xσ(k)).

2 光滑函数环的 Kähler 微分模

本节固定含幺交换环 K 以及 K-交换代数 A. 若 A-模 Ω(A) 与 K-导子 d : A → Ω(A) 满足对任何 K-导
子 D : A → M , 存在唯一的 A-模同态 f : Ω(A) → M 使得 fd = D, 即下图交换, 则称 (Ω(A), d) 是 A 的

Kähler 微分模. 通常将 Ω(A) 中的元素称为 Kähler 微分或 Kähler 1-形式. 定义中的导子 d : A → Ω(A)

常被称为泛导子. 有时也将 Kähler 微分模记作 ΩK(A).

A Ω(A)

M

D

d

f

设 Ω(A) 是由生成元集 {d(a)|a ∈ A} 与下述关系定义出的 A-模：

d(aa′) = ad(a′) + d(a)a′, d(ka+ k′a′) = kd(a) + k′d(a′), ∀a, a′ ∈ A, k, k′ ∈ K.

并记 d : A → Ω(A), a 7→ d(a). 那么不难验证 (Ω(A), d) 是 A 的 Kähler 微分模. 事实上有多种构造 Kähler
微分模的方式来说明其存在性. 如果 A 是平坦 K-模, 可直接验证 A 系数在 M 中的 1 次 Hochschild 同调
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H1(A,M) ∼= Ω(A) ⊗A M . 特别地, 有 A-模同构 H1(A,A) ∼= Ω(A)(更进一步, 如果 A 是域上本质有限型的光

滑代数, Hochschild-Kostant-Rosenberg 定理告诉我们 Ω(A) 决定的外代数与 Hochschild 同调代数 H∗(A,A)

间有标准的分次代数同构). 根据 Kähler 微分模的定义立即看到 A-模同构 DerKA ∼= HomA(Ω(A), A), 因此联
系 [定理1.2] 可知交换代数的 Kähler 微分模保持了“微分模”与“导子模”间的对偶性.

下面我们感兴趣当 A = C∞(M) 为某个光滑流形 M 的光滑函数环时, Kähler 微分模 Ω(C∞(M)) 与所

有光滑 1-形式构成的模 Ω(M) 间的关系.
为不引起混淆, 下面记 R-交换代数 C∞(M) 的泛导子为 δ : C∞(M) → Ω(C∞(M)). 那么由微分 d :

C∞(M) → Ω(M) 是 R-线性导子, 存在唯一的 C∞(M)-模同态 θ : Ω(C∞(M)) → Ω(M) 使得下图交换:

C∞(M) Ω(C∞(M))

Ω(M)

δ

d θ

根据 [引理1.1], θ 是满 C∞(M)-模同态. 但 θ 一般不是单射 (见 [KLV86, p.27]). 因此 Ω(M) 是 Ω(C∞(M))

的商模. 因此 (Ω(M), d) 一般不是光滑函数环的 Kähler 微分模. 但它们都满足 C∞(M)-模同构

HomC∞(M)(Ω(M), C∞(M)) ∼= DerRC∞(M) ∼= HomC∞(M)(Ω(C
∞(M)), C∞(M)).

在代数几何场景, 如果 X 是代数闭域 k 上的仿射簇, 记 Ω(X) 是 X 的坐标环. 那么由 Kähler 微分模的
定义有 O(X)-模同构 DerkO(X) ∼= HomO(X)(Ω(O(X)),O(X)). 我们把 DerkO(X) 视作 X 上的 (多项式) 向
量场全体. 如果进一步 X 是光滑簇, 那么 Ω(O(X)) 是有限生成投射 O(X)-模. 因此这时类似光滑流形也有

Ω(O(X)) ∼= HomO(X)(DerkO(X),Ω(O(X))).

更一般地, 对任何含幺交换环 K 上本质有限型的光滑交换代数 A, 总有 Ω(A) 是有限生成投射 A-模.
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