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有限生成投射模广泛地出现在数学的各个分支, 它是有限生成自由模 (例如除环上有限维线性空间) 的推
广. 在微分几何中, 光滑流形的任何光滑向量丛的光滑截面全体作为光滑函数环上的模便是有限生成投射模
(事实上, 向量丛的截面函子给出连通光滑流形的光滑向量丛范畴与光滑函数环上有限生成投射模范畴间的范
畴等价). 在代数几何中, 代数闭域上光滑仿射簇的 Kähler 微分模和向量场模 (坐标环的导子模) 也是有限生
成投射模. 在代数场景, P.I.D.(又例如局部环、域上有限个未定元的多项式环) 上的投射模等价于自由模. 含幺
环上有有限表现的模 (例如 Noether 环上有限生成模) 是投射模当且仅当它是平坦模 (而含幺交换环上有限生
成模是平坦模当且仅当它在每个极大理想处作局部化是自由的, 所以含幺交换环上有限表现模是投射的当且
仅当它在每个极大理想处的局部化是投射的, 所以含幺交换环上有限表现模的投射性具有局部-整体性质).

有许多有限维线性空间满足的经典同构事实上在有限生成投射模场景也都是成立的, 这份笔记的目的就
是整理一些有限生成投射模的经典同构, 以方便日后的查阅.

1 双重对偶函子

设 R 是含幺环, 对偶基定理表明左 R-模 P 是投射模的充要条件是存在 {xi|i ∈ I} ⊆ P 与 {x∗i |i ∈ I} ⊆
P ∗ = HomR(P,R) 使得对每个 x ∈ P , xi(x) 只对有限多个 i ∈ I 非零且 x =

∑
i∈I

x∗i (x)xi, ∀x ∈ P . 并且当 P 是

有限生成投射模时, 对偶基定理中的指标集 I 也可以选为有限集. 我们用对偶基定理说明下面的引理.

Lemma 1.1. 设左 R-模 P 是有限生成投射模, 则对偶模 P ∗ 是有限生成投射右 R-模.

Proof. 由对偶基定理,存在 {x1, ..., xn} ⊆ P, {x∗1, ..., x∗n} ⊆ P ∗ 使得 x = x∗1(x)x1+ · · ·+x∗n(x)xn, ∀x ∈ P . 于是
任何 f ∈ P ∗ 作用上式得到 f = x∗1f(x1) + · · ·+ x∗nf(xn). 而每个 x ∈ P 诱导模同态 x∗∗ : P ∗ → R, f 7→ f(x),
因此 f = x∗1x

∗∗
1 (f) + · · ·x∗nx∗∗n (f), ∀f ∈ P ∗. 根据对偶基定理, P ∗ 是有限生成投射右 R-模.

Remark. 对无限生成投射模结论未必成立, 例如考虑可数个 Z 的直和, 视作自由 Z-模, 其对偶模不是投射的.

Theorem 1.2. 设左 R-模 P 是有限生成投射模, 那么 ηP : P → P ∗∗, x 7→ x∗∗ 是左 R-模同构, 其中

x∗∗ : P ∗ → R, f 7→ f(x).
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Proof. 易验证 ηP 是左 R-模同态. 先说明 τP 是单射. 如果 x ∈ P 满足 x∗∗(f) = 0, ∀f ∈ P , 那么考虑投射模
P 的对偶基 {x1, ..., xn} ⊆ P, {x∗1, ..., x∗n} ⊆ P ∗ 便有 x∗i (x) = 0, ∀1 ≤ i ≤ n. 这说明 x = 0, 因此 τP 是单射. 最
后说明 τP 是满射. 任取 θ ∈ P ∗∗, 首先有 f = x∗1x

∗∗
1 (f) + · · ·x∗nx∗∗n (f), ∀f ∈ P ∗, 于是我们用 θ 作用上式可知

θ = θ(x∗1)x
∗∗
1 + · · ·+ θ(x∗n)x

∗∗
n , 这说明 θ = ηP (θ(x

∗
1)x1 + · · ·+ θ(x∗n)xn). 所以 θ 是满射.

Remark. 该结论对无限生成投射模一般不成立, 例如考虑域 k 上无限维线性空间 V , 总有 dimkV
∗ > dimkV.

在本节最后做一些范畴层面的注记. 记 R 上有限生成投射左模范畴为 R-proj, [引理1.1] 表明我们有双重
对偶函子 (−)∗∗ = HomR(−, R)HomR(−, R) : R-proj → R-proj. 再定义

η : obR-proj →
⋃

P∈obR-proj
HomR(P, P

∗∗), P 7→ ηP .

容易验证 η 是 R-proj 上恒等函子到双重对偶函子 (−)∗∗ 的自然变换. [定理1.2] 表明 η 是自然同构.

Example 1.3. 设M 是光滑流形, Ω(M) 是所有光滑 1-形式构成的 C∞(M)-模, X(M) 是所有光滑向量场构

成的 C∞(M)-模, 那么 Swan 定理表明 Ω(M) 和 X(M) 都是有限生成投射模. 我们有标准 C∞(M)-模同构
η : HomC∞(M)(Ω(M), C∞(M)) → DerR(C∞(M))(∼= X(M)), 其中

η(φ) : C∞(M) → C∞(M), f 7→ φ(df), ∀φ ∈ HomC∞(M)(Ω(M), C∞(M)).

[定理1.2] 表明我们进一步有 Ω(M) ∼= HomC∞(M)(X(M), C∞(M)).

2 张量函子与 Hom 函子的某种相容性

设 R,S 是含幺环, M 是 R-S 双模, N 是左 S-模. 设 HomR(−,M) ⊗S N : R-Mod → Ab 是逆变 Hom
函子 HomR(−,M) : R-Mod → Mod-S 与张量函子 −⊗S N : Mod-S → Ab 的合成, 这里 Ab 是 Abel 群范
畴. 左 R-模 M ⊗S N 决定逆变 Hom 函子 HomR(−,M ⊗S N) : R-Mod → Ab. 对每个左 R-模 X, 定义

ηX : HomR(X,M)⊗S N → HomR(X,M ⊗S N), f ⊗ n 7→ ηX(f ⊗ n),

这里 ηX(f ⊗ n) : X →M ⊗S N, x 7→ f(x)⊗ n. 那么 ηX 明显是定义合理的加群同态并且可直接计算验证

η : obR-Mod →
⋃

X∈obR-Mod
HomZ(HomR(X,M)⊗S N,HomR(X,M ⊗S N)), X 7→ ηX

是 HomR(−,M)⊗S N 到 HomR(−,M ⊗S N) 的自然变换. 若 N 进一步是 S-T 双模, 那么 ηX 是右 T -模同态.

Example 2.1. 如果 R = S 且 M = R 视作自然的 R-R 双模, 那么借助自然同构 R⊗R − ∼= idR-Mod, 可将上
述自然变换变为 HomR(−, R)⊗R N 到 HomR(−, N) 的标准自然变换

ζ : obR-Mod →
⋃

X∈obR-Mod
HomZ(HomR(X,R)⊗R N,HomR(X,N)), X 7→ ζX ,

其中 ζX(f ⊗ n) : X → N, x 7→ f(x)n.
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现设 P 是有限生成投射左 R-模, 下面说明 ηP 是加群同构. 首先可直接验证对任何左 R-模族 {Xi}ni=1 有

HomR(
n⊕

i=1

Xi,M)⊗S N HomR(
n⊕

i=1

Xi,M ⊗S N)

n⊕
i=1

HomR(Xi,M)⊗S N
n⊕

i=1

HomR(Xi,M ⊗S N)

∼=

η⊕n
i=1

Xi

∼=

⊕n
i=1ηXi

交换, 这里竖直方向的加群同态是标准同构. 所以 η⊕n
i=1Xi

是加群同构 ⇔ 每个 ηXi
是同构. 因为任何有限生

成左 R-投射模都是某个 Rn 的直和因子, 因此只需验证 P = R 的情形即可. 下面我们说明 ηR 是同构. 考虑
标准同构 λ :M ⊗S N → HomR(R,M)⊗S N 以及 µ : HomR(R,M ⊗S N) →M ⊗S N , 那么可直接验证 µηRλ

是恒等映射, 这说明 ηR 是同构. 上述讨论证明了下述定理.

Theorem 2.2. 设 R,S 是含幺环, M 是 R-S 双模, N 是左 S-模. 那么对任何有限生成投射左 R-模 P ,

ηP : HomR(P,M)⊗S N → HomR(P,M ⊗S N), f ⊗ n 7→ ηX(f ⊗ n)

是加群同构, 这里 ηP (f ⊗ n) : P →M ⊗S N, x 7→ f(x)⊗ n. 所以自然变换

η : obR-Mod →
⋃

X∈obR-Mod
HomZ(HomR(X,M)⊗S N,HomR(X,M ⊗S N)), X 7→ ηX

限制在 R-proj 给出 HomR(−,M)⊗S N 到 HomR(−,M ⊗S N) 的自然同构.

Example 2.3. 如果 R = S 且 M = R 视作自然的 R-R 双模, 那么借助自然同构 R⊗R − ∼= idR-Mod 可得

ζ : obR-proj →
⋃

P∈obR-proj
HomZ(HomR(P,R)⊗R N,HomR(P,N)), P 7→ ζP

是 HomR(−, R)⊗R N 到 HomR(−, N) 的自然同构, 其中 ζP (f ⊗ n) : P → N, x 7→ f(x)n.

如果 X 不是有限生成投射模, 即使 M 是有限生成投射左 R-模, ηX 也未必是同构. 例如取 R = S = Z,
M = R = Z, N = Z/2Z. 那么对 X = N = Z/2Z, 易见 HomZ(X,N) 6= 0 但 HomZ(X,M) = 0. 但如果 N 是

有限生成投射左 S-模, 仍能够保证 ηX 对所有的左 R-模 X 成立. 为此, 我们固定左 R-模 X, 用 ξN 替代 ηX .
那么我们可定义出函子 HomR(X,M)⊗S − 到 HomR(X,M ⊗S −) 的自然变换

ξ : obS-Mod →
⊕

N∈obS-Mod
HomZ(HomR(X,M)⊗S N,HomR(X,M ⊗S N)), N 7→ ξN .

并且当 N 是 S-T 双模或 X 是 R-T 双模时, ξN 是 T -模同构. 可直接验证对任何左 S-模族 {Ni}ni=1, 有

HomR(X,M)⊗S

(
n⊕

i=1

N

)
HomR(X,M ⊗S

(
n⊕

i=1

N

)
)

n⊕
i=1

HomR(X,M)⊗S Ni

n⊕
i=1

HomR(X,M ⊗S Ni)

∼=

ξ⊕n
i=1

Ni

∼=

⊕n
i=1ξNi

交换. 所以要说明 ξN 对任何有限生成投射模 N 是同构, 只需验证 N = S 的情形. 类似于 ηR, 容易验证 ξS 是

加群同构. 结合 [定理2.2] 我们得到下述结果.
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Theorem 2.4. 设 R,S 是含幺环, M 是 R-S 双模, N 是左 S-模, X 是左 R-模. 并定义加群同态

θX,N : HomR(X,M)⊗S N → HomR(X,M ⊗S N), f ⊗ n 7→ θX,N (f ⊗ n),

这里 θX,N (f ⊗ n) : X → M ⊗S N, x 7→ f(x)⊗ n. 那么当 X 是有限生成投射左 R-模或 N 是有限生成投射左

S-模时, θX,Y 是同构. 并且如果定义自然变换

η : obR-Mod →
⋃

X∈obR-Mod
HomZ(HomR(X,M)⊗S N,HomR(X,M ⊗S N)), X 7→ ηX = θX,N ,

ξ : obS-Mod →
⋃

N∈obS-Mod
HomZ(HomR(X,M)⊗S N,HomR(X,M ⊗S N)), N 7→ ξN = θX,N ,

那么把 η 与 ξ 限制在相应有限生成投射模全子范畴上, 均为自然同构.

相应地, 用完全相同的方法我们可以证明 [定理2.4] 的右模版本.

Theorem 2.5. 设 R,S 是含幺环, M 是 R-S 双模, N 是右 R-模, X 是右 S-模, 并定义加群同态

θX,N : N ⊗R HomS(X,M) → HomS(X,N ⊗R M), n⊗ f 7→ θX,N (n⊗ f),

这里 θX,N (f ⊗ n) : X → M ⊗S N, x 7→ n⊗ f(x). 那么当 X 是有限生成投射右 S-模或 N 是有限生成投射右

R-模时, θX,N 是加群同构. 并且如果定义自然变换

η : obMod-S →
⋃

X∈obMod-S
HomZ(N ⊗R HomS(X,M),HomS(X,N ⊗R M)), X 7→ ηX = θX,N ,

ξ : obMod-R→
⋃

N∈obMod-R
HomZ(N ⊗R HomS(X,M),HomS(X,N ⊗R M)), N 7→ ξN = θX,N ,

那么把 η 与 ξ 限制在相应有限生成投射模全子范畴上, 均为自然同构.

设 R,S 是含幺环, M1 是 R-S 双模, M2 是 S-R 双模, X 是左 R-模, Y 是右 R-模, P 是左 S-模, Q 是右
S-模. 考虑左 S-模 N = HomR(Y,M2), 那么有加群同态

σ : HomR(X,M1)⊗S HomR(Y,M2) → HomR(X,M1 ⊗S HomR(Y,M2)), f ⊗ n 7→ σ(f ⊗ n),

其中 σ(f ⊗ n) : X →M1 ⊗S HomR(Y,M2), x 7→ f(x)⊗ n. 结合 [定理2.5] 中给出的加群同态

θY,M1
:M1 ⊗S HomR(Y,M2) → HomR(Y,M1 ⊗S M2)

可得加群同态 ρ : HomR(X,M1) ⊗S HomR(Y,M2) → HomR(X,HomR(Y,M1 ⊗S M2)). 根据 [定理2.4] 和 [定
理2.5] 可知当 X 与 Y 都为有限生成投射模或 X 与 M1 均为有限生成投射模时, ρ 是加群同构.
类似地, 可定义出加群同态 ρ′ : HomR(X,M1) ⊗S HomR(Y,M2) → HomR(Y,HomR(X,M1 ⊗S M2)) 满足

当 X 与 Y 都是有限生成投射模或 Y 与 M2 都是有限生成投射模时, ρ′ 是同构. 反之, 我们指出

Proposition 2.6. 设 R 是含幺环, P 是左 R-模. 如果加群同态 ψ : HomR(P,R) ⊗R P → EndRP, f ⊗ x 7→
ψ(f ⊗ x), 其中 ψ(f ⊗ x)(y) = f(y)x, ∀y ∈ P , 是加群同构, 那么 P 是有限生成投射 R-模.
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Proof. 这时存在 x1, ..., xn ∈ P 以及 x∗1, ..., x
∗
n ∈ P ∗ = HomR(P,R) 使得 idP = ψ(x∗1 ⊗ x1 + · · ·+ x∗n ⊗ xn). 所

以由对偶基定理马上得到 P 是有限生成投射模.

下面我们再记录一个在非交换代数中常用的同构工具.

Theorem 2.7. 设 K 是含幺交换环, A,B 是 K-代数, X,Z 是左 A-模, Y,W 是左 B-模. 定义 K-模同态

ψ : HomA(AX,A ZK)⊗K HomB(BYK ,B WK) → HomA⊗KB(AX ⊗K BY ,A Z ⊗K BW )

f ⊗ g 7→ ψ(f ⊗ g),

其中 ψ(f ⊗ g)(x⊗ y) = f(x)⊗ g(y), ∀x ∈ X, y ∈ Y , 这里 AX ⊗K BY 与 AZ ⊗K BW 上的左 A⊗K B-模结构
由其上自然的 A-Bop 双模结构给出. 那么当 AX,B Y 都是有限生成投射模时, ψ 是同构.

Proof. 设 X 是有限生成投射左 A-模, Y 是有限生成投射左 B-模. 将 Y 与 W 视作 K-Bop 双模. 现在对有限
生成投射右 Bop-模 Y 应用 [定理2.5] 可得 K-模同构

σ : HomA(AX,A ZK)⊗K HomB(BYK ,B WK) → HomBop(KYBop ,HomA(AX,A ZK)⊗K WBop)

将每个 f ⊗ g 映至 σ(f ⊗ g) : Y → HomA(AX,A ZK)⊗K WBop , y 7→ f ⊗ g(y). 再对 AX 应用 [定理2.4], 即有

HomA(AX,A ZK)⊗K WBop ∼= HomA(AXK ,A Z ⊗K BW ),

可直接验证这还是 A-Bop 双模同构, 于是我们可以得到 K-模同构

τ : HomA(AX,A ZK)⊗K HomB(BYK ,B WK) → HomBop(KYBop ,HomA(AXK ,A Z ⊗K BW )).

类似张量函子与 Hom 函子之间的伴随同构, 可自然地构造 K-模同态

λ : HomBop(KYBop ,HomA(AXK ,A Z ⊗K BW )) → HomA⊗KB(AX ⊗K BY ,A Z ⊗K BW )

将每个右 Bop-模同态 F : Y → HomA(X,Z ⊗K W ) 映至 λ(F ) : X ⊗K Y → Z ⊗K W,x⊗ y 7→ F (y)(x). 并且
与张量函子与 Hom 函子之间的伴随同构情形一样可以构造相应逆映射来说明 λ 是 K-模同构. 最后可直接计
算验证 τ 与 λ 的合成就是结论中的 K-模同态 ψ.

Remark. 易见当 X = Z, Y =W 时, ψ 是 K-代数同态.

现设 R = S = K 是含幺交换环, X,Y,M1,M2 均为 K-模. 那么我们得到 K-模同态

ρ : HomK(X,M1)⊗K HomK(Y,M2) → HomK(X,HomK(Y,M1 ⊗K M2)),

ρ′ : HomK(X,M1)⊗K HomK(Y,M2) → HomK(Y,HomK(X,M1 ⊗K M2))

将 ρ 合成上伴随同构 HomK(X,HomK(Y,M1 ⊗K M2)) ∼= HomK(X ⊗K Y,M1 ⊗K M2), ρ′ 合成上伴随同构
HomK(Y,HomK(X,M1 ⊗K M2)) ∼= HomK(X ⊗K Y,M1 ⊗K M2), 那么得到一公共的 K-模同态

ψ : HomK(X,M1)⊗K HomK(Y,M2) → HomK(X ⊗K Y,M1 ⊗K M2), f ⊗ g 7→ ψ(f ⊗ g),

其中 ψ(f ⊗ g)(x⊗ y) = f(x)g(y), ∀x ∈ X, y ∈ Y . 那么通过 [定理2.4] 和 [定理2.5] 以及前面的讨论可知
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Theorem 2.8. 设 K 是含幺交换环, X,Y,M1,M2 均为 K-模, 并设 ψ : HomK(X,M1) ⊗K HomK(Y,M2) →
HomK(X ⊗K Y,M1 ⊗K M2), f ⊗ g 7→ ψ(f ⊗ g) 是由 ψ(f ⊗ g)(x⊗ y) = f(x)g(y), ∀x ∈ X, y ∈ Y 定义的 K-模
同态. 那么当以下三个条件之一满足时, ψ 是 K-模同构:
• X 和 Y 都是有限生成投射 K-模.
• X 和 M1 都是有限生成投射 K-模.
• Y 和 M2 都是有限生成投射 K-模.

Example 2.9. 设 K 是含幺交换环, X,Y 是 K-模, 取 M1 = M2 = K, 将 [定理2.8] 中同态 ψ 结合标准

同构 K ⊗K K ∼= K 得到 K-模同态 τ : X∗ ⊗K Y ∗ → (X ⊗K Y )∗, 其中 τ(f ⊗ g) 满足 τ(f ⊗ g)(x ⊗ y) =

f(x)g(y), ∀x ∈ X, y ∈ Y . 那么当 X 或 Y 是有限生成投射 K-模时, τ 是同构. 归纳地易证对任何有限生成投
射 K-模 X1, ..., Xn,有 K-模同构 τn : X∗

1 ⊗K · · ·⊗KX
∗
n → (X1⊗K · · ·⊗KXn)

∗, f1⊗· · ·⊗fn 7→ τn(f1⊗· · ·⊗fn),
其中 τn(f1 ⊗ · · · ⊗ fn) : X1 ⊗K · · · ⊗K Xn → K,x1 ⊗ · · · ⊗ xn 7→ f1(x1) · · · fn(xn). 所以 X∗

1 ⊗K · · · ⊗K X∗
n 作为

K-模同构于所有 X1 × · · · ×Xn 到 K 的多重 K-线性型构成的 K-模. 该标准 K-模同构将任何 f1 ⊗ · · · fn ∈
X∗

1 ⊗K · · · ⊗K X∗
n 映至多重线性映射 X1 × · · · × Xn → K, (x1, ..., xn) 7→ f1(x1) · · · fn(xn). 在此标准同构

下, 我们可以把 K-模 X∗
1 ⊗K · · · ⊗K X∗

n 与 X1 × · · · × Xn 到 K 的多重 K-线性型全体视作等同. 而 [定
理1.2] 表明有限生成投射 K-模范畴上的双重对偶函子与恒等函子自然同构, 所以进一步有 X1 ⊗K · · · ⊗K Xn

和 X∗
1 × · · · ×X∗

n 到 K 的多重线性型构成的 K-模同构. 该 K-模同构将每个 x1 ⊗ · · · ⊗ xn 映至多重线性映射

X∗
1 × · · · ×X∗

n → K, (f1, ..., fn) 7→ x∗∗1 (f1) · · ·x∗∗n (fn) = f1(x1) · · · fn(xn). 因此在有限生成投射模场景, 我们也
可以把 X1 ⊗K · · · ⊗K Xn 和 X∗

1 × · · · ×X∗
n 到 K 的多重线性型构成的 K-模视作等同.

Example 2.10. 设K 是含幺交换环, X,M2 是K-模,取M1 = Y = K 并结合K-模同构M2
∼= HomK(K,M2)

以及 X⊗KK ∼= X,K⊗KM2
∼=M2 可得 K-模同态 µ : X∗⊗KM2 → HomK(X,M2)f⊗m2 7→ µ(f⊗m2),这里

µ(f ⊗m2) : X → M2, x 7→ f(x)m2. 故由 [定理2.8] 可知当 X 或 M2 是有限生成投射模时 µ 是同构. 这就是
[例2.3] 的交换情形. 特别地, 如果 K 是域, 那么 X 与 M2 只要有一个是有限维空间, 就有 µ 同构. 对称地, 我
们也有 K-模同态 λ :M1⊗K Y

∗ → HomK(Y,M1),m1×g 7→ λ(m1⊗g),其中 λ(m1⊗g) : Y →M1, y 7→ g(y)m1.

于是当 Y 或 M1 是有限生成投射 K-模时, λ 是 K-模同构.

现设 V1, ..., Vn,W1, ...,Wm 均为含幺交换环 K 上有限生成投射模. 我们来说明 K-模同构

V1 ⊗K · · · ⊗K Vn ⊗K W ∗
1 ⊗K · · · ⊗K W ∗

m
∼= HomK(W1 ⊗K · · · ⊗K Wm, V1 ⊗K · · · ⊗K Vn).

首先, [例2.9]提供了我们 K-模同构 τn :W ∗
1 ⊗K · · ·⊗KW

∗
m → (W1⊗K · · ·⊗KWm)∗,满足把每个 h1⊗· · ·⊗hm ∈

W ∗
1 ⊗K · · · ⊗K W ∗

m 映至 τn(h1 ⊗ · · · ⊗ hm) :W1 ⊗K · · · ⊗K Wm → K,w1 ⊗ · · · ⊗wm 7→ h1(w1) · · ·hm(wm). 而

Lemma 2.11. 设 K 是含幺交换环, P1, ..., Pn 是投射 K-模, 那么 P1 ⊗K ⊗K · · · ⊗K Pn 也是投射模.

Proof. 只需验证 n = 2 的情形, 再归纳地得到结论. 考虑 Hom 函子与张量函子的伴随性质, 可得自然同构

HomK(P1 ⊗K P2,−) ∼= HomK(P1,HomK(P2,−)),

上式右侧作为正合函子的合成仍正合, 所以 P1 ⊗K P2 是投射 K-模.

Remark. 由此立即得到当 P1, ..., Pn 是有限生成投射 K-模时, P1 ⊗K ⊗K · · · ⊗K Pn 有限生成投射模. 这里再
指出利用张量函子的结合性易验证含幺交换环上有限多个平坦模的张量积仍平坦.
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所以 [例2.10] 给出 K-模同构 λ : V1 ⊗K · · · ⊗K Vn ⊗K (W1 ⊗K · · · ⊗K Wm)∗ → HomK(W1 ⊗K · · · ⊗K

Wm, V1 ⊗K · · · ⊗K Vn) 满足把形如 v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ g 的元素映至

λ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ g) :W1 ⊗K · · · ⊗K Wm → V1 ⊗K · · · ⊗K Vn, w1 ⊗ · · · ⊗ wn 7→ g(w1 ⊗ · · · ⊗ wn)v1 ⊗ · · · ⊗ vn.

于是可得 K-模同构 ωn,m : V1⊗K · · ·⊗K Vn⊗KW
∗
1 ⊗K · · ·⊗KW

∗
m → HomK(W1⊗K · · ·⊗KWm, V1⊗K · · ·⊗K Vn)

满足对任何 v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w∗
1 ⊗ · · · ⊗ w∗

m ∈ V1 ⊗K · · · ⊗K Vn ⊗K W ∗
1 ⊗K · · · ⊗K W ∗

m 映至

ωn,m(v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w∗
1 ⊗ · · · ⊗ w∗

m) :W1 ⊗K · · · ⊗K Wm → V1 ⊗K · · · ⊗K Vn

w1 ⊗ · · · ⊗ wm 7→ w∗
1(w1) · · ·w∗

m(wm)v1 ⊗ · · · ⊗ vn.

对称地, 我们也可以得到 K-模同构 πn,m : V ∗
1 ⊗K · · · ⊗K V ∗

n ⊗K W1 ⊗K · · · ⊗K Wm → HomK(V1 ⊗K · · · ⊗K

Vn,W1 ⊗K · · · ⊗K Wm) 满足把每个形如 v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗n ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wm 映至

πn,m(v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗n ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wm) : V1 ⊗K · · · ⊗K Vn →W1 ⊗K · · · ⊗K Wm

v1 ⊗ · · · ⊗ vn 7→ v∗1(v1) · · · v∗n(vn)w1 ⊗ · · · ⊗ wm.

我们把前面的若干讨论总结为下面的同构定理, 它可视作 [例2.9] 与 [例2.10] 的推广.

Theorem 2.12. 设 K 是含幺交换环, V1, ..., Vn,W1, ...,Wm 是有限生成投射 K-模. 定义 K-模同态

ωn,m : V1 ⊗K · · · ⊗K Vn ⊗K W ∗
1 ⊗K · · · ⊗K W ∗

m → HomK(W1 ⊗K · · · ⊗K Wm, V1 ⊗K · · · ⊗K Vn)

满足把任何 v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w∗
1 ⊗ · · · ⊗ w∗

m ∈ V1 ⊗K · · · ⊗K Vn ⊗K W ∗
1 ⊗K · · · ⊗K W ∗

m 映至

ωn,m(v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w∗
1 ⊗ · · · ⊗ w∗

m) :W1 ⊗K · · · ⊗K Wm → V1 ⊗K · · · ⊗K Vn

w1 ⊗ · · · ⊗ wm 7→ w∗
1(w1) · · ·w∗

m(wm)v1 ⊗ · · · ⊗ vn.

再定义 K-模同态 πn,m : V ∗
1 ⊗K · · ·⊗K V

∗
n ⊗KW1⊗K · · ·⊗KWm → HomK(V1⊗K · · ·⊗K Vn,W1⊗K · · ·⊗KWm)

满足把 v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗n ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wm 映至

πn,m(v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗n ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wm) : V1 ⊗K · · · ⊗K Vn →W1 ⊗K · · · ⊗K Wm

v1 ⊗ · · · ⊗ vn 7→ v∗1(v1) · · · v∗n(vn)w1 ⊗ · · · ⊗ wm.

那么 ωn,m 和 πn,m 都是 K-模同构.

Definition 2.13. 设 K 是含幺交换环, V 是有限生成投射 K-模. 称

T (n,m)(V ) = V ⊗K · · · ⊗K V︸ ︷︷ ︸
n项

⊗K V ∗ ⊗K · · · ⊗K V ∗︸ ︷︷ ︸
m项

中的元素为 V 上 (n,m) 型混合张量, 这里 n,m ∈ N(如果 n = m = 0, 那么 (0, 0) 型混合张量就是 K 中元素).
如果 n = 0, 那么称 (0,m) 型混合张量为 m 阶协变张量. 如果 m = 0, 称 (n, 0) 型混合张量为 n 阶反变张量.

Remark. 可以把 (n,m) 型混合张量理解为 V ∗ ⊗K · · · ⊗K V ∗(m 项) 到 V ⊗K · · · ⊗K V (n 项) 的 K-模同态.
m 阶协变张量可以视作 V 上 m 重 K-线性型, n 阶反变张量可以视作 V ∗ 上 n 重 K-线性型.
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回忆 K-模 V 决定的张量代数 T (V ) = ⊕∞
i=0T

(i)(V ), 其中 T (i)(V ) 是 i 个 V 的张量积.

Example 2.14. 设 K 是含幺交换环, V 是有限生成投射模. 那么 T (0,0)(V ) = T (0)(V ) = T (0)(V ∗) = K. 对任
何自然数 n, T (n,0)(V ) = T (n)(V ), T (0,n)(V ) = T (n)(V ∗). T (1,0)(V ) = V, T (0,1)(V ) = V ∗.

任取有限生成投射 K-模 V 上的 m 阶协变张量 α ∈ V ∗ ⊗K · · · ⊗K V ∗, 它可等价地视作 m 重 K-线性型
α : V × · · · × V → K. 如果 α 是对称线性型, 即 α(vσ(1), ..., vσ(m)) = α(v1, ..., vm), ∀σ ∈ Sm, 则称 α 是对称的.
易见 V 上所有 m 阶对称张量构成 T (m)(V ∗) 的 K-子模, 记作 Σ(m)(V ∗). 如果 V 上 m 阶协变张量 α 满足

α(vσ(1), ..., vσ(m)) = (sgnσ)α(v1, ..., vm), ∀σ ∈ Sm,

这里 sgnσ 表示置换 σ 的符号, 则称 α 是交错的. 同样 V 上所有 m 阶交错张量构成 T (m)(V ∗) 的 K-子模, 记
作 Λ(m)(V ∗). 任何 0 阶协变张量作为 K 中元素既是对称张量也是交错张量. 任何一个 V 上 1 阶协变张量, 本
质上就是 V 上 K-线性函数, 同样既是对称张量也是交错张量. 下面把对称张量和交错张量联系起张量代数和
对称代数. 首先回忆 K-模 V (未必有限生成投射) 的对称代数 S(V ) = T (V )/I, I 是 {x⊗ y − y ⊗ x|x, y ∈ V }
生成的理想, 外代数 E(V ) = T (V )/B,B 是 {x ⊗ x|x ∈ V } 生成的理想. 对每个自然数 m, 记 S(m)(V ) =

(T (m)(V ) + I)/I, E(m)(V ) = (T (m)(V ) +B)/B, 那么 S(V ) = ⊕∞
m=0S

(m)(V ), E(V ) = ⊕∞
m=0E

(m)(V ) 分别给出

对称代数和外代数上的分次结构. 注意到 K-模同构

T (m)(V )/(I ∩ T (m)(V )) ∼= S(m)(V ), T (m)(V )/(B ∩ T (m)(V )) ∼= E(m)(V ),

所以有对偶模的 K-模同构 HomK(S(m)(V ),K) ∼= HomK(T (m)(V )/(I ∩ T (m)(V )),K) 以及

HomK(E(m)(V ),K) ∼= HomK(T (m)(V )/(B ∩ T (m)(V )),K).

易验证当 V 是有限生成投射模时, 存在自然的 K-模同构 Σ(m)(V ∗) ∼= HomK(T (m)(V )/(I ∩T (m)(V )),K)以及

Λ(m)(V ∗) ∼= HomK(T (m)(V )/(B ∩ T (m)(V )),K).

所以有 K-模同构 Σ(m)(V ∗) ∼= HomK(S(m)(V ),K) 和 Λ(m)(V ∗) ∼= HomK(E(m)(V ),K). 这说明当 V 是有限

生成投射 K-模时, V 上所有 m 阶对称张量 (即 V 上所有 m 重对称 K-线性型) 构成的 K-模 Σ(m)(V ∗) 同构

于对称代数 m 次直和项的对偶模 HomK(S(m)(V ),K). 而 V 上所有 m 阶交错张量 (即 V 上所有 m 重交错

K-线性型) 构成的 K-模同构于外代数 m 次直和项的对偶模 HomK(E(m)(V ),K).
对K-模M ,也把外代数的分量 E(r)(M)记作 ∧rM ,称为M 的 r 次外幂. r次外幂中元素 x1⊗· · ·⊗xr+B

记作 x1 ∧ · · · ∧ xr 称为元素 x1, ..., xr 的外积. 容易验证外积具备下述性质.

Lemma 2.15. 设 x1, ..., xr ∈M , 则对任何置换 σ ∈ Sr 有 xσ(1) ∧ · · · ∧ xσ(r) = (sgnσ)x1 ∧ · · · ∧ xr.

3 对偶函子与外幂的交换性

本节固定含幺交换环 K, 如无特别说明, 考虑的模均为 K-模. 取 K-模取外幂也是在系数环 K 上作.

Proposition 3.1. 设 V 是含幺交换环 K 上有限生成投射模, 那么对任何自然数 r, ∧rV 也是有限生成投射

K-模. 并且有 K-模同构 ∧rHomK(V,K) ∼= HomK(∧rV,K). 即对有限生成投射模取对偶和作外幂可交换.
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Proof. 命 α : ∧rHomK(V,K) → HomK(∧rV,K) 满足对任何 f1, ..., fr ∈ V ∗ = HomK(V,K) 有

α(f1 ∧ · · · ∧ fr)(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)f1(vσ(1))f2(vσ(2)) · · · fr(vσ(r)).

因为 V 是有限生成投射模, 故有对偶基 {xi}ni=1 ⊆ V 与 {x∗i }ni=1 ⊆ V ∗, 于是可直接计算验证当 r > n 时,
∧rV = 0; 当 0 ≤ r ≤ n 时, {xi1 ∧ · · · ∧ xir |1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n} 和 {α(x∗i1 ∧ · · · ∧ x∗ir)|1 ≤ i1 < i2 <

· · · < ir ≤ n} 给出 ∧rV 的对偶基. 所以 ∧rV 是有限生成投射模. 命

β : HomK(∧rV,K) → ∧rHomK(V,K), f 7→
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

f(xi1 ∧ · · · ∧ xir)x∗i1 ∧ · · · ∧ x∗ir ,

可以直接计算验证 α 与 β 互为逆映射.

Remark. 特别地, 对域上有限维线性空间 V , 有线性同构 ∧rV ∗ ∼= (∧rV )∗.

Corollary 3.2. 设 V 是含幺交换环 K 上有限生成投射模, m ∈ N, Λ(m)(V ∗) 是 V 上 m 阶交错张量构成的

T (m)(V ∗) 的 K-子模, 则有 K-模同构 Λ(m)(V ∗) ∼= ∧mV ∗. 故可将 Λ(m)(V ∗) 与 HomK(∧mV,K) 视作等同.

Proof. 之前我们已经看到 K-模同构 Λ(m)(V ∗) ∼= HomK(∧mV,K), 再应用 [命题3.1] 便知.

Definition 3.3. 设 V 是有限生成投射 K-模, v ∈ V . 定义 K-模同态 ιv : Λ(m)(V ∗) → Λ(m−1)(V ∗) 为

ιvω(x1 ∧ · · · ∧ xk−1) = ω(v ∧ x1 ∧ · · · ∧ xk−1), ∀ω ∈ Λ(m)(V ∗).

称 ιv 为 v 诱导的内乘法. 如果 m = 0, 定义 ιv : Λ(0)(V ∗) → 0 为零同态. 对 ω ∈ Λ(m)(V ∗), 记 ιvω 为 v ¬ ω.

如果不使用微分几何中的标准对象 Λ(m)(V ∗), 自然可对任何 K-模 V 直接定义给定元素 v ∈ V 决定的内

乘法 ιv : HomK(∧mV,K) → HomK(∧m−1V,K). 易见 (ιv)
2 = 0, 因此内乘法产生 K-模复形

· · · HomK(∧m+1V,K) HomK(∧mV,K) HomK(∧m−1V,K) · · · K 0.
ιv ιv ιv ιv ιv

如果 V 是有限生成投射模, 通过 [命题3.1] 可将上述 K-模复形改写为

· · · ∧m−1HomK(V,K) ∧mHomK(V,K) ∧m−1HomK(V,K) · · · K 0.
ιv ιv ιv ιv ιv

于是可直接计算 ιv 作为 K-模复形的微分在每个不可分解的元素 ω1 ∧ · · · ∧ ωm ∈ ∧mHomK(V,K) 上的作用.

Lemma 3.4. 设 V 是有限生成投射 K-模, v ∈ V , 利用 [命题3.1] 中的标准同构将 ∧mHomK(V,K) 和

HomK(∧mV,K) 视作等同. 那么对任何 ω1, ..., ωm ∈ HomK(V,K) 有

ιv(ω1 ∧ · · · ∧ ωm) =
m∑
i=1

(−1)i−1ωi(v)ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωm.

Remark. 事实上, 由 [引理3.6], 内乘法 ιv 就是由 K-模同态 v∗∗ : V ∗ → K,ω 7→ ω(v) 决定的 Koszul 复形

· · · ∧mHomK(V,K) · · · HomK(V,K) K 0
ιv ιv ιv ιv=v∗∗

的微分. 由此容易验证对 ω ∈ ∧kHomK(V,K) 以及 η ∈ ∧lHomK(V,K)(只需处理不可分解的情形) 有

ιv(ω ∧ η) = (ιvω) ∧ η + (−1)kω ∧ (ιvη).
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在本节最后我们说明秩为 n 的自由 K-模 V 在 K 上的外幂也是自由的, 并计算其自由秩 (见 [命题3.7]).

Lemma 3.5. 设 K 是含幺交换环, M 是 K-模, E(M) 是其外代数. iM :M → E(M) 是标准嵌入, 如果 K-模
同态 f :M → E(M) 满足 f(x)iM (x) = iM (x)f(x), ∀x ∈M , 那么存在唯一的反导子 D : E(M) → E(M)使得

M E(M)

E(M)

iM

f D

交换. 即若模同态 f :M → E(M) 满足每个 x ∈M 在 f 下的像与在 iM 下的像在 E(M) 中可交换, 则可将 f

延拓至 E(M) 上.

Proof. 仅证 D 的存在性 (唯一性由反导子定义易证). 作矩阵代数 A = M2(E(M)) 以及 K-模同态

h :M → A, x 7→

(
iM (x) 0

f(x) −iM (x)

)
,

则 h(x)2 = 0, ∀x ∈M , 所以存在唯一的 K-代数同态 h : E(M) → E(M) 使得下图交换：

M E(M)

A

iM

h
h

对上述代数同态 h : E(M) → A, h(x+B) =

(
x+B 0

f(x) −x+B

)
表明对任何 a ∈ E(M), h(a) 形如

h(a) =

(
a 0

D(a) a

)
,

这定义出映射 D : E(M) → E(M), 并且由 h 是代数同态可得 D 是反导子.

现在我们取特殊的 K-模同态 δ : M → E(M) 满足 δ(x)iM (x) = iM (x)δ(x), ∀x ∈ M：任给 K-模同态
f : M → K(即 M 上 K-线性函数), 它诱导 K-模同态 δ : M → E(M), x 7→ f(x)1E(M). 于是由 [引理3.5] 得 δ

导出反导子 D : E(M) → E(M) 使得 DiM = δ. 那么反导子 D 明显满足 D(∧1M) ⊆ K1E(M), 归纳地容易证
明 D(∧rM) ⊆ ∧r−1M, ∀r ≥ 1. 下面我们来搞清楚 D 在每个外幂 ∧rM 上是怎么作用的.

Lemma 3.6. 设反导子 D : E(M) → E(M) 是由 K-模同态 f :M → K 所诱导的, 则对每个正整数 r有

D(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
r∑

i=1

(−1)i−1f(vi)v1 ∧ · · · ∧ v̂i ∧ · · · ∧ vr, ∀v1, ..., vr ∈M.

Proof. 当 r = 1 时, 由反导子 D 的定义即得结果. 假设结论对 r− 1(r ≥ 2) 的情形成立, 则 D(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
D(v1)(v2 ∧ · · · ∧ vr)− v1 ∧D(v2 ∧ · · · ∧ vr) = f(v1)v2 ∧ · · · ∧ vr − v1 ∧D(v2 ∧ · · · ∧ vr), 对 D(v2 ∧ · · · ∧ vr) 应
用归纳假设并代入上式整理即得结论.
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Proposition 3.7. 设 V 是含幺交换环 K 上秩为 n 的自由模, 有基 {v1, ..., vn}. 那么 V 决定的外代数

E(V ) = K1E(V ) ⊕∧1V ⊕ · · · ⊕ ∧nV 且每个 ∧rV 有基 {vi1 ∧ · · · ∧ vir |1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}(1 ≤ r ≤ n), 进而
∧rV 是自由模且有秩 Cr

n. 所以 rankKE(V ) = 2n.

Proof. 对正整数 s ≥ n+ 1, 明显 ∧sV = 0. 我们对 1 ≤ r ≤ n 归纳地证明结论, 当 r = 1 时结论明显成立. 假
设结论对 r − 1(2 ≤ r ≤ n) 成立, 我们来说明 X = {vi1 ∧ · · · ∧ vir |1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n} 是 ∧rV 的基. 易见
∧rV 中元素均可由 X 中元素 K-线性表出, 下证 X 的 K-线性无关性. 若存在不全为零的 ci1···ir ∈ K 使得∑

1≤i1<···<ir≤n

ci1···irvi1 ∧ · · · ∧ vir = 0,

设 cj1···jr 6= 0, 设 f ∈ V ∗ 是在 vj1 上取值 1, 其余 vi 上取值 0 的线性函数 (这里 f 的定义依赖于 V 是自由

模), 考虑 f 诱导的反导子 D, 作用上式可得∑
i1<···<ir

j1 /∈{i1,...,ir}

ci1···j1···irf(vj1)vi1 ∧ · · · ∧ v̂j1 ∧ · · · ∧ vir = 0,

其中项 vj2 ∧ · · · ∧ vjr 的系数 cj1···jr 6= 0, 这与 r − 1 情形结论成立的假设矛盾.

Corollary 3.8. 设 V 是含幺交换环 K 上秩为 n 的自由模, 有基 {v1, ..., vn}. 设 ψn : ∧nV → K 是由

ψn(v1 ∧ · · · ∧ vn) = 1 决定的 K-模同构, 那么对每个正整数 1 ≤ i ≤ n − 1, 定义 ψi : ∧iV → (∧n−iV )∗ =

HomK(∧n−iV,K), α 7→ ψi(α) 为由 ψi(α) : ∧n−iV → K,β 7→ ψn(α ∧ β) 决定的 K-模同态, 那么每个 ψi 是同

构. 特别地, 我们得到 K-模同构 ∧iV ∼= (∧n−iV )∗, ∀0 ≤ i ≤ n.

Proof. 根据 [命题3.7], 我们已经知道每个外幂 ∧iV 有基 {vs1 ∧ · · · ∧ vsi |1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n}. 对偶模
(∧n−iV )∗ 也是自由 K-模, 秩为 n− i, 它的基可以用 ∧n−iV 的基构造对偶基给出. 为说明每个 ψi 是同构, 我
们说明 ψi 将外幂的标准基 {vs1 ∧ · · · ∧ vsi |1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n} 映射到 (∧n−iV )∗ 的某个基. 任取正整数序
列 1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n, 设 {1, 2, ..., n}− {s1, ..., si} 中 n− i 个数从小到大排是 t1, ..., tn−i, 记 σ(s1,...,sn) 是把

1 到 i 分别映为 s1 到 si, i+ 1 到 n 分别映为 t1, ..., tn−i 的置换, 即有 σ(s1,...,sn) ∈ Sn. 那么 ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi)
作为 ∧n−iV 上的 K-线性函数, 在基 {vq1 ∧ · · · ∧ vqn−i

|1 ≤ q1 < · · · < qn−i ≤ n} 上的作用如下：如果正整数序
列 q1 < · · · < qn−i 中有 s1, ..., si 中某个数, 则 ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi) 作用 vq1 ∧ · · · ∧ vqn−i

得到零. 否则, 即正整数
序列 q1, ..., qn−i 恰好对应 t1, ..., tn−i, 这时 ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi) 作用 vq1 ∧ · · · ∧ vqn−i

得到 sgnσ(s1,...,sn)1K(虽然
表达式看起来复杂, 但总是 1K 与 −1K 中的某个). 由此易验证

{ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi)|1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n}

是 (∧n−iV )∗ 的一个基.
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