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这里主要记录代数闭域上结合代数的有限维不可分表示的中心特征标的基本概念 (主要参考 [EGH+11])
并讨论一些它与给定代数中心的极大理想之间的联系.
回忆域 k 上代数 A 上的可乘线性泛函是指 A 到 k 的代数同态. 记 A 上可乘线性泛函全体为M(A). 根

据 Zariski 引理, 如果 A 是代数闭域 k 上交换仿射代数, 则 θ : M(A) → maxSpecA,χ 7→ Kerχ 是满射. 下
面说明 θ 也是单射. 如果 χ1, χ2 ∈ M(A) 满足 Kerχ1 = Kerχ2, 记 m = Kerχ1 为公共的极大理想, 那么对
每个 a ∈ A, 存在唯一的 α ∈ k 使得 a − α1 ∈ m, 进而知 χ1(a) = χ2(a) = α. 所以 θ 是双射, 它给出了 A

上可乘线性泛函全体与极大谱间的双射. 若记 A 的所有不可约表示等价类构成的类是 IrrA, 那么有标准双射
IrrA → maxSpecA, [M ] 7→ AnnAM , 这说明 IrrA 也是集合. 所以有 A 上可乘线性泛函集与 A 的不可约表示

等价类集间有自然双射 η : M(A) → IrrA,χ 7→ [A/Kerχ]. 这也说明代数闭域上交换仿射代数 (特别地, 有限
维交换代数) 的不可约表示的研究可完全归结于其上可乘线性泛函.
下面对代数的有限维不可分表示引入类似思想. 以下固定 k 是代数闭域, A 是 k-代数. 如果 ρ : A →

EndkM 是 A 的有限维不可分表示, 那么每个 z ∈ Z(A) 对应 M 上 A-模自同态 ρ(z). 下面说明 ρ(z) 作为 M

上线性变换在 k 中特征值唯一. 如果 ρ(z) 的特征多项式有标准分解 c(x) = (x − λ1)
n1 · · · (x − λm)nm , 这里

λ1, ..., λm ∈ k 且每个 ni ≥ 1. 依根子空间分解,

M = Ker(ρ(z)− λ1idM )n1 ⊕ Ker(ρ(z)− λ2idM )n2 ⊕ · · · ⊕ Ker(ρ(z)− λmidM )nm .

因为 ρ(z) 和每个 ρ(a) 可交换, 所以上述直和分解中每个直和项都是 M 的 A-子模. 于是 M 的不可分性迫使

M = Ker(ρ(z)−λ1idM )n1 . 因此 ρ(z)的特征值唯一,记其特征值为 χM (z). 现任取 z1, z2 ∈ Z(A),那么由 ρ(z1)

与 ρ(z2)的交换性保证了它们在给定基下矩阵可同时上三角化,所以 χM (z1z2) = χM (z1)χM (z2), χM (z1+z2) =

χM (z1) + χM (z2), ∀z1, z2 ∈ Z(A). 这说明 χM : Z(A) → k 是可乘线性泛函.

Definition 1. 设 A 是代数闭域 k 上代数, ρ : A → EndkM 是有限维不可分表示. 对每个 z ∈ Z(A), 记
χM (z) 为 ρ(z) 唯一的特征值. 称可乘线性泛函 χM : Z(A) → k 是给定不可分表示的中心特征标.

Remark 2. 因为 ρ : A → EndkM 是有限维表示, 所以 ρ 存在不可约子表示, 设该表示对应的不可约 A-模为
N . 那么 χM = χN . 因此可能有不等价的有限维不可分表示对应产生相同的中心特征标.

Example 3. 根据 Zariski 引理, 域 k 上交换仿射代数 A 上的不可约表示明显都是有限维的. 但不可分表示
未必是有限维的. 例如多项式代数 k[x] 作为自身上的模不可分, 是无限维模.
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通过下面的引理我们也可以看出代数闭域 k 上的代数 A, 其中心的任何极大理想都是某个有限维不可约
表示决定的中心特征标. 因此可在 A 上的有限维不可分模同构类集 (因为 A 上有限生成模范畴是本质小的,
所以这里确实是集合)IndA 上定义等价关系 [M ] ∼ [N ] ⇔ KerχM = KerχN .

Lemma 4. 设 A 是代数闭域 k 上代数, M 是有限维不可约 A-模, 则 AnnAM ∩ Z(A) = KerχM .

Proof. 这时 A 中每个元素在 M 上的作用就是 k 中元素的数乘, 即每个 a ∈ A 满足存在 λa ∈ k 使得

ax = λax, ∀x ∈ M . 因此 a ∈ AnnAM 当且仅当 a 作为 M 上线性变换唯一的特征值是零.

Remark 5. 由此可知如果 A 是代数闭域 k 上满足作为 Z(A)-模有限生成的代数, 那么任何 Z(A) 的极大理

想都是某个有限维不可约表示决定的中心特征标的核. 如果进一步 A 仿射, 则 A 的不可约表示都是有限维的.

如果 [引理4] 的条件中进一步要求 A 是交换的, 那么立即得到下述定理.

Theorem 6. 设 A 是代数闭域 k 上交换代数, M,N 是有限维不可约 A-模. 则 M ∼= N 当且仅当 KerχM =

KerχN . 因此交换代数的不可约表示完全被中心特征标分类.

在这份笔记最后, 我们证明代数闭域上有限维代数所有不可约表示的维数平方和不超过给定代数的维数.

Theorem 7. 设 A 是代数闭域 k 上代数, M1, ...,Mr 是 A 上不可约模同构类的一个代表元集. 那么
r∑

i=1

(dimkMi)
2 ≤ dimkA,

并且上式等号成立的充要条件是 A 为半单代数.

Proof. 记 A 的 Jacobson 根为 J , 则 M1, ...,Mr 也是 A/J 上不可约模同构类的一个代表元集. 下面说明
r∑

i=1

(dimkMi)
2
= dimkA/J,

进而结合 Wedderburn-Artin 定理立即得到结论. 记 ∆i = EndRMi, ni = dim∆i
Mi, 则有 k-代数同构

A/J ∼= Mn1
(∆1)× Mn2

(∆2)× · · · × Mnr
(∆r),

由于 k 是代数闭域, 所以每个 ∆i = k, 进而 ni = dimkMi, ∀1 ≤ i ≤ r. 于是由 dimkJ ≥ 0 便得结论.

下面的例子表明上述定理条件中代数闭域的条件是必要的.

Example 8. 取 k = R, A = M = C. 则 AM 不可约且 A 的不可约表示等价类唯一. 这时

(dimkM)
2
= 4 > 2 = dimkA.
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