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这份笔记主要用于记录中心无限除环具体例子的构造, 主要参考文献是 [Lam01]. 除环是抽象代数中的基
本研究对象, 它是特殊的单环, 而我们熟知的域是特殊的除环. 根据模论中的 Schur引理, 任何不可约模的自同
态环是除环, 这是产生除环的一种手段 (反之不然, 例如有理加群 Q 作为 Z-模有非平凡子模, 但 EndZQ ∼= Q).
除环有非常丰富的理论, 一个里程碑式的结果便是 Wedderburn 小定理：有限除环必是域 [MW05]. 因为单环
的中心是域, 所以除环的中心自然也是域. 在经典域论中, 对一个域扩张 F ⊆ E, 我们感兴趣域扩张的次数
[E : F ] = dimFE. 在除环理论中, 因为除环 ∆ 可视作域 Z(∆) 上的线性空间 (自然也是 Z(∆)-代数), 故除环
分类的研究便化归为两种基本情形：

(1)dimZ(∆)∆ 有限, 此时称 ∆ 是中心有限除环. (2)dimZ(∆)∆ 无限, 此时称 ∆ 是中心无限除环.

对于前者, 每个域明显是中心有限除环、四元数代数 H = R⊕Ri⊕Rj ⊕Rk 是 R 上 4 维非交换代数. 而对于
后者, 我们很难直接给出具体例子, 因此一下子无法断言是否存在中心无限的除环.
含幺交换环 K 上的多项式恒等式代数 (或简称 PI 代数) 的指满足某个 K 上首一非交换多项式 f ∈

K〈x1, ..., xn〉 的结合代数. Z 上的 PI 代数被称为 PI 环. 容易证明作为中心上的模有限生成的环都是 PI 的,
所以中心有限除环都是 PI 环. 对于中心无限情形, PI 代数中的 Kaplansky 定理说一个 (左) 本原 PI 环必定
是其中心上的有限维中心单代数, 因而如果存在中心无限的除环, 那么这样的除环一定不是 PI 的. 特别地, 我
们也可以看到 Artin 环未必是 PI 环. 由此可见, 确定中心无限除环的存在性显得十分必要.
由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎大家指出!

1 具体构造：斜 Laurent 级数环

本节记录的例子来自 D. Hilbert(1899). 固定域 k 以及域 k 上的自同构 σ : k → k, 考虑域 k 上所有

Laurent 级数作成的加法群 (易见其上有天然的 k-线性结构){
∞∑

i=−∞

aix
i

∣∣∣∣ai ∈ k且仅有有限多个i < 0使ai 6= 0

}
,

下面通过域自同构 σ 在此加群上赋予乘法结构：(
∞∑

i=−∞

aix
i

)(
∞∑

j=−∞

bjx
j

)
=

∞∑
k=−∞

( ∑
i+j=k

aiσ
i(bj)

)
xk.
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因为对充分小的 i, j, ai = bj = 0, 所以对固定的 k ∈ Z,
∑

i+j=k

aiσ
i(bj) 是有限和. 并且当 k 充分小时, xk 的系

数为零. 因此上述乘法结构是定义合理的二元运算, 记赋予该乘法运算的 Laurent 级数加群为 k((x;σ)). 根据
上述乘法运算的定义, 很容易看到该运算满足左右分配律, 为了说明 k((x;σ)) 构成环, 还需验证：

Lemma 1.1. 设 σ ∈ Autk, 则 k((x;σ)) 上定义的乘法具备结合律.

Proof. 任取
∞∑

i=−∞
aix

i,
∞∑

j=−∞
bjx

j ,
∞∑

t=−∞
ctx

t ∈ k((x;σ)), 则

(
∞∑

i=−∞

aix
i ·

∞∑
j=−∞

bjx
j

)
∞∑

t=−∞

ctx
t =

∞∑
k=−∞

(∑
i+j+t

aiσ
i(bj)σ

i+j(ct)

)
xk,

∞∑
i=−∞

aix
i

(
∞∑

j=−∞

bjx
j ·

∞∑
t=−∞

ctx
t

)
=

∞∑
k=−∞

(∑
i+j+t

aiσ
i(bjσ

j(ct))

)
xk.

对固定的 k ∈ Z, 这里
∑

i+j+t

aiσ
i(bj)σ

i+j(ct)与
∑

i+j+t

aiσ
i(bjσ

j(ct))均为有限和, 故由 σ 保持乘法即得结论.

由此我们看到 k((x;σ))是 k-代数,有乘法幺元 1,称 k((x;σ))为斜 Laurent 级数环 (skew Laurent series
ring), 将 k((x;σ)) 中元素称为斜 Laurent 级数. 在复分析中我们熟知复数域上 Laurent 级数环 C((x)) 是域.

Example 1.2. 若取域自同构 σ = id ∈ Autk, 则 k((x;σ)) 上乘法为(
∞∑

i=−∞

aix
i

)(
∞∑

j=−∞

bjx
j

)
=

∞∑
k=−∞

( ∑
i+j=k

aibj

)
xk.

这时斜 Laurent 级数环退化为经典 Laurent 级数环.

一般地, 斜 Laurent 级数环是非交换的. 若 σ 6= id ∈ Autk, 取 b ∈ k 使得 σ(b) 6= b, 则 bx 6= σ(b)x = xb.
不过因为这里 k 是域, 所以它享有良好的性质——k((x;σ)) 是除环.

Proposition 1.3. 斜 Laurent 多项式环 k((x;σ)) 是除环.

Proof. 易见 k((x;σ)) 中非零元之积仍非零, 故只要证任何 k((x;σ)) 中非零元在 k((x;σ)) 中有左逆即可. 任
取

α =
∞∑

i=−∞

aix
i 6= 0 ∈ k((x;σ)),

并设 t = min{i ∈ Z|ai 6= 0}, 希望构造 α = atx
t + at+1x

t+1 + · · · 的逆元. 如果 α 的左逆存在, 设为
β =

∞∑
j=−∞

bjx
j , 则由 βα = 1 迫使 min{j ∈ Z|bj 6= 0} = −t 且 b−t = σt(at), 对于 j ≥ −t+ 1, 均满足

∑
j+i=k

bjσ
j(ai) = b−tσ

−t(ak+t) + b−t+1σ
−t+1(ak+t−1) + · · ·+ bk−tσ

k−t(at) = 0, ∀k ≥ 1.

因此, 我们如下递归地定义序列 {bj}∞j=−t：置 b−t = σt(at). 如果对 t ≤ j − 1 已经定义好 b−t, b−t+1, ..., bj−1

的取值, 定义 bj = −[b−tσ
−t(aj+2t) + b−t+1σ

−t+1((aj+2t−1) + · · · + bj−1σ
j−1(at+1)]σ

−j(at). 由此得到 β =

b−tx
−t + b−t+1x

−t+1 + · · · . 根据 β 的定义, 直接验证便知 β 是 α 的左逆. 故 k((x;σ)) 是除环.
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Exercise. 设 R 是含幺环, σ ∈ AutR 是 R 上环自同构. 类似定义斜 Laurent 级数环 R((x;σ)), 验证它是含幺
环并证明当 R 是除环时, R((x;σ)) 也为除环.

Exercise (Hilbert 原始构造). 设 k = Q(t) 是 Q 上以 t 为变量的有理函数域. 定义

σ : Q(t) → Q(t),
f(t)

g(t)
7→ f(2t)

g(2t)
.

验证 σ 是定义合理的域自同构并说明 σ 在 Autk 中的阶是无穷.

现在我们可以给出主要结论, 它表明中心无限除环的存在性.

Proposition 1.4. 设 k 是域, σ ∈ Autk 满足阶是无穷. 那么除环 ∆ = k((x;σ)) 的中心

Z(∆) = k0 = {a ∈ k|σ(a) = a}.

特别地, ∆ 作为 Z(∆) 上的线性空间维数无限.

Proof. 任取 f =
∞∑
i=n

aix
i ∈ Z(∆), 对每个 a ∈ k, 利用 af = fa 可知对任何 aj 6= 0 有 σj(a) = a. 即一旦 f 存

在使得 ajx
j 6= 0 的项, 便有 σj = id. 由于 σ 的阶是无穷, 故满足 aj 6= 0 的指标 j 只可能是零. 这一观察表明

f = a0 ∈ k. 于是由 fx = xf 立即得到 f = a0 ∈ k0. 反之, 每个 c ∈ k 满足 xc = cx, 所以 cg = gc, ∀g ∈ ∆.
所以 Z(∆) = k0. ∆ 作为 k0 上线性空间维数明显无限, 故结论成立.

Corollary 1.5. 存在除环 ∆ 使得 ∆ 是中心无限除环.

Corollary 1.6. 存在左 Artin 单环 R 使得 R 作为 Z(R)-模不是有限生成的.

Corollary 1.7. 存在左 Artin 环 R 使得 R 不是 PI 环.

以下的环 R 均默认有幺元 1 6= 0.

Exercise. 设 R 是单环, 证明：Z(R) 是域.

Exercise. 设 R 是素环, 证明：Z(R) 是整区.

Exercise. 设 R 是左 Noether 环, 证明：R 的满自同态一定单.

Exercise. 设 R 是左 Noether 环, a, b ∈ R. 证明：ab = 1 蕴含 ba = 1.

Exercise. 设 R 是左 Artin 环, 举例说明 R 的单自同态未必满.
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