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这份笔记主要用于记录带有迹的代数范畴理论的一些基本性质, 该理论主要由 C. Procesi 自上个世纪 70
年代发展至今 (特征为零的域上的相关理论可参见 [Pro73], [Pro74], [Pro76] 和 [Pro79]). 这里的主要参考文献
是 [DCPRR05]. 由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎大家指出!
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1 带有迹的代数范畴

本章固定含幺交换环 K, 考虑的代数均为 K-代数. 如果 K-代数 A 有中心子代数 C, 则称满足 tr(ab) =
tr(ba), ∀a, b ∈ A 的 C-模同态 tr : A → C 是迹映射. 经典的两种迹映射的构造都离不开矩阵代数上的经典迹.
下面简要回顾正则迹与约化迹的基本定义, 详尽细节可参见 [Rei03] 或本人的 PI 代数笔记. 如果 A 是有限生

成投射 C-模, 取定 CA 作为投射模的对偶基 {x1, ..., xn} ⊆ A, {x∗1, ..., x∗n} ⊆ A∗ = HomC(A,C), 我们有迹映射

trreg : A→ C, a 7→
n∑

k=1

x∗k(axk),

可直接验证上述定义不依赖于对偶基的选取并且当 A 是有限生成自由 C-模时, 上述映射本质上就是矩阵代数
的 (经典) 迹 (即将 a ∈ A 映至左乘变换 ℓa 在给定 C-基下表示矩阵的迹). 当 A 是有限生成投射 C-模时, 将
上述定义的迹映射 trreg : A → C 称为正则迹. 正则迹是矩阵代数上经典迹的自然推广. 人们能够从正则迹
的表现中读取一些代数的基本信息. 例如对域 k 上有限维代数 A, 如果正则迹 trreg : A → k 是非退化的, 那
么 A 是有限维半单代数. 如果 A 是在中心子代数 C 上有限生成的素代数, 记 S = C − {0}, 那么 AS 是域

CS = FracC 上有限维中心单代数 (因为这里 CA 是有限生成模, 所以对 C 的正则元集作局部化依然能得到
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Posner 定理的结论), 任取中心单代数 AS 的分裂域 F ⊇ CS , 则存在 F -代数同构 h : AS ⊗CS
F → Mn(F ), 其

中 n2 = dimCS
AS , 即 n 是 A 的 PI 次数. 记 tr : Mn(F ) → F 是矩阵代数上经典迹映射, 考虑

A AS AS ⊗CS
F Mn(F ) F,h tr

根据中心单代数理论 (例如见 [Rei03, p.113, Theorem 9.3]), 上述映射序列的合成不依赖于分裂域 F 和 F -代
数同构 h 的选取, 并且该映射序列的合成像集含于 CS . 特别地, 当像集含于 C 时 (例如 C 是整闭整区), 那么
可以将上述映射序列的合成视作 A 到 C 的映射, 记作 trred : A→ C, 称为 A 到 C 的约化迹. 依然设 A 是 C

上模有限素代数, 注意到 AS 是有限生成自由 CS-模, 所以可定义正则迹 trreg : AS → CS , 考虑映射序列

A AS CS
trreg

的合成, 记作 trst. 如果 trst 的像集含于 C(例如 C 是整闭整区), 则称 trst 是素模有限代数 A 到 C 的标准

迹 (这个术语来自 [BY18] 中对 C = Z(A) 的场景时的命名). 同样根据中心单代数理论 (例如见 [Rei03, p.115,
Theorem 9.5]), 总有 trst = ntrred, 这里 n 是 A 的 PI 次数. 约化迹相较正则迹的优势是在正特征场景, 正则迹
有可能是零映射, 但约化迹总是非零映射. 只有非零迹映射才能提供有意义的信息.
本章先讨论给定代数在交换代数上有限维表示的概念 ([定义1.1]) 与基本性质. 在 [引理1.3] 中我们会看到

任何K-代数 A到标准函子Mn(−) : K-CAlg → K-Alg的泛性 (An(A), jA)都存在. 并且一般线性群GLn(K)

在 An(A) 和 Mn(An(A)) 上会有自然的群作用 (见 [引理1.7] 前的讨论) 使得 ImjA ⊆ Mn(An(A))
GLn(K).

随后介绍所有带有迹映射的代数以及“保持迹”的代数同态构成的范畴. 保持迹的代数同态是研究代数的
有限维表示的自然产物. 例如当域 k 上代数 A 存在有限维表示 V 时 (一般地, 代数有可能不存在有限维表示,
例如特征零的域上的 Weyl 代数), 记 ℓ : A→ EndkV, a 7→ ℓa, 其中 ℓa 是 a 在 V 上的左乘变换, 考虑

A EndkV k
ℓ tr

的合成 (记作 trV ), 其中 tr : EndkV → k 是将自同态代数视作矩阵代数后的经典迹. 那么有交换图

A EndkV

k k

ℓ

trV tr
ℓk

因此 ℓ : A → EndkV 便可视作保持迹的代数同态. 因为交换代数上的矩阵代数总有标准迹, 因此标准函
子 Mn(−) : K-CAlg → K-Alg 可视作交换代数范畴到带有迹的代数范畴的函子, 这时任何带有迹的代数到
Mn(−) 的泛性 (Bn(A), iA) 依然存在 (见 [引理1.17]) 并且与不带迹的代数范畴一样 GLn(K) 在 Bn(A) 与

Mn(Bn(A)) 上有自然的群作用满足 ImiA ⊆ Mn(Bn(A))
GLn(K).

1.1 有限维表示

我们知道域 k 上代数 A 在域 k 上的一个有限维表示本质上就是 A 到某个矩阵代数 Mn(k) 的代数同

态. 而有许多单位根处的量子代数会在某个中心子代数上是有限生成自由模. 例如对域 k 中的 ℓ 次本原单位

根 ε ∈ k
×, ε 处的量子平面 Oε(k

2) 在 Z(Oε(k
2)) = k[xℓ, yℓ] 上是秩为 ℓ2 的自由模. 因此人们也关心在 A 在

k 上的那些在某个中心子代数上是有限生成自由模的表示. 以下固定含幺交换环 K, 沿用 [DCPRR05] 中的术
语, 我们在更一般的场景讨论 K-代数 (可能是零环) 在给定 K-交换代数 (可能是零环) 上的 (有限维) 表示.
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Definition 1.1 (交换代数上的表示, [DCPRR05]). 设 A 是 K-代数, C 是 K-交换代数 (未必是 A 的子代数),
n 是正整数. 称 A 到 Mn(C) 的 K-代数同态为 A 在 C 上的 n 维表示.

Remark 1.2. 根据定义, A 在 C 上的所有 n 维表示构成的集合是 HomK-Alg(A,Mn(C)).

任给 K-交换代数 C1, C2 以及交换代数同态 φ : C1 → C2,那么 φ诱导矩阵代数间的 K-代数同态 Mn(φ) :

Mn(C1) → Mn(C2), (cij)n×n 7→ (φ(cij))n×n. 若对每个 K-交换代数 C 记 HomK-Alg(A,Mn(C)) 为 Rn
A(C) 并

对代数同态 φ : C1 → C2 定义 Rn
A(φ) = Mn(φ)∗. 我们便得到从 K-交换代数范畴 K-CAlg 到集合范畴 Set

的函子 Rn
A(−) : K-CAlg → Set, 以下称为 A 的 n 维表示函子. 如果记 Mn(−) : K-CAlg → K-Alg 是

对交换代数取矩阵代数的标准函子 (不难看出该函子是忠实函子, 但不是满函子), 那么根据前面的定义不难
看出 Rn

A(−) = HomK-Alg(A,Mn(−)) = HomK-Alg(A,−)Mn(−). 以下固定正整数 n 和 K-代数 A, 我们马
上会在 [引理1.3] 中证明 A ∈ obK-Alg 到函子 Mn(−) : K-CAlg → K-Alg 的泛性存在: 我们将构造某个
K-交换代数 An(A) 以及 K-代数同态 jA : A → Mn(An(A)) 使得对任何 K-交换代数 C 以及 K-代数同态
φ : A→ Mn(C), 存在唯一的 K-交换代数同态 φ̃ : An(A) → C 使得 φ = Mn(φ̃)jA, 即

A Mn(An(A))

Mn(C)

jA

φ Mn(φ̃)

交换. 特别地, 根据范畴论我们知道有自然同构 HomK-CAlg(An(A),−) ∼= HomK-Alg(A,Mn(−)) = Rn
A(−). 特

别地, n 维表示函子 Rn
A(−) 是可表函子, An(A) 在代数同构意义下由 A 和 n 唯一决定. 现在我们证明

Lemma 1.3 (A 到 Mn(−) 的泛性, [DCPRR05]). 代数 A 到函子 Mn(−) : K-CAlg → K-Alg 的泛性存在.

Proof. 下面将构造 K-交换代数 An(A) 以及代数同态 jA : A → Mn(An(A)) 使得对任何 K-交换代数 C 以及

K-代数同态 φ : A→ Mn(C), 存在唯一的 K-交换代数同态 φ̃ : An(A) → C 使得 φ = Mn(φ̃)jA.
设 A作为 K-代数可由集合 {aλ|λ ∈ Λ}生成. 则有标准 K-代数满同态 π : K〈{xλ|λ ∈ Λ}〉 → A, xλ 7→ aλ.

作 (交换) 多项式代数
R = K[{tλij |λ ∈ Λ, 1 ≤ i, j ≤ n}],

对每个 λ ∈ Λ, 记泛矩阵 (tλij)n×n 为 Tλ. 那么有自然的 K-代数同态 j : K〈{xλ|λ ∈ Λ}〉 → Mn(R), xλ 7→ Tλ.
考虑 Mn(R) 中由 j(Kerπ) 生成的双边理想 (暂时记作 I, 这是临时记号), 那么存在 R 中唯一的理想 J 使得

I = Mn(J). 考虑 K-交换代数 R/J(这就是所要的 An(A), 可能是零环). 考虑下述代数同态序列的合成:

A K〈{xλ|λ ∈ Λ}〉/Kerπ Mn(R)/I = Mn(R)/Mn(J) Mn(R/J),
∼= j̃ ∼=

记作上述合成映射为 jA : A→ Mn(R/J). 现在记 p : R→ R/J 是标准投射, 那么有交换图

K〈{xλ|λ ∈ Λ}〉 Mn(R)

A Mn(R/J).

π

j

Mn(p)

jA

3



现在我们需要验证对任何交换代数 C 以及 K-代数同态 φ : A → Mn(C), 存在唯一的 K-交换代数同态 φ̃ :

An(A) → C 使得 φ = Mn(φ̃)jA. 对每个 λ ∈ Λ, 设 φ(aλ) = (cλij)n×n ∈ Mn(C). 那么有代数同态

φ : R = K[{tλij |λ ∈ Λ, 1 ≤ i, j ≤ n}] → C, tλij 7→ cλij ,

注意这时下图交换:
K〈{xλ|λ ∈ Λ} Mn(R)

A Mn(C)

π

j

Mn(φ)

φ

于是 Mn(φ)j(Kerπ) = 0, 进而 Mn(φ) 作用 Mn(R) 的理想 I = Mn(J) 是零. 特别地, φ(J) = 0. 因此 φ 诱导

代数同态 φ̃ : R/J → C 使得 φ̃p = φ. 于是我们得到下述交换图:

K〈{xλ|λ ∈ Λ}〉 Mn(R)

A Mn(R/J)

Mn(C)

π

j

Mn(p) Mn(φ)

jA

φ
Mn(φ̃)

注意到 {jA(aλ)|λ ∈ Λ} ∪ Mn(K1) 是 Mn(R/J) 作为 K-代数的生成元集, 并且任何 R/J 到 C 的代数同态

ψ 满足 Mn(ψ) 固定 Mn(K1) 不动. 所以如果还有 K-代数同态 φ′ : R/J → C 使得 Mn(φ
′)jA = φ, 那么

Mn(φ
′) = Mn(φ̃). 这说明 φ′ = φ̃, 故 (R/J, jA) 是 A 到 Mn(−) 的泛性质.

Remark 1.4. 我们将证明过程中构造的交换代数 R/J 记作 An(A). 并固定记号 jA : A → Mn(An(A)) 表示

证明过程中构造的代数同态. 因为 (An(A), jA) 是 A 到 Mn(−) 的泛性, 所以称 jA 为泛 n 维表示. 如果 B 是

K-代数, 那么同样有 B 到 Mn(−) 的泛性 (An(B), jB)(承认全局选择公理后我们可以对每个 K-代数 B 都取

定泛性 (An(B), jB)), 那么对任何 K-代数同态 f : A → B, 对代数同态 jBf : A → Mn(An(B)) 应用泛性质知

存在唯一的 K-代数同态 An(f) : An(A) → An(B) 使得下图交换:

A Mn(An(A))

B Mn(An(B))

f

jA

Mn(An(f))

jB

所以我们得到了函子 An(−) : K-Alg → K-CAlg. 根据范畴论, 我们知道 An(−) 是 Mn(−) : K-CAlg →
K-Alg 的左伴随函子. 对每个固定的交换代数 C 和代数 A, 如果定义

ηA,C : HomK-CAlg(An(A), C) → HomK-Alg(A,Mn(C)), φ 7→ Mn(φ)jA,

则 η : C 7→ ηA,C 是 Mn(−) 与 An(−) 间的联络. 由此可见 An(A) 在研究 A 的有限维表示中扮演重要角色.

Remark 1.5. 根据证明过程, 如果 A 是仿射 K-代数, 那么 An(A) 也是仿射的.
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Remark 1.6. 证明过程中提到 An(A) 可能是零环, 当 A 6= 0 时, An(A) = 0 等价于说 A 在所有非零的 K-交
换代数上都不存在 n 维表示 (例如取 K 是特征为零的域, A 是 m 阶 Weyl 代数, 那么对所有的非零交换代数
C 都有 HomK-Alg(A,Mn(C)) = ∅, 故 An(A) 到所有的非零交换代数都不存在代数同态, 这迫使 An(A) = 0).

给定 K-代数 A, 根据泛 n 维表示 jA : A → Mn(An(A)) 的泛性质, 不难看出 A 可嵌入某个交换 K-代数
上的矩阵代数当且仅当存在正整数 n 使得 jA : A → Mn(An(A)) 是单射. 特别地, 当 K = Z 时, 含幺环 A 关

于交换环上矩阵代数的嵌入问题便转化为 jA 是否是单射.

1.2 泛 n 维表示上的 GLn(K)-作用

本节设 K 是域. 有限维线性空间在不同基下表示矩阵具有相似关系, 故可对 K-代数的 n 维表示引入类

似等价关系. 事实上, 如果 A 是 K-代数, ρ1 : A→ EndKV1, ρ2 : A→ EndKV2 是 A 在 K 上的有限维表示, 由
Skolem-Noether 定理知 ρ1 与 ρ2 的等价当且仅当存在 K-代数同构 φ : EndKV1 → EndKV2 使得下图交换:

A EndKV1

EndKV2

ρ1

ρ2
φ

现固定 K-交换代数 C 以及 g ∈ GLn(K), 总有内自同构 cg : Mn(C) → Mn(C), X 7→ g−1Xg, 这是 C-代数自
同构. 以下固定 K-代数 A, 沿用之前的记号 (见 [注记1.4]), jA : A→ An(A) 是 A 的泛 n 维表示.
对任给 g ∈ GLn(K), 由泛 n 维表示的泛性质, 存在唯一的 K-代数同态 g : An(A) → An(A) 使得

A Mn(An(A))

Mn(An(A)) Mn(An(A))

jA

jA

Mn(g)

cg

交换. 根据上述内自同构的写法, 对任何 g, h ∈ GLn(K) 都有 cgh = chcg, 所以

Mn(gh)jA = cghjA = chcgjA = chMn(g)jA = Mn(g)chjA = Mn(g)Mn(h)jA.

上式中 Mn(g) 与 ch 可交换的原因是矩阵 h 的元素都在 K 中, 所以 Mn(g) 作用矩阵 h 保持 h 不动. 于是知
Mn(gh) = Mn(g)Mn(h). 这说明 gh = g ◦ h. 因此我们得到 GLn(K) 在 An(A) 上的群作用

GLn(K)× An(A) → An(A), (g, a) 7→ ga := g(a).

特别地, 对每个 g ∈ GLn(K), g 是 An(A) 上 K-代数自同构. 再指出 GLn(K) 在 Mn(An(A)) 上也有群作用

GLn(K)× Mn(An(A)) → Mn(An(A)), (g,X) 7→ gX := c−1
g Mn(g)(X).

因为 cgjA = Mn(g)jA, 所以 jA = c−1
g Mn(g)jA. 这一观察说明

Lemma 1.7. 泛 n 维表示 jA : A→ Mn(An(A)) 可视作 A 到 Mn(An(A))
GLn(K) 的代数同态.
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Example 1.8 (自由代数场景, [DCPRR05]). 为了将仿射空间上多项式函数环与多项式代数视作等同, 我们设
K 是无限域. 下面沿用 [引理1.3] 证明过程中的记号. 简单起见, 这里仅讨论 A = K〈x1, ..., xm〉 是有限个变量
的自由代数的情形. 根据 [引理1.3] 中 An(A) 的构造过程, 这时 R = K[{tkij |1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ i, j ≤ n}] 是 mn2

元多项式代数,它可视作仿射簇Mn(K)m ∼= Kmn2

上的坐标环 O(Mn(K)m). 这时 [引理1.3]证明过程中定义泛
n 维表示 jA 恰好就是 j : K〈x1, ..., xm〉(= A) → Mn(R), xk 7→ Tk = (tkij)n×n(标准投射 π : K〈x1, ..., xm〉 → A

就是恒等映射) 并且 An(A) = R. 回忆 K-仿射簇 V ⊆ Kn,W ⊆ Km 间的映射 ψ : V → W 被称为多项式映

射, 如果存在多项式 f1, ..., fm ∈ K[t1, ..., tn] 使得 ψ(p) = (f1(p), f2(p), ..., fm(p)), ∀p ∈ V . 于是 K-代数同构

ξ : Mn(An(A)) = Mn(R) → {Mn(K)m到Mn(K)的多项式映射}

(fij(t
1
11, ..., t

1
nn, ..., t

m
11, ..., t

m
nn))n×n 7→ (((k1ij)n×n, ..., (k

m
ij )n×n) 7→ (fij(k

1
11, ..., k

1
nn, ..., k

m
11, ..., k

m
nn))n×n)

使得我们可以将 Mn(An(A)) 中的元素视作 Mn(K)m 到 Mn(K) 的多项式映射 (易见 ξ 将 Mn(K) 中每个矩阵

映至常值函数). 在这个等同下, 泛矩阵 jA(xk) = Tk = (tkij)n×n ∈ Mn(An(A)) 对应的就是矩阵 m 元组全体在

第 k 个分量上的标准投射 pk : Mn(K)m → Mn(K), (X1, ..., Xm) 7→ Xk. 为了更直观地看到 Mn(R) 中矩阵对

应 Mn(K)m 上取值在 Mn(K) 中的多项式映射, 将 Mn(R) 中元素写成下述形式:
c11((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n) c11((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n) · · · c1n((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n)

c21((t
1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n) c22((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n) · · · c2n((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n)

...
...

...
cn1((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n) c2n((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n) · · · cnn((t

1
ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n)


这可将上述矩阵视作以 t111, ..., t

1
nn, ..., t

m
11, ..., t

m
nn 为自变量的矩阵值函数, 其中每个 cij ∈ R. 下面我们说明

之前定义的 Mn(An(A))(也就是这里的 Mn(R)) 上的 GLn(K)-作用满足对任何 M((t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n) ∈

Mn(An(A)) 有

g ·M((t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n) = gM(g−1(t1ij)n×ng, ..., g

−1(tmij )n×ng)g
−1, ∀g ∈ GLn(K).

其中M(g−1(t1ij)n×ng, ..., g
−1(tmij )n×ng)表示将自变量全体 (t1ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n以 g−1(t1ij)n×ng, ..., g

−1(tmij )n×ng

代入得到的 Mn(An(A)) 中元素 (通过 ξ 可将其视作仿射簇 Mn(K)m 到 Mn(K) 的多项式映射). 易见 Mn(R)

作为 K-代数可由 E11, ..., Enn, T1, ..., Tm 生成, 所以对任何 M((t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n) ∈ Mn(R), 存在 (非交换)

多项式 F ∈ K〈x1, ..., xn2+m〉 使得 M((t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n) = F (E11, ..., Enn, T1, ..., Tm). 根据定义

g ·M((t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n) = c−1

g Mn(g)M((t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n).

因为 Mn(g) 作用每个泛矩阵 Tk 得到 g−1Tkg 而作用 Mn(K) 中元素固定不动, 所以

Mn(g)(M((t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n)) =Mn(g)(F (E11, ..., Enn, T1, ..., Tm))

=F (E11, ..., Enn, g
−1T1g, ..., g

−1Tmg)

=F (E11, ..., Enn, g
−1(t1ij)n×ng, ..., g

−1(tmij )n×ng)

=M(g−1(t1ij)n×ng, ..., g
−1(tmij )n×ng).

再用 c−1
g 作用最后一个表达式得到 g ·M((t1ij)n×n, ..., (t

m
ij )n×n) = gM(g−1(t1ij)n×ng, ..., g

−1(tmij )n×ng)g
−1. 总结

一下, 在 A = K〈x1, ..., xm〉 的场景下, An(A) = K[(t1ij)n×n, ..., (t
m
ij )n×n] = O(Mn(K)m). 泛 n 维表示 jA 将
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每个自由变量 xk 映至泛矩阵 Tk = (tkij)n×n. 之前定义的 GLn(K) 在 Mn(An(A))(也就是仿射簇 Mn(K)m 到

Mn(K) 的正则映射全体) 上的群作用满足对任何正则映射 ψ : Mn(K)m → Mn(K), 有

g · ψ(T1, ..., Tm) = gψ(g−1T1g, ..., g
−1Tmg)g

−1, ∀g ∈ GLn(K).

不难看到在每个泛矩阵 Tk 在 GLn(K) 中元素的作用下不动. 因为上述 GLn(K) 在正则函数上的群作用已经

被显式地写出, 所以我们很容易看到不动环 Mn(An(A))
GLn(K) 就是保持共轭变换的正则映射全体:

{ψ : Mn(K)m → Mn(K)|ψ是正则映射且ψ(g−1T1g, ..., g
−1Tmg) = g−1ψ(T1, ..., Tm)g, ∀g ∈ GLn(K)}.

如果将 GLn(K) 按共轭作用 g · ψ(T1, ..., Tm) = ψ(gT1g
−1, ..., gTmg

−1) 作用于 Mn(K)m 到 Mn(K) 的正则映

射全体, 那么 Mn(An(A))
GLn(K) 也就是在共轭作用下的不动点集 (也被称为 GLn(K)-等变映射环).

Remark 1.9. 如果将经典仿射空间 Km 中每个点的分量视作 1 阶矩阵, 那么可以将 Mn(K)m 视作坐标分量

是矩阵的“非交换仿射空间”. Procesi 指出, 上述例子启发我们可以发展某种非交换仿射代数几何.

1.3 带有迹的代数

本节我们讨论域 K 上所有带迹的代数构成的范畴, 这里采用的定义与 [DCPRR05] 中有一些区别.

Definition 1.10. 设 A 是 K-代数, C 是 A 的中心子代数, tr : A→ C 是迹映射, 称 (A,C, tr) 是带迹的代数.

Remark 1.11. 在 [DCPRR05]中, A上迹映射 tr被定义为满足下述条件的 K-模同态 tr : A→ A: (1)tr(A) ⊆
Z(A); (2) tr(ab) = tr(ba), ∀a, b ∈ A; (3) tr(tr(a)b) = tr(a)tr(b), ∀a, b ∈ A. 我们讨论的是该定义的特殊情况.

如果 (A1, C1, tr1) 与 (A2, C2, tr2) 均为带有迹的代数, 称 K-代数同态 φ : A1 → A2 是保持迹的, 如果
φ(C1) ⊆ C2 并且下图交换:

A1 A2

C1 C2.

tr1

φ

tr2
φ|C1

所有 K 上带有迹的代数和保迹的代数同态构成的范畴称为带有迹的代数范畴, 记作 T .

Lemma 1.12. 设 φ : (A1, C1, tr1) → (A2, C2, tr2) 是 T 中态射. 则 φ 是 monic 态当且仅当 φ 是单射.

Proof. 只需证明必要性. 设 φ 是 monic 态, 作 A1 ⊕ A1 的子代数 B = {(a, b) ∈ A1 ⊕ A1|φ(a) = φ(b)}, 那
么 C = C1 ⊕ C1 是 B 的中心子代数并有迹映射 trB : B → C, (a, b) 7→ (tr1(a), tr1(b)). 现在设 π1 : B →
A1, (a, b) 7→ a, π2 : B → A1, (a, b) 7→ b 是标准投射, 那么有交换图

A1 B A1

C1 C C1.

tr1

π1

trB

π2

tr1
π2|Cπ1|C

这说明 π1, π2 : B → A1 都是保持迹的代数同态. 注意到这时 φπ1 = φπ2, 所以由 φ 是 monic 态得到 π1 = π2.
特别地, 如果 a, b ∈ A1 满足 φ(a) = φ(b), 那么 a = b.
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Example 1.13. 设 A 是 K-代数, 在中心子代数 C 上是秩为 n 的自由模. 记 tr : Mn(C) → C 是矩阵代数的

经典迹映射, 那么由 A 中元素左乘变换诱导的标准嵌入 ℓ : (A,C, trreg) → EndCA ∼= (Mn(C), C, tr) 保持迹.

下面我们说明范畴 T 到 Set 的忘却函子存在左伴随函子. 记 F : T → Set 是忘却函子, 只需说明任
何集合 X 到 F 的泛性质存在即可. 在自由代数 K〈X〉 在 X 上所有字 (包括空字) 构成的集合 W(或者说 X

生成的自由幺半群) 上定义二元关系 x1x2 · · ·xn ∼ y1y2 · · · ym, 如果 n = m 且存在正整数 1 ≤ k ≤ n 使得

x1 · · ·xn = ykyk+1 · · · yny1 · · · yk−1(即这两个字相差某个“平移”). 空字 1 只和自身有该二元关系. 不难看出
∼ 是 W 上的等价关系, 将 W 关于 ∼ 的商集记作 M, 考虑 K〈X〉 上多项式代数

G(X) = (K〈X〉)[{tm|m ∈ M}].

那么 T = K[{tm|m ∈ M}] 是 G(X) 的中心子代数并且 G(X) 是以 W 为基的自由 T -模. 定义 tr : G(X) → T

是将每个 w ∈ W 映至 [w] ∈ M 所对应的未定元 t[w] 诱导的 C-模同态. 那么根据 ∼ 的定义知 tr : G(X) → T

是迹映射. 因此 (G(X), T, tr) ∈ obT . 记 ι : X → G(X) 是标准嵌入, 下证对任何 (A,C, τ) ∈ obT 以及映射
η : X → A, 存在唯一的保迹代数同态 η : G(X) → A 使得下图交换:

X G(X)

A

η

ι

η

记 X = {xλ|λ ∈ Λ}, η̂ : K〈X〉 → A, xλ 7→ η(xλ), 不难看出 G(X) 是以 {wtm1
· · · tms

|w ∈ W , s ∈ N,m1, ...,ms ∈
M} 为基的自由 K-模. 我们定义 η : G(X) → A 为将每个 wtm1

· · · tms
映至 η̂(w)τ(η̂(m1)) · · · τ(η̂(ms)) 的

K-模同态 (由迹映射以及 ∼ 的定义不难看出 η 定义合理), 容易验证 η 是 K-代数同态并且 ηι = η.
现在说明代数同态 η 保持迹. 首先不难看到 η(T ) ⊆ C. 对每个形如 wtm1

· · · tms
的元素, 我们有

ηtr(wtm1
· · · tms

) = η(t[w]tm1
· · · tms

) = τ(η̂(w))τ(η̂(m1)) · · · τ(η̂(ms)) = τη(wtm1
· · · tms

).

至此我们得到了下图的交换性, 说明了 η 是满足 ηι = η 的保迹代数同态.

X G(X)

A T

C

η

ι

η

tr

τ

η|T

最后说明 η 的唯一性. 根据 G(X) 的构造, 它作为 K-代数可由 {tr(w), w|w ∈ W} 生成. 如果还有保迹的代数
同态 η̃ : G(X) → A 满足 η̃ι = η, 那么 η̃(w) = η(w), ∀w ∈ W . 于是 η̃(tr(w)) = τ η̃(w) = τη(w) = η(tr(w)). 所
以 η = η̃. 于是我们可自然地定义 T 到 Set 的忘却函子的左伴随函子 G. 特别地, 对任何集合 X, T 中存在 X

上的自由对象. 当考虑带迹的代数时, [定义1.1] 也需加上保迹的要求.

Definition 1.14 (带迹代数在交换代数上的表示, [DCPRR05]). 设 (A,C, tr) ∈ obT , n 是正整数, B 是 K-交
换代数, 并将矩阵代数 Mn(B) 赋予经典迹成为 T 中对象. 称 A 到 Mn(B) 的保迹代数同态为 n 维保迹表示.
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Remark 1.15. 根据带迹的代数的定义, C 是 A 的中心子代数, 故由 Z(Mn(B)) = B(将 B 与 BIn 视作等同)
知 C 在任何 A 到 Mn(B) 的代数同态下的像总在 B 中.

Remark 1.16. 固定正整数 n, 依然有函子 Mn(−) : K-CAlg → T (交换代数上的矩阵代数赋予经典迹).

任何集合 X 在 T 中都有 X 上自由对象使我们也有“带迹版本”的 [引理1.3]:

Lemma 1.17 ([DCPRR05]). 任何 (A,C, τ) ∈ obT 到 Mn(−) : K-CAlg → T 的泛性存在.

Proof. 虽然证明方法和 [引理1.3] 基本一致, 但之后需要固定相关记号与术语, 所以这里仍给出证明概要. 下面
需要构造带迹的 K-交换代数 Bn(A) 以及保迹的代数同态 iA : A→ Mn(Bn(A)) 使得对任何交换代数 B 和保

迹代数同态 φ : A→ Mn(B), 存在唯一的交换代数同态 φ̃ : Bn(A) → B 使得下图交换:

A Mn(Bn(A))

Mn(B)

iA

φ Mn(φ̃)

设 A 作为 K-代数可由集合 {aλ|λ ∈ Λ} 生成. 记 X = {xλ|λ ∈ Λ}, 考虑 T 中 X 上自由对象 (G(X), T, tr), 那
么对映射 π′ : X → A, xλ 7→ aλ, 存在唯一的保迹 (满) 代数同态 π : G(X) → A 使得下图交换:

X G(X)

A
π′

ι

π

命 R = K[{tλij |λ ∈ Λ, 1 ≤ i, j ≤ n}], 对每个 λ ∈ Λ, 记泛矩阵 (tλij)n×n 为 Tλ. 那么有保迹 K-代数同态
i : G(X) → Mn(R), xλ 7→ Tλ. 考虑 Mn(R) 中由 i(Kerπ) 生成的理想 I, 则有 R 的理想 J 使 I = Mn(J). 考虑
K-交换代数 R/J(这就是所要的 Bn(A)). 考虑下述代数同态序列的合成:

A G(X)/Kerπ Mn(R)/I = Mn(R)/Mn(J) Mn(R/J),
∼= ĩ ∼=

记作上述合成映射为 iA : A→ Mn(R/J), 可直接验证这是保迹代数同态. 记 p : R→ R/J 是标准投射, 则

G(X) Mn(R)

A Mn(R/J)

π

i

Mn(p)

iA

交换. 对任何交换代数 B 与保迹代数同态 φ : A→ Mn(B), 记 φ(aλ) = (bλij)n×n 命 φ : R→ B, tλij 7→ bλij , 那么
有保迹代数同态 Mn(φ) : Mn(R) → Mn(B). 注意到 Mn(φ) 作用 I 是零, 故 φ(J) = 0, 于是 φ 诱导 R/J 到 B

的代数同态 φ̃ 满足 φ = Mn(φ̃)iA. φ̃ 的唯一性由 Mn(R/J) 作为 K-代数可由 {iA(aλ)|λ ∈ Λ} ∪ Mn(K) 生成

并且任何 R/J 到 B 的代数同态 ψ 满足 Mn(ψ) 固定 Mn(K) 不难得到.

Remark 1.18. 对任何带迹的代数 (A,C, τ), 我们将证明过程中构造的交换代数 R/J 记作 Bn(A), 以后固定
此记号, 称为 A 的 n 维表示的坐标环. 称证明过程中的保迹同态 iA : A→ Mn(Bn(A)) 为 A 的泛 n 维表示.
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Remark 1.19. 与不带迹的代数场景一样,根据带迹的代数泛 n维表示的泛性质,我们可以得到 GLn(K)在坐

标环 Bn(A) 以及 Mn(Bn(A)) 上的作用. 重复 [引理1.7] 前的讨论便知 iA 可视作 A 到 Mn(Bn(A))
GLn(K) 的

代数同态. 注意 Bn(A)
GLn(K)In ⊆ Mn(Bn(A))

GLn(K) 以及 Mn(Bn(A))
GLn(K) 中矩阵的迹都在 Bn(A)

GLn(K)

中, 所以 (Mn(Bn(A))
GLn(K),Bn(A)

GLn(K), tr) ∈ obT 且 iA : A→ Mn(Bn(A))
GLn(K) 依然是保迹代数同态.
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