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这份笔记是我入门量子群的一个初步尝试——学习特殊线性 Lie代数 sl2(k)的量子包络代数 Uq(sl2(k))(最
简单的一类量子包络代数) 的基本环论性质. 先前, 我学习了最简单的一类量子代数量子仿射空间的基本环论
性质 (主要关心单参数场景), 这份笔记记录的许多结论从某种意义上说都是“平行的”, 并且主要关心参数是
单位根的场景. 这份笔记的主要参考文献是 [BG02] 和 [Jan96], 主要起到对量子群有一个初步认识的作用.
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1 量子包络代数 Uq(sl2(k))

本章主要记录 Uq(sl2(k)) 的基本环论性质的证明细节, 尤其是其作为累次 Ore 扩张代数的实现 (见 [命
题1.5], 由此得到它是仿射双边 Noether 整环) 以及具体参数的量子包络代数可由泛参数的量子包络代数“特
殊化”得到 (见 [命题1.12]). 当 q 是单位根时, 我们将看到 Uq(sl2(k)) 具有较大的中心, 进而是素 PI 代数.

1.1 基本结构

本节固定域 k 以及 q ∈ k
×, 并要求 q 6= ±1. 我们先介绍 sl2(k) 在 q 处的量子包络代数以及几个特殊子

代数 (例如正 Borel 子代数) 的定义, 随后证明 Uq(sl2(k)) 具有自然基 (见 [命题1.3]) 并且是仿射双边 Noether
整环 (见 [推论1.6], 事实上它可实现为累次 Ore 扩张代数, 见 [命题1.5]).
设 Uq(sl2(k)) 是由生成元 E,F,K,K−1 和关系

KEK−1 = q2E,KFK−1 = q−2F,EF − FE =
K −K−1

q − q−1
,KK−1 = K−1K = 1
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决定的 k-代数, 称为 sl2(k) 的量子包络代数. 称 Uq(sl2(k)) 的由 E,K,K−1 生成的 k-子代数为 Uq(sl2(k)) 的

正 Borel 子代数, 记作 U≥0
q (sl2(k)). 称由 F,K,K−1 生成的 k-子代数为负 Borel 子代数, 记作 U≤0

q (sl2(k)).
称由 E 生成的 k-子代数为正幂零子代数, 记作 U+

q (sl2(k)). 称由 F 生成的 k-子代数为负幂零子代数, 记作
U−
q (sl2(k)). 称 K,K−1 生成的子代数 U0 = k[K,K−1] 为 Uq(sl2(k)) 的 Cartan 子代数.
如果直接按照 Uq(sl2(k)) 生成元的关系进行计算表达式通常会很复杂, 所以我们引入一些量子群理论中

的标准记号. 对整数 a, 记
[a] =

qa − q−a

q − q−1
, [K; a] =

Kqa −K−1q−a

q − q−1
.

那么 Uq(sl2(k)) 中 [E,F ] = [K; 0]. 在新的记号下, [1] = 1, [0] = 0 且可直接计算验证对任何整数 a, b, c 有

[b+ c][K; a] = [b][K; a+ c] + [c][K; a− b].

而 Uq(sl2(k)) 生成元的前两个关系可以写作 [K; a]E = E[K; a + 2] 以及 [K; a]F = F [K; a − 2]. 下面我们
说明在 Uq(sl2(k)) 中 {F iKjEk|i, k ∈ N, j ∈ Z} 是 k-线性无关的. 特别地, Uq(sl2(k)) 的 Cartan 子代数
U0

∼= k[x, x−1]. 记 A = k[x, y, z, z−1] 是多项式代数 k[x, y, z] 关于 z 生成的乘法幺半群的局部化, 不难看出
{yizjxk|i, k ∈ N, j ∈ Z} 是 A 的 k-基. 现在定义 A 上 k-线性变换 F̂ , K̂, Ê 为

F̂ (yizjxk) = yi+1zjxk, K̂(yizjxk) = q−2iyizj+1xk, Ê(yizjxk) = q−2jyizjxk+1 + [i]yi−1 q
1−iz − qi−1z−1

q − q−1
zjxk.

不难看出 K̂ 在 EndkA 中有逆 K̂−1(yizjxk) = q2izj−1xk. 并且通过直接计算验证得到在 EndkA 中有

K̂Ê = q2ÊK̂, K̂F̂ = q−2F̂ K̂, [Ê, F̂ ] =
K̂ − K̂−1

q − q−1
.

因此我们得到从 Uq(sl2(k)) 到 EndkA 的标准 k-代数同态 π : Uq(sl2(k)) → EndkA 满足

π(E) = Ê, π(F ) = F̂ , π(K) = K̂,

下面借助 π 来得到 {F iKjEk|i, k ∈ N, j ∈ Z} 的 k-线性无关性. 注意到

Êk(1) = xk, K̂j(xk) = zjxk, F̂ i(zjxk) = yizjxk, ∀i, k ∈ N, j ∈ Z,

所以 F̂ iK̂jÊk 作为 A 上线性变换在常值多项式 1 上的作用是 yizjxk. 于是由 {yizjxk|i, k ∈ N, j ∈ Z} 在 A

中的 k-线性无关性立即得到 {F iKjEk|i, k ∈ N, j ∈ Z} 在 Uq(sl2(k)) 中 k-线性无关性. 将前面的讨论总结为

Proposition 1.1. 在 Uq(sl2(k))中, {F iKjEk|i, k ∈ N, j ∈ Z}是 k-线性无关集且 U0 是 Laurent多项式代数.

我们通过下面的 [引理1.2] 来说明 {F iKjEk|i, k ∈ N, j ∈ Z} 是 Uq(sl2(k)) 的 k-基 (见 [命题1.3]).

Lemma 1.2. 设 i, k 是正整数, 那么在 Uq(sl2(k)) 中有

EF i = F iE + [i]F i−1[K; 1− i] 以及 FEk = EkF − [k]Ek−1[K; k − 1].

Proof. 先对正整数 i 作归纳证明 EF i = F iE + [i]F i−1[K; 1 − i]. 当 i = 1 时, 由 Uq(sl2(k)) 的生成关系便知

结论成立. 如果对 i ≥ 2 有 EF i−1 = F i−1E + [i− 1]F i−2[K; 2− i], 那么

EF i =F i−1EF + [i− 1]F i−2[K; 2− i]F
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=F i−1(FE + [K; 0]) + [i− 1]F i−1[K;−i]

=F iE + F i−1([1][K; 0] + [i− 1][K;−i])

=F iE + F i−1([i][K; 1− i])

=F iE + [i]F i−1[K; 1− i].

所以对正整数 i 有明 EF i = F iE + [i]F i−1[K; 1 − i]. 下面对正整数 k 作归纳. 同样 k = 1 时结论来自

Uq(sl2(k)) 的生成关系, 假设结论对 k − 1(k ≥ 2) 成立, 即 FEk−1 = Ek−1F − [k − 1]Ek−2[K; k − 2]. 那么

FEk =Ek−1FE − [k − 1]Ek−2[K; k − 2]E

=EkF − Ek−1[K; 0]− [k − 1]Ek−1[K; k]

=EkF + Ek−1([−1][K; 0]− [k − 1][K; k])

=EkF − [k]Ek−1[K; k − 1].

因此对每个正整数 k 也有 FEk = EkF − [k]Ek−1[K; k − 1].

由 [引理1.2]以及 Uq(sl2(k))作为代数可由 E,F,K,K−1 生成立即得到 {F iKjEk|i, k ∈ N, j ∈ Z}可 k-线
性生成 Uq(sl2(k)). 再结合 [引理1.1] 我们便得到

Proposition 1.3. Uq(sl2(k)) 作为 k-线性空间有基 {F iKjEk|i, k ∈ N, j ∈ Z}.

Remark 1.4. 同样由 [引理1.2] 不难看出 Uq(sl2(k)) 作为 k-线性空间可由 {EiKjF k|i, k ∈ N, j ∈ Z} 生成.
可以类似之前的讨论证明 {EiKjF k|i, k ∈ N, j ∈ Z} 也是 Uq(sl2(k)) 的 k-基, 之后我们用累次 Ore 扩张说明
Uq(sl2(k)) 是 Noether 整环时也同样能够导出该集合是 Uq(sl2(k)) 的 k-基 (见 [命题1.5]).

在 [命题1.1] 中我们看到 Uq(sl2(k)) 的 Cartan 子代数 U0 = k[K,K−1] 就是 Laurent 多项式代数. 通
过定义 τ1(z) = q−2z 可确定 k[z, z−1] 上 k-代数自同构 τ1 : k[z, z−1] → k[z, z−1], 由此得到 Ore 扩张
k[z, z−1][x; τ1]. 下面我们构造 Ore 扩张代数 k[z, z−1][x; τ1] 上的某个代数自同构 τ2 和 τ2 导子 δ2 使之满

足 k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2] ∼= Uq(sl2(k)). 进而可应用 Ore 扩张的工具得到 Uq(sl2(k)) 基本的环论性质.
考察 k-代数同态 ξ : k[z, z−1] → k[z, z−1][x; τ1], f(z, z

−1) 7→ f(q2z, q−2z−1), 因为在 k[z, z−1][x; τ1] 中有

xz = q−2zx, 所以由 Ore 扩张的泛性质, 存在唯一的 k-代数自同态 τ2 : k[z, z
−1][x; τ1] → k[z, z−1][x; τ1] 使得

k[z, z−1] k[z, z−1][x; τ1]

k[z, z−1][x; τ1]

ξ τ2

交换并且 τ2(x) = x. 结合 τ2(z) = q2z 可知 τ2 是 k-线性同构. 因此 τ2 是 k[z, z−1][x; τ1] 上代数自同构. 记
R = k[z, z−1], 要定义出 τ2-导子 δ2 : R[x; τ1] → R[x; τ1], 首先考察下述 k-代数同态 η : R → M2(R[x; τ1]):

η(a) =

(
τ2(a) 0

0 a

)
, a ∈ R.
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注意到 τ2τ1(a) = a, ∀a ∈ R, 所以可直接计算得到对 Y =

(
τ2(x) (z−1 − z)/(q − q−1)

0 x

)
∈ M2(R[x; τ1]) 有

Y η(a) = η(τ1(a))Y, ∀a ∈ R.

这说明存在唯一的 k-代数同态 η : R[x; τ1] → M2(R[x; τ1]) 满足 η(x) = Y 且下图交换:

R R[x; τ1]

M2(R[x; τ1])

η
η

根据 η 的构造, 存在唯一的 k-线性变换 δ2 : R[x; τ1] → R[x; τ1] 使得

δ2(h) =

(
τ2(h) δ2(h)

0 h

)
, ∀h ∈ R[x; τ1].

这说明 δ2 是 R[x; τ1] 上的 τ2-导子. 于是我们得到累次 Ore 扩张代数 k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2]. 注意 τ2-导子 δ2

满足 δ2(R) = 0 且 δ2(x) = (z−1 − z)/(q − q−1).
下面说明量子包络代数 Uq(sl2(k)) 到 k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2] 的自然的代数同构将 K 对应到 z, E 对应

到 x 并把 F 对应到 y. 首先在累次 Ore 扩张代数 k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2] 中, 有 xz = q−2zx, yz = q2zy(注
意前面已经指出 δ2(z) = 0) 以及 xy − yx = −δ2(x) = (z − z−1)/(q − q−1). 所以我们得到标准 k-代数同态
φ : Uq(sl2(k)) → k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2] 满足 φ(K) = z, φ(E) = x, φ(F ) = y. 另一方面, 由于 {zixjyk|i ∈
Z, j, k ∈ N} 是次 Ore 扩张代数 k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2] 的 k-基, 由 {KiEjF k|j, k ∈ N, i ∈ Z} 可 k-线性生成
Uq(sl2(k))(回忆 [引理1.2]), 便知 φ 是 k-线性同构. 我们把前面的讨论总结为

Proposition 1.5. 设 k[z, z−1] 是域 k 上 Laurent 多项式代数. 那么
(1) 存在唯一的 k-代数自同构 τ1 : k[z, z

−1] → k[z, z−1] 使得 τ1(z) = q−2z.
(2) 存在唯一的 k-代数自同构 τ2 : k[z, z

−1][x; τ1] → k[z, z−1][x; τ1] 使得 τ2(z) = q2z, τ2(x) = x.
(3) 对 (2) 中的代数自同构 τ2, 存在唯一的 τ2-导子 δ2 : k[z, z

−1][x; τ1] → k[z, z−1][x; τ1] 使得

δ2(z) = 0, δ2(x) =
z−1 − z

q − q−1
.

(4) 对 (3) 给出的累次 Ore 扩张代数 k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2], 有 k-代数同构 φ : k[z, z−1][x; τ1][y; τ2, δ2] →
Uq(sl2(k)) 满足对任何自然数 j, k 和正整数 i 有 φ(zixjyk) = KiEjF k.

因为 Laurent 多项式代数是 Noether 整区, 所以由 Ore 扩张代数的性质, [命题1.5] 表明

Corollary 1.6. 量子包络代数 Uq(sl2(k)) 是仿射双边 Noether 整环并且有 k-基 {EiKjF k|i, k ∈ N, j ∈ Z}.

因此 Uq(sl2(k))的正 Borel子代数 U≥0
q (sl2(k))有 k-基 {EiKj |i ∈ N, j ∈ Z}. 负 Borel子代数 U≤0

q (sl2(k))

有 k-基 {F iKj |i ∈ N, j ∈ Z}. U≥0
q (sl2(k)) 与 U≤0

q (sl2(k)) 明显是仿射整环. 因为在 U≥0
q (sl2(k)) 中有 EK =

q−2KE, 沿用 [命题1.5] 的记号, 则有标准代数同态 θ : k[z, z−1][x; τ1] → U≥0
q (sl2(k)) 满足 θ(z) = K, θ(x) = E.

而 {EiKj |i ∈ N, j ∈ Z} 是 U≥0
q (sl2(k)) 的 k-基, 所以 θ 是 k-线性同构. 于是 k[z, z−1][x; τ1] ∼= U≥0

q (sl2(k)).
类似地, 可以得到代数同构 k[z, z−1][y; τ−1

1 ] ∼= U≤0
q (sl2(k)). 特别地, 我们得到
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Proposition 1.7. Uq(sl2(k)) 的正 Borel 子代数和负 Borel 子代数均为仿射双边 Noether 整环.

Remark 1.8. 因为前面我们已经得到了 U≥0
q (sl2(k))与 U≤0

q (sl2(k))的自然基, 所以我们可以通过自然基与局
部化的泛性质定义证明 U≥0

q (sl2(k)) 与 U≤0
q (sl2(k)) 都可以实现为量子平面 Oq2(k) 的局部化.

一个基本问题是 sl2(k) 的量子包络代数与泛包络代数有何联系? 关于该问题的解答可参见 [BG02, p.28,
I. Lemma 3.5], q = 1 处的量子包络代数 U1(sl2(k)) 可以理解为 U(sl2(k)) 的某种“非平凡形变”. 最后我们指
出 Uq(sl2(k)) 上的两个标准代数自同构来结束本节.

Proposition 1.9. 在 Uq(sl2(k)) 上存在唯一的代数自同构 ω 满足 ω(E) = F, ω(F ) = E,ω(K) = K−1.

Proof. 如果记 ω(E) = F, ω(F ) = E,ω(K) = K−1, ω(K−1) = K, 那么不难看到 ω(E), ω(F ), ω(K), ω(K−1)

满足 Uq(sl2(k)) 定义中的生成关系, 所以满足条件的代数自同态存在, 并且由 Uq(sl2(k)) 作为 k-代数可由
E,F,K,K−1 生成便知满足要求的 ω 唯一. 下面只需说明 ω 是双射. 根据 [推论1.6], Uq(sl2(k)) 作为线性空间

有基 {EiKjF k|i, k ∈ N, j ∈ Z}, 因此由 k-线性变换 ω 满足 ω(EiKjF k) = F iK−jEk. 结合 [命题1.3] 可知 ω

是 k-线性同构. 由此得到 ω 是 Uq(sl2(k)) 上代数自同构.

Remark 1.10. 由命题确定的代数自同构 ω 明显满足 ω2 = id.

Proposition 1.11. 在 Uq(sl2(k)) 上存在唯一的反代数自同构 τ 满足 τ(E) = E, τ(F ) = F, τ(K) = K−1.

Proof. 记 Uq(sl2(k)) 的反代数为 Uop, 需要证明存在唯一的代数同构 τ : Uq(sl2(k)) → Uop 满足 τ(E) =

E, τ(F ) = F, τ(K) = K−1. 其存在性的讨论与 [命题1.9]一致,唯一性明显. τ 是代数自同构来自 [推论1.6].

1.2 泛参数量子包络代数 Uh̄(sl2(k))

本节固定域 k 并设 h̄ 是 k 上未定元 (进而有 Laurent 多项式代数 k[h̄, h̄−1]), 依然取定 q ∈ k
× 并要求

q2 6= 1. 在单参数量子仿射空间场景, 我们知道泛参数的量子仿射空间 Oh̄(k
n) 可“特殊化”Oh̄(k

n)/(h̄− q) ∼=
Oq(k

n) 来得到 q 处的量子仿射空间, 这使得当 q = ε 是单位根时 Oε(k
n) 上有自然的 Poisson order 结构, 于

是人们能够通过 Poisson 几何的工具来研究 Oε(k
n) 的表示理论. 下面我们对 sl2(k) 的量子包络代数作类似的

讨论. 首先是定义泛参数的量子包络代数.
设 Uh̄(sl2(k)) 是由生成元生成元 E,F,K,K−1 和关系

KEK−1 = h̄2E,KFK−1 = h̄−2F,EF − FE =
K −K−1

h̄− h̄−1 ,KK−1 = K−1K = 1

生成的 k[h̄, h̄−1]-代数, 称 Uh̄(sl2(k)) 是 h̄ 处的量子包络代数. 因为 Uh̄(sl2(k)) 和 Uq(sl2(k)) 具有相同形式的

生成元和生成关系, 所以有标准 k-代数同态 Φ : Uh̄(sl2(k)) → Uq(sl2(k)) 满足 Φ(h̄) = q,Φ(E) = E,Φ(F ) =

F,Φ(K) = K, 即 Φ 是赋值 h̄ = q 诱导的代数同态, 不难看出 Φ 是满射. 易见 (h̄ − q) ⊆ KerΦ, 下面说明
(h̄− q) = KerΦ. 类似于 Uq(sl2(k)), Uh̄(sl2(k)) 作为 k[h̄, h̄−1]-模可由 {EiKjF k|i, k ∈ N, j ∈ Z} 生成. 任取∑

i,j,k

fijk(h̄, h̄
−1)EiKjF k ∈ KerΦ,

由 {EiKjF k|i, k ∈ N, j ∈ Z} 是 Uq(sl2(k)) 的基得到 fijk(q, q
−1) = 0, 再注意到对任何 g(h̄, h̄−1) ∈ k[h̄, h̄−1],

g(h̄, h̄−1) − g(q, q−1) ∈ (h̄ − q)(注意 h̄−1 − q−1 = h̄−1(q − h̄)q−1 也在该理想内), 所以 fijk(h̄, h̄
−1) ∈ (h̄ − q).

于是 KerΦ ⊆ (h̄− q), 我们得到 (h̄− q) = KerΦ. 特别地, 得到
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Proposition 1.12. 上述代数同态 Φ 诱导 k-代数同构 Uh̄(sl2(k))/(h̄− q) ∼= Uq(sl2(k)).

Remark 1.13. 易见 h̄ − q 是 Uh̄(sl2(k)) 中的中心正则元 (利用 Uh̄(sl2(k)) 的自然基以及代数同态 Φ 可得

Uh̄(sl2(k)) 有 k-基 {h̄ℓEiKjF k|i, k ∈ N, j, ℓ ∈ Z}, 进而考察字典序下的首项可证得结论).

1.3 单位根处量子包络代数 Uε(sl2(k))

本节固定域 k 以及正整数 ℓ ≥ 3(如果讨论 Uε(sl2(k)) 的表示理论通常会进一步假定 ℓ 是奇数), 并设
ε ∈ k

× 是 ℓ 次本原单位根. 根据 Uε(sl2(k)) 的定义, 其生成元 E,F,K,K−1 满足

KEK−1 = ε2E,KFK−1 = ε−2F,EF − FE =
K −K−1

ε− ε−1
,KK−1 = K−1K = 1.

特别地, 由 εℓ = 1 立即得到 KℓE = EKℓ, EℓK = KEℓ,KℓF = FKℓ, F ℓK = KF ℓ 以及 [ℓ] = 0. 所以由 [引
理1.2] 可知 EF ℓ = F ℓE,FEℓ = EℓF . 总之, 这让我们看到如果置 Z0 = k[Eℓ,K±ℓ, F ℓ], 那么 Z0 是 Uε(sl2(k))

的中心子代数. 根据 [推论1.6], {EiKjF k|i, k ∈ N, j ∈ Z}是 Uε(sl2(k))的 k-基,因此 k[Eℓ,Kℓ, F ℓ] ∼= k[x, y, z]

并且 Uε(sl2(k)) 作为 Z0 上的模是以 {EiKjF k|0 ≤ i, j, k ≤ ℓ− 1} 为基的自由模. 因此 rankZ0
Uε(sl2(k)) = ℓ3.

类似地, 对 Uε(sl2(k)) 的正 Borel 子代数 U≥0
ε (sl2(k)), 如果记 Z≥0

0 = k[Eℓ,K±ℓ], 那么 U≥0
ε (sl2(k)) 是 Z≥0

0 上

秩为 ℓ2 的自由模. 相应地, 负 Borel 子代数 U≤0
ε (sl2(k)) 是 Z≤0

0 = k[F ℓ,K±ℓ] 上秩为 ℓ2 的自由模. 因此

Proposition 1.14. Uε(sl2(k)) 以及 U≥0
ε (sl2(k)),U≤0

ε (sl2(k)) 都是 k 上仿射模有限整环. 特别地, 为素 PI 环.

并且根据前面的讨论我们立即看到 PI-deg Uε(sl2(k)) ≤ ℓ3/2,PI-deg U≥0
ε (sl2(k)),PI-deg U≤0

ε (sl2(k)) ≤ ℓ.
特别地, 当 k 是代数闭域时, 标准的 PI 代数理论表明 Uε(sl2(k)) 在 k 上的不可约表示维数不超过 ℓ3/2.

最后讨论 k 是代数闭域时 Z0 的极大谱以及每个极大理想 m 对应的纤维代数 Uε(sl2(k))/mUε(sl2(k)) 的

线性维数来结束本节. 首先确定 Z0 的极大谱, 只需注意到 Z0 是多项式代数 Z≥0
0 关于 Kℓ 生成的乘法幺半群

的局部化, 再由 Hilbert 零点定理和局部整体性质便知 Z0 的每个极大理想形如

m = (Eℓ − c, F ℓ − b,Kℓ − α), b, c ∈ k, α ∈ k
×.

因为之前已经说明 {EiKjF k|0 ≤ i, j, k ≤ ℓ− 1} 是 Uε(sl2(k)) 作为 Z0-模的基, 所以由 k ∼= Z0/m 得到

dimkUε(sl2(k))/mUε(sl2(k)) = ℓ3.

类似地, Uε(sl2(k)) 的正负 Borel 子代数 U≥0
ε (sl2(k)),U≤0

ε (sl2(k)) 关于中心子代数 Z≥0
0 ,Z≤0

0 的极大理想对应

的纤维代数的 k-线性维数都是 ℓ2.
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