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处理复仿射代数群的一个基本手段是将其 “复解析化” 为复 Lie 群后使用复流形的理论来研究复代数群.
这源于任何 d 维不可约光滑复仿射簇都能自然赋予 d 维复流形结构 (作为仿射簇的维数和作为复流形的维数
相同). 更一般地, 复数域上任何不可约仿射簇的光滑轨迹都能够赋予典范的复流形结构 [Mum76, OV90]. 这
份笔记的主要目标便是记录这一事实的证明 (相关基本术语见 [Har77, Huy05]):

Theorem 0.1 ([OV90, p.90]). 设 X ⊆ Cn 是不可约复仿射簇, Xreg 是 X 的所有 (Zariski 切空间意义下定义
的) 光滑点构成的子集 (特别地, Xreg 是 X 的稠密开子集). 那么 Xreg 关于 Cn 上欧式拓扑具有自然的复流形

结构, 并且作为复流形的维数就是 X 作为仿射簇的维数. 特别地, d 维光滑复仿射簇有典范 d 维复流形结构.

如果 G 是 d 维复仿射代数群, 那么 G 的不可约分支两两不相交且是 d 维光滑簇. 应用 [定理0.1] 可知 G

关于欧式拓扑具有的典范复流形结构构成复 Lie 群 [OV90, p.101]. 更一般地, 对不可约分支维数相同的复光
滑仿射簇 X(例如复 Calabi-Yau 仿射簇), 我们也能够应用 [定理0.1] 赋予 X 上复流形结构. 因此, 若 C 是极

大理想高度一致的 d 维正则交换仿射 C-代数, 极大谱 maxSpecC 有典范的 d 维复流形结构.
基于 [定理0.1], 我们能够对不可约光滑复仿射簇 X 讨论其复解析化 Xan 上的全纯切空间和多重向量场.

一个基本的观察是这时 X 在 p ∈ X 处的 Zariski 切空间和全纯切空间有典范同构, [命题2.1]. 进而我们能够将
X 上代数多重向量场视作 Xan 上的全纯多重向量场, 特别地, 得到不可约光滑 Poisson 簇 (X, {−,−}) 的复解
析化 Xan 具有 Poisson 结构 π ∈ X2(Xan) 使得 C-Poisson 代数 H(Xan), 复 Poisson 流形 (Xan, π) 上的全纯

函数代数, 以正则函数代数 O(X) 为 Poisson 子代数 [BG03]. 因此我们能够对不可约光滑 Poisson 簇 X 讨论

作为复 Poisson 流形 Xan 辛叶分解 Xan =
∐

Sp(X
an), [Wei83], 这里每个辛叶 Sp(X

an) 具有辛流形结构, 任
意两点有分段 Hamilton 道路相连, 且都是 Xan 的浸入子流形.
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1 定理0.1的证明

1.1 记号与准备

在给出 [定理0.1] 的证明前我们引入一些记号并做一些准备. 设定义仿射簇 X 的理想可由 {f1, ..., fm} ⊆
C[x1, ..., xn] 生成. 对每个 p ∈ X, TpX 表示 X 在 p 处的 Zariski 切空间, 那么总有

dimC TpX = n− rankJp ≥ dimpX = dimX, (1.1)

式(1.1)的最后一个等号来自 X 的不可约条件, 记号 Jp 表示下述 Jacobi 矩阵:

Jp =



∂f1
∂x1

(p) ∂f1
∂x2

(p) · · · ∂f1
∂xn

(p)

∂f2
∂x1

(p) ∂f2
∂x2

(p) · · · ∂f2
∂xn

(p)

...
... . . . ...

∂fm
∂x1

(p) ∂fn
∂x2

(p) · · · ∂fm
∂xn

(p)


.

记 r := n− dimX. 则 p ∈ Xreg 当且仅当 rankJp = r. 并注意到对任何 q ∈ X, (1.1)说明 rankJq ≤ r. 所以

当 J 的分量视作 X 上正则函数时, J 的所有 r + 1 阶子式作为 X 上的正则函数都是零.

现在取定 p ∈ Xreg, 那么总有 Jp 的 r 阶子式非零, 我们不妨设

det



∂f1
∂x1

(p) ∂f1
∂x2

(p) · · · ∂f1
∂xr

(p)

∂f2
∂x1

(p) ∂f2
∂x2

(p) · · · ∂f2
∂xr

(p)

...
... . . . ...

∂fr
∂x1

(p) ∂fr
∂x2

(p) · · · ∂fr
∂xr

(p)


6= 0. (1.2)

对于一般情形, 下面的讨论依然成立, 区别是涉及到的指标 (来自子式的行标和列标) 更复杂. 我们有

Lemma 1.1 ([OV90]). 对 1 ≤ i ≤ m 和 1 ≤ k ≤ r, 存在 C[x1, ..., xn] 中多项式 gik 作为 X 上正则函数有:

D
∂fi
∂xj

=
r∑

k=1

gik
∂fk
∂xj

, ∀1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

其中 D 表示由 J 的前 r 行和前 r 列给出的 r 阶子式 (这是多项式, 也可视作 X 上正则函数).

Proof. 如果 1 ≤ i ≤ r, 命 gik = δikD. 下设 r+1 ≤ i ≤ m, 对每个 1+ r ≤ j ≤ n, 考虑 J 的前 r 行和第 i 行带

上前 r 列与第 j 列构成的 r + 1 阶子式 (作为 X 上正则函数是零), 记该子式按照最后一列展开, ∂fk/∂xj 在
r+1 阶子式中的代数余子式是 Akj(当 k = i 时, 代数余子式就是 D). 那么 Akj 和关于 j ≥ r+1 的选取无关,
记作 Ak(例如 Ai = D). 那么对 j ≥ r + 1 有 Ai

∂fi
∂xj

− Ai−1
∂fr
∂xj

+ · · ·+ (−1)rA1 = 0. 并且该等式对 1 ≤ j ≤ r

也成立: 如果 j0 ≤ r, 将 J 的前 r 行和第 i 行构成的 (r + 1)× n 阶子矩阵, 取前 r 列, 但额外增加该子矩阵的
第 j0 列作为第 r + 1 列得到的矩阵行列式明显是零, 考察该 r + 1 阶行列式按照最后一列的展开. 故对

D
∂fi
∂xj

= Ai−1
∂fr
∂xj

+ · · ·+ (−1)r−1A1 = 0,

适当调整系数的符号便得到多项式 gik 的存在性.
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1.2 定理0.1的证明

保持前面的记号. 现在我们证明 [定理0.1]: 只需要说明任何 p ∈ Xreg, 存在 Cn 在欧式拓扑下的开子

集 U , 使得 Xreg ∩ U 到 Cn−r 的某个开子集有双全纯映射 φU , 并且当 (Xreg ∩ U,φU ) 和 (Xreg ∩ V, φV ) 的

定义域有交集时, φU 和 φV 全纯相容. 现在我们由(1.2), 可应用全纯映射版本的隐函数定理得到存在 Cr 的

开子集 U1 和 Cn−r 的开子集 U2 以及全纯映射 g : U2 → U1 使得 p ∈ U1 × U2 满足 D 关于 U1 × U2

中所有点是非零的并且对任何 z = (z1, ..., zn) ∈ U1 × U2, fj(z) = fj(p) 对所有的 1 ≤ j ≤ r 成立当且仅当

g(zr+1, ..., zn) = (z1, ..., zr). 因此, z ∈ Cn在 f1, ..., fr 的公共零点集X ′中当且仅当 g(zr+1, ..., zn) = (z1, ..., zr).
我们把 g : U2 → U1 写作 g = (g1, ..., gr), 每个 gj 是取值在 C 中的全纯函数. 我们总可适当选取 U2 是道路

连通的. 现在记 U := U1 × U2(那么 p ∈ U ∩ X ⊆ Xreg). 那么 X ′ ∩ U 到 Cn−r 的开子集 U2 的有全纯映射

φU : (z1, ..., zn) 7→ (zr+1, ..., zn), 它有逆映射 p 7→ (g1(p), ..., gr(p), p), 所以 φU 定义了 X ′ ∩U 到 U2 ⊆ Cn−r 的

双全纯映射. 我们断言
X ′ ∩ U = X ∩ U. (1.3)

一旦断言(1.3)成立, 那么 X ′ ∩ U = Xreg ∩ U 并且根据我们关于 φU 的构造方式, 有交集有坐标卡并且当
(Xreg ∩ U,φU ) 和 (Xreg ∩ V, φV ) 自动全纯相容, 便能够得到 Xreg 是 n− r = dimX 维复流形.

现在我们验证(1.3)来完成证明. 只需要验证 X ′ ∩ U ⊆ X ∩ U . 我们记 p = (p1, ..., pn). 考虑道路连通空间
U2 中的光滑道路 γ : [0, 1] → U2, t 7→ (xr+1(t), ..., xn(t)) 满足 γ(0) = (pr+1, ..., pn), 那么我们能够得到 X ′ ∩ U
中光滑道路 θ : t 7→ (g1(xr+1(t), ..., xn(t)), ..., gr(xr+1(t), ..., xn(t)), xr+1(t), ..., xn(t)). 由 [引理1.1],

D(θ(t))
∂fi
∂xj

(θ(t)) =
r∑

k=1

gik(θ(t))
∂fk
∂xj

(θ(t)) +
m∑
ℓ=1

hiℓ(θ(t))fℓ(θ(t)), ∀1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

其中 hiℓ ∈ C[x1, ..., xn]. 对每个 j, 将上式两边乘上 d(xj(t))/dt 并求和得到

D(θ(t))
dfi(θ(t))

dt
=

r∑
k=1

gik(θ(t))
dfk(θ(t))

dt
+

m∑
ℓ=1

ψiℓ(θ(t))fℓ(θ(t)) =
m∑
ℓ=1

ψiℓ(θ(t))fℓ(θ(t)).

上式最后一个等号来自 fk(θ(t)) = 0, ∀t ∈ [0, 1](因为 X ′ 是 f1, ..., fr 的公共零点集). 现在一阶常微分方程组

dfi(θ(t))

dt
=

m∑
ℓ=1

ψiℓ(θ(t))

D(θ(t))
fℓ(θ(t))

有初值条件 fi(θ(0)) = 0, i = 1, ...,m, 并且满足 Picard-Lindelöf 定理 (解的存在唯一性定理) 条件, 所以有
fi(θ(t)) = 0, ∀t ∈ [0, 1]. 特别地, 根据 U2 的道路连通性, 我们能够需求 θ(t) 是连接 p 和 X ′ ∩ U 中任给点的光
滑道路来得到 X ′ ∩ U 中所有点都是 f1, ..., fm 的公共零点, 故(1.3)成立.

2 光滑 Poisson 簇的解析化

2.1 Zariski 切空间和全纯切空间

Proposition 2.1. 设 X ⊆ Cn 是 d 维不可约光滑复仿射簇, Xan 是 X 经 [定理0.1] 得到的 d 维复流形. 那么
对任何 p ∈ X, 标准映射 Tp(X

an) → TpX 是单射, 特别地, 得到 C-线性同构 Tp(X
an) ∼= TpX. 特别地, 如果 G

是复仿射代数群, 那么 G 在单位元处的切空间 TeG 与复 Lie 群 Gan 在 e 处的切空间有典范同构.
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Proof. 这里标准映射 Tp(X
an) → TpX 将每个 ν ∈ Tp(X

ann) 映至 (f 7→ ν([f ])) ∈ TpX, 这里将 Tp(X
an) 视作

X 在 p 处全纯函数芽环到 C 的导子模. 要证明命题只要说明如果 δ ∈ Tp(X
an) 作用所有 p 处的正则函数芽

是零, 那么 δ 作用所有的全纯函数芽是零. 任取 Xann 在 p 处的全纯函数芽 [f ], 这里 f 是 p 的 (关于复流形
拓扑的) 开邻域 U 上的全纯函数. [定理0.1] 的证明过程表明可设全纯坐标卡 (U,φ) 上有局部坐标 xi1 , ..., xid ,
这里 1 ≤ i1 < · · · < id ≤ n 且 φ : U ⊆ Cn → φ(U) ⊆ Cd 是标准投射给出的双全纯映射. 那么 fφ−1 是关于

xi1 , ..., xid 的全纯函数. 根据 Hadamard 引理, 存在关于 φ(p) 的开邻域 φ(V ) ⊆ φ(U) 使得在 φ(V ) 上 fφ−1

可以表示为 fφ−1 =
∑d

k=1(xik − xik(p))T
(k), 其中 T 是 φ(V ) 上全纯函数. 所以 f 在 V 上可以表示为

f =
d∑

k=1

(xik − xik(p))gk, (2.1)

其中 gk 是 V 上的全纯函数. 对(2.1)定义的全纯函数芽等式两边作用 δ 得到 δ([f ]) = 0.

根据 [命题2.1], 对不可约复光滑仿射簇 X 和其复解析化 Xan 在每个 p ∈ X 处有 Zariski 切空间 TpX 和

全纯切空间 Tp(X
an) 视作等同. 点 p 处每个 Zariski 切向量由唯一的全纯切向量诱导. 故对每个 k ∈ N 有

∧kTp(X
an)

∼=→ ∧kTpX. (2.2)

所以 X 上代数 k-向量场 π ∈ ∧kDerC(O(X)) 可自然视作 Xan 上全纯 k-向量场.

2.2 光滑 Poisson 簇的解析化

设仿射簇 X ⊆ Cn, 那么 O(X) 是 C[x1, ..., xn] 的商代数 C[x1, ..., xn]/IX 且任何 X 上代数向量场 δ ∈
DerCO(X) 都可以提升为某个 C[x1, ..., xn] 的作用 IX 稳定的导子 δ̃: 首先 δ 诱导映射 δ′ : C[x1, ..., xn] →
O(X) = k[x1, ..., xn]/IX , 命 δ̃(xi) 是 δ′(xi) ∈ k[x1, ..., xn]/IX 的某个代表元, 那么 f 7→

∑n
i=1(∂f/∂xi)δ̃(xi) 定

义了 k[x1, ..., xn] 上导子 δ̃, δ̃(IX) ⊆ IX 且诱导 δ. 这说明存在多项式函数 hi1···ik ∈ C[x1, ..., xn] 使得∑
1≤i1<···<ik≤n

hi1···ik
∂

∂xi1
∧ ∂

∂xi2
∧ · · · ∧ ∂

∂xik
(2.3)

能够诱导 π. 进而对任何 p ∈ X, 同构(2.2)说明∑
1≤i1<···<ik≤n

hi1···ik(p)
∂

∂xi1

∣∣
p
∧ ∂

∂xi2

∣∣
p
∧ · · · ∧ ∂

∂xik

∣∣
p
∈ ∧kTpX ∼= ∧kTp(X

an)�

于是(2.3)所定义的 Cn 上全纯向量场能够限制为 Xan 上全纯向量场 πan 使得 πan 能够诱导 π. 所以

Corollary 2.2 ([BG03]). 设 (X, {−,−}) 是 C 上仿射光滑 Poisson 簇, 其中 {−,−} 是 X 的正则函数代数上

的 Poisson 括号. 并记 X 的复解析化 Xan 的全纯函数代数为 H(Xan). 则有全纯双向量场 π ∈ X2(Xan) 使得

(X,π) 成为复 Poisson 流形且正则函数代数 O(X) 成为 H(Xan) 的 Poisson 子代数.
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