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这份笔记主要记录光滑流形M上所有光滑 k-形式构成的模 Ωk(M)的等价刻画并介绍 Ωk(M)与 Ω1(M)

之间的联系——Ωk(M) ∼=
∧k

C∞(M) Ω
1(M), 主要参考文献是 [Lee12] 和 [Nes03]. 从这个等式可自然地给出

Kähler 高阶形式的定义, 关于 Kähler 微分的基本概念可参见 [Eis04] 或 [Har77]. 全文考虑的流形均为实流形.

1 交错张量

本节固定 n 维光滑流形 M, 记 M 上协变 k-张量丛为 T kT ∗M, 其光滑截面模, 即 M 上所有光滑协变

k-张量场构成的 C∞(M)-模, 记作 T k(M). M 上所有光滑向量场构成的模记作 X(M).
如果 A ∈ T k(M), 那么 A 可自然诱导多重 C∞(M)-线性函数

A : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
k项

→ C∞(M)

(X1, ..., Xk) 7→ A(X1, ..., Xk),

其中 A(X1, ..., Xk) : M → R, p 7→ Ap(X1|p, ..., Xk|p). 如果 A 是光滑的交错 k-张量场, 那么 A 便是 X(M) 上

的交错 k-重线性函数. 易见有 C∞(M)-模同态 Θ : T k(M) → {A|A是X(M)上k-重C∞(M)-线性函数} 满足
Θ(A) = A, 这里 A 如上定义. 并且若把 Θ 限制在交错张量场上, 可将每个交错张量场对应到交错 C∞(M)-线
性函数. 在讨论光滑交错张量场与交错 C∞(M)-线性函数的对应关系前, 先说明上述同态 Θ 是同构.
如果 A,B ∈ T k(M) 满足 Θ(A) = Θ(B), 则对任给 p ∈ M 以及含 p 的光滑坐标卡 (U,φ), 设 φ 的坐标表

示为 (xi)
n
i=1, 那么存在 p 的开邻域 B 使得 B ⊆ U . 考察 U 上坐标向量场在M 上的光滑延拓, 用 Θ(A),Θ(B)

作用之, 可得 Ap = Bp, 所以 Θ 是单 C∞(M)-模同态. 下面说明 Θ 是满射.
任取 k 重 C∞(M)-线性函数 A : X(M)×· · ·×X(M) → C∞(M). 我们先说明 A在光滑向量场 X1, ..., Xk

下的像 A(X1, ..., Xk) 在每点 p ∈ M 处的取值由 Xi 在 p 附近的局部性态决定. 如果 Xi 在 p 的某个开邻域 U

上取值为零, 不妨设 U 是含 p 的某个光滑坐标卡的定义域. 那么可构造光滑函数 ψ : M → R 使得 ψ(p) = 1

且 Suppψ ⊆ U . 进而 ψXi 是零向量场, 进而 0 = A(X1, ..., ψXi, ..., Xk)(p) = ψ(p)A(X1, ..., Xk)(p), 这说明
A(X1, ..., Xk)(p) = 0, 因此 A(X1, ..., Xk)(p) 被 X1, ..., Xk 在 p 附近的性态决定.

1

mailto:qtcmaths@126.com


下面我们说明 A 在光滑向量场 X1, ..., Xk 下的像 A(X1, ..., Xk) 在每点 p ∈ M 处的取值由 X1|p, ..., Xk|p
决定. 如果 Xi|p = 0, 设 Xi 在某个含 p 光滑坐标卡 (U,φ) 上可由局部坐标 (xi)

n
i=1 表示为

Xi =
n∑

j=1

Xj
i (∂/∂xj).

这里每个分量函数 Xj
i : U → R 光滑. 并且 Xj

i (p) = 0, ∀1 ≤ j ≤ n.
设 p 有开邻域 B ⊆ U 满足 B ⊆ U , 将 B 上坐标向量场 ∂/∂xj 光滑地延拓到M 上, 记作 Ej . 同样把光

滑函数 Xj
i 延拓为M 上, 记作 f j

i . 则满足 Ej |B = (∂/∂xj)|B 以及 f j
i |B = Xj

i . 那么在 B 上有
n∑

j=1

f j
i Ej = Xi,

进而由前面得到的 A(X1, ..., Xk)(p) 被 X1, ..., Xk 在 p 附近的性态决定可知

A(X1, ..., Xk)(p) = A(X1, ..., Xi−1,
n∑

j=1

f j
i Ej , Xi+1, ..., Xk)(p) =

n∑
j=1

f j
i (p)A(X1, ..., Xi−1, Ej , Xi+1, ..., Xk)(p).

现在由 f j
i (p) = Xj

i (p) = 0 得到 A(X1, ..., Xk)(p) = 0, 这说明 A(X1, ..., Xk)(p) 只依赖于 X1|p, ..., Xk|p.
现在我们可以定义粗糙张量场 A : M → T kT ∗M, p 7→ Ap 满足 Ap(v1, ..., vk) = A(V1, ..., Vk)(p), 其中 Vj

是 vj 在整个M 上的光滑延拓. 根据前面的讨论, Ap : (TpM)k → R 是定义合理的映射, 于是由 A 的多重线
性性立即看到 Ap 是多重 R-线性函数, 因此 A 是定义合理的粗糙张量场. 现对任何光滑向量场 X1, ..., Xk 有

A(X1, ..., Xk)(p) = Ap(X1|p, ..., Xk|p) = A(X1, ..., Xk)(p), ∀p ∈ M.

因此由 A(X1, ..., Xk) ∈ C∞(M) 可知 A ∈ T k(M). 进而由 A 的构造可知 Θ(A) = A, 因此 Θ 是同构. 这里再
指出当 A 是交错 C∞(M)-线性函数时, 我们构造的张量场 A 也是交错的. 现将前面的讨论总结为

Theorem 1.1. 前面定义的 C∞(M)-模同态 Θ 是模同构, 并且 A ∈ T k(M) 交错当且仅当 Θ(A) 交错.

Remark. 该定理一般被称为张量刻画引理, 可类似对混合张量的情形证明相应结果.

记 T kT ∗M 中所有交错张量构成的子集为 ΛkT ∗M, 即 ΛkT ∗M =
∐

p∈M
Λ(k)(T ∗

pM), 我们有标准线性同构

Λ(k)(T ∗
pM) ∼= ∧kT ∗

pM,

上式右侧是余切空间在 R 上的 k 次外幂. 将上述同构视作等同, 可知在 p 的任何光滑坐标卡 (U,φ) 的局部坐

标表示 (xi)
n
i=1 下, Λ(k)(T ∗

pM)有基 {dxi1 |p∧· · ·∧dxik |p|1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n}. 可赋予 ΛkT ∗M自然的拓扑结

构与光滑结构使得它与标准投射 π : ΛkT ∗M → M给出M上光滑向量丛. 称 ΛkT ∗M的截面为M上微分 k-
形式或 k-形式, k被称为该形式的次数. 光滑的微分 k-形式有时也简称为光滑 k-形式. 我们把所有光滑 k-形式
构成的 C∞(M)-模记作 Ωk(M). 例如 Ω1(M) = T 1(M). 那么根据 ΛkT ∗M的定义以及 Θ是保持交错性的模

同构可知有 C∞(M)-模同构 Ωk(M) ∼= {A : X(M)×· · ·×X(M) → C∞(M)|A是交错多重C∞(M)-线性函数}.
特别地, 我们得到 C∞(M)-模同构 Ωk(M) ∼= HomC∞(M)

(∧k
C∞(M) X(M), C∞(M)

)
.

由 Swan 定理, X(M) 是有限生成投射 C∞(M)-模, 所以有下述 C∞(M)-模同构:

Ωk(M) ∼= HomC∞(M)(∧k
C∞(M)X(M), C∞(M)) ∼= ∧k

C∞(M)HomC∞(M)(X(M), C∞(M)) ∼= ∧k
C∞(M)Ω

1(M).

Theorem 1.2. 设M 是光滑流形, 则对任何自然数 k 有 C∞(M)-模同构 Ωk(M) ∼=
∧k

C∞(M) Ω
1(M).
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因为 Ω1(M) 作为有限生成 C∞(M)-模总可由一些恰当形式生成, 所以 Ωk(M) 中任何元素都形如∑
1≤i1<···<ik≤n

fi1···ikdgi1 ∧ · · · ∧ dgik ,

其中 fi1···ik , gi1 , ..., gik ∈ C∞(M). 在流形的局部上可把 gi1 , ..., gik 选取为局部坐标的坐标余切向量场.

2 Kähler 高阶形式

设 R 是含幺交换环 K 上的交换代数, 记 (Ω(R), δ) 是 R 的 Kähler 微分模. 如果 R = C∞(M) 是光滑流

形M 的光滑函数环, 那么 R 作为 R-代数决定的 Kähler 微分模 (Ω(C∞(M)), δ) 与 (Ω1(M), d) 一般不同, 这
里 d : C∞(M) → Ω1(M) 是微分映射. 反例可参见 [Nes03, p.229, Proposition 14.10].
受 [定理1.2] 启发, 对 K-交换代数 R, 对每个自然数 k, 我们将 Kähler 微分模 Ω(R) 在 R 上的 k 次外

幂 ∧k
RΩ(R) 记作 Ωk(R). 其中的元素称为 R 的 Kähler k-形式. 如果 A 是 K 上本质有限型的交换代数, 由

Kähler 微分模的局部化性质易知 Ωk(R) 是有限生成 R-模.
如果 R 是光滑的, 即满足任何 K-代数 S, 满足 I2 = 0 的理想 I 以及 K-代数同态 α : R → S/I, 都可将

α 提升到为 A 到 S 的 K-代数同态, 则可借助平凡扩张的性质证明 Ω(R) 是投射 R-模.
因此, 对本质有限型的光滑代数 R 以及自然数 k, 有 Ωk(R) 是有限生成投射 R-模. 再结合 R-模同构

Xk(R) ∼= HomR(Ω
k(R), R),

这里 Xk(R) = {F ∈ HomK(∧k
KR,R)|F在每个分量上是K-导子} 为 R 上交错 k 重 K-线性导子全体, 可知

Ωk(R) ∼= HomR(X
k(R), R).

Example 2.1. 对上式取 k = 1, 则 X1(R) = DerKR 是 R 的导子模. 则 Ω(R) ∼= HomR(DerKR,R).

Remark. 当 R = C∞(M) 是光滑流形M 的光滑函数环时, 同样有 C∞(M)-模同构

Ω1(M) ∼= HomC∞(M)(X(M), C∞(M)),

因此交换代数上的导子是光滑向量场的代数推广, Kähler 1-形式是光滑 1-形式的代数类似物.
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