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1 仿射簇的积

本节介绍仿射簇的乘积, 并说明乘积簇的坐标环是原有坐标环的张量积 (见 [命题1.3]).
设 k 是域, 对仿射簇 X ⊆ k

m, Y ⊆ k
n, 记 I = I(X) ⊆ k[x1, ..., xm], J = I(Y ) ⊆ k[xm+1, ..., xm+n], 把

I, J 都视作多项式代数 k[x1, ..., xn+m] 的子集, 易见在仿射空间 k
m+n 中 V (I) = X × k

n, V (J) = k
m × Y ,

故在 k
n+m 中 V (I ∪ J) = V (I) ∩ V (J) = X × Y. 这说明对仿射簇 X,Y , 作为集合作笛卡尔积得到的集合

X × Y ⊆ k
n+m 确实为仿射簇 (为 k

n+m 中一些多项式的公共零点集). 并且可直接验证

Proposition 1.1. 设 k 是域, X ⊆ k
m, Y ⊆ k

n 是仿射簇. 那么 (X × Y, {pX , pY }) 是仿射簇范畴中 X 与 Y

的积, 其中 pX : X × Y → X, pY : X × Y → Y 是 X × Y 在各个分量上的标准投射.

Remark 1.2. 一般将仿射簇 X × Y 称为仿射簇 X 与 Y 的乘积簇.

我们知道代数闭域上仿射簇范畴和有限生成可约交换代数范畴是范畴对偶的, 所以一个基本的问题是乘
积簇作为簇的积对应到代数范畴中的代数对象与原先两个仿射簇的坐标环有什么关系. 下面的结论表明当我
们从几何的视角切换到代数视角来看 X × Y 是 X 和 Y 的积时, 坐标环 A(X × Y ) 是 A(X) 和 A(Y ) 的余积.

Proposition 1.3. 设 k 是域, 对仿射簇 X ⊆ k
m, Y ⊆ k

n, 记 I = I(X) ⊆ k[x1, ..., xm], J = I(Y ) ⊆
k[xm+1, ..., xm+n] 以及 K = I(X × Y ) ⊆ k[x1, ..., xm+n], 则有 k-代数同构 A(X)⊗k A(Y ) ∼= A(X × Y ).

Proof. 易知 A(X) × A(Y ) → A(X × Y ), (f, g) 7→ fg 是定义合理的 k-平衡映射, 它诱导 k-线性映射 φ :

A(X)⊗k A(Y ) → A(X × Y ) 使得 φ(f ⊗ g) = fg, 易验证 φ 是 k-代数同态且是满射. 下面验证 φ 是单射: 若
不然, 设 f1 ⊗ g1 + · · ·+ fs ⊗ gs 6= 0 ∈ Kerφ, 不妨设 f1, ..., fs 是 k-线性无关的. 这时

f1(x)g1(y) + f2(x)g2(y) + · · ·+ fs(x)gs(y) = 0, ∀x ∈ X, y ∈ Y.

固定 y, 由 x 的任意性以及 {f1, ..., fs} 是线性无关的迫使每个 gj(y) = 0. 从而每个 gj ∈ I(Y ) = J , 即
gj = 0, ∀1 ≤ j ≤ s. 这说明 f1 ⊗ g1 + · · ·+ fs ⊗ gs = 0, 矛盾. 因此 φ 是 k-代数同构.

Remark 1.4. 证明过程中的代数同构 φ : A(X)⊗k A(Y ) → A(X × Y ) 的逆映射 φ−1 满足将每个单项式所在

等价类 cxi1
1 · · ·xin+m

n+m 映到 cxi1
1 · · ·xim

m ⊗ x
im+1

m+1 · · ·x
in+m

n+m .
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2 仿射代数群及其坐标环

本节介绍仿射代数群以及其坐标环上的 Hopf 代数结构 (见 [定理2.4]). 类似于拓扑群和 Lie 群, 仿射代数
群的概念无非是对具有群结构的仿射簇要求群结构与簇结构具有某些相容性.

Definition 2.1 (仿射代数群). 设群 G ⊆ k
n 是仿射簇, 如果 G 上乘法映射 m : G × G → G 和求逆映射

G → G, g 7→ g−1 是仿射簇间的正则映射, 则称 G 是仿射代数群. 称如果仿射代数群间正则映射是群同态, 则
称该正则映射为仿射代数群同态. 由此可定义出域 k 上仿射代数群范畴.

Example 2.2 (特殊线性群). 通过 k-线性同构将 Mn(k) 与 k
n2

视作等同. 那么特殊线性群 SLn(k) = {A ∈
Mn(k)|detA = 1} 是仿射簇. 其上乘法运算明显是多项式映射, 所以特殊线性群是 (非交换) 仿射代数群.

Example 2.3 (单位圆周). 考虑平面上单位圆周 S = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} = V (x2 + y2 − 1) ⊆ R2, 通过
复数的乘法赋予 S 上乘法运算, 那么 S 是实仿射代数群.

代数闭域上的仿射簇范畴与有限生成交换可约代数范畴间有标准的范畴对偶. 特别地, 两个仿射簇同构的
充要条件是它们的坐标环代数同构. 下面我们考虑仿射代数群的坐标环, 我们将看到其上有 Hopf 代数结构.
给定代数闭域 k 上的仿射簇 X ⊆ k

n, 其坐标环 A(X) = k[x1, ..., xn]/I(X) 可和 X 到 k 的多项式函数全

体 {f : X → k|f ∈ k[x1, ..., xn]} 视作等同, 那么 [命题1.3] 中的代数同构 φ : A(X)⊗k A(Y ) → A(X × Y ) 满

足 φ(f ⊗ g) : X × Y → k, (x, y) 7→ f(x)g(y). 现在我们设 G ⊆ k
n 是仿射代数群, 并记 φ : A(G) ⊗k A(G) →

A(G×G) 是标准代数同构. G 上乘法映射 m : G×G → G 使得下图交换：

G×G×G G×G

G×G G

m×idG

idG×m m

m

设 0 ∈ k
n, 群的单位元决定一标准映射 e : {0} → G, 0 7→ 1G, 它使得下图交换：

G×G

{0} ×G G× {0}

G

m

e×idG idG×e

此外, 因为群每个元素关于乘法运算有逆元, 记 inv : G → G, g 7→ g−1 是求逆映射, β1 : G → G × G, g 7→
(g−1, g), β2 : G → G×G, g 7→ (g, g−1), 则有如下交换图：

G G×G G

{0} G {0}

β1

m

β2

e e

现在我们给仿射代数群 G 的坐标环 A(G) 赋予余代数结构. 正则映射 m : G × G → G 逆变地诱导代数

同态 m∗ : A(G) → A(G × G), e : {0} → G 也诱导代数同态 e∗ : A(G) → A({0}), f 7→ fe. 利用代数同构
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A({0}) ∼= k 得到代数同态 ε : A(G) → k, f 7→ f(1G). 利用代数同构 φ : A(G)⊗k A(G) → A(G×G) 得到

A(G) A(G×G) A(G)⊗k A(G)m∗ φ−1

代数同态 ∆ = φ−1m∗ : A(G) → A(G)⊗k A(G). 下面说明 (A(G),∆, ε) 是 k-余代数, 进而结合 ∆, ε 是代数同

态便知 A(G) 是双代数. 首先有下面两个交换图：

A(G) A(G×G)

A(G×G) A(G×G×G)

m∗

m∗ (m×idG)∗

(idG×m)∗

A(G)

A({0} ×G) A(G× {0})

A(G×G)

m∗

(e×idG)∗ (idG×e)∗

记 φ−1 : A(G×G×G) → A(G)⊗k A(G)⊗k A(G) 是 φ 诱导的代数同构, 它满足对任何 f1, f2, f3 ∈ A(G) 有

φ(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) : G×G×G → k, (a, b, c) 7→ f1(a)f2(b)f3(c) 直接地计算表明下图交换：

A(G) A(G×G) A(G)⊗k A(G)

A(G×G) A(G×G×G)

A(G)⊗k A(G) A(G)⊗k A(G)⊗k A(G)

m∗

m∗ (m×idG)∗

φ−1

φ−1m∗⊗idA(G)
(idG×m)∗

φ−1
φ−1

idA(G)⊗φ−1m∗

而上图的交换性也说明了图

A(G) A(G)⊗k A(G)

A(G)⊗k A(G) A(G)⊗k A(G)⊗k A(G)

∆

∆

∆⊗idA(G)

idA(G�⊗∆

交换. 此外, 下图的交换性也可直接计算验证.

A(G)

A({0} ×G) A(G× {0})

k⊗k A(G) A(G×G) A(G)⊗k k

A(G)⊗k A(G)

m∗

φ−1
1 φ−1

2

(e×idG)∗ (idG×e)∗

φ−1

ε⊗idA(G) idA(G)⊗ε
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于是我们可得 (A(G),∆, ε) 是 k-余代数. 总结一下, 现在我们说明了仿射代数群的坐标环 A(G) 上有自然的双

代数结构 (A(G), µ, u;∆, ε), 其中 µ 是坐标环上乘法映射, u : k → A(G) 是单位元映射. 下面我们说明求逆映
射 inv : G → G 所 (逆变) 诱导的 k-代数同态 s : A(G) → A(G) 是双代数 (A(G), µ, u;∆, ε) 上的对极映射, 可
直接计算验证下图交换：

k A(G) k

A(G) A(G)⊗k A(G) A(G)

u ∆=φ−1m∗

ε ε

u

µ(s⊗idA(G)) µ(idA(G)⊗s)

于是我们得到了下述结果.

Theorem 2.4. 设 G 是代数闭域 k 上仿射代数群, 那么 (A(G), µ, u;∆, ε, s) 是交换有限生成可约 Hopf 代数.

Remark 2.5. 在 Hopf 代数的早期发展中, 主要例子来源于代数拓扑中一些特殊拓扑空间 (例如球面 S3) 的
上同调环以及仿射代数群的坐标环. 上述定理便说任何仿射代数群的坐标环上有天然 Hopf 代数结构.

对任给代数闭域 k 上仿射代数群 G1, G2 以及仿射代数群同态 φ : G1 → G2, 可逆变诱导正则映射 φ∗ :

A(G1) → A(G2). 利用 φ 保持乘法可验证 φ∗ 是 Hopf 代数同态. 因此 k 上仿射代数群范畴到 Hopf 代数范畴
有自然的逆变函子. 这使得人们可以用 Hopf 代数的工具来研究仿射代数群.

Example 2.6. 如果代数闭域 k 上仿射簇 X 6= ∅ 满足坐标环 A(X) 是 Artin 的, 那么 X 是 0 维簇 (即有限
个点构成的仿射簇). 所以对任何正整数 n, n 维仿射代数群 G 的坐标环都是无限维 Hopf 代数.
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