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这份笔记主要用于记录一些仿射 Poisson 几何的基本概念和性质. Poisson 几何方面主要参考了 [Van01]
与 [CLGV12]; 代数几何方面主要参考了 [Har77] 和 [Sha94].

1 仿射簇回顾

1.1 仿射簇与正则映射

仿射簇是古典代数几何的主要研究对象, 本节我们简要回顾一些仿射簇的基本内容, 以便约定之后使用的
记号. 固定域 k, 称 X ⊆ k

n 是仿射簇, 如果存在 S ⊆ k[x1, ..., xn] 使得 X 是 S 中所有多项式在 k
n 中的公

共零点集 (将 S 的公共零点集记作 V (S)). 易知 k
n 中所有仿射簇构成的集合满足拓扑空间的闭集公理, 进而

诱导出 k
n 上拓扑, 称之为 Zariski 拓扑. Zariski 拓扑一般不是 Hausdorff 的, 但满足单点集是闭集. 当将 k

n

视作带上 Zariski 拓扑的拓扑空间时, 将其称为 n 维仿射空间. 对仿射空间 k
n 的子集 Z, 记 k[x1, ..., xn] 中所

有可零化 Z 的多项式构成的理想为 I(Z). 易验证 V (I(Z)) 就是 Z 关于 Zariski 拓扑的闭包, 从而 Z 是仿射

簇当且仅当 Z = V (I(Z)). Hilbert 基定理告诉我们 k[x1, ..., xn] 是交换 Noether 环, 因此 k
n 以及任何赋予

Zariski 拓扑的子空间拓扑的仿射簇都是 Noether 空间. 所以任何非空仿射簇都可以分解为有限多个不可约闭
子集之并, 并且若要求该分解是不可缩短的, 即若仿射簇 X ⊆ k

n 可分解为 X = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yr, 其中每个
Yk 是不可约闭子集且 Yi ⊈ Yj , ∀i 6= j, 那么 {Y1, ..., Yr} 由 X 唯一确定. 因此对 X 的不可缩短的不可约闭子

集分解 X = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yr, 称每个 Yi 是 X 的不可约分支. 对仿射空间 k
n 内的任何仿射簇 X, 易验证

X 是不可约空间的充要条件是 I(X) 为 k[x1, ..., xn] 的素理想. 也可以直接验证 k
n 上 Zariski 拓扑有拓扑基

{kn − V (f)|f ∈ k[x1, ..., xn]}, 每个 Of = k
n − V (f) 通常被称为由 f 决定的主开集.

Lemma 1.1. 设 k 是域, 任给 k[x1, ..., xn] 中一族素理想 {Ji}i∈Γ, 那么不可约仿射簇族 {V (Ji)}i∈Γ 满足

V

(∩
i∈Γ

Ji

)
=
∪
i∈Γ

V (Ji).

Proof. 易见
∩
i∈Γ

Ji 定义的仿射簇包含每个 V (Ji), 故包含
∪
i∈Γ

V (Ji) 的 Zariski 闭包. 假设

V

(∩
i∈Γ

Ji

)
⊋
∪
i∈Γ

V (Ji),
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那么存在 p ∈ V (
∩
i∈Γ

Ji) 以及多项式 f ∈ k[x1, ..., xn] 使得 f 决定的主开集 p ∈ Of ∩ V (
∩
i∈Γ

Ji) 且 Of ∩ V (Ji) =

∅, ∀i ∈ Γ. 于是由 V (Ji) ⊆ V (f) 以及 Ji 是素理想得到 f ∈ Ji, ∀i ∈ Γ. 于是 V (f) ⊇ V (
∩
i∈Γ

Ji). 特别地,

p ∈ V (f), 这与 f(p) 6= 0 矛盾. 因此 V (
∩
i∈Γ

Ji) =
∪
i∈Γ

V (Ji).

Remark 1.2. 该引理表明仿射空间内任取一族不可约仿射簇, 定义它们的素理想族之交对应的仿射簇可由给
定的这族不可约仿射簇取并后再取 Zariski 闭包得到.

若 k 是代数闭域, 回忆下述 Hilbert 零点定理.

Hilbert’s Nullstellensatz. 设 k 是代数闭域, J 是 k[x1, ..., xn] 的理想, 则 I(V (J)) =
√
J .

Remark 1.3. 若取 Hilbert 零点定理中的理想 J 为不可约多项式生成的主理想, 那么这一特殊情形表明代数
闭域 k 上任意两个不可约多项式 f, g ∈ k[x1, ..., xn], 它们的零点集相同 (即 V (f) = V (g)) 的充要条件是存在
c ∈ k

∗ 使得 f = cg. 即不可约多项式在相伴意义下被零点集决定, 故称之为“零点定理”.

通过 Hilbert 零点定理, 我们看到当 k 是代数闭域时, 通过把仿射簇 X ⊆ k
n 对应到 k[x1, ..., xn] 的理想

I(X), 可构建 k
n 中所有仿射簇构成的集合与多项式代数 k[x1, ..., xn] 的根理想集间的双射. 该双射限制在不

可约仿射簇集上给出 k
n 中所有不可约仿射簇构成的集合与 k[x1, ..., xn] 的素理想集间的双射. 因为当 k 是代

数闭域时, k[x1, ..., xn] 中极大理想都形如 (x1 − a1, ..., xn − an), 其中 ai ∈ k, 所以上述双射限制在 k
n 中单点

集全体上给出仿射空间中的所有点和多项式代数的所有极大理想间的双射 (若进一步赋予 k[x1, ..., xn] 的极大

理想集上素谱的子空间拓扑, 即考虑多项式代数的极大谱 maxSpeck[x1, ..., xn], 那么该双射给出仿射空间与多
项式代数极大谱间的同胚). 因此 Hilbert 零点定理使得我们能够构建仿射空间中几何对象与多项式代数中代
数对象间的对应. 回忆 Serre–Swan 定理说紧致 Hausdorff 拓扑流形M 上向量丛范畴与连续函数环 C(M) 上

有限生成投射模范畴间有自然的范畴等价, 该范畴等价限制在平凡向量丛上对应于连续函数环上的自由模, 因
此我们可以通过函数环 C(M) 的表示来读出一些 M 的几何. 通过研究几何对象上的函数环的代数结构来认
识几何对象一直是几何学科中的标准方法. 遵循这一想法, 我们也可以自然地考虑仿射簇的函数环. 给定仿射
簇 X ⊆ k

n, 称 O(X) = k[x1, ..., xn]/I(X) 为 X 的坐标环. 仿射簇的坐标环可视作成仿射簇上的多项式函数
环. 因为仿射簇 X 对应的理想 I(X) 是多项式代数的根理想, 所以坐标环总是可约环 (即没有非零幂零元的含
幺交换环) 若仿射簇间映射 φ : X → Y 是多项式函数的限制, 则称之为正则映射. 一般而言可逆的正则映射其
逆映射未必仍正则. 如果仿射簇间正则映射 φ : X → Y 可逆且逆映射仍为正则映射, 则称 φ 是正则同构, 这
时也称 X 与 Y 作为仿射簇同构. 考虑域 k 上所有仿射簇以及仿射簇间的正则映射可自然地得到一个范畴, 称
为域 k 上仿射簇范畴. 因此一般把域上有限生成代数称为仿射代数. 域上交换仿射代数总是 Jacobson 环.

Proposition 1.4. 设 A 是域 k 上交换仿射代数, 那么 A 的任何素理想是一些极大理想之交.

Proof. 通过 A是仿射代数易知 A[x]的任何极大理想与 A之交是 A的极大理想. 反之, A的任何极大理想m均

为 A[x]某个极大理想 (取 A[x]中所有常数项在 m中的多项式构成的极大理想)与 A之交. 因此 A的极大理想

全体恰好是那些可以写成 A[x]的某个极大理想与 A之交的理想. 下证 A的任何理想 I 的根理想
√
I 就是所有

含 I 的极大理想之交. 任取 a ∈ A满足 a属于每个 A的含 I 的极大理想. 设 J 是 A[x]中由 I∪{ax−1}生成的
理想,断言 J = A[x]. 若不然,则存在 A[x]的极大理想M 使得 J ⊆ M ,所以 I ⊆ J∩A ⊆ M∩A,于是根据前面
的讨论知 a ∈ M ∩A. 结合 ax−1 ∈ M 得到 1 ∈ M ,矛盾. 所以 J = A[x]. 现设 g1, ..., gm ∈ A[x], s1, ..., sm ∈ I
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以及 g ∈ A[x] 使得 g1(x)s1 + · · · + gm(x)sm + g(x)(ax − 1) = 1. 通过嵌入 A[x] → A[x, x−1], f(x) 7→ f(x−1)

得到 g1(x
−1)s1 + · · ·+ gm(x−1)sm + g(x−1)(ax−1 − 1) = 1, 于是存在充分大的正整数 n 使得该式两边乘上 xn

后存在 A[x] 中多项式 f1(x), ..., fm(x), h(x) 使得 f1(x)s1 + · · ·+ fm(x)sm + h(x)(a− x) = xm. 对等式作赋值
x = a 立即得到 am ∈ I, 因此 a ∈

√
I. 所以域上交换仿射代数的任何理想 I 是所有含 I 的极大理想之交. 特

别地, 取 I 是 A 的素理想, 便得到 A 的素理想总是一些极大理想之交.

Remark 1.5. 因此交换仿射代数 A 的极大谱 maxSpecA 可由素谱 SpecA 中一些素理想相交得到.

对代数闭域 k 上仿射簇 X, 可通过研究坐标环 O(X) 来得到一些 X 的几何性质. 之前提到 X 中点与

O(X) 的极大理想全体有标准双射 θ : X → maxSpecR, p 7→ mp, 其中 mp 表示点 p 对应的极大理想. 而任何含
幺交换环 R 的极大谱与不可约模同构类全体 Irr(R) 间有标准双射 Irr(R) → maxSpecR, [M ] 7→ AnnRM , 因
此代数闭域上仿射簇中的点对应于坐标环的不可约表示. 即有双射 X → IrrO(X), p 7→ [O(X)/mp]. 对任意两
个仿射簇 X,Y , 根据 Morita 理论, O(X) ∼= O(Y ) 的充要条件是 O(X)-Mod ∼= O(Y )-Mod, 进而 X ∼= Y 等

价于 O(X)-Mod ∼= O(Y )-Mod. 所以从这个角度看, 坐标环的表示范畴蕴含了仿射簇所有的几何信息.
正则映射的概念可以对仿射簇的开子集 (通常称为拟仿射簇) 定义: 设 X ⊆ k

n 是域 k 上拟仿射簇,
p ∈ X. 称 X 上函数 φ : X → k 在点 p 处正则, 如果存在 p 点的开邻域 U 以及多项式 f, g ∈ k[x1, ..., xn] 使

得 g(q) 6= 0, ∀q ∈ U 并且

φ(q) =
f(q)

g(q)
, ∀q ∈ U.

如果 X 上函数 φ : X → k在 X 内每点正则,称 f 是 X 上正则函数,可以验证正则函数关于 Zariski拓扑的子
空间拓扑是连续的. 如果 k 是代数闭域, 那么可以证明仿射簇作为拟仿射簇的正则函数总是多项式函数. 易见
任给仿射簇间的正则映射 φ : X → Y, p 7→ (F1(p), ..., Fm(p))(这里设 X ⊆ k

n, Y ⊆ k
m) 可逆变地诱导出坐标

环间的代数同态 φ∗ : O(Y ) → O(X), h+ I(Y ) 7→ h(F1, ..., Fm) + I(X), 可直接验证这给出域 k 上仿射簇范畴

到有限生成可约交换代数范畴的逆变忠实满函子. 特别地,域 k上两个仿射簇同构的充要条件是它们的坐标环

代数同构. 如果进一步要求 k 是代数闭域, 那么 Hilbert 零点定理保证了上述仿射簇范畴到有限生成可约交换
代数范畴的逆变函子是本质满的, 进而知代数闭域上仿射簇范畴与有限生成交换可约代数范畴是范畴对偶的.
若限制在不可约仿射簇层面, 代数闭域上不可约仿射簇范畴与有限生成整区代数范畴间有范畴对偶. 对代数闭
域上给定的仿射簇 X, 坐标环 O(X) 的极大谱与 X 中点有自然的同胚; 坐标环 O(X) 的素谱与 X 的不可约

闭子簇全体有双射.

1.2 仿射簇的维数

回忆拓扑空间的维数是指它所有有限长不可约闭子集链长度的上确界, 记拓扑空间 X 的维数为 dimX.
对固定的点 p ∈ X, 称 sup{n ∈ N|X0 = {p} ⊊ X1 ⊊ · · · ⊊ Xn是不可约闭子集链} 为 X 在 p 点处的局部维数,
记为 dimpX, 易见 dimpX ≤ dimX. 例如含幺交换环的 Krull 维数和它的素谱作为拓扑空间的维数一致. 根据
拓扑空间维数的定义, 可验证拓扑空间子空间的维数总不超过整个空间的维数; 维数有限的不可约空间的真闭
子集维数一定严格小于整个空间的维数; 如果整个空间可分解为有限多个闭子集之并, 那么整个空间的维数就
是这些闭子集维数中的上确界. 例如仿射簇的维数就是它所有不可约分支维数的最大值. 由此可见零维仿射簇
是非空有限集. 易验证代数闭域上仿射簇的维数就是它坐标环的 Krull 维数. 通常称不可约 1 维仿射簇是仿射

曲线. 例如圆周曲线 S = V (x2 + y2 − 1) ⊆ k
2 和尖点曲线 C = V (x3 − y2) ⊆ k

2.
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1.3 正则函数环层

根据拟仿射簇上正则函数的定义, 可以对仿射簇 X 定义函数环层. 设仿射簇 X ⊆ k
n, 任何 X 的非空

开子集 U 作为拟仿射簇都有正则函数环, 记作 OX(U). 当 U = ∅ 时, 定义 OX(U) = 0. 那么对任何 X

的开子集 U, V , 只要 V ⊆ U , 就有自然的限制映射 ResUV : U → V,OX(U) → OX(V ), φ 7→ φ|V . 因为正则
函数的定义是局部的, 因此拟仿射簇上的正则函数在更小的开子集上的限制是开子集上的正则函数. 如果记
X 所有开子集关于包含关系给出的偏序范畴是 U(即 U 的对象类是 X 的开子集全体, 对任何 V,W ∈ obU ,
如果 V ⊆ W , 则 HomU(V,W ) = {(V,W )}, 否则 HomU(V,W ) = ∅, 同时终对象和始对象相同的两个态射
集间有自然的合成映射, 由此给出范畴 U), 那么这里的限制映射 ResUV : U → V,OX(U) → OX(V ), φ 7→
φ|V 就是 HomU(U, V ) 中唯一的态射 (U, V ) 所对应的保幺环同态. 因此通过定义 OX : HomU(U, V ) →
HomCRing(OX(U),OX(V )), (U, V ) 7→ ResUV 可以得到逆变函子 OX : U → CRing,其中CRing表示由所有含
幺交换环和保幺环同态构成的含幺交换环范畴. 因此我们得到了拓扑空间X 上的预层OX . 因为正则性的定义
是局部的,故容易验证 OX 满足层的粘接公理. 称含幺交换环层 OX 为 X 上正则函数环层. 那么仿射簇 OX 的

正则函数环层在每点 p ∈ X 处的茎可如下构造: 考虑集合 T = {(U, f)|p ∈ U是开邻域且f : U → k正则函数},
定义 T 上二元关系 (U, f) ∼ (V, g) 当且仅当存在 p 的开邻域 W ⊆ U ∩ V 使得 f |W = g|W . 这是 T 上等价关

系, 记商集为 OX,p. 可在 OX,p 上天然赋予 k-代数结构使之成为以

{[(U, f)] ∈ OX,p|U是p的开邻域且正则函数f满足f(p) = 0}

为唯一极大理想的交换局部代数, 那么 OX,p 就是 OX 在 p 点处的茎, 也称 OX,p 是仿射簇 X 在 p 点处局部

环或者 X 在 p 点处的正则函数芽环. 如果记 mp 是点 p 对应坐标环 O(X) 的极大理想, 那么总有 k-代数同构
OX,p

∼= O(X)mp
. 正则函数芽环可反映仿射簇在一点处的局部性质. 例如当 k 是代数闭域时, X 在点 p 处的局

部维数就是 OX,p 的 Krull 维数.

1.4 Zariski 切空间与光滑性

接下来我们再回顾给定点处正则函数芽环和仿射簇在该点处光滑性的关系. 首先回忆仿射簇 X ⊆ k
n 在

一点 p ∈ X 处的 Zariski 切空间是指 TpX = V ({
n∑

i=1

(∂F/∂xi)(p)xi|F ∈ I(X)}) ⊆ k
n. 可直接验证仿射

簇 X 在点 p 处的切空间 TpX 和 X 在点 p 处的导子 D : O(X) → k(满足 Leibniz 等式) 全体构成的线性
空间之间有自然的 k-线性同构. 若记 m 是 OX,p 的极大理想, 则有 k-线性同构 (m/m2)∗ ∼= TpX. 特别地,
dimkm/m2 = dimkTpX. 于是 k.dimOX,p ≤ dimkTpX. 因此当 k 是代数闭域时, 仿射簇在一点处的局部维数
总不超过该点切空间的线性维数. 如果仿射簇在给定点处局部维数就是该点切空间的线性维数, 则称该点是光
滑点,否则称为奇异点. 仿射簇 X 的奇异点全体构成的集合记作 SingX,称为 X 的奇异轨迹,可以证明 SingX
总是 X 的闭子集. 因此由正则局部环的刻画立即看到代数闭域 k 上仿射簇 X 在 p ∈ X 处光滑的充要条件是

OX,p 是正则局部环. 回忆 1 维 Noether 整闭整区是正则局部环的充要条件是它是离散赋值环, 所以仿射曲线
X 在点 p ∈ X 处光滑当且仅当 OX,p 是离散赋值环. 除了局部光滑性, 自然可以考虑仿射簇的整体光滑性. 称
仿射簇 X 是光滑的, 如果在每个点 p ∈ X 处光滑. 因此仿射簇 X 是光滑簇当且仅当 O(X) 是正则环. 特别
地, 仿射曲线 X 是光滑的当且仅当 O(X) 是 Dedekind 整区. 一般地, 代数闭域 k 上的仿射簇 X 若有不可约

分解 X = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xr, 那么 SingX ⊇ SingX1 ∪ · · · ∪ SingXr. 事实上, 可以进一步证明任意两个不同的
不可约分支的交集内的点全是奇异点, 并且 X 的奇异轨迹就是在 X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xr 的基础上添加上所有不
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同的两个不可约分支的交点. 此外, 如果代数闭域上仿射簇 X 在点 p 处的正则函数芽环是 Cohen-Macaulay
局部环, 可以证明 X 任意两个穿过点 p 的不可约分支具有相同的维数.

1.5 有限群作用的商簇

本节我们回顾带有有限群作用的仿射簇的商簇. 以下固定 k 为代数闭域, 并设有限群 G 在 X 上有作用

ρ : G → AutX(这里 AutX 表示 X 作为仿射簇的自同构全体构成的群). 那么由 k 是代数闭域, 我们可将坐标
环 O(X) 视作 X 上正则函数环, 于是每个 g ∈ G 决定的正则映射 g : X → X(为叙述方便, 这里将 ρ(g) 简写

为 g 的作用) 可逆变地诱导 k-代数同构 g∗ : O(X) → O(X), f 7→ g∗(f), 其中 g∗(f) : X → k, x 7→ f(gx). 因
此 ρ 可诱导正则函数环上的群作用 ρ : G → AutkO(X), g 7→ (g−1)∗. 该群作用对应不变子代数

O(X)G = {f ∈ O(X)|(g−1)∗f = f, ∀g ∈ G} = {f ∈ O(X)|g∗(f) = f, ∀g ∈ G}.

这是经典不变量理论的主要研究对象. 易见 O(X) 是 O(X)G 的整扩张, 所以由 O(X) 是有限生成代数得到

O(X) 是有限生成 O(X)G-模. 于是由 Artin-Tate 引理, O(X) 的子代数 O(X)G 也是有限生成代数. 前面提到
代数闭域上有限生成可约交换代数范畴和仿射簇范畴间有范畴对偶, 因此由 O(X)G 是有限生成可约交换代数

知存在仿射簇 Y 使得 O(Y ) ∼= O(X)G. 并且由 k-代数的标准嵌入 i : O(Y ) ∼= O(X)G → O(X) 唯一决定正则

函数 φ : X → Y , 利用 Going-up 定理可验证 φ 是满射. 如果 chark 不整除 |G|, 可进一步验证: 对 x1, x2 ∈ X,
φ(x1) = φ(x2) 当且仅当 x1, x2 在同一个 G-轨道内. 因此 φ 诱导出 Y 与 X 关于群作用轨道空间之间的双

射. 因此, 对特征不整除 |G| 的代数闭域 k, 有限群 G 作用在仿射簇 X 6= ∅ ⊆ k
n 上. 称上述定义出的仿射簇

Y 为 X 关于群作用的商簇或轨形, 记为 X/G. 根据定义有 O(X/G) ∼= O(X)G. 在某些场景下有 Morita 等
价 O(X)G ≈ O(X)#kG, 进而可研究斜群代数 O(X)#kG 的代数表示来认识商簇 X/G 的几何. 若 X 是不

可约仿射簇 (需要坐标环是整区) 且 G 在 O(X) 上的作用是忠实的 (例如 G 在仿射簇 X 的作用是自由的, 即
对 g ∈ G, 若存在 x ∈ X 使得 gx = x, 那么 g = 1), 便能保证 Z(O(X)#kG) = O(X)G#1.

2 Poisson 簇

2.1 Poisson 簇与 Poisson 映射

辛流形是 Hamilton 经典力学中自然产生的几何对象, 其光滑函数环上会有天然的 Poisson 代数结构 (回
忆含幺交换环 K 上的交换代数 R上如果有 K-双线性映射 {−,−} : R×R → R使得 (R, {−,−})是 K-Lie代
数且在每个分量上有导子性质,则称 (R, {−,−})是 Poisson 代数). 一般称光滑函数环上有 Poisson代数结构
的光滑流形为 Poisson 流形, 这是辛流形的推广. 下面我们在代数几何框架下考虑坐标环带有 Poisson 结构
的仿射簇. 称仿射簇 X ⊆ k

n 是仿射 Poisson 簇 (以下简称为 Poisson 簇), 如果坐标环 O(X) 上有 Poisson
代数结构. 通常将 Poisson 簇的坐标环上的 Poisson 括号称之为该簇上 Poisson 结构. 含幺交换环 K 上任

何 Poisson 代数 (R, {−,−}) 作为 Poisson 代数有中心 ZP (R) = {z ∈ R|{z, a} = 0, ∀a ∈ R}, 若记 HP i(R)

是 R 系数在自身的 i 次 Poisson 上同调, 我们有 HP 0(R) = ZP (R), 它也是 R 的子代数 (也是 Poisson 理
想), 称 ZP (R) 中元素为 R 的 Casimir 元. 对每个 a ∈ R, R 上 K-导子 {a,−} : R → R 被称为由 a 决定的

Hamilton 导子. 如果 O(X) 是 Poisson 簇的坐标环 (当基域是代数闭域时, 可和正则函数环视作等同), 那么
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每个多项式函数 f ∈ O(X) 决定的 Hamilton 导子 {f,−} : O(X) → O(X) 也被称为关于 f 的 Hamilton 向
量场. 如果 f ∈ O(X) 是 Casimir 元, 则称 f 是 X 上 Casimir 函数, X 上 Casimir 函数全体记作 Cas(X).

Example 2.1. 如果多项式代数 R = k[x1, ..., xn] 上有 Poisson 结构 {−,−}, 那么利用多项式代数的导子性质
可知

{f, g} =
n∑

i=1

n∑
j=1

∂f

∂xi

∂g

∂xj

{xi, xj}, ∀f, g ∈ R,

即其 Poisson 结构完全由 Poisson 括号在在未定元集 {x1, ..., xn} 上的作用决定. 特别地, k[x] 上 Poisson 结
构总是平凡的, 那么仿射直线上的 Poisson 结构总是平凡的. 给定 f3, ..., fn, u ∈ R. 对每个 f, g ∈ R, 定
义 {f, g} = J(f, g, f3, ..., fn)u, 其中 J(f, g, f3, ..., fn) 表示多项式 f, g, f3, ..., fn 的 Jacobian 行列式. 那么
(R, {−,−}) 是 Poisson 代数, 称该 Poisson 结构为由多项式 f3, ..., fn 和 u 给出的广义 Jacobian Poisson
结构. 当 u = 1 时, 称为 Jacobian Poisson 结构. 下面我们说明仿射平面 k

2 上的 Poisson 结构都是某个
h ∈ k[x, y] 决定的广义 Jacobian Poisson 结构. 若 k[x, y] 上有 Poisson 括号 {−,−}, 则对 f, g ∈ k[x, y] 有

{f, g} =
∂f

∂x

∂g

∂y
{x, y}+ ∂f

∂y

∂g

∂x
{y, x} =

(
∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x

)
{x, y}.

若记 h = {x, y}, 那么该 Poisson 结构就是由 h 决定的广义 Jacobian Poisson 结构.

仿射簇间的正则映射若诱导出坐标环间的代数同态还是 Poisson代数同态,就得到了 Poisson映射的概念.

Definition 2.2 (Poisson 映射). 设 (X, {−,−}1), (Y, {−,−}2) 是域 k 上 Poisson 簇, 称正则映射 φ : X → Y

是 Poisson 映射, 如果 φ 诱导出的代数同态 φ∗ : O(Y ) → O(X) 满足 φ∗({f, g}2) = {φ∗(f), φ∗(g)}1, ∀f, g ∈
O(Y ). 如果 Poisson映射 φ进一步是正则同构,称之为 Poisson簇间的 Poisson 同构. 将仿射簇 X 的 Poisson
自同构群记为 PAutX. 易见代数闭域上 Poisson 簇范畴与有限生成交换可约 Poisson 代数范畴是范畴对偶的.

回忆含幺交换环 K 上的 Poisson 代数 (R, {−,−}) 的理想 I 被称为 Poisson 理想, 如果 {A, I} ⊆ I. 例
如任取 Poisson 中心的子集 T ⊆ ZP (R), T 在 R 中生成的理想总是 Poisson 理想. 下面我们考虑 Poisson 簇
坐标环的 Poisson 理想的几何意义.

Proposition 2.3. 设 X ⊆ k
n 是域 k 上的 Poisson 簇, 坐标环 O(X) 上的 Poisson 结构记作 {−,−}X . 设 Y

是 X 的闭子簇, 回忆 I(Y ) 表示 k[x1, ..., xn] 中所有零化 Y 的多项式构成的理想, 那么 Y 上存在 Poisson 结
构使得 Y 到 X 是嵌入映射 k : Y → X 是 Poisson 映射的充要条件是 I(Y )/I(X) 是 O(X) 的 Poisson 理想.
注意到 j∗ : O(X) → O(Y ) 是满射, 因此 Y 上使得 j∗ 成为 Poisson 代数同态的 Poisson 结构必唯一.

Proof. 必要性：若 O(Y ) 上存在 Poisson 结构 {−,−}Y 使得 j∗ : O(X) → O(Y ), f + I(X) 7→ f + I(Y ) 是

Poisson 代数同态, 下证 {O(X), I(Y )/I(X)}X ⊆ I(Y )/I(X). 任取 f ∈ k[x1, ..., xn], g ∈ I(Y ), 有

0 = {f + I(Y ), g + I(Y )}Y = {j∗(f + I(X)), j∗(g + I(X))}Y = j∗({f + I(X), g + I(X)}X),

这说明 {f+I(X), g+I(X)}X ⊆ I(Y )/I(X),因此 {O(X), I(Y )/I(X)}X ⊆ I(Y )/I(X),于是知此时 I(Y )/I(X)

是 O(X) 的 Poisson 理想. 反之, 若 I(Y )/I(X) 是 Poisson 理想, 对 f, g ∈ k[x1, ..., xn], 定义 {f + I(Y ), g +

I(Y )}Y = j∗({f + I(X), g + I(X)}X), 那么根据 I(Y )/I(X) 是 Poisson 理想可知 {−,−}Y : O(Y )×O(Y ) →
O(Y )是定义合理的 k-线性映射. 由 j∗ 是满射易知 (O(Y ), {−,−}Y )是 Poisson代数且 j 是 Poisson映射.
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Remark 2.4. 一般地, 若含幺交换环 K 上 Poisson 代数 (R, {−,−}) 有 Poisson 理想, 那么 R/I 上有自然的

Poisson 结构. 记 π : R → R/I 是标准投射, 那么通过定义 {a+ I, b+ I}R/I = {a, b}+ I 可赋予 R/I 上定义合

理的 K-双线性映射 {−,−}R/I : R/I × R/I → R/I, 不难看出这给出 R/I 上 Poisson 结构. 任给 Poisson 代
数 R 到交换 K-代数 S 的满代数同态 φ : R → S, Kerφ 是 R 的 Poisson 理想的充要条件是 S 上存在 Poisson
代数结构使得 φ 成为 Poisson 代数同态. 若取 R = O(X), S = O(Y ), 那么由 I(Y )/I(X) = Kerj∗ 便知上述命
题为该结论的特殊情形. 该结论的验证与上述命题证明过程没有区别, 本质上是利用 R/Kerφ 上 Poisson 结构
赋予与之同构的交换代数 S 上 Poisson 结构.

Definition 2.5 (Poisson 子簇). 如果 Poisson 簇 X 的闭子簇 Y 满足 I(Y )/I(X) 是 O(X) 的 Poisson 理想,
称 Y 为 X 的 Poisson 子簇.

一般地, 若有限群 G 作用在域 k 上的仿射 Poisson 代数 (A, {−,−}) 上, 即有群同态 ρ : G → PAutkA, 其
中 PAutkA 是 Poisson 代数的自同构群, 那么 AG = {a ∈ A|ga = a, ∀g ∈ G} 上继承天然的 Poisson 结构, 其
上 Poisson 括号仍记作 {−,−}. 这时斜群代数 AG ∼= AG#1 是 A#kG 的中心子代数, 并且通过 A 是有限生

成 AG-模以及 G 的有限性不难看到 A#kG 是中心子代数 AG#1 上有限生成模. 并且可直接计算验证

D : AG#1 → Endk(A#kG), a#1 7→ D(a#1),

其中 D(a#1) : A#kG → A#kG, b#g 7→ {a, b}#g 是定义合理的 k-线性映射并且 D 将中心子代数 AG#1 中

每个元素映至斜群代数 A#kG 上的 k-导子. 如果 A 是整区且群作用自由, 则 Z(A#kG) = AG#1.
现在设 A是 Poisson簇 X 的坐标环 (O(X), {−,−}),且有限群 G作用于 X,即有群同态 ρ : G → PAutX,

那么每个 g ∈ G 逆变地诱导 Poisson 同构 g∗ : O(X) → O(X), f 7→ g∗(f), 因此 G 在 Poisson 簇 X 上的作用

可自然地诱导 Poisson代数 O(X)上的作用,故 O(X)#kG在中心子代数 O(X)G#1上有限生成且 O(X)G#1

到 O(X)#kG 有自然的线性映射将中心子代数中元素映至斜群代数上 k-导子. 于是我们得到

Proposition 2.6. 设 X 是域 k 上 Poisson 簇, 有限群 G 作用于 X. 那么 G 诱导出 O(X) 上的作用给出的斜

群代数 O(X)#kG 在中心子代数上有限生成并且该中心子代数到斜群代数的导子空间有标准的线性映射. 若
进一步 X 是不可约的, 则斜群代数的中心 Z(O(X)#kG) = O(X)G#1.

Remark 2.7. 如果 X 是代数闭域上带有有限群 G 作用的 Poisson 簇, 那么 O(X)G 上有天然 Poisson 结构,
这说明若进一步基域的特征不整除 |G|, 便得到商簇 X/G 上的 Poisson 结构.

如果 (R, {−,−}) 是特征为零的域 k 上的 Poisson 代数且为整区, 那么 ZP (R) ⊆ R 是整闭扩张. 任取
z ∈ ZP (R), 设 z 在 k 上满足的最小多项式为 xn + αn−1x

n−1 + · · ·+ α1x+ α0, 那么对任给 b ∈ R, 通过

{b,
n∑

i=0

αiz
i} =

n∑
i=0

αi(i− 1)zi−1{b, z} = 0,

其中 αn = 1, 由上述多项式的最小性可知 {b, z} = 0, 因此 z ∈ ZP (R). 转换成几何的语言就是

Proposition 2.8. 设 X 是特征为零的域 k 上不可约 Poisson 簇, 那么 X 上 Casimir 函数全体构成的 O(X)

的子代数 ZP (O(X)) = Cas(X) 满足 Cas(X) ⊆ O(X) 是整闭扩张.
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Example 2.9. 设 k 是特征为零的域, 考虑仿射平面 k
2 上的 Jacobian Poisson 结构

{−,−} : O(k2)×O(k2) → O(k2), (f, g) 7→ ∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂g

∂x

∂f

∂y
,

那么对任给 h ∈ O(k2), h 关于 x 和 y 的偏导数均为零, 这迫使 h ∈ k, 进而 Cas(k2) = k.

2.2 Casimir 分解

任取代数闭域 k 上仿射簇 X ⊆ k
n, 考虑 X 的正则函数环 O(X), 任取其子代数 A, 那么对每个点

x ∈ X, A 有素理想 px = {f ∈ A|f(x) = 0}, 由此得到映射 πA : X → SpecA, x 7→ px. 注意到标准同胚
X ∼= maxSpecO(X), 故可将 πA 分解为 X 到极大谱 maxSpecO(X) 的标准同胚以及由 A 到 O(X) 的代数

嵌入诱导的连续映射 φ : SpecO(X) → SpecA,m 7→ A ∩ m 在极大谱 maxSpecO(X) 上限制映射的合成. 这
一观察表明 πA : X → SpecA 是连续映射, 进而利用 SpecA 中点关于 πA 的非空纤维全体可给出 X 的一个

划分. 并且 πA : X → SpecA 关于 SpecA 内每点 p 的纤维均是闭集. 如果 π−1
A (p) = ∅, 结论直接成立. 下

设 π−1
A (p) 6= ∅, 设 p = πA(x0), 那么 p = {f ∈ A|f(x0) = 0}. 对每个 p ∈ k

n, p ∈ π−1
A (p) 的充要条件是

p ∈ X 且 f(p) = f(x0), ∀f ∈ A(后者原因是此时 {f − f(p)|f ∈ A} = {f − f(x0)|f ∈ A}, 前者是 A 中所有

在 p 处取值为零的正则函数全体, 后者是在 x0 处取值为零的正则函数全体, 进而对所有的 f ∈ A, 正则函数
f − f(p) 有零点 x0). 因此这时 π−1

A (p) = X ∩ V ({f − f(x0)|f满足f + I(X) ∈ A}) 是 X 的闭子集. 于是知 X

可分解为一些两两不相交的非空纤维, 每个非空纤维均为 X 的闭子簇. 设 x0 ∈ X 所在的纤维是 π−1
A (p), 即

p = {f − f(x0)|f ∈ A}, 那么纤维作为 X 的闭子簇, k[x1, ..., xn] 中所有零化 φ−1(p) 的多项式构成的理想是

I(φ−1(p)) =
√
({f − f(x0)|f满足f + I(X) ∈ A}),

它对应 O(X) 的理想 I(φ−1(p))/I(X) =
√

({f − f(x0)|f ∈ A}). 现取 A = Cas(X). 注意到 ({f − f(x0)|f ∈
A}) 是 O(X) 的 Poisson 理想, 所以当 k 的特征为零, I(φ−1(p))/I(X) 也是 O(X) 的 Poisson 理想, 进而由
[命题2.3] 知 φ−1(p) 是 X 的 Poisson 子簇. 于是得到下述 Poisson 簇的分解定理.

Casimir Decomposition. 设 X 是特征零的代数闭域 k 上的 Poisson 簇, Poisson 结构为 {−,−} : O(X)×
O(X) → O(X). 设 πCas(X) : X → maxSpec(Cas(X)), x0 7→ {f − f(x0)|f ∈ Cas(X)} 是 X 到其上 Casimir 函
数全体的标准连续映射, 那么任何非空纤维 φ−1(p) 都是 X 的 Poisson 子簇, 因此可通过 Casmir 函数环的极
大谱赋予 X 一个关于非空纤维的 Poisson 子簇分解.

我们再指出若 A 的素理想 p 满足 π−1
A (p), p 必是 A 的极大理想. 即满足纤维非空的素理想

Lemma 2.10. 设 k 是域, f : A → B 是 k-交换代数间的代数同态, 其中 B 是 k 上仿射代数, 则任何 B 的极

大理想 m 关于 f 的原像仍为 A 的极大理想.

Proof. Noether 正规化定理表明 B/m 是域 k 的有限域扩张, 进而由 A/(A ∩m) ⊆ B/m 是整扩张即得.

Example 2.11. 设 R 是域 k 上仿射 Poisson 代数, 赋予平凡 Poisson 结构. 这时 Poisson 中心就是 R, 进
而标准投射 π : maxSpecR → maxSpecZP (R) 是恒等映射. 所以对带有平凡 Poisson 结构的 Poisson 簇, 其
Casimir 分解并不能够提供更多有用的信息. 并且该例表明 Casimir 分解可能由无穷多个非空纤维构成.
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Example 2.12. 设 k 是特征为零的域, 考虑仿射平面 k
2 上的广义 Jacobian Poisson 结构

{−,−} : O(k2)×O(k2) → O(k2), (f, g) 7→ ∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂g

∂x

∂f

∂y
,

我们已经在 [例2.9] 中看到 Cas(k2) = k. 因此上述 Poisson 平面的 Casimir 分解只有 k
2 本身.

2.3 秩分解

本节固定 (A, {−,−})是域 k上仿射 Poisson代数,并设 A可由 {a1, ..., am}生成,那么可以得到反对称矩
阵 M = ({ai, aj})m×m ∈ Mm(A), 称之为给定 Poisson 代数关于给定有限生成元集的 Poisson 矩阵. Poisson
矩阵的阶数明显依赖于有限生成元集. 但给定有限生成元集产生的 Poisson 矩阵已经蕴含了 Poisson 结构的
所有信息, 原因是任何 A 中元素形如 f(a1, ..., am), 其中 f ∈ k[x1, ..., xm]. 进而对任何 x = f(a1, ..., am), y =

g(a1, ..., am) ∈ A, 利用 Poisson 括号在每个分量上的导子性质有

{x, y} =
m∑
i=1

m∑
j=1

∂f

∂xi

(a1, ..., am)
∂g

∂xj

(a1, ..., am){ai, aj}.

下面我们可以考虑 Poisson 代数关于给定有限生成元集的 Poisson 矩阵在 Poisson 代数的极大谱的每个点
处的赋值. 对每个点 m ∈ maxSpecA, 称 M (m) = ({ai, aj} + m)m×m ∈ Mm(A/m) 为上述 Poisson 矩阵
在 m 处的赋值. 如果 k 是代数闭域且 A = O(X) 是 k 上 Poisson 簇 X 的正则函数环, 那么 A 的仿射

性保证了对每个极大理想 m 有 A/m = k(这里将 k-代数同构视作等同), 考虑坐标函数给出的有限生成元集
{x1, ..., xm} ⊆ O(X) 进而 M (m) 可视作域 k 上矩阵. 这时设 m 对应的 X 中点为 p = (p1, ..., pm), 那么
m = (x1 − p1, x2 − p2, ..., xm − pm) ⊆ O(X). 因为 k 是代数闭域, 因此 X 上任何正则函数均为某个多项

式函数, 即形如 f(x1, ..., xm). k 上多项式 f, g ∈ k[x1, ..., xm] 满足多项式函数 f(x1, ..., xm) = g(x1, ..., xm)

当且仅当 f − g ∈ I(X). 这时 Poisson 矩阵在 m 处的赋值就是 Poisson 矩阵在点 p ∈ X 处的赋值, 即
M (m) = ({xi, xj}(p))m×m ∈ Mm(k). 前面提到, Poisson 矩阵依赖于有限生成元集的选取, 但下面的命题表明
Poisson 矩阵在给定极大理想处的赋值是 Poisson 结构的不变量.

Proposition 2.13. (A, {−,−}) 是域 k 上仿射 Poisson 代数, 设有生成元集 {a1, ..., am} 与 {b1, ..., bn} 并固
定 A 的极大理想 m. 那么 {a1, ..., am} 决定的 Poisson 矩阵M 在 m 处赋值的秩 rankM (m) 和 {b1, ..., bn} 决
定的 Poisson 矩阵 N 在 m 处赋值的秩 rankN (m) 是相同的. 即 Poisson 矩阵在给定极大理想处赋值的秩不
依赖于有限生成元集的选取, 所以 Poisson 矩阵在给定极大理想处的赋值是 Poisson 结构的不变量.

Proof. 事实上我们只需要证明对 A 的生成元集 {a1, ..., am}, 任取 am+1 ∈ A, {a1, ..., am} 产生 Poisson 矩
阵在 m 处赋值 M (m) 的秩和 {a1, ..., am, am+1} 产生 Poisson 矩阵在 m 处赋值 N (m) 的秩一致即可. 因
为一旦证明该断言, 则 {a1, ..., am} 在 m 处赋值的秩将与 {a1, ..., am, b1, ..., bn} 产生的 Poisson 矩阵在 m

处赋值的秩相同, 同理 {b1, ..., bn} 产生的 Poisson 矩阵在 m 处赋值的秩会与 {a1, ..., am, b1, ..., bn} 产生的
Poisson 矩阵在 m 处赋值的秩相同. 由此便知 rankM (m) = rankN (m). 现在设 N (m) ∈ Mm+1(A/m) 是

有限生成元集 {a1, ..., am, am+1} 产生 Poisson 矩阵在 m 处赋值, 那么由 M (m) 是 N (m) 的子矩阵, 立即
得到 rankM (m) ≤ rankN (m). 注意到 N (m) 的前 m 列构成的子矩阵的秩与 rankM (m) 的秩相同, 所以
如果能够证明 N (m) 的第 m + 1 列能够被前 m 列线性表出, 那么便可得到 rankM (m) = rankN (m). 设

9



am+1 = f(a1, ..., am), i = 1, 2, ...,m+ 1, 那么对固定的 1 ≤ j ≤ m+ 1, 有

{aj , am+1} =
m∑
i=1

∂f

∂xi

(a1, ..., am){aj , ai},

翻译成矩阵的语言, 我们得到
{a1, am+1}
{a2, am+1}

...
{am+1, am+1}

 =


{a1, a1} {a1, a2} · · · {a1, am}
{a2, a1} {a2, a2} · · · {a2, am}

... . . . ...
{am+1, a1} {am+1, a2} · · · {am+1, am}




∂f
∂x1

(a1, ..., am)
∂f
∂x2

(a1, ..., am)
...

∂f
∂xm+1

(a1, ..., am),


注意这里 (∂f/∂xm)(a1, ..., am) = 0. 由此得到 N (m) 的第 m+ 1 列能够被前 m 列线性表出.

注意到 Poisson 结构的 Poisson 矩阵总是反对称阵, 因此 Poisson 结构在给定极大理想处赋值的秩是某
个域上反对称阵的秩. 下面我们说明域上主对角线元素全为零的反对称阵的秩总是偶数. 事实上, 设 B =

(bij)n×n ∈ Mn(F ) 是域 F 上反对称阵, 不妨设 B 6= O, 总而可设 B 的秩为 r > 0, 并设 B 的行向量集有极大

F 线性无关组 {γi1 , ..., γir}, 这里每个 γik 表示 B 的第 ik 行. 注意到 B 的列向量组就是行向量组乘上 −1 后

取转置, 所以 B 的列向量组也有极大 F -线性无关组, 由 B 的第 i1, i2, ..., ir 列构成. 现取 B 的第 i1, ..., ir 行

和第 i1, ..., ir 列确定的 r 阶子矩阵 C, 它的秩与 B 相同, 所以 C 是 r 阶可逆阵. 那么下面的 [引理2.14] 表明
C 的秩是偶数, 故 rankB = r 是偶数. 所以 Poisson 结构在给定极大理想处赋值的秩是偶数.

Lemma 2.14. 设 R 是含幺交换环, n ≥ 1 是奇数, 则任何 R 上主对角线全为零的 n 阶反对称阵行列式为零.

Proof. 当 n = 1 时结论直接成立, 下设 n ≥ 3 并设 A = (aij)n×n ∈ Mn(R) 是主对角线全为零的反对称阵. 我
们将通过分析 detA 的组合展开式

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

来得到 A 的行列式为零. n 是奇数保证了每个阶为 2 的置换 σ ∈ Sn 都必有不动点 (考察 σ 的不相交轮换分

解, 每个轮换因子长度恰为 2), 进而知此时 a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) = 0. 记 X = {σ ∈ Sn|σ 6= σ−1}, 那么 X 含

偶数个元素并且存在 X 的子集 X1, X2 使得 X = X1 ∪X2, X1 ∩X2 = ∅ 且 f : X1 → X2, σ 7→ σ−1 是双射.
于是可如下计算 detA.

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈X

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) +
∑
σ∈X1

sgn(σ−1)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) −
∑
σ∈X1

sgn(σ)aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)(a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) − aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n)
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=0.

给定域 k 上仿射 Poisson 代数 (A, {−,−}), 将 Poisson 矩阵在 m ∈ maxSpecA 处赋值得到的域 A/m 上

矩阵的秩称为 Poisson 结构 {−,−} 在 m 处的秩, 记作 rank(m), 根据前面的讨论我们看到 rank(m) 总是偶数.
并且若 A 作为 k-仿射代数可由 n 个元素生成, 那么 rank(m) ≤ n, ∀m ∈ maxSpecA. 称 max{rank(m)|m ∈
maxSpecA} 是 Poisson 代数 (A, {−,−}) 的秩. 如果 m ∈ maxSpecA 满足 rank(m) 就是 A 的秩, 则称该极大
理想关于 Poisson 结构是正则的, 否则称为奇异的. 关于 Poisson 结构的正则点 m 未必使得 Am 成为正则局部

环, 例如考虑平凡 Poisson 结构. 满足 Am 是正则局部环的极大理想果 m ∈ maxSpecA 也未必关于 Poisson 结
构正则, 例如考虑仿射平面 k

2 上如下广义 Jacobian Poisson 结构

{−,−} : O(k2)×O(k2) → O(k2), (f, g) 7→ xy

(
∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂g

∂x

∂f

∂y

)
,

那么 (1, 1) ∈ k
2 对应的极大理想是正则点, 而 (0, 0) 对应的极大理想是奇异点. 所以仿射 Poisson 代数极大谱

中的点关于 Poisson 结构是否正则与其本身是否是光滑点无关.
对于代数闭域 k 上 Poisson 簇, 利用正则函数环 O(X) 的秩以及在每点 p ∈ X 对应的极大理想处的秩来

定义 Poisson 簇上 Poisson 结构的秩以及 Poisson 簇在每点处 p 的秩 rank(p). 一个基本观察是

Proposition 2.15. 设 (X, {−,−}) 是代数闭域 k 上 Poisson 簇, 那么 {p ∈ X|rank(p)为X的 Poisson 秩} 是
X 的非空开子集并且 X 上 Poisson 结构的秩不超过 dimX.

Proof. 记 X 的 Poisson 结构的秩是 rankX, 那么对每个 r < rankX, X 中那些秩不超过 r 的点构成的子集

明显是闭集, 所以由 X 中每点的秩是偶数可知 M = {p ∈ X|rank(p) = rankX} 是 X 的非空开子集. 现在考
虑 X 的光滑点集 RegX, 它是 X 的稠密开子集, 于是 RegX ∩M 6= ∅. 故可取 M 中光滑点 p, 注意到 X 上

Poisson 结构诱导出 X 在 p 处余切空间上的双线性型, 所以 rankX ≤ dimkTpX = dimpX ≤ dimX.

因此若记 d 是代数闭域上 Poisson 簇 X 的维数, 并对每个自然数 0 ≤ j ≤ d, 记 Lj = {p ∈ X|rank(p) ≤
j}, 那么得到 X 的闭子集链 L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ld = X, 最后一个等号来自 [命题2.15]. 如果 j 是奇数, 那么
Lj = Lj+1. 若记 L 0

j = Lj − Lj−1, 那么 L 0
j 是 X 的局部闭子集. 由此得到 Poisson 簇的秩分解.

Rank Decomposition. 设 (X, {−,−}) 是代数闭域 k 上 d 维 Poisson 簇, 对每个 0 ≤ j ≤ d, 记 L 0
j 为 X 中

所有秩为 j 的点构成的局部闭子集, 那么 X 的不交并局部闭子簇分解

X =

d⨿
j=0

L 0
j ,

若记 Lj = {p ∈ X|rank(p) ≤ j}, 则有闭子簇升链 L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ld = X.

Remark 2.16. 与 Casimir 分解不同的是, 这里分解的每个部分未必是闭子簇.
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