
仿射超曲面

戚天成 B

复旦大学 数学科学学院

2024 年 2 月 2 日

超曲面是仿射平面曲线与超平面的自然推广. 这份笔记主要介绍仿射空间中超曲面的基本性质与例子.

1 仿射超曲面

我们已经接触过许多仿射超曲面, 例如 R2 中的单位圆周 V (x2 + y2 − 1) 以及抛物线 V (x2 − y).

Definition 1.1. 设 k 是域, f ∈ k[x1, ..., xn] 是非常数多项式. 称 V (f) ⊆ k
n 是 f 决定的仿射超曲面.

Remark 1.2. 根据定义 (f)是多项式代数 k[x1, ..., xn]的非零真理想,所以 ht(f)作为所有含 f 的素理想的高

度下确界不低于 1. 再由 Krull 主理想定理便知 ht(f) = 1, 所以 k.dimO(V (f)) = k.dimk[x1, ..., xn]− ht(f) =
n − 1, 其中 O(V (f)) 表示 V (f) 的坐标环. 由此可知代数闭域上仿射超曲面的余维数是 1. 事实上, V (f) 是

n− 1 维等维仿射簇 (即所有的不可约分支具有相同的维数). 设 f = pn1
1 pn2

2 · · · pns
s 是多项式 f 的不可约分解,

这里 p1, ..., ps 是两两不相伴的不可约多项式. 那么 V (f) = V (pn1
1 pn2

2 · · · pns
s ) = V (p1) ∪ · · · ∪ V (ps), 不难看出

这给出 V (f) 的不可约分支分解 (事实上, 假设 V (pi) ⊆ V (pj), 根据 Hilbert 零点定理可知 (pi) ⊇ (pj), 这迫使
pi 与 pj 相伴), 所以由每个 V (pi) 是 n− 1 维簇可知 V (f) 是 n− 1 维等维仿射簇.

Proposition 1.3. 设 k 是代数闭域, X ⊆ k
n 是超曲面. 则 X 不可约 ⇔ X 是某不可约多项式的零点集.

Proof. 充分性由 Hilbert 零点定理便知. 必要性：设 X = V (f), 则由 Hilbert 零点定理得到
√
(f) 是素理想,

可设不可约多项式 p ∈ k[x1, ..., xn] 满足
√
(f) = (p). 那么 f 整除 p 的某个正整数幂, 所以 f 相伴于 p 的某

个正整数幂, 这也说明 X = V (f) = V (p) 是不可约多项式 p 的零点集.

事实上, n 维仿射空间中任何 n− 1 维等维闭子簇都是超曲面, 由此可给出超曲面的刻画:

Theorem 1.4. 设 k 是代数闭域, n 是正整数, X ⊆ k 是仿射簇. 则 X 是超曲面 ⇔ X 是 n− 1 维等维簇.

Proof. 之前的讨论已经证明了必要性. 下证充分性：易见只需证明 X 不可约的情形, 因为一旦证明结论对不
可约簇成立,那么一般情形时,设 X 有不可约分支分解 X = X1∪· · ·∪Xr,每个 Xi 作为 n−1维不可约簇是超

曲面 Xi = V (fi),这里 fi 是某个不可约多项式,进而 X = V (f1)∪· · ·∪V (fr) = V (f1 · · · fr)也是超曲面. 现设
X 不可约, 那么 I(X) ⊆ k[x1, ..., xn] 是素理想, 所以对任何非常数多项式 f ∈ I(X), 设 f 可分解为一些不可
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约多项式的乘积 f = q1 · · · qt, 那么存在某个 qj ∈ I(X), 于是 X ⊆ V (qj), 现在利用 dimX = dimV (qj) = n− 1

可知 X = V (qj), 这说明 X 是超曲面.

Example 1.5. 如果不可约仿射簇 X 的维数为 1, 则称 X 是仿射曲线. 例如单位圆周 V (x2 + y2 − 1) ⊆ C2

和尖点曲线 V (x3 − y2) ⊆ C2 都是仿射曲线. 称 k
2 中仿射曲线为平面仿射曲线. 根据 [定理1.4] 可知代数闭域

k 上平面仿射曲线 X 等价于 k
2 中不可约超曲面. 所以存在不可约多项式 p ∈ k[x, y] 使得 X = V (p). 我们

指出决定仿射曲线的不可约多项式在相伴意义下被曲线本身唯一确定：如果不可约多项式 p, q ∈ k[x, y] 满足

V (p) = V (q), 那么 Hilbert 零点定理表明 (p) = (q). 这说明 p 与 q 相差一非零常数. 一般地, 利用 Hilbert 定
理定理易证任给 k

n 中不可约超曲面 X, 决定 X 的不可约多项式在相伴意义下被曲面唯一确定.

Example 1.6. 设 k 是域, 如果 f ∈ k[x1, ..., xn] 是 1 次多项式, 即形如 f(x1, ..., xn) = a1x1 + · · ·+ anxn − b

的多项式, 这里 aj 不全为零, 那么也把超曲面 V (f) 称为超平面. 例如 k
2 中的仿射超曲面就是直线. 域 k 上

任何 n 元线性方程组的解集都可以表示为 k
n 中有限多个仿射超平面的交. 一般地, 对域 k 上线性空间 V 上

的非零线性函数 f : V → k, f 被 Kerf = f−1(0) 和 f−1(1) 唯一确定. 即若 f, g : V → k 都是非零线性函

数, 满足 f−1(1) = g−1(1) 以及 Kerf = Kerg, 那么 f = g. 如果 V 是 k 上 n 维线性空间, 那么任何非零线性
函数 f : V → k 的核的线性维数是 n − 1. 反之, V 的任何 n − 1 维线性子空间恰好是 V 上某个非零线性函

数的核. 因此一般将 n 维线性空间 V 的 n − 1 维子空间称为 V 中线性超平面. 如果 V 的非空子集 W 满足

任给 w ∈ W , −w + W 是线性超平面, 则称 W 是 V 中仿射超平面. 线性超平面是特殊的仿射超平面. 如果
V = k

n, 那么 V 中仿射超平面等价于 k
n 中超平面 (某个 1 次多项式的零点集). 设M 是 n 维光滑流形, 那

么任何M 上向量场可以可视化为将流形上每个点 p 处赋予一个切向量 vp ∈ TpM. 仿射超曲面使得余切向量
场也能够可视化. 根据定义, M 上的余切向量场将流形上每个点 p 赋予一个余切向量 wp ∈ T ∗

pM. 而 wp 被

w1
p(0) 和 w−1

p (1) 这两个仿射超平面唯一决定, 并注意到 w−1
p (1) 与 w−1

p (0) 是平行的. 所以余切向量场可理解
为在每点 p 处赋予切空间 TpM 中平行的仿射超平面对 (w−1

p (0), w−1
p (1)).

Example 1.7. 设 n 是正整数, 称 V (xn + yn − 1) ⊆ Q2 是 Fermat 曲线. 易见方程 xn + yn = zn 有非零整

数解的充要条件是 V (xn + yn − 1) ̸= ∅. Fermat 大定理表明当 n ≥ 3 时, V (xn + yn − 1) = ∅.

Example 1.8. 设 n 是正整数, k 是域, 那么特殊线性群 SLn(k) = {A ∈ Mn(k)|detA = 1} 可视作行列式函数
在 k

n2

中的零点集, 故 SLn(k) 也是仿射超曲面.
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