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这份笔记主要用于记录具有足够多投射对象或内射对象的 Abel 范畴中高阶 Ext 群关于 Yoneda 扩张的
刻画, 并额外补充了一些 Hopf 代数的 Yoneda 代数的初步内容.

1 回顾: Yoneda 1-扩张

固定 Abel 范畴 A 以及其中对象 X,Y . 回忆 X 被 Y 的一个扩张, 或 Yoneda 1-扩张, 是指形如

0 Y E X 0

的短正合列. 这里对象 E 也被称为 X 被 Y 扩张的扩张对象. 如果我们有 X 被 Y 的两个扩张:

0 Y E1 X 0,

0 Y E2 X 0,

称这两个扩张是等价的, 如果存在态射 γ : E1 → E2 使得下图交换:

0 Y E1 X 0

0 Y E2 X 0

1Y γ 1X (1.1)

根据五引理, 图(1.1)中的态射 γ : E1 → E2 是同构. 所以上述定义的等价概念定义了所有 X 被 Y 的扩张构成

的类上的等价关系 (若X 被 Y 的扩张 E1和 E2等价,记作 E1 ∼ E2),扩张等价类全体记作 E (X,Y ). 若有X 被

Y 的扩张 E1 : 0 Y E1 X 0
f1 g1

与扩张 E2 : 0 Y E2 X 0
f2 g2

那么

0 −→ Y ⊕ Y

(
f1 0
0 f2

)
−−−−−→ E1 ⊕ E2

(
g1 0
0 g2

)
−−−−−→ X ⊕X −→ 0,

定义了 X ⊕X 被 Y ⊕ Y 的扩张, 称为扩张 E1 和 E2 的直和, 记作 E1 ⊕ E2, 一般 E1 ⊕ E2 和 E2 ⊕ E1 不等价.
回忆满足任何态射有核的加性范畴中拉回总存在; 满足任何态射有余核的加性范畴中推出总存在. 因此我们能
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够在 A 中谈论拉回和推出. 如果我们有上下两行正合的交换图

0 X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z 0

f

α

g

β 1Z

f ′ g′

(1.2)

那么图(1.2)的左边方块既是拉回方块又是推出方块. 类似地, 若有下述上下两行正合的交换图

0 X Y Z 0

0 X Y ′ Z ′ 0

f

1X

g

β δ

f ′ g′

(1.3)

那么图(1.3)右边的方块既是拉回方块又是推出方块. 故图(1.1)的两边方块都是拉回方块也都是推出方块.
我们也可以利用拉回和推出来构造扩张. 固定扩张 E : 0 Y E X 0

f g
和态射

h : Y → L. 我们作 f 和 h 的推出方块:

0 Y E X 0

L P

f

h

g

h′

f ′

那么 f 是 monic 态蕴含 f ′ 也是 monic 态. 设 c : P → C 是 f ′ 的余核, 那么有唯一的态射 t : X → C 使得

0 Y E X 0

0 L P C 0

f

h

g

h′ t

f ′
c

交换, 并且推出的基本性质表明 t 是同构. 注意到上图的下行给出 C 被 L 的一个扩张. 命 c′ = t−1c, 则有

0 Y E X 0

0 L P X 0

f

h

g

h′ 1X

f ′
c′

是上下两行正合的交换图. 因此 f 和 h的推出诱导X 被 L的一个扩张 0 L P X 0.
f ′

c′

并且由推出在同构意义下唯一, 不难看到由 f 和 h 的扩张诱导出的扩张在扩张等价意义下唯一. 我们将前面
由推出得到的 X 被 L 的扩张记作 hE. 因为图(1.2)的左边是推出方块, 所以不难验证对扩张 E 以及态射
h : Y → L, h′ : L→ T 有扩张等价

(h′h)E ∼ h′(hE). (1.4)

对偶地, 如果有态射 s :W → X, 考虑 s 和 g 的拉回方块

Q W

0 Y E X 0

g′

s′ s

f g
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因为 g 是 epic 态, 所以 g′ 也是 epic 态. 设 k : K → Q 是 g′ 的核, 得到上下两行正合的交换图:

0 K Q W 0

0 Y E X 0

k

q

g′

s′ s

f g

于是 q 是同构, 命 k′ = kq−1 : Y → Q, 那么得到下述上下两行正合的交换图:

0 Y Q W 0

0 Y E X 0

k′

1X

g′

s′ s

f g

同样由拉回的同构唯一性得到上图的上行定义出的 W 被 Y 的扩张在等价下唯一, 记作 Es. 对任何态射
s :W → X 以及 s′ : Q→W , 我们也有扩张等价

E(ss′) ∼ (Es)s′. (1.5)

Example 1.1 ([ZW18]). 设 X,Y 是 Abel范畴 A中对象, E1,E2 都是 X 被 Y 的扩张. 那么易验证 E1 ∼ 1Y E1

以及 E2 ∼ E21X . 如果有扩张等价 E1 ∼ E′
1 以及 E2 ∼ E′

2, 易见 E1 ⊕ E2 ∼ E′
1 ⊕ E′

2. 如果 E1 ∼ E2, 那么对任何
态射 h : Y → L 和态射 s :W → X 有 hE1 ∼ hE2 以及 E1s ∼ E2s.

之后为了说明在 E (X,Y ) 上有定义合理的加法群结构, 我们需要

Lemma 1.2 ([ZW18]). 设 A 是 Abel 范畴.

(1) 设 A 中有上下两行正合的交换图

0 Y E X 0

0 Y ′ E′ X ′ 0

f

α

g

β γ

f ′ g′

并记上行的扩张是 E, 下行的扩张是 E′. 那么 αE ∼ E′γ.

(2) 设有 X 被 Y 的扩张 E : 0 Y E X 0
f g

以及态射 s :W → X,h : Y → L, 那么
(hE)s ∼ h(Es)(作为 W 被 L 的扩张).

(3) 设有 X 被 Y 的扩张 E : 0 Y E X 0
f g , 考虑态射

(
1Y

1Y

)
: Y → Y ⊕ Y . 则

(
1Y

1Y

)
E ∼ E ⊕ E

(
1X

1X

)
.

类似地, 也有 (1Y , 1Y )(E ⊕ E) ∼ E(1X , 1X).
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(4) 设 E,E′ 是 X 被 Y 的扩张, s :W → X, s′ :W ′ → X ′ 是态射. 那么有

Es⊕ E′s′ ∼ (E ⊕ E′)

(
s 0

0 s′

)
.

类似地, 如果有态射 h : Y → L, h′ : Y ′ → L′, 我们有

hE ⊕ h′E′ ∼

(
h 0

0 h′

)
(E ⊕ E′).

(5) 设 E,E′ 是 X 被 Y 的扩张, 则(
0 1Y

1Y 0

)
(E ⊕ E′) ∼ (E′ ⊕ E)

(
0 1X

1X 0

)
.

Proof. (1) 设下图的第一行给出 E′γ:

0 Y ′ W X 0

0 Y ′ E′ X ′ 0

u

1Y

v

t γ

f ′ g′

根据条件, γg = g′β, 所以由拉回的性质, 存在唯一的态射 t′ : E →W 使得 tt′ = β 以及 vt′ = g.

0 Y E X 0

0 Y ′ W X 0

0 Y ′ E′ X ′ 0

f

α

g

t′ 1X

u

1Y

v

t γ

f ′ g′

下面我们验证 t′f = uα, 一旦证明该断言, 则下图的左边是推出方块:

0 Y E X 0

0 Y ′ W X 0

f

α

g

t′ 1X

u v

那么上图的下行给出的扩张 E′γ 与 αE 等价. 所以要得到 αE ∼ E′γ 只需验证 t′f = uα.
但现在 t′f : Y → W 满足 0 = γvt′f = g′tuα = g′tt′f = γvuα. 另一方面, 也有 vt′f = gf = 0, tt′f =

βf = f ′α 以及 vuα = 0 = gf, tuα = f ′α, 所以由推出的定义得到 t′f = uα.
(2) 设下图的第一行给出 Es:

0 Y T W 0

0 Y E X 0

u

1Y

v

q s

f g
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再设下图第二行给出 hE:
0 Y E X 0

0 L Q X 0

f

h

g

l 1X

j p

由此结合前面两个交换图, 可应用 (1) 得到 (hE)s ∼ h(Es).
(3) 注意到 E 到 E 有 (1, 1)T 诱导的竖直方向的态射给出交换图, 再应用 (1) 即可. 类似可证第二个结论.
(4) 通过考察下面两个态射(

s 0

0 s′

)
:W ⊕W ′ → X ⊕X,

(
1Y 0

0 1Y ′

)
: Y ⊕ Y ′ → Y ⊕ Y ′

可以得到一个上行为 Es⊕ E′s′ 下行为 E ⊕ E′ 的交换图, 由此保证

Es⊕ E′s′ ∼ (E ⊕ E′)

(
s 0

0 s′

)
.

另一种情况可类似处理.

(5) 注意到 E ⊕ E′ 到 E′ ⊕ E 有
(
0 1

1 0

)
给出的交换图, 再应用 (1) 得到结论.

任给 Abel 范畴 A 中对象 X,Y , 若 E,E′ ∈ E (X,Y ), 那么 [例1.1] 和 [引理1.2(2)] 表明

[E] + [E′] := [(1Y , 1Y )(E ⊕ E′)

(
1X

1X

)
] (1.6)

是定义合理的 X 被 Y 的扩张等价类 (不依赖于代表元选取), 称之为扩张等价类 [E] 与 [E′] 的 Baer 和. 根据
[引理1.2(5)] 不难验证 Baer 和满足交换律, 利用 [引理1.2(2)(4)], 式(1.4)和式(1.5)可验证

([E] + [E′]) + [E′′] = [E] + ([E′] + [E′′]).

所以 E (X,Y ) 关于扩张等价类的 Baer 和构成交换半群, 命 0 是下述短正合列所在的等价类:

0 −→ Y
( 1Y0 )
−−−→ Y ⊕X

(0,1X)−−−−→ X −→ 0.

那么对任何扩张 E : 0 Y E X 0
f g , 扩张 0 ⊕ E 为

0 −→ Y ⊕ Y

(
1 0
0 0
0 f

)
−−−−→ Y ⊕X ⊕ E

(
0 1 0
0 0 g

)
−−−−−→ X ⊕X −→ 0.

可直接验证对象 X ⊕ E 带上态射
(
0
f

)
: Y → X ⊕ E 与

(
0 1 0
0 0 g

)
: Y ⊕ X ⊕ E → X ⊕ E 给出 0 ⊕ E 左边的

monic 态与 (1, 1) : Y ⊕ Y → Y 的推出. 于是下图的下行给出 (1, 1)(0 ⊕ E):

0 −→ Y
f−→ E

g−→ X −→ 0

‖
y( g1 ) y( 11 )

0 −→ Y −→(
0
f

) X ⊕ E −→(
1 0
0 g

) X ⊕X −→ 0

(1.7)

图(1.7)的交换性保证了右边的方块是拉回, 所以 E 等价于 (1, 1)(0,E) ( 1
1 ). 这说明
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扩张等价类全体 E (X,Y ) 只要是集合, 便关于 Baer 和构成以 [0] 为零元的交换幺半群.

不难验证 0E ∼ 0, 所以 [0] = [0E], 应用下面的 [引理1.3] 便知 [0] = [1E] + [(−1)E] = [E] + [(−1)E].

Lemma 1.3 ([ZW18]). 设 E 是 X 被 Y 的扩张, h, h′ : Y → L 是态射. 那么 [(h+ h′)E] = [hE] + [h′E].

Proof. 我们计算

[(h+ h′)E] =[(h, h′)

(
1Y

1Y

)
E]

=[(h, h′)(E ⊕ E)
(
1X

1X

)
] 利用 [引理1.2(3)]

=[(1Y , 1Y )

(
h 0

0 h′

)
(E ⊕ E)

(
1X

1X

)
]

=[(1Y , 1Y )(hE ⊕ h′E)
(
1X

1X

)
] 利用 [引理1.2(4)]

=[hE] + [h′E].

因此前面的讨论表明扩张等价类全体 E (X,Y ) 只要是集合, 便关于 Baer 和构成以 [0] 为零元的加法群,
注意到 X 被 Y 的扩张 E 是可裂的当且仅当 E ∼ 0. 下面我们说明有足够多投射对象或有足够多内射对象的
Abel 范畴中, E (X,Y ) 不仅是集合, 也与 Ext1A(X,Y ) 有加群同构.

Theorem 1.4 (扩张等价类与 1 阶 Ext 群, [ZW18]). 设 A 是有足够多投射对象或有足够多内射对象的 Abel
范畴, X,Y 是 A 中对象. 那么 E (X,Y ) 是集合且有加群同构 E (X,Y ) ∼= Ext1A(X,Y ).

Proof. 这里仅处理 A有足够多投射对象的情形. 可设有短正合列 0 K P X 0,
j π 其

中 P 是投射对象, 将该短正合列记作 P. 因为 Ext1A(P, Y ) = 0, 所以我们有正合列

0 HomA(X,Y ) HomA(P, Y ) HomA(K,Y ) Ext1A(X,Y ) 0.π∗ j∗

这说明 Ext1A(X,Y ) 给出态射 j∗ 的余核对象, 所以只要建立 Cokerj∗ 和 E (X,Y ) 之间的保持加法的双射便能

够得到加群同构 E (X,Y ) ∼= Ext1A(X,Y ). 定义映射 ϕ : HomA(K,Y ) → E (X,Y ), f 7→ [fP]. 易知 ϕ(0) = 0.
下面我们说明 ϕ 是满射, 一旦证明该断言, 由 Bernays-Gödel 公理系统中的替换公理得到 E (X,Y ) 是集合, 并
且 [引理1.3] 保证了 ϕ 是加群同态. 任取 X 被 Y 的扩张 E : 0 Y E X 0,

f g
由 g 是

epic 态以及 P 是投射对象得到有态射 s : P → E 使得 gs = π.

0 K P X 0

0 Y E X 0

j π

s 1X

f g
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因此我们得到唯一的态射 t : K → Y 使得 ft = sj, 即有下述交换图:

0 K P X 0

0 Y E X 0

j

t

π

s 1X

f g

所以上图左边的方块是推出, 进而 tP ∼ E. 我们得到 ϕ 是满射.
现在对任何态射 ℓ : P → Y , 总有下述交换图 (下行是标准的可裂短正合列):

0 K P X 0

0 Y Y ⊕X X 0

j

ℓj

π

( ℓ
π )

ℓ 1X

所以 ϕ(Imj∗) = [0], 由此得到满加群同态 ϕ 诱导加群同态 ϕ : Cokerj∗ = HomA(K,Y )/Imj∗ → E (X,Y ), f +

Imj∗ 7→ [fP]. 下面我们通过验证满加群同态 ϕ 是单射来得到结论. 设态射 f : K → Y 满足 [fP] = [0]. 下证
f ∈ Imj∗ 来得到 ϕ 是单射. 设下图的下行给出 fP:

0 K P X 0

0 Y Q X 0

j

f

π

g 1X

ℓ p

根据假设, 下行是可裂短正合列, 所以存在态射 t : Q → Y 使得 1Y = tℓ. 进而 ℓf = gj 蕴含 f = tgj ∈ Imj∗.
因此 ϕ 是单射, 给出加群同构 Ext1A(X,Y ) ∼= Cokerj∗ ∼= E (X,Y ).

2 推广: Yoneda n-扩张

固定 Abel范畴 A以及对象 X,Y , 再设 n是正整数. 称下述形式的正合列为 X 被 Y 的 Yoneda n-扩张:

0 Y K−n+1 · · · K−1 K0 X 0.

当 n = 1 时, 回到 X 被 Y 的扩张/Yoneda 1-扩张的概念. 为了方便将 Yoneda n-扩张简称为 n-扩张.
设有两个 n-扩张 K 和 K′:

0 Y K−n+1 · · · K−1 K0 X 0,

0 Y (K ′)−n+1 · · · (K ′)−1 (K ′)0 X 0.

如果存在下述形式的交换图:

0 Y K−n+1 · · · K−1 K0 X 0

0 Y (K ′)−n+1 · · · (K ′)−1 (K ′)0 X 0

1Y 1X

那么记 K⇝ K′ 或 K′ ⇝K. 如果 X 被 Y 的 n-扩张 E,E′ 满足存在一系列 n-扩张 E1, ...,Ek 使得

E⇝ E1 ⇝E2 ⇝ · · · ⇝Ek−1 ⇝ Ek ⇝E′,
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那么定义 E ∼ E′. 易见 ∼ 在所有 X 被 Y 的 Yoneda n-扩张构成的类上定义了等价关系, n-扩张 E 所在的等
价类记作 [E], X 被 Y 所有的 n-扩张等价类记作 E n(X,Y ). 如果 X 被 Y 的 n-扩张 E 和 E′ 满足 E⇝ E′, 那
么 E ∼ E′: 因为总有 E′ ⇝E′, 所以有 E⇝ E′ ⇝E′, 我们得到 E ∼ E′.

如果有 n-扩张 0 Y K−n+1 · · · K−1 K0 X 0s 和 m-扩张

0 X E−m+1 · · · E−1 E0 W 0,t

那么我们得到 W 被 Y 的 (n+m)-扩张 (如果 n-扩张记作 K, m-扩张记作 E, 那么下面的扩张记作 KE)

0 Y K−n · · · K−1 K0 E−m+1 · · · E0 W 0.t ts

如果 X 被 Y 的 n-扩张 K,K′ 等价, W 被 X 的 m-扩张 E,E′, 易验证 KE ∼ K′E′. 所以

E n(X,Y )× E m(W,X) → E n+m(W,Y ), ([K], [E]) 7→ [KE]

是定义合理的映射, 称该映射是扩张等价类的 Yoneda 积, 易见 Yoneda 积满足结合律.
对 n ≥ 2, 任何 n-扩张都可以分解为长度更短的扩张的 Yoneda 积. 具体地, 考虑 n-扩张 E:

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0.

对 −n+ 1 ≤ i ≤ −1, 记上面 Ei 到 Ei+1 的态射为 di : Ei → Ei+1. 记 Ki = Imdi = Kerdi+1, 那么 E 可表示
为下面两个高阶 Yoneda 扩张的 Yoneda 积:

0 Y E−n+1 · · · Ei Ki 0,

0 Ki Ei+1 · · · E1 E0 X 0.

于是 E 可以表示为 n 个 Yoneda 1-扩张的 Yoneda 积. 设有分解 E = En−1 · · ·E1E0, 其中

En−1 : 0 Y E−n+1 K−n+1 0,

En−2 : 0 K−n+1 E−n+2 K−n+1 0,

...

E1 : 0 K−2 E−1 K−1 0,

E0 : 0 K−1 E0 X 0.

对任何态射 h : Y → L 和 s :W → X, 可定义

hE := (hEn−1)En−2 · · ·E1E0, Es := En−1En−2 · · ·E1(E0s). (2.1)

这里定义的 hE 与 Es 在 n-扩张等价下唯一. 易知对任何正整数 n ≥ 2 有

(hE)s ∼ h(Es). (2.2)

在 [引理1.2(2)] 中我们已经得到式(2.2)对 1-扩张也成立.
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Example 2.1 ([ZW18]). 设有扩张 E : 0 Y E X 0,u v 态射 g :W → X 以及扩张

F : 0 W F Z 0.ℓ t

我们说明有 (Eg)F⇝ E(gF): 首先 Eg 可由下图的上行给出:

0 Y Q W 0

0 Y E X 0

1Y

j p

s g

u v

其次扩张 gF 由下图的下行给出:

0 W F Z 0

0 X T Z 0

g

ℓ t

σ 1Z

λ ξ

于是下述交换图说明有 (Eg)F⇝ E(gF):

0 Y Q F Z 0

0 Y E T Z 0

j

1Y s

ℓp t

σ 1Z

u λv ξ

我们也可以类似 Yoneda 1-扩张情形通过分量直和来定义高阶 Yoneda 扩张的直和. 利用高阶 Yoneda 扩
张的典范分解以及拉回和推出的基本性质, 我们不难导出 [引理1.2] 相应的结论:

Lemma 2.2 ([ZW18]). 设 E 和 E′ 都是 X 被 Y 的 n-扩张. 那么

(1) E⇝ E′ 当且仅当 1Y E⇝ E′, 也当且仅当 E⇝ E′1X .

(2) 如果 E⇝ E′ 且 F⇝ F′, 那么 E ⊕ F⇝ E′ ⊕ F′.

(3) 如果 E⇝ E′, 那么对任给态射 h : Y → L 和 s :W → X 有 hE⇝ hE′ 以及 Es⇝ E′s.

(4) 如果有态射 h : Y → L, h′ : L→ Q, s :W → X, s′ : T →W , 那么 h′hE⇝ h′(hE) 且 E(ss′)⇝ (Es)s′.

(5) 有 (
1Y

1Y

)
E⇝ (E ⊕ E)

(
1X

1X

)
, (1Y , 1Y )(E ⊕ E)⇝ E(1X , 1X).

(6) 如果 F 和 F′ 都是 Z 被 X 的 n-扩张, 那么 (E ⊕ E′)(F ⊕ F′)⇝ EF ⊕ E′F′.

(7) 设 s :W → X, s′ :W ′ → X ′ 是态射. 那么有

Es⊕ E′s′ ∼ (E ⊕ E′)

(
s 0

0 s′

)
.

类似地, 如果有态射 h : Y → L, h′ : Y ′ → L′, 我们有

hE ⊕ h′E′ ∼

(
h 0

0 h′

)
(E ⊕ E′).
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(8) 有 (
0 1Y

1Y 0

)
(E ⊕ E′) ∼ (E′ ⊕ E)

(
0 1X

1X 0

)
.

现在对任何 E,E′ ∈ E n(X,Y ), 可同样用式(1.6)来定义 Baer 和 [E] + [E′]. 利用式(2.2)和 [引理2.2(2)(3)]
可验证 Yoneda n-扩张的 Baer 和定义合理. 使用 [引理2.2] 可类似 1-扩张情形得到 E n(X,Y ) 只要是集合, 便
关于 Baer 和构成交换半群. 之后将说明 E n(X,Y ) 只要是集合, 便关于 Baer 和构成加法群.

Proposition 2.3 (Baer和与 Yoneda积的相容性, [ZW18]). 设 E,E′ 都是 X 被 Y 的 n-扩张, F是W 被 X 的

m-扩张. 那么 ([E]+ [E′])[F] = [EF]+ [E′F]. 类似地,对 Y 被 Z 的 m-扩张 K,有 [K]([E]+ [E′]) = [KE]+ [KE′].

Proof. 由 Baer 和的定义以及式(2.2), ([E] + [E′])[F] = [(1Y , 1Y )(E ⊕ E′)
(
1X
1X

)
F ], 结合 [引理2.2(5)(6)] 得到

([E] + [E′])[F] = [(1Y , 1Y )(EF ⊕ E′F)
(
1W
1W

)
].

而 Baer 和的定义表明上式等号右边就是 [EF] + [E′F]. 类似可证第二个结论.

下面设正整数 n ≥ 2, 如下定义扩张等价类 [0] ∈ E n(X,Y ): 当 n = 2 时, [0] 表示下述扩张所在等价类:

0 Y Y X X 0.
1Y 0 1X

当 n ≥ 3 时, [0] 表示下述扩张所在等价类:

0 Y Y 0 · · · 0 X X 0.
1Y 0 1X

下面我们验证对任何 n-扩张 [E] 有 [0] + [E] = [E] 来得到 [0] 是交换半群 E n(X,Y ) 的单位元. 记

t−n =

(
1Y 0

0 d−n

)
: Y ⊕ Y → Y ⊕ E−n+1

ℓ0 =

(
1X 0

0 d−0

)
: X ⊕ E0 → X ⊕X,

那么下面的交换图的下行给出 (1Y , 1Y )(0 ⊕ E):

0 Y ⊕ Y Y ⊕ E−n+1 E−n+2 · · · E−1 X ⊕ E0 X ⊕X 0

0 Y E−n+1 E−n+2 · · · E−1 X ⊕ E0 X ⊕X 0

t−n

(1Y ,1Y ) (d−n,1E−n+1 )

ℓ0

1X⊕X

d−n

由此易知 E 给出 (1Y , 1Y )(0 ⊕ E)
(
1X
1X

)
, 所以 [0] + [E] = [E], 我们得到

扩张等价类全体 E n(X,Y ) 只要是集合, 便关于 Baer 和构成以 [0] 为单位元交换幺半群.

现在任取 X 被 Y 的 n-扩张 E,E′ 和态射 h, h′ : X → L, 通过将 E,E′ 表示为 1-扩张的 Yoneda 积再利用 [引
理1.3] 得到

[(h+ h′)E] = [hE] + [h′E]. (2.3)

而不难看到 [0E] = [0], 所以应用式(2.3)以及 [1Y E] = [E] 可知 [E] + [(−1)E] = [0], 所以前面证明了
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如果 E n(X,Y ) 是集合, 那么它关于 Baer 和构成以 [0] 为单位元的加法群.

我们当然也有 [定理1.4] 对高阶 Yoneda 扩张的相应版本.

Theorem 2.4 (高阶 Yoneda扩张与 Ext群, [ZW18]). 设 A是有足够多投射对象或有足够多内射对象的 Abel
范畴, X,Y 是 A 中对象且正整数 n ≥ 2. 那么 E n(X,Y ) 是集合, 带上 Baer 和是交换群且有群同构

E n(X,Y ) ∼= ExtnA(X,Y ).

Proof. 我们仅处理 A 有足够多投射对象的情形. 取定对象 X 的投射分解

· · · P−n · · · P−1 P 0 X 0.d−n d−1 d0

命 K−n := Imd−n, 那么我们得到正合列 (记作 P)

0 K−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0.
j d−n+1 d−1 d0

(2.4)

那么 P 是一个 X 被 K−n 的 Yoneda n-扩张. 由于 P−n−1 P−n K−n 0d−n−1 d−n|
正合, 得到

0 HomA(K
−n, Y ) HomA(P

−n, Y ) HomA(P
−n−1, Y )

(d−n|)∗ (d−n−1)∗

是正合的. 特别地, 态射 (d−n|)∗ : HomA(K
−n, Y ) → HomA(P

−n, Y ) 是 (d−n−1)∗ 的核.

Im(d−n)∗

· · · HomA(P
−n+1, Y ) HomA(P

−n, Y ) HomA(P
−n−1, Y )

HomA(K
−n, Y )

0

j∗

(d−n)∗ (d−n−1)∗

(d−n|)∗

于是不难看到 Cokerj∗ 可用于计算 ExtnA(X,Y ). 我们能够显式写出加群同构:

Cokerj∗ = HomA(K
−n, Y )/Imj∗ → ExtnA(X,Y ) = Ker(d−n−1)∗/Im(d−n)∗

f + Imj∗ 7→ f(d−n|) + Im(d−n)∗.
(2.5)

命 ϕ : HomA(K
−n, Y ) → E n(X,Y ), f 7→ [fP], 由式(2.3)得到映射 ϕ 保持加法. 对任何态射 f : P−n+1 → Y ,

下述交换图说明 ϕ(Imj∗) = 0:

0 K−n P−n+1 P−n+2 · · · P−1 P 0 X 0

0 Y Y 0 · · · 0 X X 0

j

fj f
f

d0

d0

1Y 1X

所以 ϕ 诱导映射 ϕ : Cokerj∗ → E n(X,Y ), f + Imj∗ 7→ [fP]. 对任何 X 被 Y 的 n-扩张 E:

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0,

11



根据比较引理的证明过程, 总存在态射 f : K−n → Y 以及下述形式的交换图:

0 K−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0

j

f

d−n+1 d−1 d0

1X

并且如果还有态射 g : K−n → Y 满足存在上述形式的交换图, 则 f − g ∈ Imj∗. 下证有定义合理的映射

ψ : E n(X,Y ) → Cokerj∗, [E] 7→ f + Imj∗.

根据前面的讨论, 只需验证当 E ∼ E′ 时, 用 [E] 和 [E′] 定义出的态射 f : K−n → Y 以及 f ′ : K−n → Y 有

f − f ′ ∈ Imj∗.

易见我们只需处理 E ⇝ E′ 或 E ⇝E′ 的情形. 当 E ⇝ E′ 时, 结论明显成立. 当 E ⇝E′ 时, 可得下述形式的
交换图 (这里 µj : (E′)j → Ej 来自 E ⇝E′ 的条件, 虚线态射来自所在三角形截面态射的合成):

0 K−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0

0 Y (E′)−n+1 · · · (E′)−1 (E′)0 X 0

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0

j

f ′

f ′

d−n+1

ζ−n+1

d−1

ζ−1

d0

ζ0 1X

1X

1X µ−n+1 µ−1
µ0 1X

于是由前面的讨论可知 E ⇝E′ 也有 f − f ′ ∈ Imj∗. 故映射 ψ : E n(X,Y ) → Cokerj∗ 定义合理.
容易验证 ψϕ 是 Cokerj∗ 上恒等映射, 下面验证 ϕψ 是 E n(X,Y ) 上恒等映射来得到结论. 任取 X 被 Y

的 n-扩张 E: 0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0, 再设有交换图:

0 K−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0

j

f

d−n+1

γ−n+1

d−1

γ−1

d0

γ0 1X

s

我们断言 fP⇝ E, 一旦证明该断言便知 [E] = [fP] = ϕψ([E]). 现在下图的下行给出 fP:

0 K−n P−n+1 P−n+2 · · · P 0 X 0

0 Y Q P−n+2 · · · P 0 X 0

j

f

d−n+1

h 1P−n+2

d−1 d0

1P0 1X

t

根据推出的定义, 存在唯一的态射 q : Q→ E−n+1 使得下图交换:

K−n P−n+1

Y Q

E−n+1

j

f h
γ−n+1

t

s

q
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现在考察下面的交换图便知 fP⇝ E, 得到断言:

0 K−n P−n+1 P−n+2 · · · P 0 X 0

0 Y Q P−n+2 · · · P 0 X 0

0 Y E−n+1 E−n+2 · · · E0 X 0

j

f

d−n+1

h 1P−n+2

d−1 d0

1P0 1X

t

1Y q γ−n+2 γ0 1X

s

因此我们得到 ϕ 和 ψ 是互逆的映射, 进而 E n(X,Y ) 是集合, 于是 E n(X,Y ) 关于 Baer 和构成加法群. 现在
由 ϕ 保持加法得到加群同构 E n(X,Y ) ∼= ExtnA(X,Y ).

Remark 2.5. 保持前面的记号. 根据 [定理1.4] 和 [定理2.4] 的证明过程, 当 A 有足够多投射对象时, 对正整
数 n, 每个态射 f : K−n → Y , 对应的 n-扩张就是 [fP], 其中 P 是下述正合列:

0 K−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0,
j d−n+1 d−1 d0

这里 K−n = Imd−n = Kerd−n+1 且 (d−n|)∗ : HomA(K
−n, Y ) → HomA(P

−n, Y ) 是加群嵌入. 于是态射
f : K−n → Y 对应 f(d−n|) ∈ HomA(P

−n, Y ), 任何 Ker(d−n−1)∗ 中的态射都具有该形式. 任给扩张 E:

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0,

存在态射 f : K−n → Y 以及下述形式的交换图:

0 K−n P−n+1 · · · P−1 P 0 X 0

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0

j

f

d−n+1 d−1 d0

1X

于是(2.5)说明扩张 E 对应 ExtnA(X,Y ) ∼= Ker(d−n−1)∗/Im(d−n)∗ 中的上同调类为 f(d−n|) + Im(d−n)∗.

对一般的 Abel 范畴 A, 只要导出范畴 D(A) 存在, 即态射类都是集合, 那么 ExtnA(X,Y ) 可被定义为

HomD(A)(X,Y [n])(= HomDb(A)(X,Y [n])). 这时, 任何 A 中对象之间的态射 f : X → X ′ 诱导的加群同态

ExtnA(f, Y ) : ExtnA(X ′, Y ) → ExtnA(X,Y ) 是 f∗ : HomDb(A)(X
′, Y [n]) → HomDb(A)(X,Y [n]), α 7→ αf , 对第二

分量上对象间的态射也有相应说明. 下面我们谈论 Abel 范畴的导出范畴时, 默认所有态射类是集合. 当 A
是有足够多投射对象或有足够多内射对象的 Abel 范畴时, 这与原本的 Ext 群定义一致:
如果我们取定对象 X 的投射分解 · · · P−n · · · P−1 P 0 X 0,d−n d−1 ε 并

记 P • 是复形: · · · P−n · · · P−1 P 0 0.d−n d−1

那么 P • 到 Y [n] 的链映射集中在 n

次位置. 对任何 f + Im(d−n)∗ ∈ ExtnA(X,Y ), 记 f̃ 是 f 诱导的 P • 到 Y [n] 的链映射, ε̃ 表示 P • 到 X = X[0]

的拟同构, 那么标准加群同构 θ : ExtnA(X,Y ) → HomD(A)(X,Y [n]) 满足

θ(f + Im(d−n)∗) = f̃ ε̃−1 (2.6)

下面我们给出 HomD(A)(X,Y [n]) 和 E n(X,Y ) 之间加群同构的对应. 任给 [E] ∈ E n(X,Y ), 其中 E 为

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0,s
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根据比较引理, 我们有交换图:

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 0

P−n−1 P−n P−n+1 · · · P−1 P 0 0d−n−1 d−n

α−n

d−n

α−n+1

d−1

α−1 α0

其中 α0 满足 sα0 = ε. 注意到 α−n ∈ Ker(d−n−1)∗, 记 K−n = Imd−n, j : K−n → P−n+1 是嵌入, 则有交换图:

0 Y E−n+1

K−n

P−n−1 P−n P−n+1

j

d−n−1 d−n

α−n

d−n|
α−n+1

由 [定理2.4] 的证明过程, 存在态射 h : K−n → Y 使得 [hP] = [E] 且下图交换, 其中 P 由式(2.4)定义:

0 Y E−n+1

K−n

P−n−1 P−n P−n+1

j

h

d−n−1 d−n

α−n

d−n|
α−n+1

所以 [E] 对应的 ExtnA(X,Y ) 中元素是 α−n + Im(d−n)∗, 这对应 HomD(A)(X,Y [n]) 中态射 α̃−nε̃−1.
注意到链映射 α̃−n 可表示为下面两个链映射的合成:

0 Y 0 · · · 0 0 0

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 0

P−n+1 P−n P−n+1 · · · P−1 P 0 0

1Y

α−n α−n+1 α−1 α0

并且我们有 s̃α = ε̃, 所以如果记 Ẽ 是复形

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 0,

那么 α̃−nε̃−1 = 1̃Y αε̃
−1 = 1̃Y s̃

−1. 前面的讨论证明了

Proposition 2.6 ([GM03]). 设 A 是有足够多投射对象的 Abel 范畴, X,Y 是 A 中对象, n 是正整数. 命
ζ : E n(X,Y ) → HomD(A)(X,Y [n]), [E] 7→ ζ([E]) 满足对每个扩张 E:

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0,s

ζ([E]) 是下述右分式所在等价类定义出的导出范畴中的态射:

Ẽ

X Y [n]

s 1̃Y
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其中 Ẽ 是复形 0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 0. 那么 ζ : E n(X,Y ) →
HomD(A)(X,Y [n]) 是定义合理的加群同构.

Remark 2.7. 对每个正整数 n, 记 ζnX,Y : E n(X,Y ) → HomD(A)(X,Y [n]) 是 [命题2.6] 给出的加群同构. 命
E 0(X,Y ) := HomA(X,Y ), 则有典范加群同构 ζ0X,Y : E 0(X,Y ) → HomD(A)(X,Y ), 可直接验证对任何正整数
n,m, X 被 Y 的 n-扩张 [E] 和 Y 被 Z 的 m-扩张 [F] 有:

ζn+m
X,Z ([F][E]) = (ζmY,Z(F)[m])ζnX,Y (E). (2.7)

下面我们说明当 n 或 m = 0 时, 式(2.7)也成立. 先设 m = 0, 我们需要验证对任何态射 f : Y → Z 和 X 被 Y

的 n-扩张 E : 0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0,s 有

ζnX,Z([fE]) = (ζ0Y,Z(f)[n])ζ
n
X,Y ([E]). (2.8)

设 n-扩张由下面的交换图的下行给出:

0 Y E−n+1 · · · E−1 E0 X 0

0 Z Q · · · E−1 E0 X 0

f 1E−1

s

1E0 1X (2.9)

记 Ẽ 和 Ê 分别是下面两个复形:

0 Y E−n+1 · · · E1 E0 0,

0 Z Q · · · E1 E0 0.

记图(2.9)给出的 Ẽ 到 Ê 的链映射是 γ. 注意到式(2.8)的等号右边由下述右分式所在等价类给出:

Ẽ

Ẽ Y [n]

X Y [n] Z[n]

1Ẽ 1̃Y

s̃ 1̃Y 1Y [n] f [n]

所以下述交换图蕴含式(2.8)成立:

Ẽ

Ẽ Y [n]

X Ẽ Z[n]

Ê

1Ẽ 1̃Y

s̃ f [n]

1Ẽ

s̃ f̃

γ

1̃Z
s̃
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类似地, 可验证式(2.7)在 n = 0 的情形也成立.
因此 [命题2.6] 考虑的扩张等价类集与导出范畴 Hom 集的加群同构与 Yoneda 积相容.

现在设 A 有足够多投射对象. 同构 Ext0A(X,Y ) ∼= HomA(X,Y ) 表明我们可以利用 Yoneda 积赋予

Ext•A(X,X) =
∞⊕

n=0

ExtnA(X,X) (2.10)

上环结构使之成为 N-分次环, 齐次元间的乘法来自扩张等价类的 Yoneda 积, 零次部分的态射与高次部分的
扩张等价类的乘积来自式(2.1). 加法群 Ext•A(X,X) 上乘法满足分配律来自 [命题2.3] 和式(2.3), 结合律来自
式(2.2)以及扩张等价类关于 Yoneda 积具有结合律. 将分次环 Ext•A(X,X) 称为对象 X 的 Yoneda 环. 例如,
当 A 有足够多投射对象且 X 的投射对象时, Ext•A(X,X) = HomA(X,X).

根据 [注记2.7], 由 [命题2.6] 给出的 N-分次加群同构

Ext•A(X,X)
ζ∼=

∞⊕
n=0

HomD(A)(X,X[n]) (2.11)

在式(2.11)的右边通过对 f ∈ HomD(A)(X,X[n]), g ∈ HomD(A)(X,X[m]) 定义 f ◦ g := (f [m])g 使式(2.11)的
右边成为 N-分次环后, (2.11)成为 N-分次环同构.

Remark 2.8. 更一般地, 对 A 中任何对象 X,Y, Z, Yoneda 积给出映射

ExtiA(Y, Z)× ExtiA(X,Y ) → ExtiA(X,Z).

于是命 Y = Z 或 Y = X 可知 N-分次加群 Ext•A(X,Y )是 Yoneda环 Ext•A(X,X)上的分次右模,也是 Yoneda
环 Ext•A(Y, Y ) 上的分次左模.

设 k 是域. 当 A 是 k-线性 Abel 范畴时, Ext•A(X,X) 上带有自然的 k-线性结构, 并且根据加群同构
E n(X,Y ) ∼= ExtnA(X,Y ) 的证明, 当定义 E n(X,Y ) 上 k-数乘作用为 α · [E] = [α1Y E] = [Eα1X ], α ∈ k, 那
么前面的加群同构 E n(X,Y ) ∼= ExtnA(X,Y ) 便成为 k-线性空间同构. 这时 Ext•A(X,X) 是域 k 上的 N-分次
代数, 也称为 X 的 Yoneda 代数. 同时式(2.11)也是 k-代数同构. 若 A 是局部有限的 k-线性 Abel 范畴,
那么每个 ExtnA(X,X) 是有限维 k-线性空间, 并且当 X 进一步是单对象且 k 是代数闭域时, Schur 引理表明
HomA(X,X) = k, 即这时 Yoneda 代数 Ext•A(X,X) 还是连通分次的.
之后我们将在 [定理3.1] 说明 Hopf 代数的 Yoneda 代数是分次交换的, 所以这里再回顾些相关术语.
设 S = ⊕∞

d=0Sd 是 N-分次环. 回忆 S 的理想 I 被称为齐次理想, 如果 I = ⊕∞
d=0(I ∩ Sd), 这等价于理想 I

可由一些齐次元生成. 例如齐次理想族的和, 交都是齐次理想. 称 S 的真齐次理想 P 是齐次素理想, 如果对任
何 S 的齐次理想 A,B, AB ⊆ P 蕴含 A ⊆ P 或 B ⊆ P . 易见 S 的真齐次理想 P 是齐次素理想当且仅当对 S

的任何齐次元 a, b, aSb ⊆ P 蕴含 a ∈ P 或 b ∈ P . 于是知当 S 是交换分次环或分次交换的分次环时, S 的真
齐次理想 P 是齐次素理想当且仅当对任何齐次元 a, b ∈ P , ab ∈ P 蕴含 a ∈ P 或 b ∈ P . 一般地, 如果 N-分
次环 S 的真齐次理想 P 满足对任何齐次元 a, b ∈ P , ab ∈ P 蕴含 a ∈ P 或 b ∈ P , 那么 P 是齐次素理想, 称
满足该性质的齐次素理想 P 是齐次完全素理想. 如果 α : S → T 是 N-分次环之间的分次环同态, 那么 T 的任

何齐次完全素理想 Q 满足 α−1(Q) 是 S 的齐次完全素理想. 分次环 S 的极大齐次理想是齐次素理想, 并且利
用 Zorn 引理易知任何真齐次理想都含于某个极大齐次理想中.
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将 ⊕∞
d=1Sd 记作 S+, 这是 S 的真齐次理想. 当 S0 是整环时 (例如 S 连通分次), S+ 是齐次素理想. 命

Proj(S) := {I ⊆ S | I是齐次素理想且I ⊉ S+}. (2.12)

类似于交换环的素谱, 我们说明 Proj(S) 上有自然的拓扑空间结构: 对每个齐次理想 I, 命

V (I) = {P ∈ Proj(S) | P ⊇ I}.

那么 V (0) = Proj(S), V (S) = ∅,对任何 S 的齐次理想 I, J ,明显有 V (IJ) = V (I)∪V (J). 如果 {Ik}k∈Γ 是 S

的齐次理想族, 那么 V (
∑

k∈Γ Ik) = ∩k∈ΓV (Ik). 于是我们得到 Proj(S) 有唯一的拓扑结构使得具有形式 V (I),
I 是齐次理想, 的所有子集构成 Proj(S) 中的所有闭集. 当 S 交换时, Proj(S) 是用于定义射影概形的底空间.

Example 2.9. 设域 k 上的 N-分次环 S 是分次交换且 chark 6= 2. 这时 T := ⊕∞
d=0S2d 是 S 的分次子代数, 且

T 是交换的. 由 S 的分次交换性可知任何奇数次齐次元 x 满足 x2 = −x2, 所以 x2 = 0. 这说明对任何正奇数
2k + 1 有 S2k+1 含于 S 的所有齐次素理想中. 命 j : T → S 是标准嵌入, 那么 j∗ : Proj(S) → Proj(T ), P 7→
P ∩T 是连续映射. 任何 T 的齐次素理想 Q满足 Q+⊕∞

k=0S2k+1 是 S 的齐次素理想且在 j∗ 下的像是 Q,这说
明 j∗ 是满射. 如果 S 的齐次素理想 P,Q满足 j∗(P ) = j∗(Q),那么 P ∩T = Q∩T . 但 P = P ∩T +⊕∞

k=0S2k+1

且 Q = Q ∩ T +⊕∞
k=0S2k+1, 所以 P = Q. 至此我们说明了 j∗ 是双射. 对任何 S 的齐次素理想 I, 易验证

j∗(V (I)) = V (I ∩ T ),

所以 j∗ 还是闭映射, 我们得到 j∗ : Proj(S) → Proj(T ), P 7→ P ∩ T 是拓扑同胚.

对 N-分次环 A 和任何 Z-分次左 A-模 M , 易知 AnnAM 是 A 的真齐次理想, 于是 M 可定义 Proj(A) 的
闭子集 V (AnnAM). 现在设 A 是交换的, 那么我们可考虑 A 的局部化. 具体地, 设 S 是 A 的乘闭子集, 那么
S 中所有齐次元构成集合 Sh 同样是 A 的乘闭子集. 易见任何分次 A-模 M 关于 S 的局部化是零模当且仅当

M 关于 Sh 的局部化是零模. 对分次 A-模 M 和整数 i, 命

(S−1
h M)i := {x/s ∈ S−1

h M | x ∈M, s ∈ S 都是齐次元, 且 deg x− deg s = i}.

易证 S−1
h M = ⊕i∈Z(S

−1
h M)i. 特别地, S−1

h A = ⊕i∈Z(S
−1
h A)i 是 N-分次环且 S−1

h M 是分次 S−1
h A-模. 当 P 是

A 的齐次素理想时, 命 S = A−P , 那么 M(P ) := S−1
h M 被称为 M 在 P 处的齐次局部化 [LW25]. 根据前面的

讨论, MP = 0 当且仅当 M(P ) = 0. 所以当分次模 M 是有限生成 A-模时, 任何齐次素理想 P 满足 M(P ) 6= 0

的充要条件是 P ⊇ AnnAM . 对任何 (未必有限生成的) 分次 A-模 M , M = 0 当且仅当对任何齐次素理想 P

有 M(P ) = 0, 也当且仅当对任何极大齐次理想 Q 有 M(Q) = 0.
一般地, 含幺环 A 关于乘闭子集 S 的右局部化 AS 存在当且仅当对任何 a ∈ A, s ∈ S 有 aS ∩ sA 6= ∅ 且

sa = 0 蕴含存在 t ∈ S 使得 at = 0. 于是可直接验证分次交换的 N-分次环 A 关于一些齐次元构成的乘闭子集

S 的右局部化 AS 总存在. 进而我们也能够处理分次交换的分次环上模的局部化 (例如关于某个齐次素理想的
局部化). 下面设 A 是分次交换的. 类似交换情形, 任何分次右 A-模 M 关于一些齐次元构成的乘闭子集 S 的

右局部化 MS 也有自然的分次右 AS-模结构 (AS 是分次环). 这时也将分次右 A-模 M 关于齐次素理想 P 给

出的齐次元乘闭子集 (A−P )h 的局部化记作 M(P ). 设 M 是有限生成分次右 A-模, 易验证对任何齐次素理想
P , M(P ) 6= 0 当且仅当 P ⊇ AnnAM .
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3 Hopf 代数的 Yoneda 代数

本节固定域 k 上的 Hopf 代数 H. 下面我们使用 [SA04] 中的讨论说明对平凡左 H-模 k, Yoneda 代数
Ext•H(k,k) 是分次交换的 [GK93]. 任意两个左 H-模 X,Y 的 k-张量积 X ⊗ Y = X ⊗k Y 有典范左 H-模结构
使得任意两个左 H-模复形的 k-张量积复形都是左 H-模复形, 于是我们能够将左 H-模复形的 k-张量积诱导
至有界导出范畴 Db(H-Mod) 上得到双函子 −⊗− : Db(H-Mod)×Db(H-Mod) → Db(H-Mod). 不难看到
Db(H-Mod) 关于 ⊗ 构成幺半范畴, 并且如果记 T = [1] : Db(H-Mod) → Db(H-Mod) 是复形平移给出的范
畴自同构, 那么我们可以定义如下函子间的自然变换: 对任何 X•, Y • ∈ Db(H-Mod), 命

λX•,Y • : (X• ⊗ TY •) → T (X• ⊗ Y •)

满足对任何 p+ q = n 以及 xp ⊗ yq+1 ∈ Xp ⊗ (TY •)q ⊆ (X• ⊗TY •)n 有 λX•,Y •(xp ⊗ yq+1) = (−1)nxp ⊗ yq+1.
那么 λ : −⊗ (T−)

∼=→ T (−⊗−) 是定义合理的自然同构. 类似我们有不用添加符号的标准自然同构

ρX•,Y • : (TX• ⊗ Y •) → T (X• ⊗ Y •).

将平凡模 k 视作集中在 0 次部分的复形, 命 ℓX• : k⊗X• → X• 满足对任何 α ∈ k 和 xn ∈ Xn 有

ℓnX• : k⊗Xn → Xn, α⊗ xn 7→ (−1)n(n−1)/2αxn.

那么 ℓ : k⊗− → − 是自然同构; 我们也有不带符号的典范自然同构 r : −⊗ k→ −. 于是有交换图

k⊗ TX• TX•

T (k⊗X•) TX•

ℓTX•

λk,X• 1

TℓX•

(3.1)

TX• ⊗ k TX•

T (X• ⊗ k) TX•

rTX•

ρX•,k 1

TrX•

(3.2)

TX• ⊗ TY • T (X• ⊗ TY •)

−1

T (TX• ⊗ Y •) T 2(X• ⊗ Y •)

ρX•,TY •

λTX•,Y • TλX•,Y •

TρX•,Y •

(3.3)

在谈论复形明确时, 将前面定义的自然变换 ℓ, r, λ, ρ 省略下标记号, 并将复形 X• 简写作 X.
对任何 X,Y ∈ Db(H-Mod), 命 λ0, ρ0 是 X ⊗ Y 到自身的恒等态射. 对任何正整数 n, 命

λn : (Tn−1λ)(Tn−2λ) · · · (Tλ)λ : X ⊗ TnY → Tn(X ⊗ Y ),

ρn : (Tn−1ρ)(Tn−2ρ) · · · (Tρ)ρ : TnX ⊗ Y → Tn(X ⊗ Y ),

λ−n = T−nλ−1
n : X ⊗ T−nY → T−n(X ⊗ Y ),
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ρ−n = T−nρ−1
n : T−nX ⊗ Y → T−n(X ⊗ Y ).

这里最后两个态射来自: 对 λn : X⊗Y = X⊗TnT−nY → Tn(X⊗T−nY )的逆 λ−1
n : Tn(X⊗T−nY ) → X⊗Y

作用 T−n 以及对 ρ−n : TnT−nX ⊗ Y → Tn(T−nX ⊗ Y ) 的逆作用 T−n 得到. 于是对任何整数 n 有自然变换

λn : −⊗ (Tn−) → Tn(−⊗−), ρn : (Tn−)⊗− → Tn(−⊗−).

从(3.1), (3.2)和(3.3)得到
ℓ = (Tnℓ)λn : k⊗ (Tn−) → Tn, (3.4)

r = (Tnr)ρn : (Tn−)⊗ k→ Tn, (3.5)

(Tnλm)ρn = (−1)mn(Tmρn)λm : (Tn−)⊗ (Tm−) → Tm+n(−⊗−). (3.6)

下面我们说明 Ext•H(k,k) = ⊕∞
n=0HomD(H-Mod)(k,k[n]) = ⊕∞

n=0HomD(H-Mod)(k, T
p
k) 是分次交换的. 根据

分次代数同构(2.11), 只需验证对导出范畴中的态射 f : k→ T p
k 和 g : k→ T q

k 有 f · g = (−1)pqg · f.
现在对任给导出范畴中的态射 f : k→ T p

k 和 g : k→ T q
k, 命 f ⋆ g : k→ T p+q

k 是下面态射的合成:

k k⊗ k T p
k⊗ T q

k T p(k⊗ T q
k) T p(k⊗ k) T p+q

k.r−1 f⊗g ρp Tpλq Tp+qℓ

现在(3.4)和(3.5)保证了有下述交换图:

k k⊗ k

T p
k T p

k⊗ k T p
k⊗ T q

k

T p
k T p(k⊗ k) T p(k⊗ T q

k)

T p
k T p+q

k T p+q(k⊗ k)

f

r

f⊗g
f⊗1

1 ρp

1⊗gr

ρp

1

Tpr Tp(1⊗g)

Tpℓ
Tpλq

Tpℓ

Tpg

Tp+qℓ

所以我们得到 g · f = f ⋆ g, 等号左边是 Yoneda 积. 再结合(3.6), 我们得到交换图:

k k⊗ k

T q
k k⊗ T q

k T p
k⊗ T q

k T p(k⊗ T q
k)

T q
k T q(k⊗ k) T q(T p

k⊗ k) T p+q(k⊗ k)

T q
k T p+q

k T p+q
k

g

ℓ=r

1⊗g
f⊗g

1

ℓ

λq

f⊗1 ρp

λq (−1)pqTpλq

1

T qℓ T q(f⊗1)

T qr T qr

T qρp

Tp+qℓ
Tp+qr

T qf 1

由此得到 f · g = (−1)pqf ⋆ g. 于是我们得到下述定理.

Theorem 3.1 (Yoneda 代数的分次交换性, [GK93, SA04]). 设 H 是域 k 上 Hopf 代数, 那么 H 的 Yoneda
代数 Ext•H(k,k) 是分次交换代数. 特别地, Ext2•H (k,k) ⊆ Ext•H(k,k) 是交换分次代数. 由于 HomH(k,k) ∼= k

总成立, 所以 Yoneda 代数 Ext•H(k,k) 是分次交换的连通分次代数.

19



Remark 3.2. 通常也将 Ext•H(k,k) 记作 H•(H,k). 对余交换 Hopf 代数可利用 Ext 群的 Yoneda 扩张等价
类刻画, [定理2.4], 来使用杯积给出更直接的证明, 见 [Ben91, Corollary 3.2.2]. 对域 k 上任何有限张量范畴 C,
同样的方法也能得到 Yoneda 代数 Ext•C(1, 1) 是分次交换的, 这里 1 是 C 中的幺元对象.

Example 3.3. 设 H 是域 k 上的有限维 Hopf 代数, 并设 chark = 2. 那么 Ext•H(k,k) 是交换代数.

Example 3.4. 如果域 k 上的有限维 Hopf 代数 H 是半单的, 那么 Ext•H(k,k) = k.

Example 3.5 (Golod-Venkov-Evens, [Gol59, Ven59, Eve61]). 设 G是有限群,可以证明群代数 kG的 Yoneda
代数 Ext•

kG(k,k) 是域 k 上的有限生成代数.

有限维 Hopf 代数 H 的 Yoneda 代数 Ext•H(k,k) 有助于从张量范畴角度理解 H 的表示论.

Example 3.6 (Ginzburg-Kumar, Bendel-Nakano-Parshall-Pillen, [GK93, BNPP14]). 设 g 是有限维复单 Lie
代数, ℓ ≥ 3 是奇数且和 g 根系的坏素数互素, 当 g = G2 时 ℓ 与 3 互素, 当 g = Bn 或 Cn 时也要求 ℓ ≥ 5. 那
么对 Lusztig 小量子群 uϵ(g), 有 Ext•uϵ(g)

(k,k) 是域 k 上的有限生成代数. 记 h 是 g 的 Coxeter 数, 当 ℓ > h

时, Ginzburg-Kumar 得到对任何自然数 k 有 Ext2k+1
uϵ(g)

(k,k) = 0 且有分次代数同构

Ext•uϵ(g)
(k,k) ∼= O(N ),

其中 N = {x ∈ g | adx是幂零变换} 是 g 的幂零锥.

Remark 3.7. 在 [FP86] 中 Friedlander-Pardhall 计算了正特征单连通单代数群的 Lie 代数的包络代数以及
限制包络代数的上同调环, Ginzburg-Kumar 的工作可视作限制包络代数场景结论的量子版本.

Etingof-Ostrik [EO04] 猜测对代数闭域 k 上任何有限张量范畴 C, 幺元对象 1 的 Yoneda 代数 Ext•C(1, 1)
是 k 上的有限生成代数 (利用 [定理3.1] 的讨论同样能够证明 Ext•C(1, 1) 是分次交换的).
对任何左 H-模 M , 也有 Yoneda 代数 Ext•H(M,M). 于是由 −⊗M 是 H-Mod 上的正合函子知有合理

的映射 θM : Ext•H(k,k) → Ext•H(M,M) 满足将

0 k E−i+1 · · · E−1 E0
k 0

所在的扩张等价类映至下述扩张所在的等价类:

0 M ∼= k⊗M E−i+1 ⊗M · · · E−1 ⊗M E0 ⊗M k⊗M ∼=M 0.

易见 θM : Ext•H(k,k) → Ext•H(M,M) 是 k-分次代数同态. 这使得任何 Ext•H(M,M)-模能够视作分次
Ext•H(k,k)-模. 例如, 根据 [注记2.8], 对任何左 H-模 N , Ext•H(M,N) 能够视作分次左 Ext•H(N,N)-模也能够
视作分次右 Ext•H(M,M)-模,那么 Ext•H(M,N)能够视作分次左 Ext•H(k,k)-模也能够视作分次右 Ext•H(k,k)-
模. 不难看到对任何左 H-模 M,N , Ext•H(M,N) 是分次 Ext•H(k,k)-Ext•H(k,k) 双模. 使用导出范畴的语言,
代数同态 θM : Ext•H(k,k) → Ext•H(M,M)可视作⊕∞

n=0HomDb(H-Mod)(k,k[n])到⊕∞
n=0HomDb(H-Mod)(M,M [n])

的映射 αn 7→ ℓ−1
M [n](α⊗ idM )ℓ−1

M , 这里 αn ∈ HomDb(H-Mod)(k,k[n]).

Remark 3.8. 在代数同态 θM 的定义中如果用M⊗−代替 −⊗M ,同样可定义出 Ext•H(k,k)到 Ext•H(M,M)

的代数同态. 当 H 是余交换 Hopf 代数时, 这两种定义得到的代数同态相同.
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Remark 3.9. 任取 α ∈ HomDb(H-Mod)(k,k[n]) 和 β ∈ HomDb(H-Mod)(M,N [m]), 那么有交换图:

M k⊗M k⊗N [m] N [m]

M [n] k[n]⊗M k[n]⊗N [m] N [n+m]

θM (α)

∼=

α⊗id

id⊗β

α⊗id

∼=

θN[m](α)

∼= id⊗β ∼=

这说明 θN [m](α)β = β[n]θM (α). 于是 Ext•H(k,k)在 Ext•H(M,N)上的左作用和右作用一致. 所以当 Ext•H(k,k)

是交换代数时, Ext•H(M,N) 是 Ext•H(k,k) 上对称双模.
利用 Ext•H(k,k) 在 Ext•H(M,N) 上的左作用和右作用一致易用 Ext 群的导出范畴描述验证对任何左 H-

模X1, X2, Y1, Y2, X, Y ,有 Ext•H(k,k)-模同构 Ext•H(X,Y1⊕Y2) ∼= Ext•H(X,Y1)⊕Ext•H(X,Y2)以及 Ext•H(k,k)-
模同构 Ext•H(X1 ⊕X2, Y ) ∼= Ext•H(X1, Y )⊕ Ext•H(X2, Y ).

Proposition 3.10. 设H 是域 k上Hopf代数,并设有左H-模短正合列 0 M N L 0.
f g

那么对任何左 H-模 X 有 Ext•H(k,k)-模正合列 Ext•H(X,M) Ext•H(X,N) Ext•H(X,L)
f∗ g∗

和

Ext•H(X,L) Ext•H(X,N) Ext•H(X,M).
g∗ f∗

Proof. 以第一种情况为例, 这里同态 f∗ : Ext•H(X,M) → Ext•H(X,N), (αn : X →M [n])∞n=0 7→ (f [n]αn : X →
N [n])∞n=0, 同态 g∗ : Ext•H(X,N) → Ext•H(X,L), (βn : X → N [n])∞n=0 7→ (g[n]βn : X → L[n])∞n=0 明显是右

Ext•H(k,k)-模同态, [注记3.9]. 加群同态序列 Ext•H(X,M) Ext•H(X,N) Ext•H(X,L)
f∗ g∗

的正合性

来自给定短正合列导出的 Ext 群长正合列.

Remark 3.11. 对左 H-模短正合列 0 M N L 0,
f g

存在 D(H-Mod) 中的好三角

M N L M [1],
f g h

其中 h : L → M [1] 是导出范畴中的态射. 由此可知对任何左 H-模 X, 上述短正合列诱导的 Ext 群长正合列
中连接同态 δn : ExtnH(X,L) → Extn+1

H (X,M) 可由 h[n] : L[n] → M [n+ 1] 诱导: HomDb(H-Mod)(X,L[n]) →
HomDb(H-Mod)(X,M [n+ 1]), θ 7→ h[n]θ. 类似地, 连接同态 ∂n : ExtnH(M,X) → Extn+1

H (L,X) 来自

HomDb(H-Mod)(M,X[n]) → HomDb(H-Mod)(L,X[n+ 1]), θ 7→ θ[1]h.

由此可知 δ : Ext•H(X,L) → Ext≥1
H (X,M) 和 ∂ : Ext•H(M,X) → Ext≥1

H (L,X) 是 Ext•H(k,k)-模同态. 于是与
[命题3.10] 类似, 我们有 Ext•H(k,k)-模正合列

Ext•H(X,N) Ext•H(X,L) Ext≥1
H (X,M) Ext≥1

H (X,N),
g∗ δ (f∗)≥1

Ext•H(N,X) Ext•H(M,X) Ext≥1
H (L,X) Ext≥1

H (N,X).
f∗

∂ (g∗)≥1

设有限维 Hopf 代数 H 满足 Ext•H(k,k) 是交换的. 对任何左 H-模 X,Y , Ext•H(X,Y ) 是 Ext•H(k,k) 上

的分次对称双模, [注记3.9]. 记 I(X,Y ) 是 Ext•H(X,Y ) 作为 Ext•H(k,k)-模的零化子, 这是 Ext•H(k,k) 的齐次

理想. 再记 m0 = Ext•H(k,k)+ 是增广理想. 称 V (X,Y ) := {m0} ∪ {m ∈ Proj(Ext•H(k,k)) | I(X,Y ) ⊆ m} 是
关于 X 和 Y 的支簇. 当 Ext•H(X,Y ) 是有限生成 Ext•H(k,k)-模时, m ∈ Proj(Ext•H(k,k)) 满足 m ∈ V (X,Y )

当且仅当 Ext•H(X,Y )(m) 6= 0. 这解释了 “支簇” 的命名缘由. 记 V (X,X) 为 V (X).
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Proposition 3.12. 设域 k 上有限维 Hopf 代数 H 满足 Ext•H(k,k) 是交换仿射的且对任何有限生成 H-模
X,Y 有 Ext•H(X,Y ) 是有限生成 Ext•H(k,k)-模. 那么

(1) 设 0 X1 X2 X3 0 是有限生成左 H-模的短正合列. 则

V (Y,Xi) ⊆ V (Y,Xj) ∪ V (Y,Xk), V (Xi, Y ) ⊆ V (Xj , Y ) ∪ V (Xk, Y )

对所有满足 {i, j, k} = {1, 2, 3} 的指标 i, j, k 成立.

(2) 对任何有限生成左 H-模 X,Y , 有 V (X,Y ) ⊆ V (X) ∩ V (Y ).

(3) 设 0 X1 X2 X3 0 是有限生成左 H-模的短正合列. 那么 V (Xi) ⊆ V (Xj) ∪
V (Xk) 对任何指标 1 ≤ i, j, k ≤ 3 成立.

(4) 对任何有限生成投射左 H-模 P , V (P ) = {m0}.

(5) 对任何有限生成左 H-模 X,Y 有 V (X ⊕ Y ) = V (X) ∪ V (Y ).

(6) 对任何有限生成左 H-模 X,Y 有 V (X ⊗ Y ) ⊆ V (X). 特别地, 若有左 H-模同构 X ⊗ Y ∼= Y ⊗X(例如
H 是余交换的或 H 是拟三角的), 那么 V (X ⊗ Y ) ⊆ V (X) ∩ V (Y ).

Proof. (1) 这来自 [命题3.10] 和 [注记3.11].
(2) 因为 Ext•H(k,k) 在 Ext•H(X,Y ) 上的作用来自 Ext•H(X,X) 或 Ext•HY, Y ), 所以考虑 Ext•H(X,X) 与

Ext•H(Y, Y ) 的乘法单位元易知 I(X,X), I(Y, Y ) ⊆ I(X,Y ). 故�支簇的定义得到结论.
(3) 由 (1) 可知 V (Xi) = V (Xi, Xi) ⊆ V (Xi, Xj) ∪ V (Xi, Xk). 再应用 (2) 即可.
(4) 这时 Ext•H(P, P ) = HomH(P, P ), 所以 m0 ⊆ AnnExt•H(k,k)Ext•H(P, P ).

(5) 根据 [注记3.9], 有 Ext•H(k,k)-模同构

Ext•H(X ⊕ Y,X ⊕ Y ) ∼= Ext•H(X,X)⊕ Ext•H(X,Y )⊕ Ext•H(Y,X)⊕ Ext•H(Y, Y ),

这蕴含 V (X), V (Y ) ⊆ V (X ⊕ Y ). 而 V (X ⊕ Y ) ⊆ V (X) ∪ V (Y ) 来自 (3).
(6) 由定义, Ext•H(X ⊗ Y,X ⊗ Y ) 的 Ext•H(k,k)-模结构来自代数同态 θX⊗Y : Ext•H(k,k) → Ext•H(X ⊗

Y,X ⊗ Y ), 易见存在代数同态 τ : Ext•H(X,X) → Ext•H(X ⊗ Y,X ⊗ Y ) 使得 θX⊗Y = τθX . 因此 I(X,X) ⊆
I(X ⊗ Y,X ⊗ Y ). 这说明 V (X ⊗ Y ) ⊆ V (X).

Remark 3.13. 在 [NP23, Theorem 4.8] 中 Negron-Pevtsova 得到代数闭域上任何整体维数有限的仿射 Hopf
代数 U 和光滑仿射 Hopf 代数 C, 如果 U 在 C 上有限生成, 那么有限维 Hopf 代数 H = U/C+U 的上同调代

数是有限生成的且对任何有限生成 H-模 X,Y 有 Ext•H(X,Y ) 是有限生成 Ext•H(k,k)-模.

Remark 3.14. 对一般的有限维 Hopf 代数 H 上的有限维模 X,Y , 未必有 V (X ⊗ Y ) ⊆ V (X) ∩ V (Y ) 成

立. Benson-Witherspoon 构造了正特征的代数闭域上有限维 Hopf 代数 H 和适当的有限维 H-模 X,Y 满足

V (X)∩ V (Y ) = ∅ 且 V (X ⊗ Y ) 6= V (Y ⊗X) 均非空, 见 [BW14, Example 3.2]. 如果有限维 Hopf 代数 H 满

足对任何有限维模 X,Y 有 V (X ⊗ Y ) = V (X) ∩ V (Y ), 则称 H 满足张量积性质. Ostrik 在 [Ost98, Remark
3.7] 猜想 Lusztig 小量子群 uϵ(g) 满足张量积性质. 也见 [BPW24] 关于一般有限张量范畴不具有张量积性质
的支簇的讨论.
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