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这份笔记的目的是记录 Sylow定理的证明以及相关应用,该定理以 P. L. Sylow(挪威, 1832-1918)命名, 是
由 Sylow 于 1872 年发表的. 首先让我们回顾一个 p-群作用在有限集上的特性.

Lemma 1. 设群 G 是 p-群, |G| = pn, n > 0, 作用在有限集 |X| 上, 记它的不动点集为 X0 = {x ∈ X|gx =

x, ∀g ∈ G}, 那么 |X0| ≡ |X|(mod p). 特别地, 若考虑 p-群在自身上的共轭作用, 立即得到 p-群的中心非平凡.

Proof. 记 x ∈ X 所在的轨道为 Ox, 那么

|X| =
∑

|Ox|=1

|Ox|+
∑

|Ox|>1

|Ox|.

因为每个轨道的长度 |Ox| 都整除 |G| = pn, 所以当 |Ox| ≥ 2 时 p 整除 |Ox|. 于是由 X0 即所有长度为 1 的轨

道之并知 |X0| ≡ |X|(mod p).

上述引理表明 p-群作用在一个有限集上, 不动点集元素个数与整个集合元素个数模 p 同余. 下面我们使
用上述事实证明 Cauchy 定理, 我们将利用 Cauchy 定理及其后面的引理证明 Sylow 定理.

Cauchy’s Theorem. 给定素数 p 以及有限群 G, 若素数 p 整除 |G|, 那么 G 存在 p 阶元.

Proof. 作 S = {(a1, a2, ..., ap) ∈ Gp|a1a2 · · · ap = 1G}, 那么 |S| = |G|p−1, 且 Sp 中轮换 σ = (123 · · · p) 生成
的子群 〈σ〉 是 p 阶群且在 S 上有个天然群作用 〈σ〉 × S → S, (τ, (a1, a2, ..., ap)) 7→ (aτ(1), aτ(2), ..., aτ(p)), 易
见该群作用的不动点集 S0 = {(x, x, ..., x) ∈ Gp|xp = 1G, x ∈ G} 且是非空的, 因为 (1G, 1G, ..., 1G) ∈ S0. 注
意到 |S0| ≡ |S|(mod p), 所以由 p 整除 |S| 可得 p 整除 |S0|. 故 |S0| ≥ p, 特别地, 取 a 6= 1G ∈ G 使得

(a, a, ..., a) ∈ S0, 则 a 的阶为 p.

Lemma 2. 给定素数 p, 设有限群 G 的子群 H 是 p-群, 那么 [NG(H) : H] ≡ [G : H](mod p).

Proof. 记 X 是全体 H 在 G 中的左陪集构成的集合, 那么 |X| = [G : H]. 将 H 通过左乘作用在 X 上, 那么
gH ∈ X 在不动点集 X0 中的充要条件是 hgH = gH, ∀h ∈ H, 因为 G 是有限群, 所以这等价于 g ∈ NG(H).
于是 |X0| = [NG(H) : H]. 由 H 是 p-群可得 [NG(H) : H] = |X0| ≡ |X| = [G : H](mod p).

若有限群 G 的阶为 prm, p 是素数, r,m 是正整数且 p 不整除 m, 则称阶为 pr 的子群 H 的 G 的一个

Sylow p-子群. 我们把有限群 G 的全体 Sylow p-子群子群构成的集合记作 Sylp(G).
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Sylow’s Theorem. 设 G 是有限群, p 是素数, 设在正整数 n,m 使得 |G| = pnm, 其中 p 不整除 m, 则有:
(1) 任给自然数 0 ≤ i ≤ n, G 存在 pi 阶子群, 特别地, Sylow p-子群存在, 即 Sylp(G) 6= ∅.
(2) 任给 G 的一个 Sylow p-子群 P 以及 p-子群 H, 存在 g ∈ G 使得 H ⊆ gPg−1. 特别地, 任意两个 Sylow
p-子群在群 G 中共轭.
(3) 记 np = |Sylp(G)| 为 Sylow p-子群的个数, 则 np ≡ 1(mod p) 且 np|m.

Proof. (1) 当 i = 0 时结论明显成立. 当 i = 1 时由 Cauchy 定理保证了存在 p 阶元, 该元素生成的循环群就
是 G 的一个 p 阶子群. 假设 G 存在 pi 阶子群 Hi, 这里 1 ≤ i ≤ n − 1, 我们说明 G 存在 pi+1 阶子群 Hi+1.
因为 H i 是 p-群, 所以 [NG(Hi) : Hi] = [G : Hi](mod p), 而 |Hi| = pi, i ≤ n− 1 表明 p 整除 [G : Hi], 所以 p

整除 [NG(Hi) : Hi]. 因此由 Cauchy 定理, 商群 NG(Hi)/Hi 有 p 阶元, 进而有 p 阶子群 K, 由子群对应定理
知存在 NG(Hi) 的子群 Hi+1 使得 K = Hi+1/Hi, 故 Hi+1 是 G 的 pi+1 阶子群. 于是结合 i = 1 的情形可知

(1) 成立.
(2)由 (1)知确实存在 Sylow p-子群 P . 记 S 是全体 P 关于 G的左陪集构成的集合, 那么 p-群 H 可通过

左乘作用在 S 上, 不动点集 S0 为 S0 = {gP ∈ S|g−1Hg ⊆ P}. 由 |S| = m不被 p整除以及 |S| ≡ |S0|(mod p)

可知 S0 非空, 所以存在 g ∈ G 使得 g−1Hg ⊆ P , 即 H ⊆ gPg−1, 故 (2) 成立.
(3) 将群 G 共轭作用在 Sylp(G) 上, 由 (2) 知该群作用是传递的, 所以 np 作为轨道长度整除 |G|. 更进一

步, 对每个 Sylow p-子群 P , 其稳定化子即 NG(P ) ⊇ P , 故

np =
|G|

|NP (G)|
| m.

下面固定一个 Sylow p-子群 P , 将其共轭作用在 Sylp(G) 上, 我们断言 |(Sylp(G))0| = 1, 一旦证明该断言, 则
np ≡ 1(mod p) 成立. 易见 P ∈ (Sylp(G))0, 对任给 Q ∈ (Sylp(G))0, 有 P ⊆ NG(Q). 因此 Q,P 都是正规化子

NG(Q) 的两个 Sylow p-子群 P , 由 (2) 知它们在 NG(Q) 中共轭, 故 P = Q. 这就证明了断言.

Remark 3. 如果 G 的 Sylow p-子群只有一个, 那么它必定是 G 的正规子群.

在给出 Sylow 定理的应用前我们引入一个基本的观察.

Lemma 4. 若有限群 G 的阶为 2m, 其中 m 是奇数, 则 G 存在指数为 2 的子群.

Proof. 将群 G 左乘作用在 G 上可得群同态 ρ : G → S(G), g 7→ ρg. 易见对每个 g 6= 1G, 有 ρg(c) 6= c, ∀c ∈ G.
设 f : G = {g1, g2, ..., g2m} → {1, 2, ..., 2m}, gk 7→ k 为双射, 则 γ : S(G) → S2m, σ 7→ fσf−1 是群同构, 所以
ψ = γρ : G → S2m 是单群同态. 由 Cauchy 定理, G 中有 2 阶元 a, 那么 ψ(a) 是 S2m 中 2 阶元, 故是一些不
相交对换的乘积. 因为 ρa 改变 G 中任何元素, 所以 ψ(a) 改变集合 {1, 2, ..., 2m} 中任何元素, 因此它是 m 个

不相交对换的乘积, 是奇置换. 从而 A2mImψ = S2m, 进而知 A2m ∩ Imψ 是 Imψ 指数为 2 的子群, 因此由 ψ

是单群同态易知 G 有指数为 2 的子群.

Application 5. 给定有限群 G, 设 p, q 是素数.
(1)(阶为两素数乘积的群不是单群) 如果 |G| = pq, 那么 G 不是单群.
(2)(阶为一素数平方与素数乘积的群不是单群) 如果 |G| = p2q, 那么 G 不是单群.
特别地, 阶为

4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 25, 26, 27, 28, 33, 34, 35, 38, 39, 44, 45, 46, 49, 50, 51, 52, 55, 57, 58
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的群不是单群.

Proof. (1) 当 p = q 时, G 是交换群, 由 Cauchy 定理知 G 有 p 阶子群, 是非平凡正规子群, 所以 G 不是单群.
当 p > q 时, 由 Sylow 第三定理, Sylow p-子群的个数 np 满足 np|q 且 np ≡ 1(mod p). 因此 np = 1, 即 G 有

唯一的 Sylow p-子群, 它是 G 的非平凡正规子群, 故 G 不是单群. 当 p < q 时, 同理可知 G 有唯一的 Sylow
q-子群, 它是 G 的非平凡正规子群, 故 G 不是单群. 于是 (1) 得证.

(2) 若 p = q, 那么 |G| = p3. 如果 G 是交换群, 那么由 Cauchy 定理可知 G 有 p 阶非平凡正规子群. 如
果 G 不是交换群, 因为 p-群的中心非平凡, 所以 Z(G) 是 G 的非平凡正规子群, 于是 G 不是单群. 下设 p 6= q,
如果 p > q, 那么 Sylow p-子群的个数 np 满足 np|q 且 np ≡ 1(mod p), 这迫使 np = 1, 即 G 有唯一的 Sylow
p-子群, 它是 G 的非平凡正规子群, 故 G 不是单群. 最后我们讨论 p < q 的情形.
首先 G的 Sylow q-子群个数 nq 满足 nq|p2 且 nq ≡ 1(mod q). 那么 nq 只可能是 1或 p2. 如果 nq = 1, 那

么 G 唯一的 Sylow q-子群给出了 G 的一个非平凡正规子群, 故 G 不是单群. 下面考虑 nq = p2 的情形, 我们
断言 G 有唯一的 Sylow p-子群. 因为任意两个 Sylow q-子群的交只可能是 {1G}, 所以全体 Sylow q-子群之并
所得集合 A 有 p2(q − 1) + 1 个元素. 任取 G 的一个 Sylow p-子群 P , 它与任何 Sylow q-子群的交也是 {1G},
所以 P ⊆ (G−A)∪ {1G}. 注意到 (G−A)∪ {1G} 恰好 p2 个元素, 所以 P = (G−A)∪ {1G}, 这说明 G 有唯

一的 Sylow p-子群, 断言得证. 由此该 Sylow p-子群是 G 的一个非平凡正规子群, 故 G 不是单群.

Application 6. 设有限群 G 阶为 24, 则 G 不是单群.

Proof. 由 Sylow 第三定理, 全体 Slyow 2-子群构成的集合 Syl2(G) 元素个数 n2 = 1 或 3. 如果 n2 = 1, 那么
G 有唯一的 Slyow 2-子群, 不是单群. 下设 n2 = 3, 将 G 共轭作用到 Syl2(G) 上, 该群作用是传递的, 并诱导
群同态 ρ : G→ Sym(Syl2(G)), 易见 Imρ 至少有两个元素, 这表明 Kerρ 是 G 的真子群. 再由 G/Kerρ ∼= Imρ
可得 |Kerρ| ≥ 4, 所以 Kerρ 是 G 的一个非平凡正规子群.

Application 7. 60 阶非交换单群总同构于 A5.

Proof. 设 G 是 60 阶非交换单群, 则 G 的 Sylow 2-子群个数 n2|15 且 n2 是奇数, 于是知 n2 = 1, 3, 5, 15. 由
于 G 是单群, 所以 n2 6= 1. 假设 n2 = 3, 则将 G 共轭作用到 Syl2(G) 上, 那么该作用导出群同态 φ : G →
Sym(Syl2(G)). 因为该群作用是传递的, 所以 Kerφ 是 G 的真子群, 由 G/Kerφ ∼= Imφ 易得 Kerφ 至少有 10

个元素, 所以 Kerφ 是 G 的一个非平凡正规子群, 矛盾. 故 n2 6= 3. 最后讨论 n2 = 5 与 n2 = 15 的情形.
我们用反证法说明 n2 6= 15. 如果 n2 = 15, 那么 G 存在两个 Sylow 2-子群的交不是平凡的, 因为如果 G

的任意两个 Sylow 2-子群交是平凡的, 注意到 G 的 Sylow 5-子群有 6 个且 Sylow 5-子群与 Sylow 2-子群一共
含有 6(5 − 1) + 15(4 − 1) + 1 = 24 + 45 + 1 = 70 个元素, 这与 G 仅含有 60 个元素矛盾. 设 S, T 是 G 的

Sylow 2-子群满足 S ∩ T 6= {1G}, 那么 K = S ∩ T 是 2 阶群. 注意到 4 阶群总交换, 所以 S, T ⊆ CG(K), 这
表明 CG(K) 至少 6 个元素. 事实上 CG(K) 必定是 G 的真子群, 否则 K ⊆ Z(G) 以及 G 非交换得到 Z(G)

是 G 的非平凡正规子群, 与 G 是单群矛盾. 我们断言 |CG(K)| ≤ 12, 若不然, 则 [G : CG(K)] < 5, 于是
|G| > [G : CG(K)]!, 这与 G 是单群矛盾. 再结合 4

∣∣|CG(K)| 以及 |CG(K)|
∣∣60 可得 |CG(K)| = 12. 将 G 通

过左乘作用到 CG(K) 所有左陪集构成的集合 Y 上, 那么 |Y | = 5 且有单群同态 γ : G → S5, 于是知 G 与

S5 的一个指数为 2 的子群同构. 但 S5 指数为 2 的正规子群只有 A5, 所以 G ∼= A5. 这表明 A5 也有 15 个

Sylow 2-子群. 将 A5 共轭作用在 Syl2(A5) 上, 因为这个群作用是传递的, 所以对任何 A5 的 Sylow 2-子群 H,
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有 |NA5
(H)| = 4 = |H|, 所以 NA5

(H) = H. 取 H = {(1), (12)(34), (14)(23), (13)(24)} 是 A5 的一个 Sylow
2-子群, 那么 (123) ∈ NA5

(H)−H, 这与 NA5
(H) = H 矛盾.

根据前面的讨论知 n2 = 5, 将群 G 共轭作用在 Syl2(G) 上, 由 G 是单群可导出单群同态 ρ : G → S5, 于
是知 G 同构于 S5 的一个指数为 2 的子群, 即 A5, 故 G ∼= A5.

Application 8. 180 阶群不可能是单群.

Proof. 假设群 G 是 180 阶单群, 那么 G 的 Sylow 3-子群个数 n3 只可能是 4 或 10. 假设 n3 = 4, 将 G 共

轭作用到 Syl3(G) 上可得群同态 ρ : G → Sym(Syl3(G)), 因为该作用是传递的, 且 G 是单群, 所以 ρ 是单射,
从而 180 = |G| ≤ 4! = 24, 矛盾. 所以 n3 = 10. 我们断言 G 的任何两个 Sylow 3-子群之交是平凡群, 若
不然, 则存在 Sylow 3-子群 S, T 使得 K = S ∩ T 是 3 阶群. 因为 9 阶群必交换, 所以 S, T ⊆ CG(K). 由
S, T ⊆ CG(K) 可得 |CG(K)| ≥ 15. 由 G 是单群易证 CG(K) 是真子群, 于是可知 |CG(K)| ≤ 30, 若不然, 则
[G : CG(K)] < 6, 进而 |G| = 180 > 5! ≥ [G : CG(K)]!, 这与 G 是单群矛盾. 因此, 由 15 ≤ |CG(K)| ≤ 30 并结

合 9
∣∣|CG(K)|, |CG(K)|

∣∣180 可知 |CG(K)| = 18. 于是知 CG(K) 的 Sylow 3-子群只有一个, 这与 S, T 都是它的

Sylow 3-子群矛盾. 因此, 我们得到 G 的任何两个 Sylow 3-子群之交是平凡群. 下证 G 的 Sylow 5-子群个数
n5 = 6. 首先由 Sylow 第三定理容易得到 n5 = 1, 6, 36. 而 G 是单群, 这迫使 n5 只可能是 6 或 36. 下面用反
证法说明 n5 6= 36. 假设 n5 = 36, 由任意两个 Sylow 3-子群之交平凡可知全体 Sylow 3-子群与 Sylow 5-子群
之并有 10(9− 1) + 36(5− 1) + 1 = 225 > 180, 这与 |G| = 180 矛盾. 由此我们得到 n3 = 10, n5 = 6. 将 G 共

轭作用在集合 Syl5(G) 上, 可得单群同态 α : G→ S6. 我们断言 α(G) ⊆ A6, 否则, α(G)A6 = S6 易得 G 有指

数为 2 的子群 α−1(Imα ∩A6), 这与 G 是单群矛盾. 故 A6 有指数为 2 的子群 Imα, 这和 A6 是单群矛盾.

4


