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1 概念回顾

1.1 拟三角 Hopf 代数

拟三角 Hopf 代数因能够提供统计力学中量子 Yang-Baxter 方程的解而被广泛关注. 设 H 是域 k 上对极

是双射的 Hopf 代数. 回忆 R ∈ H ⊗H 被称为 H 的一个泛 R-矩阵 (或 H 上的一个拟三角结构), 如果满足

(∆⊗ idH)(R) = R13R23, (idH ⊗∆)(R) = R13R12, τ∆(h) = R∆(h)R−1

对所有 h ∈ H 成立, 其中 τ 表示张量积空间交换分量次序的标准扭同构. 当 R 是 H 的一个泛 R-矩阵时, 二
元组 (H,R) 被称为拟三角 Hopf 代数. 对极是双射的 Hopf 代数 H 的泛 R-矩阵全体和幺半范畴 H-Mod 上
的辫结构全体有典范双射 R 7→ (cV,W : V ⊗W → W ⊗ V, v ⊗ w 7→ R−1(w ⊗ v) = (R−1)lτ(v ⊗ w)). 因此 H

上的拟三角结构与 H-Mod 上的辫结构一一对应 (特别地, H-Mod 上的辫结构全体构成集合). 由于幺半范畴
(C,⊗) 上任何辫结构 c 诱导新的辫结构 cX,Y = c−1

Y,X(相应的辫幺半范畴 C = (C, c) 被称为 (C, c) 的镜像范畴).
因此前面指出的 H 的泛 R-矩阵全体构成的集合与 H-Mod 上的辫结构全体构成的集合上的双射不是唯一的,
例如也可以由 R 7→ (cV,W : V ⊗W → W ⊗ V, v ⊗ w 7→ τRl(v ⊗ w)), 这与 [EGNO15, §8.3] 中的习惯一致. 这
时, 对任何左 H-模 V (例如 V = H), cV,V : V ⊗ V → V ⊗ V, v ⊗ w 7→ τRl(v ⊗ w) 产生辫线性空间 (V, cV,V ),
即 cV,V 是 V 上的 Yang-Baxter 算子. 故拟三角 Hopf 代数的表示可自然产生 Artin 辫群的表示.
拟三角 Hopf 代数 (H,R) 被称为三角的 (这时 R 是三角结构), 如果 τ(R) = R−1. 这时前面的典范双射

R 7→ (cV,W : V ⊗W →W ⊗ V, v ⊗ w 7→ R−1(w ⊗ v)

将三角结构对应到对称辫结构. 反之, 对称辫结构关于上述双射的原像给出的泛 R-矩阵是三角的. 如果 H 是

有限维 Hopf 代数且 H-mod 是有限维左 H-模范畴. 那么 H 上的拟三角结构对应 H-mod 上的辫结构.

Remark 1.1. 我们指出拟三角 Hopf 代数 H 的 S2 是内自同构 [Dri89]: 命 R =
∑

i ai ⊗ bi ∈ H ⊗H 并考虑

u =
∑
i

S(bi)ai ∈ H. (1.1)
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我们说明 u ∈ H 是可逆元且 S2(h) = uhu−1, ∀h ∈ H. 首先我们验证对所有的 h ∈ H 有

uh = S2(h)u. (1.2)

根据定义中的等式 τ∆(h) = R∆(h)R−1, 对任何 h ∈ H 有 (R⊗ 1)
∑

(h) h(1)⊗h(2)⊗h(3)) = (
∑

(h) h(2)⊗h(1)⊗
h(3))(R⊗ 1). 于是我们有

∑
i,(h) aih(1) ⊗ bih(2) ⊗ h(3) =

∑
i,(h) h(2)ai ⊗ h(1)bi ⊗ h(3). 进而∑

i,(h)

S2(h(3))S(bih(2))aih(1) =
∑
i,(h)

S2(h(3))S(h(1)bi)h(2)ai.

将上式化简便知(1.2)成立. 因此只需要再验证 u 是可逆元. 记 R−1 =
∑

j cj ⊗ dj . 考虑 v =
∑

j S
−1(dj)cj . 则

uv =
∑
j

uS−1(dj)cj

=
∑
j

S(dj)ucj 利用 (1.2)

=
∑
i,j

S(dj)S(bi)aicj

=
∑
i,j

S(bidj)aicj

= 1 利用 RR−1 = 1⊗ 1.

而(1.2)说明 1 = uv = S2(v)u, 这蕴含 u 是可逆元. 由(1.1)定义的元素被称为 Drinfeld 元.
特别地, 如果拟三角 Hopf 代数 (H,R) 满足 S2 = id, 那么(1.2)蕴含 Drinfeld 元 u 是 H 的中心元.

Example 1.2 ([EGNO15]). 设 H 是余交换 Hopf代数 (例如群代数),则 S2 = id. 这时定义 R = 1⊗1 ∈ H⊗H
可知 (H,R) 是拟三角 Hopf 代数. 更进一步, 这时 τ(R) = R−1 表明 R 是三角结构.

Proposition 1.3 ([Mon93]). 设 (H,R) 拟三角 Hopf 代数, 那么有

R12R13R23 = R23R13R12, (1.3)

(S ⊗ idH)R = R−1 = (idH ⊗ S−1)R, (S ⊗ S)(R) = R, (1.4)

(ε⊗ idH)R = 1 = (idH ⊗ ε)R. (1.5)

这里的等式 (1.3) 在统计力学中被称为量子 Yang-Baxter 方程 (QYBE). 故拟三角 Hopf 代数的 R-矩阵能
够产生量子 Yang-Baxter 方程的解.

Proof. 先说明 R-矩阵 R 满足 (1.3). 根据拟三角 Hopf 代数的定义, R12R13R23 = R12(∆ ⊗ idH)R. 可通过 H

是几乎余交换 Hopf 代数直接计算验证 R12(∆⊗ idH)R = (τ∆⊗ idH)(R)R12. 直接计算表明 (τ∆⊗ idH)(R) =
R23R13. 于是 R满足 (1.3). 对 (∆⊗idH)(R) = R13R23两边作用 ε⊗idH⊗idH 得到 1⊗R = 1⊗[(ε⊗idH)(R)]R,
结合 1⊗R ∈ H ⊗H ⊗H 可逆得到 (ε⊗ idH)R = 1. 类似对 (idH ⊗∆)(R) = R13R12 作用 idH ⊗ idH ⊗ ε 可推

得 (idH ⊗ ε)R = 1, 这就证明了 (1.5). 最后验证 (1.4) 来完成命题证明.
可直接计算验证 R(S ⊗ idH)(R) = (µ ⊗ idH)(idH ⊗ S ⊗ idH)(R13R23). 应用 (∆ ⊗ idH)(R) = R13R23 得

到 R(S ⊗ idH)(R) = (µ ⊗ idH)(idH ⊗ S ⊗ idH)(∆ ⊗ idH)(R) = (ε ⊗ idH)R = 1. 这说明 (S ⊗ idH)R = R−1.
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现在 Hcop 是以 S−1 为对极的 Hopf 代数. 记 R̂ = τ(R), 可直接验证 (Hcop, R̂) 是拟三角 Hopf 代数. 所以根
据前面证明的结果, 有 (S−1 ⊗ idH)R̂ = R̂−1. 整理可得 (idH ⊗ S−1)(R)R = 1. 即 (idH ⊗ S−1)(R) = R−1, 现
在我们得到 (S ⊗ idH)R = R−1 = (idH ⊗ S−1)R. 对等式 (S ⊗ idH)R = (idH ⊗ S−1)R 两边作用 idH ⊗ S 得到

(S ⊗ S)(R) = R, 这证明了 (1.4).

Remark 1.4. 设 (H,R) 是拟三角 Hopf 代数, 那么 H-Mod 上有辫结构 c. 具体地, 我们设 R =
∑

i ai⊗ bi, 则
c 满足 cV,W : V ⊗W → W ⊗W, v ⊗ w 7→

∑
i biw ⊗ aiv. 对辫幺半范畴 (H-Mod, c) 中任何两个对象 X,Y , 利

用(1.4)给出的 R−1 =
∑

i S(ai)⊗ bi 可直接计算验证下式成立:

cX∗,Y = (evX ⊗ idY⊗X∗)(idX∗ ⊗c−1
X,Y ⊗ idX∗)(idX∗⊗Y ⊗ coevX). (1.6)

类似地, 利用(1.4)给出的 R−1 =
∑

i ai ⊗ S−1(bi) 可直接验证

c−1
Y,X∗ = (evX ⊗ idY⊗X∗)(idX∗ ⊗cY,X ⊗ idX∗)(idX∗⊗Y ⊗ coevX). (1.7)

式(1.6)和(1.7)在一般的辫幺半范畴场景也成立 (加入合适的典范同构), 见 [EGNO15, Lemma 8.9.1]. 通过
(S ⊗ S)(R) = R 可直接验证对任何两个 (H-Mod, c) 中对象 X,Y , 有典范的交换图:

(Y ⊗X)∗ (X ⊗ Y )∗

X∗ ⊗ Y ∗ Y ∗ ⊗X∗

(cX,Y )∗

∼= ∼=
cX∗,Y ∗

(1.8)

交换图(1.8)对任何辫幺半范畴同样成立, 见 [EGNO15, Exercise 8.9.2].

Corollary 1.5 ([EGNO15]). 设 (H,R)是拟三角 Hopf代数,记 R =
∑

i ai⊗bi. 则 Drinfeld元 u =
∑

i S(bi)ai

有乘法逆元 u−1 =
∑

i biS
2(ai).

Proof. 只需要说明
∑

i biuai = 1. 原因是一旦证明该断言, 由
∑

i biS
2(ai)u =

∑
i biuai(这里使用了式(1.2)) 便

得结果. 现在(1.4)说明
∑

i S(bi)⊗S(ai) =
∑

i bi⊗ai,进而
∑

i biuai =
∑

i S(bi)uS(ai) =
∑

i,j S(bi)S(bj)ajS(ai).
而(1.4)中的 R(S ⊗ id)(R) = 1⊗ 1 说明

∑
i,j ajS(ai)⊗ bjbi = 1⊗ 1. 这说明

∑
i,j S(bi)S(bj)ajS(ai) = 1.

Lemma 1.6. 设 (H,R) 是拟三角 Hopf 代数, 那么 H 的任何中心 Hopf 子代数是余交换的.

Proof. 设 C 是 H 的中心 Hopf 子代数, 那么对任何 c ∈ C 有 τ∆(c) = R∆(c)R−1 = ∆(c).

Remark 1.7. 设 g 是复半单 Lie 代数, ℓ ≥ 3 是奇数且当 g 含有 G2 型因子时要求 ℓ 和 3 互素, 并设 ϵ ∈ C×

是 ℓ 次本原单位根. 以下谈论的量子群基域均为 C. 我们指出 [引理1.6] 说明 De Concini-Kac 量子包络代数
Uϵ(g) 和 De Concini-Kac-Procesi 量子 Borel 代数 U≥0

ϵ (g) 均不是拟三角 Hopf 代数: 量子群 Uϵ(g) 和 U≥0
ϵ (g)

均有不余交换的中心 Hopf 子代数. 在前面对本原单位根 ϵ 的假设下, Lusztig 小量子群 uϵ(g) 是拟三角的

[M9̈8, LO17]. Gelaki 在 [Gel99, Theorem 3.3] 得到特征零的代数闭域上拟三角 Hopf 代数如果是 basic 的, 那
么 S4 = id. 由此不难看到小量子 Borel 子群 u≥0

ϵ (g) 上不存在拟三角结构.
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回忆在刚性幺半范畴 (C,⊗, 1) 中, 任何态射 f : X → Y 给出交换图 (来自 f∗ 的定义):

Y ∗ ⊗X X∗ ⊗X

Y ∗ ⊗ Y 1
1⊗f

f∗⊗1

evX

evY

(1.9)

1 Y ⊗ Y ∗

X ⊗X∗ Y ⊗X∗

coevY

coevX 1⊗f∗

f⊗1

(1.10)

在刚性辫幺半范畴 (C, c) 中, 利用(1.10)以及(1.10)可验证下面定义的态射 uX : X → X∗∗ 关于变量 X 自然:

X
idX ⊗ coevX∗−−−−−−−−→ X ⊗X∗ ⊗X∗∗ cX,X∗⊗idX∗∗

−−−−−−−−→ X∗ ⊗X ⊗X∗∗ evX ⊗ idX∗∗−−−−−−−→ X∗∗. (1.11)

由(1.11)给出的自然变换 u : 1C → (−)∗∗ 被称为 Drinfeld 自然变换/态射. Drinfeld 自然变换的一个重要特
性是对任何 C 中对象 X,Y , 有下面的交换图 [EGNO15, Proposition 8.9.3]:

X ⊗ Y X∗∗ ⊗ Y ∗∗

Y ⊗X

Y ⊗X (X ⊗ Y )∗∗

uX⊗uY

cX,Y

∼=

cY,X

uX⊗Y

(1.12)

交换图(1.12)表明通常 Drinfeld 自然变换未必是幺半函子间的自然变换. 记图(1.12)右边的典范自然同构是
γX,Y : X∗∗ ⊗ Y ∗∗ → (X ⊗ Y )∗∗, 则图(1.12)可等价地描述为

uX⊗Y cY,XcX,Y = γX,Y (uX ⊗ uY ). (1.13)

Example 1.8 ([EGNO15]). 设 (H,R) 是拟三角 Hopf 代数, 考虑 H-Mod 上的辫结构 c. 那么辫幺半范畴
(H-Mod, c) 中每个对象 X 上的 Drinfeld 态射 uX : X → X∗∗ 满足

uX(x) =

(∑
i

S(bi)aix

)∗∗

,

其中 R =
∑

i ai ⊗ bi. 因此这时 Drinfeld 自然变换本质上来自 Drinfeld 元(1.1)的左乘. 从(1.12)的交换性得到:

∆(u)(τ(R)R) = u⊗ u. (1.14)

从 [推论1.5] 和 [例1.8] 不难看到拟三角 Hopf 代数的有限维模范畴上的 Drinfeld 自然变换是自然同构. 下
面我们说明这对任何辫张量范畴都成立:

Proposition 1.9 ([EGNO15]). 设 (C, c)是域 k上的辫张量范畴 (未必有限), 那么式(1.11)定义的 Drinfeld自
然变换 u : 1C → (−)∗∗ 是自然同构. 特别地, 对任何 C 中对象 X 有 X∗ ∼= ∗X.
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Proof. 固定 C 中对象 X 6= 0. 根据(1.11), Drinfeld 态射 uX : X → X∗∗ 和典范同构 X∗∗ ∼= 1 ⊗X∗∗ 的合成给

出的态射 ǔX : X → 1 ⊗X∗∗ 就是态射 evXcX,X∗ : X ⊗X∗ → 1 在伴随同构

HomC(X ⊗X∗, 1) ∼= HomC(X, 1 ⊗X∗∗)

下的像, 所以由 cX,X∗ 是同构以及 evX 6= 0(因为 X 6= 0) 得到 ǔX 6= 0. 于是 uX : X → X∗∗ 是非零态射. 由于
当 X 是单对象时, X∗∗ 也是单对象. 所以当 X 是单对象时, uX : X → X∗∗ 是同构. 现在由 (−)∗∗ 是正合函子

以及 C 中对象都有限长, 可通过对对象的长度作归纳证明对 C 中任何对象 X, uX : X → X∗∗ 是同构.

1.2 Ribbon 结构

设 (C, c) 是辫刚性幺半范畴. 称自然同构 θ : 1C → 1C 是 C 上的一个 twist(或平衡变换), 如果

θX⊗Y = (θX ⊗ θY )cY,XcX,Y (1.15)

对所有 C 中对象 X,Y 成立. 如果 C 上的 twist θ : 1C → 1C 满足 (θX)
∗ = θX∗ 对所有 C 中对象 X 成立, 那么

称 θ 是 C 上的一个 ribbon 结构. 带有 ribbon 结构 θ 的辫刚性幺半范畴 (C, c) 称为 ribbon 幺半范畴. 如果
辫幺半范畴 (C, c) 是辫张量范畴, 将带有 ribbon 结构的辫张量范畴称为 ribbon 张量范畴.

Remark 1.10. 根据辫结构 c 的自然性, 式(1.15)也可以等价地改写为:

θX⊗Y = (θX ⊗ θY )cY,XcX,Y = cY,XcX,Y (θX ⊗ θY ).

如果取 X = Y = 1, 那么 θ1⊗1 = θ1 ⊗ θ1. 当 C 是张量范畴时, θ1 ∈ EndC(1) ∼= k, 这迫使 θ1 = 11.

设 (C, c) 是域 k 上的辫张量范畴, 则 [命题1.9] 说明 C 中的自然同构 ψ : 1C → (−)∗∗ 可经 Drinfeld 自然
同构 u 分解: 存在自然同构 θ : 1C → 1C 使得对任何 C 中对象 X 有:

ψX = uXθX . (1.16)

回忆张量范畴 C 上的自然变换 ψ : 1C → (−)∗∗ 被称为 C 上的 pivotal 结构, 如果 ψ 满足

X ⊗ Y

X∗∗ ⊗ Y ∗∗ (X ⊗ Y )∗∗

ψX⊗ψY

ψX⊗Y

γX,Y

交换对所有 X,Y ∈ ob C 成立, 其中 γX,Y : X∗∗ ⊗ Y ∗∗ → (X ⊗ Y )∗∗ 是典范自然同构 (同图(1.12)).

Example 1.11. 设 H 是 Hopf 代数, 有群样元 g 满足 S2(h) = ghg−1, ∀h ∈ H. 我们说明有限维左 H-模范
畴 H-mod 上有自然的 pivotal 结构. 对每个有限维左 H-模 V , 置 αV : V → V ∗∗, v 7→ g(v)∗∗, 这明显是线性
同构. 我们验证 αV 是左 H-模同构: 对每个 ξ ∈ V ∗, (hαV (v))(ξ) = hg(v)∗∗(ξ) = v∗∗(S(hg)ξ) = S(hg)ξ(v) =

ξ(S2(hg)v) = ξ(ghv) = ξ(S(g)hv) = (hv)∗∗(S(g)ξ) = g(hv)∗∗(ξ) = αV (hv)(ξ). 这验证了 αV 是左 H-模同构.
可直接计算验证自然同构 α : (−) → (−)∗∗ 定义了张量范畴 H-mod 上的 pivotal 结构.
反之, 我们说明域上的有限维 Hopf 代数 H 如果满足有限维模范畴 H-mod 上有 pivotal 结构, 那么 H

的对极 S 满足 S2 是某个群样元决定的内自同构 (即存在群样元 g 使得 S2(h) = ghg−1, ∀h ∈ H). 现在设
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H-mod 上的 pivotal 结构是 α : (−) → (−)∗∗. 那么得到左 H-模同构 αH : H → H∗∗. 于是存在唯一的 g ∈ H

使得 g∗∗ = αH(1). 因为 αH 是左 H-模同态, 所以 αH(h) = hαH(1) = hg∗∗ = (S2(h)g)∗∗. 特别地, g 满足在 H

中有左逆. 故由 H 是有限维代数得到 g 是可逆元.
现在对任何有限维左 H-模 V 和 v ∈ V , 我们断言

αV (v) = (gv)∗∗. (1.17)

考虑左 H-模同态 θ : H → V, h 7→ hv. 那么我们有交换图:

H H∗∗

V V ∗∗

αH

θ θ∗∗

αV

上图的交换性以及 θ∗∗(k∗∗) = (kv)∗∗ 说明(1.17)成立. 特别地, 取 V = H ⊗ H 和 θ = ∆ 得到 ∆(g)∗∗ =

(g ⊗ g)∗∗. 这迫使 ∆(g) = g ⊗ g. 所以 g 是群样元. 最后我们说明 S2(k) = gkg−1, ∀k ∈ H. 根据(1.17),
(S2(k)g)∗∗ = αH(k) = (gk)∗∗. 因此 S2(k)g = gk. 这蕴含 S2 是由群样元 g 决定的内自同构.

一般地, 有限维 Hopf 代数即使 S2 是内自同构, S2 也未必由某个群样元给出. 存在有限维拟三角 Hopf 代
数产生这样的例子 [Hal21]. 所以有限维拟三角 Hopf 代数的有限维模范畴未必具有 pivotal 结构.

根据图(1.13)的交换性, 下图右边的方块是交换的:

X ⊗ Y X ⊗ Y X∗∗ ⊗ Y ∗∗

X ⊗ Y (X ⊗ Y )∗∗

θX⊗θY

θX⊗Y

uX⊗uY

cY,XcX,Y γX,Y

uX⊗Y

因此 [命题1.9] 蕴含上图整体的交换性等价于左边三角形的交换性. 这说明(1.16)定义的 θ 是 twist 当且仅当
ψ = uθ 是 C 上的 pivotal 结构. 于是在辫张量范畴场景, 我们得到双射:

{C上的 twist} → {C上的 pivotal 结构}, θ 7→ uθ, (1.18)

其中 u : 1C → (−)∗∗ 是 Drinfeld 自然同构. 回忆 ribbon 结构需要 twist 进一步与左对偶相容. 特别地, ribbon
张量范畴上都有典范 pivotal 结构 (ribbon 结构和 Drinfeld 自然同构的合成).
现在设 (H,R) 是拟三角 Hopf 代数. 则有辫幺半范畴 (H-Mod, c). 于是可直接计算对任何左 H-模 V,W ,

同构 cW,V cV,W : V ⊗W → V ⊗W 来自 τ(R)R 的左乘变换. 假设 (H-Mod, c) 上存在 ribbon 结构 θ. 那
么 θH : H → H 是左 H-模同态说明存在 z ∈ H 使得 θH(h) = hz, ∀h ∈ H. 对任何 H 中元素 g, 右乘变换
rg : H → H 是左 H-模同态. 所以 θ 的自然性保证了 z 是 H 的中心元. 现在由 θH 是同构可知 z ∈ H 是可逆

中心元. 进而对任何左 H-模 X 以及 x ∈ X 有 θX(x) = zx. 下面我们说明 v = z−1 ∈ H 满足:

∆(v) = (v ⊗ v)(τ(R)R)−1, (1.19)

v = S(v). (1.20)

因为 θH∗ = θ∗H , 所以对任何 h ∈ H 和 f ∈ H∗ 有 f(vh) = f(S(v)h). 这蕴含(1.20)成立. 根据(1.15), 有交换图:

H ⊗H H ⊗H

H ⊗H

cH,HcH,H

θH⊗H

θH⊗θH
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现在 θH⊗H(1⊗ 1) = ∆(z) 与上图的交换性得到 ∆(z) = (z ⊗ z)(τ(R)R), 两边取逆得到(1.19).

Definition 1.12 (Ribbon Hopf 代数, [RT90, EGNO15]). 设 (H,R) 是拟三角 Hopf 代数. 如果 H 有可逆中

心元 v 满足(1.19)和(1.20), 那么称 v 是 H 的 ribbon 元, 三元组 (H,R, v) 被称为 ribbon Hopf 代数.

Remark 1.13. 设 (H,R, v) 是 ribbon Hopf 代数. 我们说明 ribbon 元 v 满足 ε(v) = 1: 根据(1.5), 不难看到
(ε⊗ id)(τ(R)R) = 1⊗ 1. 因此 (ε⊗ id)((τ(R)R)−1) = 1⊗ 1. 现在对(1.19)两边作用 ε⊗ id 得到 v = ε(v)v. 结
合 v 是中心可逆元得到 ε(v) = 1. 根据(1.18), ribbon Hopf 代数的有限维模范畴都有 pivotal 结构.

根据 [RT90, Theorem 3.4], 任何拟三角 Hopf 代数都是某个 ribbon Hopf 代数的 Hopf 子代数.

Proposition 1.14 ([EGNO15]). 设 (H,R) 是拟三角 Hopf 代数, (H-Mod, c) 是相应的幺半范畴. 那么
{(H,R)中 ribbon 元} → {(H-Mod, c)上 ribbon 结构}, v 7→ θv,其中 θv在每个左H-模X 上的作用是 (θv)X(x) =

v−1x, ∀x ∈ X, 定义了双射. 所以 (H,R) 上的 ribbon 结构与 (H-Mod, c) 上的 ribbon 结构一一对应.

Proof. 根据前面的讨论,我们只需要验证每个 ribbon元 v ∈ H 定义的自然同构 θv 是 (H-Mod, c)上的 ribbon
结构. 由(1.20)可知 (θv)X∗ = (θv)

∗
X 对任何左 H-模成立. 而(1.19)保证了 θv 是 (H-Mod, c) 上的 twist.

从 [命题1.14] 不难看到有限维拟三角 Hopf 代数 H 的有限维模范畴上的 ribbon 结构对应于 H 的 ribbon
元. 易见三角 Hopf 代数上都有平凡的 ribbon 结构:

Example 1.15 ([EGNO15]). 设 (H,R) 是三角 Hopf 代数. 则 τ(R)R = 1⊗ 1 且 v = 1 是 ribbon 元.

在 [注记1.7] 中我们指出 Lusztig 小量子群 uϵ(g) 是拟三角的 (这里本原单位根 ϵ 是奇数阶的且带有一些

限制), 我们再指出拟三角 Hopf 代数 uϵ(g) 有 ribbon 结构 [M9̈8, LO17]. 有限维 Hopf 代数的 Drinfeld double
作为拟三角 Hopf 代数未必有 ribbon 结构, 关于 Drinfeld double 有 ribbon 元的充要条件见 [KR93].

Remark 1.16. 固定代数闭域 k. 设 (C, c)是 k上的辫张量范畴,设 C 是它的镜像范畴 (带有辫结构 c,即对任
何 C 中对象 X,Y 有 cX,Y = c−1

Y,X), 并记 Z(C) 是 C 的左 Drinfeld 中心. 那么我们有典范的正合函子 F1 : C →
Z(C), V 7→ (V, cV,−) 以及 F2 : C → Z(C),W 7→ (W, cW,− = c−1

−,W ), 这 (根据 Deligne 张量积的泛性质) 诱导右
正合函子 G : C⊠C → Z(C),也见 [Shi19, §3.2]. 可以证明 G是辫张量函子, [EGNO15, Proposition 8.6.1]. 如果
G是等价函子,则称辫张量范畴 C 是 factorizable. 张量范畴的 Drinfeld中心都是 factorizable,见 [EGNO15,
Proposition 8.6.3]. 有限辫张量范畴如果是 factorizable, 则是 unimodular, [EGNO15, Proposition 8.10.10]. 有
限维拟三角 Hopf 代数 (H,R) 被称为 factorizable, 如果 (H-mod, c) 是 factorizable. 根据 [Shi19, Theorem
1.1],代数闭域上的有限辫张量范畴 C 在 Kerler-Lyubashenko [KL01]意义下非退化当且仅当 C 是 factorizable.
所以 Kerler-Lyubashenko [KL01] 意义下的 modular 张量范畴可等价地定义为 ribbon factorizable 有限辫张
量范畴. 半单/非半单模范畴与拓扑量子场论的构造密切相关 [RT90, Tur94, KL01]. 有限维拟三角 Hopf 代数
的 factorizable 性质也有如下等价刻画: 设 (H,R) 是有限维拟三角 Hopf 代数, 则 (H-mod, c) 是 factorizable
当且仅当 Drinfeld-Reshetikhin 映射 [Dri89, Res89] ΦR : H∗ → H, f 7→ (f ⊗ id)(τ(R)R) 是双射.
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