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这份笔记用于记录 Poisson 代数的 Poisson 理想的概念与基本性质, 主要参考了 [Goo06] 和 [LWW21].

1 基本概念与性质

Poisson结构是 Hamilton经典力学中自然产生的结构, 任何辛流形的辛结构可通过 Hamilton向量场诱导
光滑函数环上的 Poisson 结构. 含幺交换环 K 上的交换代数 R 上如果有 K-双线性映射 {−,−} : R×R → R

使得 (R, {−,−})是 K-Lie代数且在每个分量上有导子性质, 则称 (R, {−,−})是 Poisson 代数, 这里的 K-双
线性映射 {−,−} : R ×R → R 通常被称为 Poisson 括号. 如果 R 是光滑流形M 的光滑函数环 C∞(M) 或

仿射簇 X, 那么称 R 上 Poisson 括号为M 或 X 上的 Poisson 结构, 此时称 (M, {−,−}) 是 Poisson 流形,
称仿射簇 X 是 Poisson 簇. 下面是关于 Poisson 代数的一些基本概念.

Definition 1.1. 设 (R, {−,−}) 是含幺交换环 K 上 Poisson 代数, I 是 R 的理想.
(1) 称 I 是 Poisson 理想, 如果 {I,R} ⊆ I.
(2) 称 {a ∈ R|{a,R} = 0} 为 R 的 Poisson 中心, 记作 ZP (R), 其中元素称为 Casimir 元.
(3) 对每个 a ∈ R, 称 K-导子 {a,−} : R → R 是 a 决定的 Hamilton 导子.
(4) 称 Poisson 真理想 I 是 Poisson 素理想, 如果对任何 Poisson 理想 A,B, AB ⊆ I 蕴含 A ⊆ I 或 B ⊆ I.

Remark 1.2. 任意一族 Poisson 理想的交或和仍为 Poisson 理想. 如果 Poisson 代数没有非平凡的 Poisson
理想, 称该 Poisson 代数是单 Poisson 代数.

不难看出 Poisson 代数的 Poisson 中心既是子环也是 Poisson 理想. 特征零的域上的 Poisson 整区的
Poisson 中心会有整闭特性, 即 ZP (R) ⊆ R 是整闭扩张. 任取 z ∈ ZP (R), 设 z 在 k 上满足的最小多项式为

xn + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0, 那么对任给 b ∈ R, 通过

{b,
n∑

i=0

αiz
i} =

n∑
i=0

αi(i− 1)zi−1{b, z} = 0,

其中 αn = 1, 由上述多项式的最小性可知 {b, z} = 0, 因此 z ∈ ZP (R). 我们把刚刚的讨论总结为

Proposition 1.3. 设 (R, {−,−}) 是特征零的域 k 上的 Poisson 整区, 则 ZP (R) ⊆ R 是整闭扩张.
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记含幺交换环 K 上 Poisson 代数 (R, {−,−}) 所有 Hamilton 导子构成的集合是 ∆, 那么对 R 的任何理

想 I, 考虑 P(I) = {a ∈ I|对任给δ1, ..., δn ∈ ∆有δ1δ2 · · · δn(a) ∈ I}, 易见 P(I) 是 I 所包含的 Poisson 理想且
是 I 所包含的最大 Poisson 理想. 称 P(I) 是 R 的 Poisson 核. 称极大理想的 Poisson 核为 Poisson 本原理
想. 事实上特征零的域上 Poisson 代数的任何素理想的 Poisson 核总是素理想.

Theorem 1.4. 设 (R, {−,−}) 是特征为零的域 k 上的 Poisson 代数, 那么:
(1) 对任何素理想 P , P(P ) 是 R 的素理想.
(2) 任何 Poisson 本原理想是素理想.
(3) 如果 P 是 Poisson 理想 I 上的极小素理想, 那么 P 是 Poisson 理想.
(4) 如果 R 是 Noether 的, 那么任何 Poisson 素理想是素理想.
(5) 如果 R 是交换仿射代数, 则任何 Poisson 素理想是一些 Poisson 本原理想之交.

Proof. 为叙述方便, 仍记 R 上 Hamilton 导子全体为 ∆.
(1) 为简化记号, 记 P(P ) 为 Q. 设 a, b ∈ R 满足 ab ∈ Q, 下证 a 与 b 中至少有一个在 Q 内.

Claim. 若 δ1, ..., δp ∈ ∆,m1, ...,mp ∈ N 使 δm1
1 · · · δmp

p b /∈ P , 则 δn1
1 · · · δnp

p a ∈ P, ∀n1, ..., np ∈ N.

如下赋予 Np 一偏序 ≤: 对 (i1, ..., ip), (j1, ..., jp) ∈ Np, 如果 i1 + · · ·+ ip < j1 + · · ·+ jp, 那么 (i1, ..., ip) <

(j1, ..., jp); 如果 i1 + · · · + ip = j1 + · · · + jp, 通过字典序来定义 (i1, ..., ip) ≤ (j1, ..., jp). 则 (Np,≤) 良序.
下面通过对 (Np,≤) 作超限归纳证明断言. 先取在 Np 中满足 δs11 · · · δspp b /∈ P 的最小元 (s1, ..., sp). 对任给
n1, ..., np ∈ N, 有

δn1+s1
1 · · · δnp+sp

p (ab) =
∑

ik+lk=nk+sk
1≤k≤p

α(i1, l1, ..., ip, lp)δ
i1
1 δi22 · · · δipp (a)δl11 δ

l2
2 · · · δlpp (b),

其中 α(i1, l1, ..., ip, lp) ∈ Z≥1. 那么上式可整理为

δn1+s1
1 · · · δnp+sp

p (ab) = α(n1, s1, ..., np, sp)δ
n1
1 · · · δnp

p (a)δs11 · · · δspp (b) + r,

这里 r 是一些形如 α(i1, l1, ..., ip, lp)δ
i1
1 δi22 · · · δipp (a)δl11 δ

l2
2 · · · δlpp (b) 的项的有限和, 其中 (i1, ..., ip) < (n1, ..., np)

或 (l1, ..., lp) < (s1, ..., sp). 当 (n1, ..., np) = (0, 0, ..., 0) 时, 易见 r ∈ P , 故由 ab ∈ Q 得 aδs11 · · · δspp (b) ∈ P . 故
由 P 是素理想, chark = 0 且 δs11 · · · δspp b /∈ P 得到 a ∈ P (至此, 结论对 (Np,≤) 的最小元成立). 由归纳假设,

δi11 δi22 · · · δipp (a) ∈ P, ∀(i1, ..., ip) < (n1, ..., np).

从而利用 ab ∈ Q 便知 α(n1, s1, ...)δ
n1
1 · · · δnp

p (a)δs11 · · · δspp (b) ∈ P . 由 chark = 0 知 δn1
1 · · · δnp

p (a)δs11 · · · δspp (b)

也在 P 中. 再结合 δs11 · · · δspp b /∈ P 得到 δn1
1 · · · δnp

p (a) ∈ P . 断言得证.
下面通过说明 b /∈ Q 蕴含 a ∈ Q 来完成证明. 对 δ1, ..., δp ∈ ∆, 要证 δ1 · · · δp(a) ∈ P . 因为 b /∈ Q, 故存在

δp+1, ..., δt ∈ ∆ 使得 δ01 · · · δ0pδ1p+1 · · · δ1t (b) /∈ P . 应用断言知 δ11 · · · δ1p(a) = δ11 · · · δ1pδ0p+1 · · · δ0t (a) ∈ P .
(2) 和 (3) 由 (1) 立即得到. 下证 (4). 设 R 是 Noether 环且 P 是 Poisson 素理想, 那么存在 P 上极小素

理想 Q1, ..., Qm 使得 P ⊇ Q1 · · ·Qm. 由 (3) 知每个 Qi 都是 Poisson 理想, 所以 P 就是某个 Qi.
(5) 在 (4) 中已经说明 Noether 的 Poisson 代数每 Poisson 素理想是素理想. 因为域上交换仿射代数是

Jacobson 环, 所以任何素理想是一些极大理想的交, 设 Poisson 素理想 P =
∩
i∈I

Qi, 其中 Qi 是极大理想. 那么

P =
∩
i∈I

P(Qi).
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Remark 1.5. 如果 (R, {−,−}) 是特征为零的域 k 上 Noether 的 Poisson 代数, 那么上述定理表明所有的
Poisson素理想构成的集合是 SpecR,赋之以子空间拓扑得到的拓扑空间被称为 Poisson 素谱,记作 P.SpecR.
如果 (R, {−,−}) 是特征为零的域 k 上的 Poisson 代数, 那么所有 Poisson 本原理想构成的 SpecR 的子集赋
予素谱的子空间拓扑得到的拓扑空间被称为 R 的 Poisson 本原素谱, 记作 P.PrimR.

Corollary 1.6. 设 (R, {−,−}) 是特征零的域 k 上 Poisson 代数, 那么 R 的任何极小素理想都是 Poisson 理
想. 特别地, 如果 R 进一步是 Noether 环, 那么 SpecR 作为 Noether 空间的不可约分支分解 V (P1)∪ V (P2)∪
· · · ∪ V (Pr), 每个分支对应的商环 R/Pi 均为 Poisson 代数.

Corollary 1.7. 设 (R, {−,−}) 是特征零的域 k 上 Poisson 代数, 那么任何 Poisson 理想的根理想仍 Poisson.

Proof. 设 I 是 R 的 Poisson 理想, 那么 I 上极小素理想均为 Poisson 理想.

Remark 1.8. 特别地, 特征为零的域上的 Poisson 代数的素根总是 Poisson 理想 (素根在所有 Hamilton 导子
作用下封闭). 所以特征零的域上的 Poisson 代数总是约化 (或者说半素) 代数.

设 (R, {−,−}) 是 Poisson 代数, 对 m, n ∈ maxSpecR, 定义 m ∼ n 当且仅当 P(m) = P(n), 即这两个极大
理想具有相同的 Poisson 核. 称 m ∈ maxSpecR 在上述等价关系下所在的等价类 C (m) 为 m 的辛核. 如果这
时基域 k 的特征是零, 那么可以将极大谱 maxSpecR 关于辛核的分解视作 maxSpecR 关于

πm : maxSpecR → P.PrimR,m 7→ P(m)

的非空纤维的分解. 根据 Poisson本原素谱的定义, 易见 πm 是满射. 下面说明 πm 是连续映射. 任取 P.PrimR

的非空闭子集 W = V (I) ∩ P.PrimR, 其中 I 是 R 的理想, 我们总可不妨设 I 是 R 的 Poisson 理想 (否则用
V (I) ∩ P.PrimR 中所有 Poisson 本原理想之交替换 I), 那么由下式得到 πm 是连续满射:

π−1
m (W ) = {m ∈ maxSpecR|P(m) ⊇ I} = {m ∈ maxSpecR|m ⊇ I} = V (I) ∩ maxSpecR.

Proposition 1.9. 设 (R, {−,−}) 是特征为零的域 k 上的 Poisson 代数, 记 a ∈ R 决定的 Hamilton 导子为
δa = {a,−}. 如果 R 是约化的 (例如 R 是整区), 那么 δa = 0 当且仅当存在正整数 n 使得 δna = 0.

Proof. 只需验证充分性. 如果 n = 1 结论直接成立, 下设 n ≥ 1. 我们证明 δna = 0 蕴含 δn−1
a = 0 来完成证明.

固定 x ∈ R, 命 b = δn−2
a (x), 那么

δna (b
n) = n!(δa(b))

n +
∑

i1+···+in=n

存在某个ik=0

δi1a (b)δi2a (b) · · · δina (b).

等号右边第二项和式中每个项都有一个因子可以表示为 δk(x)(k ≥ n), 所以 δna (b
n) = n!(δa(b))

n. 现在利用

chark = 0 得到 δa(b) ∈ N(R). 所以由 R 是约化代数知 δa(b) = δn−1
a (x) = 0. 断言得证.

Remark 1.10. Hamilton 导子 δa = 0 等价于说 a ∈ ZP (R).
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