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这份笔记原先用于记录我在 2022年 10月所学习的 PI代数基础知识,正文的“经典结果”部分主要以 [1]
中 PI代数的预备常识为主线,一些细节上的处理主要参考了 [2]-[4]. 随后我添加了一些特殊 PI环类的基本性
质整理,记录于“一些 PI环类”部分. 这份笔记中会尽可能在每个定义、定理前标明主要参考的文献.
由于水平有限,虽然我全力以赴,但还是无法避免笔记中存在不足与错误,欢迎大家指出!
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1 引言

PI环的出现最早可以追溯到射影几何,上个世纪 20年代就有射影几何方面的文章中出现关于 PI环的研究
(例如 [5]). 这里仅列出 PI代数的部分发展历史 (更详尽的 PI环早期发展历史可以参考 [6])：
• 1943年, M. Hall在文献 [7]中证明了对域和四元数代数 H,都满足多项式等式 (见 [例2.8])

(xy − yx)2z = z(xy − yx)2.

• 1948年, I. Kaplansky在文献 [8]中引入了 PI环的概念,并证明了本原 PI环是其中心上有限维中心单代数,
这一结果被称为 Kaplansky定理 (见 [定理2.83]).
• 1950年, J. Levitzki在文献 [9]中证明了素 PI环没有非零的诣零理想 (更一般的结论见 [推论2.62]).
• 1950年, S. A. Amitsur和 J. Levitzki在文献 [10]中证明了含幺交换环 K 上的 n阶矩阵环Mn(K)满足标准

等式 s2n,这一结果被称为 Amitsur-Levitzki定理 (见 [定理2.48]).
• 1952年, S. A. Amitsur在文献 [11]中证明了任何 PI环都满足某个偶数个变量的标准等式的幂 sn2m,在这份
笔记中称为 Amitsur定理 (见 [定理2.124]).
• 1956年, S. A. Amitsur在文献 [12]中证明了没有非零诣零理想的含幺环 R上的一元多项式环 R[x]是半本原

环 (见 [定理2.95]).
• 1960年, Ed Posner在文献 [13]中使用 Goldie定理证明了素 PI环 R关于中心正则元集 S = Z(R)− {0}的
右商环是其中心上的有限维中心单代数 (见 [定理2.103]).
• 1972年, E. Formanek在文献 [14]中构造了域上 n阶矩阵环Mn(F )的中心多项式 (见 [定理2.66]).
• 1973年, Y.P. Razmyslov独立于 Formanek在文献 [15]中构造了矩阵环Mn(F )的中心多项式.
• 1973年, L.R. Rowen在文献 [16]中使用 Formanek中心多项式证明了半素 PI环 R的任何非零理想 J 与中

心之交非零,即 J ∩ Z(R) 6= 0. 作为应用,他加强了 Posner定理 (见 [定理2.97]).
• 1976年, S. Rosset在文献 [17]中使用外代数给出了 Amitsur-Levitzki定理的简短证法.
这份笔记包含了以上列出的所有定理的证明, 其中 Amitsur-Levitzki 定理的证明采用了 Rosset 的方法,

Kaplansky定理的证明用到了本原环的稠密性定理, Posner定理的证明采用了 Rowen的方法. 我们将会看到,
域上的 PI代数包含了交换代数与有限维代数 (见 [命题2.24])这两类代数. 因为 PI环是交换环的推广 (见 [注
记2.14]),所以粗略地说, Kaplansky定理就是把“交换本原环等价于域”推广为“PI本原环等价于域上有限维
单代数”, Posner定理就是把“交换素环 (也就是整区)关于中心正则元集的局部化 (也就是商域)是自身上的
1维单代数”推广为“PI素环关于中心正则元集 S的右局部化RS 是中心 Z(RS) = Z(R)S 上的有限维单代数”

. Amitsur定理表明“PI代数作为环是 PI环”(见 [定理2.124]). 利用 Posner定理与 Goldie理论的事实,可以
得到 FBN环类包含了 Noether PI环类 (见 [定理3.3]). 利用 Kaplansky定理与 Godie定理,可以证明域上仿
射 PI代数是满足零点定理的 Jacobson环 (见 [推论3.11]). 我们也简要介绍了可分代数、Azumaya代数的基
本性质与刻画 (例如 [命题3.22]和 [定理3.48]),也包含域上代数的 (经典)可分性与交换环上代数可分性定义
的等价性 (见 [命题3.33]和 [推论3.34])、素 PI场景的 Artin-Procesi定理的叙述与证明 (见 [定理3.69]).
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2 经典结果

2.1 基本概念

这部分主要介绍 PI代数的定义和最基本的性质,我们将证明任何 PI代数都满足某个首一多重线性多项式
(见 [定理2.16]) 以及 PI 代数的中心扩张还是 PI 的 (见 [推论2.19]). 如无特别说明, 默认含幺环 R 的单位元

1R 6= 0,含幺交换环K 上的代数 A默认有幺元 1A 6= 0,考虑的所有环默认非零环.

Definition 2.1 (多项式等式, [2],[4]). 设 R是 (非零)环,如果存在 f ∈ Z〈x1, x2, ..., xn〉使得 f(c1, c2, ..., cn) =

0, ∀c1, c2, ..., cn ∈ R,那么称 R满足 f 且 f 是 R的一个多项式等式 (简称为 PI).称 Z〈x1, x2, ..., xn〉中元素

sn = sn(x1, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

sgnσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n),这里sgnσ表示置换σ的符号

为第 n个标准等式. 若非零多项式 f ∈ Z〈x1, x2, ..., xn〉满足所有最高次 (这里是指将 f 表示为有限个字的非零

Z-线性组合后,系数非零的最长的字的长度)项至少有一个系数为 1,则称 f 是首一多项式. 称 Z〈x1, x2, ..., xn〉
中形如 ∑

σ∈Sn

aσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n), aσ ∈ Z

的元素为多重线性多项式.

Remark 2.2. 虽然我们把自由代数 Z〈x1, x2, ..., xn〉与多项式环 Z[x1, x2, ..., xn]中元素都被称为多项式,但它们
是不同的概念,前者变量 x1, x2, ..., xn两两不交换而后者未定元两两可交换.

Remark 2.3. 类似地可以定义代数的多项式等式,设K 是含幺交换环, A是K-代数 (这里定义多项式等式的概
念没有要求A必须有幺元),如果自由代数K〈x1, x2, ..., xn〉中的元素 f使得 f(a1, a2, ..., an) = 0, ∀a1, a2, ..., an ∈
A,则称 A满足 f 且 f 是 A的一个多项式等式. 将K〈x1, x2, ..., xn〉中形如

h = h(x1, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

bσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n), bσ ∈ K

的元素称为 K 上多重线性多项式. 因为环总可以视作 Z-代数,所以这里的概念可以视作 [定义2.1]的推广. 这
里称 h为“多重线性”的原因是,对 A中任意 n+ 1个元素 a1, ..., ai−1, ai, bi, ai+1, ..., an以及任意 c ∈ K,有：

h(a1, ..., ai−1, ai + bi, ai+1, ..., an) = h(a1, ..., ai−1, ai, ai+1, ..., an) + h(a1, ..., ai−1, bi, ai+1, ..., an),

h(a1, ..., ai−1, cai, ai+1, ..., an) = ch(a1, ..., ai−1, ai, ai+1, ..., an).

Remark 2.4. 易见标准等式 sn是特殊多重线性多项式,它是 n次整系数多重线性多项式.

Remark 2.5. 设 A是含幺交换环K上的代数, Z(A)是中心,并设A是将 A视作 Z(A)-模的一个生成元集. 如果
多重线性多项式 f ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉满足 f(a1, a2, ..., an) = 0, ∀a1, a2, ..., an ∈ A,则 A满足 f .

Remark 2.6. 如果多重线性多项式 f(x1, x2, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

bσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉满足对任给

正整数 1 ≤ i < j ≤ n, 有 f(x1, ..., xn) = −f(x1, ..., xi−1, xj , xi+1, ..., xj−1, xi, xj+1, ..., xn), 则称 f 是 K 上交
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错多重线性多项式. 易见 f(x1, ...., xn)是交错多重线性多项式的充要条件是对任给正整数 1 ≤ i < j ≤ n, 有
f(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xj−1, xi, xj+1, ..., xn) = 0(将 f 关于置换求和的展开式拆分成奇置换部分与偶置换部

分之和,考察每项系数可以发现对每个 1 ≤ i < j ≤ n,有 bσ = −b(ij)σ, ∀σ ∈ Sn,这里 (ij) ∈ Sn是对换). 易见标
准等式 sn是 n次交错多重线性多项式. 因此,对K-代数A中元素 a1, ..., an,只要有某个 ai = aj(1 ≤ i 6= j ≤ n),
就有 sn(a1, ..., an) = 0.

Example 2.7. 设 R是交换环,那么 R满足第 2个标准等式 s2 = x1x2 − x2x1,因为 ab− ba = 0, ∀a, b ∈ R.

Example 2.8 (Hall等式). 设K是含幺交换环,R = M2(K),易见 (AB−BA)2C = C(AB−BA)2, ∀A,B,C ∈ R,
所以 R满足 (x1x2 − x2x1)

2x3 − x3(x1x2 − x2x1)
2,称为 Hall等式 (事实上W. Wagner在 1937年就给出了这

一构造 [18]). 因为四元数环可以用二阶复方阵表示

H ∼=

{(
z w

−w z

)∣∣z, w ∈ C

}
,

所以域上二阶方阵满足 Hall等式蕴含了 H满足 (xy − yx)2z − z(xy − yx)2 ∈ Z〈x, y, z〉.

Example 2.9. 设 K是特征为 2的域, 那么可数个变量的自由代数 A = K〈x1, ..., xn, ...〉满足多项式等式 2x ∈
Z〈x〉,但它不满足任何K 上的非零多项式 f ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉.

Proof. 若不然,设存在 K 上的非零多项式 f ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉使得 f(g1, ..., gn) = 0, ∀g1, g2, ..., gn ∈ A. 作代
入 gi = xi ∈ A,我们得到 f(x1, x2, ..., xn) = 0是零多项式,矛盾.

Remark 2.10. 证明过程中能够作代入 gi = xi 的原因是对每个 K-代数 B, 固定 b1, b2, ..., bn ∈ B, 映射 φ :

K〈x1, x2, ..., xn〉 → B, h(x1, x2, ..., xn) 7→ h(b1, b2, ..., bn)是K-代数同态,以后不再说明.

Definition 2.11 (PI代数,[2],[4]). 设K 是含幺交换环,若K-代数 A(这里 A可以没有 1A)满足某个K 上首一

多项式等式 f ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉(当 A没有 1A 时,我们额外要求这里的多项式等式是常数项为零),则称 A是

K 上的多项式等式代数,或简称为 PI代数. 如果K = Z,称 A是多项式等式环,简称为 PI环. 称 PI代数满足的
次数最低的首一多项式的次数为 PI代数的最小次数.

Remark 2.12. 根据我们的定义立即得到任何 K 上的代数 A如果作为环是 PI的,那么 A当然是 PI代数. 如果
定义中将多项式等式的“首一”降低为“非零”,就会出现 [例2.9]这样病态的例子——作为环是 PI的但作为
代数不是 PI的. 一个自然的反问题是：如果 K-代数 A是 PI代数,那么它作为环是否是 PI的呢 (即它是否满
足某个首一整系数多项式)? 之后我们将会给出一个肯定的答复 (见定理2.124),因此所有关于 PI环的性质对于
PI代数也是成立的.

Remark 2.13. 对 PI代数引入最小次数的概念使证明一些关于 PI代数的命题多了数学归纳法这一工具. 我们
之后会对最小次数作归纳去证明非交换环论中的经典公开问题 Köthe猜想在 PI环层面是成立的.

Remark 2.14. 通过 [例2.7]我们看到交换代数总是 PI的,通过 [例2.8]我们看到域上的二阶矩阵环是 PI的. 之
后我们将会看到,对含幺交换环 K 上的任何矩阵环Mn(K),它是 PI的,并且最小次数是 2n. 而 [例2.9]也为我
们提供了 Z〈x1, ..., xn, ...〉这一不是 PI环的例子.
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从 PI代数的定义出发容易证明下面的事实,进而得到从一些 PI代数出发构造新的 PI代数的一些手段. 我
们将会在证明任何 PI代数作为环也是 PI的这一事实时,使用下面引理的 (3).

Lemma 2.15 ([2]). 给定含幺交换环K,则
(1)设 A是K 上最小次数为 d的 PI代数,若 A′是 A的子代数,则 A′也是 PI代数,且 A′的最小次数不超过 d.
(2)PI代数的 (代数)同态像还是 PI的. 代数同构的的 PI代数满足相同的多项式等式.
(3)如果含幺交换环K 上的 PI代数族 {Ai|i ∈ Λ},指标集 Λ非空,满足所有的 Ai满足K 上一公共的多项式 f ,
那么

∏
i∈Λ

Ai也满足 f .

如果 PI环 R满足多项式等式 h(x, y, z) = x2y − yx− z3 + z2022,那么我们总能从 h出发得到 R的一个首

一多重线性多项式: 首先通过代入 z = 0可以看到 R有多项式等式 h(x, y) = x2y − yx,再线性化处理多项式 h:

g(x, y, w) = h(x+ w, y)− h(x, y)− h(w, y) = xwy + wxy.

这就得到 R所满足的一个多重线性多项式. 对一般的 PI代数我们也可以用这种思想去说明它一定满足某个首
一多重线性多项式,这也是下面的定理所说的事实.

Theorem 2.16 ([2]). 若含幺交换环K 上的代数 A(可以没有 1A)满足K〈x1, x2, ..., xn〉中一个次数为 d的首一

多项式 f(当 A没有 1A 时,额外要求 f 的常数项是零),那么存在某个 K 上次数不超过 d的首一多重线性多项

式 g(这里 g的变量个数可能超过 n)使得 g是 A的一个多项式等式.

Proof. 证明分为下面两步, 先调整多项式 f 来得到一个每个单项式都包含 x1, ..., xm 每个变量的首一多项式

h(x1, ..., xm)(这里的变量个数m不超过 n),再从 h出发通过“线性化”的想法将 h扩充变量与降次,来得到所
需要的首一多重线性多项式 g.

Step1. 我们先说明存在 K〈x1, x2, ..., xm〉(这里 m是不超过 n的一个正整数)中一个次数不超过 d的首一

多项式 h使得 h的每个 (系数非零的)单项式都含有 x1, x2, ..., xm 的每个变量并且它是 A的一个多项式等式.
如果 f 的每个单项式都含有 x1, x2, ..., xn 每个变量,取 h = f 即可. 否则,存在某个变量 xi 不在 f 的某个单项

式中 (例如 p(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3x2 ∈ Z〈x1, x2, x3〉中单项式 x1x2 不含变量 x3), 设 f1(x1, x2, ..., xn)是

f 所有包含 xi 的非零单项式之和 (如果不存在这样的非零单项式,定义 f1 = 0),设 f2(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn)

是 f 所有不包含 xi 的非零单项式之和 (如果不存在这样的非零单项式, 定义 f2 = 0),那么 f(x1, x2, ..., xn) =

f1(x1, x2, ..., xn) + f2(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn).命 ai = 0,则对任给 a1, ..., ai−1, ai+1, ..., an ∈ A,有

f2(a1, ..., ai−1, ai+1, ..., an) = 0,

这说明 f2 是 A的一个多项式等式,于是 f1 也是 A的一个多项式等式. 由于 f 是首一的所以 f1, f2 中至少有一

个也是首一的,选取 f1, f2 中首一的那个多项式 fj(j ∈ {1, 2}),那么 fj 是 A的次数不超过 d的首一多项式等

式且 fj 的每个单项式要么都含有变量 xi, 要么都不含变量 xi. 如果 fj 每个单项式中出现的所有变量一致, 取
h = fj ,否则,我们对 fj 重复作上述讨论,可在有限步内找到满足条件的 h.

Step2. 设 A有首一的多项式等式 h(x1, x2, ..., xm) ∈ K〈x1, x2, ..., xm〉满足次数不超过 d且 h每个单项式

都包含 x1, x2, ..., xm 每个变量 (根据前面的讨论我们知道这样的 h是存在的),记 li 是 xi 在 h每个单项式中出

现的次数 (或者说每个单项式关于变量 xi 的次数)的最大值, l = max{l1, l2, ..., lm}(为了之后叙述方便,临时称
l是 h的变量最高次数),我们对 h的变量最高次数 l ≥ 1作归纳说明存在 K 上次数不超过 d的首一多重线性
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多项式 g 使得 g 是 A的一个多项式等式. 当 l = 1时,由 h的定义知 h每个单项式中变量 x1, ..., xm 恰好出现

一次,故 h自身是首一多重线性多项式,取 g = h即可. 假设结论对不超过 l − 1(l ≥ 2)的情形成立,那么可设
1 ≤ i1 < i2 < · · · < it ≤ m是 1, 2, ...,m中所有使得 li = l的指标 i. 命 g1(x1, x2, ..., xm+1) =

h(..., xi1−1, xi1 + xm+1, xi1+1, ...)− h(..., xi1−1, xi1 , xi1+1, ...)− h(..., xi1−1, xm+1, xi1+1, ...),

那么 g1是 A的一个首一多项式等式,次数不超过 h的次数,每项含有 x1, ..., xm+1的每个变量,且变量 xi1 在 g1

的每个单项式中次数不超过 l − 1(这里 g1 的构造相当于是对 g1 关于变量 xi1 作了“线性化”). 类似地我们定
义满足单项式包含每个变量且首一的多项式 g2(x1, ..., xm+1, xm+2) =

g1(..., xi2−1, xi2 + xm+2, xi2+1, ...)− h(..., xi2−1, xi2 , xi2+1, ...)− h(..., xi2−1, xm+2, xi2+1, ...),

那么 g2是 A的首一多项式等式,次数不超过 g1的次数, g2每个单项式关于变量 xi2 的出现次数不超过 l− 1. 重
复上述过程,可得K 上多项式 gt(x1, ..., xm, xm+1, ..., xm+t)使得它是 A的首一多项式等式,次数不超过 d, gt每
个单项式都包含 x1, ..., xm, xm+1, ..., xm+t的每个变量, gt的变量最高次数不超过 l− 1,对 gt应用归纳假设即得

多项式 g.

Corollary 2.17 ([2]). 设 A 是含幺交换环 K 上最小次数为 d 的 PI 代数, 那么存在 d 次首一多重线性多项式

g(x1, ..., xd) ∈ K〈x1, ..., xd〉使得 g是 A的一个多项式等式.

Example 2.18. 如果 K-代数 A交换,那么 A是 K 上最小次数为 2的 PI代数 (满足 xy − yx ∈ Z〈x, y〉). 如果
K-代数 A满足 k · 1A 6= 0, ∀k 6= 0 ∈ K,那么当 A的最小次数是 2时, A一定交换: 这时由 [定理2.16]知存在
k ∈ K 使得 A满足 xy + kyx. 命 x = y = 1A便知 (1 + k)1A = 0,这迫使 k = −1,所以 A是交换代数.

Corollary 2.19 (PI代数的中心扩张仍 PI, [2]). 如果 K-代数 B 有子代数 A满足 B 作为 Z(B)-模有个生成元
集是 A(或等价地, A ∪ Z(B)是 B 作为 K-代数的一个生成元集),则称 B 是 A的中心扩张. 例如任意多个未定
元的多项式环 A[{xi}i∈I ](这里 {xi}i∈I 是 A上以 I 为指标集的未定元集)是 A的中心扩张 (因为 {xi}i∈I 在多
项式环 A[{xi}i∈I ]的中心里). 如果 K-代数 A是 PI代数,那么 A的中心扩张也是 PI代数. 更进一步, PI代数
与它的中心扩张满足相同的多重线性多项式 (所以也有相同的最小次数). 特别地, PI代数 A上的多项式代数

A[{xi}i∈I ]也是 PI的 (所以K-代数 A是 PI代数当且仅当 A[x]是 PI代数).

Proof. 设 A是 PI代数, B ⊇ A是中心扩张. 由 [定理2.16]可得存在某个首一多重线性多项式 f ∈ K〈x1, ..., xn〉
使得 f 是 A的多项式等式. 而 B 中元素均可由 A中有限个元素 Z(B)-线性表出,因而由 f 的多重线性性得到

f 也是 B 的多项式等式. 反过来, A作为 B 的子代数当然满足 B 在 K 上的任何多项式等式,所以 A与 B 满足

相同的多重线性多项式.

下面我们来说明域上有限维代数是 PI的,结论上会做得更一般些. 先做一些准备.

Lemma 2.20 ([2]). 设 R为含幺环,M 是有限生成右 R-模,可由 n个元素生成,那么存在矩阵环Mn(R)的 (含
幺)子环 S 与满环同态 φ : S → End(MR).

Proof. 因为有环同构Mn(R) ∼= End(Rn),所以只需证明自同态环 End(Rn)有含幺子环 S 以及 S 到 End(MR)

的满环同态即可. 设M 有一个生成元集是 {x1, x2, ..., xn},置 π : Rn → M 为标准同态 (把 Rn 中的第 i个标准
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单位列向量映至 xi),并令 S = {α ∈ End(Rn)|α(Kerπ) ⊆ Kerπ},那么 S 明显是 End(Rn)的含幺子环. 易见对
任给 α ∈ S,存在唯一的模同态 α′ ∈ End(MR)使得 πα = α′π,即下图交换：

Rn M

Rn M

π

α α′

π

那么 φ : S → End(MR), α 7→ α′是定义合理的保幺环同态. 只需验证 φ是满射即可,任取自同态 f ∈ End(MR),
存在 n阶矩阵 A ∈ Mn(R)(未必唯一)使得

(f(x1), f(x2), ..., f(xn)) = (x1, x2, ..., xn)A,

通过矩阵 A在 Rn 上的左乘可以导出 Rn 上的自同态 A : Rn → Rn, v 7→ Av,可直接验证 A ∈ S 且 φ(A) = f ,
因此 φ是满环同态.

Lemma 2.21 ([2]). 设 R是含幺环,如果 R作为 Z(R)-模可由m个元素生成,那么对任何正整数 t ≥ m+ 1, R
满足任何 t次交错多重线性多项式 (例如 st). 特别地,这时 R是 PI环.

Proof. 设 R作为 Z(R)-模有生成元集X = {a1, ..., am},根据 [注记2.6],对任给 t ≥ m+ 1次交错多重线性多项

式 f ,有 f(b1, ..., bt) = 0, ∀b1, ..., bt ∈ X . 再由 f 的多重线性性可得 f 是 R的多项式等式.

Remark 2.22. 因此 R如果作为某个中心子环上的模是有限生成的,则 R是 PI环.

Example 2.23 (交换环上的矩阵环 PI, [2]). 设K 是含幺交换环, R = Mn(K)作为其中心上的模明显可以由 n2

个基础矩阵 Eij 生成,所以R满足 sn2+1,特别地, R是 PI环. 现在我们得到了Mn(K)是最小次数不超过 n2+1

的 PI环,在证明完 Amitsur-Levitzki定理过后,我们将会看到Mn(K)的最小次数是 2n.

Proposition 2.24 ([2]). 设 R是含幺环,K是 R的 (包含 1R的)交换子环,如果 R是有限生成K-模,则 R是 PI
环. 特别地,域上有限维代数作为环是 PI环,进而也是 PI代数.

Proof. 设K-模R可由 n个元素生成,那么由 [引理2.20]存在Mn(K)的含幺子环 S使得 S到 End(RK)有满环
同态,所以由 [例2.23]以及 [引理2.15]可知End(RK)是PI环. 而R到End(RK)有嵌入：j : R→ End(RK), a 7→
al,这里 al 是由元素 a决定的左乘变换,所以 R是 PI环.

Remark 2.25. 与 [引理2.21]不同的是这里交换子环K 未必在 Z(R)中,该命题推广了 [引理2.21].

若含幺交换环 K 上代数 A是某个中心子代数 Z 上有限生成模,称 A是模有限代数. 从 [命题2.24]中我们
看到模有限代数都是 PI代数. 下面介绍一个模有限代数类. 根据仿射代数几何中代数与几何的对应我们知道
代数闭域上仿射簇范畴与交换仿射可约代数范畴间有标准的范畴对偶. 进而每个仿射簇在同构意义下都对应
一个唯一的交换代数. 仿射空间 k

n对应多项式代数 k[x1, ..., xn]. 下面我们来看仿射空间的量子化,单位根处的
量子仿射空间也可以产生模有限代数. 首先是最简单的量子平面,它来自俄罗斯数学家 Yuri Manin.

Example 2.26 (量子平面, [1]). 设 k是域, q ∈ k
∗,称 Oq(k

2) = k〈x, y〉/(xy − qyx)为 q 处的量子平面. 如果 q

是 m次单位根,即 qm = 1. 那么 xm, ym ∈ Z(Oq(k
2)),这时 Oq(k

2)是中心子代数 k[xm, ym]上的有限生成模.
因此单位根处的量子平面是模有限仿射代数.
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Remark 2.27. 设 q ∈ k
∗,则量子平面 Oq(k

2)作为 k-线性空间有基X = {xiyj |i, j ∈ N}. 易见X 可 k-线性张成
Oq(k

2). 要看到X的线性无关性,如果存在有限个不全为零的元素 cij ∈ k使得
∑
cijx

iyj = 0,那么存在 k〈x, y〉
中两两互异的非零多项式 g1, ..., gm, f1, ..., fm 使得

∑
cijx

iyj =
∑
fk(x, y)(xy − qyx)gk(x, y). 如果 q = 1结论

明显成立,下设 q 6= 1. 考察该式等号两边的最高次单项式便得矛盾. 因此 X = {xiyj |i, j ∈ N}是 Oq(k
2)作为

线性空间的基. 下面我们利用Ore扩张的性质来说明量子平面是双边Noether整环. 首先回忆含幺环R上关于

一个给定环自同态 σ : R → R的加群同态 δ : R → R被称为 σ-导子,如果 δ(ab) = σ(a)δ(b) + δ(a)b, ∀a, b ∈ R.
在含幺环 R关于环自同态 σ和 σ-导子 δ的 Ore扩张 R[x;σ, δ]中有 xa = σ(a)x+ δ(a), ∀a ∈ R. 如果 R是整环

且 σ 是单射,则 R[x;σ, δ]也是整环. 如果 σ 是满射且 R是左 Noether环 (那么 σ 是环自同构),那么 R[x;σ, δ]

也是左 Noether环. 并且 Ore扩张 R[x;σ, δ]满足下述泛性质：对任给含幺环 S,保幺环同态 η : R → S 以及

满足 yη(a) = η(σ(a))y + η(δ(a)), ∀a ∈ R 的元素 y ∈ S, 总存在唯一的保幺环自同态 η : R[x;σ, δ] → S 使得

η(x) = y并且下图交换：

R R[x;σ, δ]

S

η
η

现在取 R = k[x], σ : R → R, f(x) 7→ f(q−1x), δ = 0(易见 σ 是环自同构). 注意到在 S = Oq(k
2) 中总有

yx = q−1xy, 因此若置 η : k[x] → Oq(k
2), f(x) 7→ f(x)是标准嵌入同态, 那么由 yη(f(x)) = η(σ(f(x)))y 知

通过上述 Ore 扩张的泛性质存在唯一的保幺环同态 η : k[x][y;σ] → Oq(k
2) 使得 η(y) = y 并且 η(f(x)) =

f(x), ∀f(x) ∈ k[x]. 由此可见 η 一定是 k-代数同态,它将 k[x][y;σ]的标准基映至量子平面的标准基,故 η 是代

数同构. 上述讨论表明量子平面是域上一元多项式代数关于一个特殊代数自同构的 Ore扩张. 特别地,量子平
面是整环并且是双边 Noether环. 故单位根处量子平面是 Noether仿射 PI整环.

Example 2.28 (量子仿射空间, [1]). 设 k是域, n ≥ 2, q = (qij)n×n ∈ Mn(k)满足下面的乘性反对称条件：

qii = 1, qijqji = 1, ∀1 ≤ i, j ≤ n.

称 Oq(k
n) = k〈x1, ..., xn〉/({xixj − qijxjxi|1 ≤ i, j ≤ n})为乘性反对称阵 q 处的 (多参数)量子仿射 n-空间.

这里要求矩阵 q = (qij)n×n 是乘性反对称的原因是我们希望在 xixi = qiixixi 以及 xixj = qijqjixixj 的基础

上排除 xixj = 0这种现象. 这迫使矩阵 q 的主对角线元素均为 1, (i, j)元与 (j, i)元互为 k中乘法逆元. 如果
q ∈ k

∗,乘性反对称阵 q = (qij)n×n满足当 i < j 时有 qij = q,则记 Oq(k
n)为 Oq(k

n),称为 q处 (单参数)量子
仿射 n-空间. 由此可见量子平面是特殊的量子仿射 2-空间. 如果乘性反对称阵 q 满足每个元素都是单位根,那
么对每个 1 ≤ i ≤ n,存在正整数 ti使得 xi

ti ∈ Z(Oq(k
n)). 因此存在正整数 t使得 k[x1

t, ..., xn
t] ⊆ Z(Oq(k

n)).
由此可知元素均为单位根的乘性反对称阵处的 Oq(k

n)也是模有限代数.

作为重要且基本的量子代数例子, 下面我们进一步讨论量子仿射空间的基本结构, 初次阅读可略过. 我们
固定域 k上乘性反对称阵 q = (qij)n×n. 根据量子仿射空间的定义, Oq(k

n)是仿射 k-代数. 下面我们通过说明
Oq(k

n)是多项式代数作有限次 (累次)Ore扩张得到的代数来得到 Oq(k
n)的基本环论性质.

命 τ1 : k[x1] → k[x1], f(x1) 7→ f(q21x1),易见 τ1 是代数自同构,并记 R1 = k[x1][x2; τ1]. 递归地,如果已经
对每个正整数 1 ≤ i ≤ n− 1定义了 Ri = k[x1][x2; τ1] · · · [xi; τi−1],其中 τk−1 : Rk−1 → Rk−1是由

τk−1(f(x1, ..., xk−1)) = f(qk1x1, ..., qk,k−1xk−1), ∀f(x1, ..., xk−1) ∈ Rk−1
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确定的代数自同构 (可直接验证). 再考虑代数自同构 τi : Ri → Ri, f(x1, ..., xi) 7→ f(qi+1,1x1, ..., qi+1,ixi)定义

出的 Ore扩张 Ri+1,进而得到 Rn = k[x1][x2; τ1] · · · [xn−1; τn−2][xn; τn−1]. 我们有

Lemma 2.29 ([1]). 上述构造的累次 Ore扩张代数 Rn = k[x1][x2; τ1] · · · [xn−1; τn−2][xn; τn−1]同构于 Oq(k
n).

Proof. 考虑自由代数到 Rn 的标准代数同态 θ : k〈x1, ..., xn〉 → Rn, f(x1, ..., xn) 7→ f(x1, ..., xn). 对每个正整
数对 1 ≤ i < j ≤ n, θ(xixj − qijxjxi) = xixj − qijτj−1(xi)xj = xixj − xixj = 0. 因此 θ 诱导代数同态

θ̃ : Oq(k
n) → Rn满足 θ̃(xk) = xk, ∀1 ≤ k ≤ n. 于是知 Oq(k

n)作为 k-线性空间有基

{xi11 xi22 · · ·xinn |i1, ..., in ∈ N}.

这一观察表明 θ̃是单射. 而 θ̃明显是满射,因此 θ̃是代数同构.

通过 [引理2.29],以及 Ore扩张代数的基本性质,我们立即看到

Proposition 2.30 ([1]). 量子仿射空间 Oq(k
n)是 Noether仿射 k-整环且有 k-基 {xi11 xi22 · · ·xinn |i1, ..., in ∈ N}.

Corollary 2.31 ([1]). 量子仿射空间 Oq(k
n)既不是左 Artin环也不是右 Artin环.

Proof. 有左理想严格降链 Oq(k
n)xn ⊋ Oq(k

n)x2n ⊋ · · · 和右理想严格降链 x1Oq(k
n) ⊋ x21Oq(k

n) ⊋ · · · .

Proposition 2.32. 设 q = (qij)n×n 是域 k上乘性反对称阵,满足每个 pij 是单位根. 那么 Oq(k
n)是 PI代数并

且存在本原单位根 ε ∈ k和反对称整数矩阵 (aij)n×n ∈ Mn(Z)满足 pij = εaij .

Proof. 如果每个 pij 都是单位根, 那么存在正整数 ℓ 使得 xℓ1, ..., x
ℓ
n 两两可交换. 于是 Oq(k

n) 是中心子代数

k[xℓ1, ..., x
ℓ
n]上有限生成模,进而 Oq(k

n)是 PI代数. 现在考察所有的 qij 在 k的乘法群中生成的子群 G,那么
G是有限群. G作为域的乘法群的有限子群必定是循环群,设G的生成元是 ε,那么 ε是本原单位根并且对每个

qij ,都存在整数 aij 使得 qij = εaij . 结合 q是乘性反对称阵可不妨取 (aij)n×n是反对称的.

Remark 2.33. 反之,可以证明当量子仿射空间 Oq(k
n)是 PI代数时,每个 qij 都是单位根,见 [定理3.253].

下面我们来计算单位根处 (偶数维)单参数量子仿射空间的中心 (见 [命题2.34]),固定 k中 ℓ次本原单位

根 ε. 设乘性反对称阵 (qij)n×n ∈ Mn(k)满足当 i < j 时, qij = ε. 即 (qij)n×n 决定的量子仿射空间是 Oε(k
n).

这时明显有 Ẑ = k[xℓ1, ..., x
ℓ
n] ⊆ Z(Oε(k

n)). 于是知 Oε(k
n)是有限生成 Ẑ-模,可由

{xi11 xi22 · · ·xinn |0 ≤ i1, ..., in ≤ ℓ− 1}

生成. 通过对上述生成元集中每个单项式的幂指数组模 ℓ可知 Oε(k
n)是秩为 ℓn 的自由 Ẑ-模. 对每个正整数

1 ≤ i ≤ n,定义 τi : Oε(k
n) → Oε(k

n)是由 τi(x
k1
1 x

k2
2 · · ·xknn ) = qk1i1 · · · qknin x

k1
1 x

k2
2 · · ·xknn 确定的线性同构,不难

看出 τi 还是 k-代数同构 (或者, 对此固定的 i, 利用量子仿射空间定义中的生成元和生成关系知存在唯一的代
数自同态 τi : Oε(k

n) → Oε(k
n)满足 τi(xj) = qijxj , ∀1 ≤ j ≤ n. 根据 [命题2.30]便知这是线性同构,进而是代

数自同构). 对任何 f ∈ Oε(k
n),易知 xif = τi(f)xi,所以 τi 可以理解为 xi 决定的“共轭变换”. 在 [命题2.30]

中已经指出量子仿射空间 Oε(k
n) 是整环, 所以一个基本的观察是: 设 f ∈ Oε(k

n), 那么 fxi = xif 当且仅当

τi(f) = f . 现在我们能够具体描述单位根处偶数维量子仿射空间的中心.

Proposition 2.34 ([1]). 设 n是偶数, ε ∈ k是 ℓ次本原单位根. 那么 Z(Oε(k
n)) = k[xℓ1, ..., x

ℓ
n].
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Proof. 不妨设 ℓ ≥ 2. 之前已经指出 k[xℓ1, ..., x
ℓ
n] ⊆ Z(Oε(k

n)). 任取 Z(Oε(k
n))中的元素 f ,对 f 的每个单项式

xd11 · · ·xdnn ,由 τi(f) = f, ∀1 ≤ i ≤ n可知 τi作用 xd11 · · ·xdnn 不动. 记 (aij)n×n是 Z/ℓZ中主对角线全为零,严格
上三角部分全为 1,严格下三角部分全为 −1的矩阵 (即 q每个分量关于 q的幂指数按照原有次序排成的矩阵),
可直接计算 det(aij)n×n = 1. 因为 τi(x

d1
1 · · ·xdnn ) = xd11 · · ·xdnn ,所以对每个正整数 1 ≤ i ≤ n,有

n∑
j=1

aijdj = 0, (mod ℓ).

于是由 (aij)n×n是 Z/ℓZ上可逆 n阶阵得到每个 dj = 0, (mod ℓ). 这与 xd11 · · ·xdnn 的选取矛盾.

Remark 2.35. 特别地, n是偶数时, Z(Oε(k
n))的中心同构于 n元多项式代数.

Remark 2.36. 当 n是奇数时, Z(Oε(k
n))的中心通常比 k[xℓ1, ..., x

ℓ
n]更大并且难以把握. 例如设 n = ℓ = 3,那

么 x21x2x
2
3 ∈ Z(Oq(k

3))但 x21x2x
2
3 /∈ k[x31, x

3
2, x

3
3].

Remark 2.37. 如果 k中非零元 q不是单位根,那么利用 [命题2.30]易知 Oq(k
n)的中心就是 k.

更一般地,在 [命题2.32]中我们看到如果决定量子仿射空间的乘性反对称阵 q = (qij)n×n中的每个元素是

单位根, 那么存在本原单位根 ε与整数环上的反对称阵 (aij)n×n 满足 pij = εaij . 那么使用 [命题2.34]中的技
术,可以适当放宽命题的条件,我们固定记号 q = (qij)n×n.

Proposition 2.38. 设 k是域, ε是域 k中 ℓ 次本原单位根, (aij)n×n ∈ Mn(Z) 是反对称阵并设 qij = εaij , 1 ≤
i, j ≤ n. 那么当 (aij)n×n所对应的 Z/ℓZ上矩阵是可逆的,那么 Z(Oq(k

n)) = k[xℓ1, ..., x
ℓ
n].

Remark 2.39. 我们指出在定理条件下,正整数 n只可能是偶数. 事实上,含幺交换环上奇数阶主对角线全为零
的反对称阵行列式为零. 固定含幺交换环 K 和奇数 n, 并设 A = (aij)n×n ∈ Mn(K) 是主对角线全为零的反

对称阵. 我们说明 detA = 0. 当 n = 1 时结论直接成立, 下设 n ≥ 3, 我们将通过分析 detA 的组合展开式
detA =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)来得到A的行列式为零. 由 n是奇数保证了每个阶为 2的置换 σ ∈ Sn

都必有不动点 (考察 σ的不相交轮换分解,每个轮换因子长度恰为 2),进而知此时 a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) = 0. 记
X = {σ ∈ Sn|σ 6= σ−1},那么 X 含偶数个元素并且存在 X 的子集 X1, X2 使得 X = X1 ∪X2, X1 ∩X2 = ∅且
f : X1 → X2, σ 7→ σ−1是双射. 于是可如下计算 detA.

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈X

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) +
∑
σ∈X1

sgn(σ−1)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) −
∑
σ∈X1

sgn(σ)aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n

=
∑
σ∈X1

sgn(σ)(a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) − aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n)

=0.

10



类似于量子仿射空间, Weyl代数也是累次 Ore扩张. 下面我们说明正特征的Weyl代数也是 PI环.

Example 2.40 (Weyl 代数, [2]). 固定域 k, 回忆 n 阶 Weyl 代数 An(k) 是由 2n 个生成元 x1, ..., xn, y1, ..., yn

和生成关系 xiyj − yjxi = δij , xixj − xjxi = yiyj − yjyi = 0, 这里 1 ≤ i, j ≤ n, 定义出的 k仿射代数. Weyl
代数是量子力学中自然产生的非交换代数, 它也是仿射空间上的微分算子环. 当 n = 1时, 将生成元写作 x, y,
这时 A1(k) = k〈x, y〉/(xy − yx − 1). 考虑多项式代数 R = k[x1, ..., xn], 并作 Ore 扩张序列 R0 = R,R1 =

R0[y1;−∂/∂x1], Ri+1 = Ri[yi+1;−∂/∂xi+1]. 那么可直接验证 Rn作为 k-代数由 {x1, ..., xn, y1, ..., yn}生成并且
xiyj − yjxi = δij , xixj − xjxi = yiyj − yjyi = 0, ∀1 ≤ i, j ≤ n. 进而存在自然的代数同态 φ : An(k) → Rn使得

下图交换:
k〈x1, ..., xn, y1, ..., yn〉 An(k)

Rn

π

φ

易见 φ是满射,结合 Rn 作为 k-线性空间有基 {xk11 · · ·xknn y
j1
1 · · · yjnn |k1, ..., kn, j1, ..., jn ∈ N}可知 φ是单射. 因

此我们得到 k-代数同构Rn ∼= An(k). 由Ore扩张的性质立即得到An(k)是双边Noether整区. 注意到Weyl代
数有左理想降链 An(k)yn ⊋ An(k)y

2
n ⊋ An(k)y

3
n ⊋ · · · 和右理想降链 x1An(k) ⊋ x21An(k) ⊋ x31An(k) ⊋ · · · .

所以Weyl代数既不是左 Artin环也不是右 Artin环. 可直接计算对任何 f ∈ An(k)有

xif − fxi = ∂f/∂yi, yif − fyi = −∂f/∂xi, ∀1 ≤ i ≤ n.

由此可知当 chark = 0 时, 任何 Z(An(k)) = k, 所以这时 An(k) 是无限维代数. 并且利用上式容易验证特
征零的 Weyl 代数任何非零理想是整个代数, 这说明此时 Weyl 代数是双边 Noether 单整区. 之后我们将用
Kaplansky定理 (见 [定理2.83])说明特征零的Weyl代数不是 PI环. 下面我们考虑正特征的域上的Weyl代
数, 设 chark = p 为素数, 那么明显有 xpi , y

p
i ∈ Z(An(k)), 所以 k[xp1, ..., x

p
n, y

p
1 , ..., x

p
n] ⊆ Z(An(k)). 由此可知

xp1An(k)是 An(k)的非平凡理想,因此正特征的Weyl代数不是单环. 对任给 f ∈ Z(An(k)),由 f 关于每个变

量的偏导数是零立即得到 f ∈ k[xp1, ..., x
p
n, y

p
1 , ..., x

p
n]. 因此 Z(An(k)) = k[xp1, ..., x

p
n, y

p
1 , ..., x

p
n]. 容易验证 An(k)

作为中心上的模可由 B = {xk11 · · ·xknn y
j1
1 · · · yjnn |0 ≤ k1, ..., kn, j1, ..., jn ≤ p− 1}生成并且 B是 Z(An(k))-线性

无关的,即 An(k)是中心上秩为 p2n的自由模. 特别地, An(k)是模有限代数.

为了之后引用方便,我们记录一些 Ore扩张代数的概念、事实以及标准等式的恒等式 (见 [引理2.42]),初
次阅读可先跳过. 固定含幺环 R上的环自同构 τ ,并设 d ∈ R,称形如 δ : R→ R, x 7→ dx− τ(x)d的加群同态为

R上的内 τ -导子. 这时易见对任何 a, b ∈ R有 δ(ab) = δ(a)b+ τ(a)δ(b)(回忆 τ -导子 δ是指满足对任何 a, b ∈ R

有 δ(ab) = δ(a)b+ τ(a)δ(b)的加群同态 δ : R→ R).

Lemma 2.41 ([1]). 设 R是含幺环, τ 是 R上环自同构, δ是 τ -导子,即有 Ore扩张 R[x; τ, δ]. 那么
(1)如果 τ 是内自同构,即存在可逆元 u ∈ R满足 τ(a) = u−1au, ∀a ∈ R,那么 uδ是 R上 (经典)导子,并且 R

上恒等映射可延拓为环同构 R[x; τ, δ] ∼= R[y;uδ]把 y对应到 ux.
(2) 如果 δ 是内 τ -导子, 即存在 d ∈ R 使得 δ(a) = da − τ(a)d, ∀a ∈ R, 那么 R 上恒等映射可延拓为环同构

R[x; τ, δ] ∼= R[y; τ ]把 y对应到 x− d.
(3)设 S 是 R的右分母集满足 τ(S) = S,并设 λS : R → RS 是右局部化映射. 对自同构 τ : R → R,存在唯一
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的环自同构 τ̃ : RS → RS 满足下图交换:
R RS

R RS

τ

λS

τ̃

λS

类似地, τ -导子 δ可自然诱导 RS 上的 τ̃ -导子 δ̃,满足对任何 a ∈ R, s ∈ S 有

δ̃(as−1) = δ(a)s−1 − τ̃(as−1)δ(s)s−1.

(4)设 S 是 R的右分母集满足 τ(S) = S,那么 S 也是 R[x; τ, δ]中的右分母集,并且在 (3)的记号下,有自然的
环同构 R[x; τ, δ]S ∼= RS [y; τ̃ , δ̃]将 y对应到 x1−1.

Proof. (1)由条件,这时对任何 a, b ∈ R有 δ(ab) = δ(a)b + τ(a)b = δ(a)b + u−1auδ(b).于是对该等式两边左乘

上 u得到 uδ : R → R是经典导子. 记 i : R → R[y;uδ]和 j : R → R[x; τ, δ]是标准嵌入. 注意对任何 a ∈ R,
有 (ux)j(a) = uxa = u(τ(a)x + δ(a)) = aux + uδ(a),因此根据 Ore扩张的泛性质,存在唯一的 (保幺)环同态
η : R[y;uδ] → R[x; τ, δ]满足 η(y) = ux以及 ηi = j,即下图交换:

R R[y;uδ]

R[x; τ, δ]

j

i

η

类似地, 注意到对任何 a ∈ R 有 ya = ay + uδ(a), 因此 (u−1y)a = τ(a)(u−1y) + δ(a). 类似可得环同态 ζ :

R[x; τ, δ] → R[y;uδ]满足 ζ(x) = u−1y 以及 i = ζj. 现在 ζη(y) = y, ηζ(x) = x且 i = (ζη)i, j = (ηζ)j. 因此由
Ore扩张的泛性质立即得到 ζ 与 η互为逆映射,而 η便是满足要求的环同态.

(2) 现在记 i : R → R[y; τ ] 和 j : R → R[x; τ, δ] 是标准嵌入. 那么对任何 a ∈ R 有 xa = τ(a)x +

δ(a) = τ(a)(x − d) + da. 所以 (x − d)a = τ(a)(x − d). 于是根据 Ore 扩张的泛性质, 存在唯一的环自同态
η : R[y; τ ] → R[x; τ, δ]满足 η(y) = x− d并且 ηi = j. 在 R[y; τ ]中, (y+ d)a = τ(a)y+ da = τ(a)(y+ d) + δ(a).
于是存在环同态 ζ : R[x; τ, δ] → R[y; τ ]满足 ζ(x) = y + d以及 ζj = i,由易知 η就是满足条件的环同构.

(3)因为 τ 是环同构,所以 λSτ : R → RS 将 S 中元素映至可逆元,进而存在唯一的环自同构 τ̃ : RS → RS

满足下图交换,即有 τ̃(as−1) = τ(a)τ(s)−1, ∀a ∈ R, s ∈ S:

R RS

R RS

τ

λS

τ̃

λS

一旦证明存在 RS 上 τ̃ -导子 δ̃满足 δ̃(a) = δ(a), ∀a ∈ R(更严格地记号是 δ̃(a) = λSδ(a)),那么

δ̃(as−1) = δ(a)s−1 + τ̃(a)δ̃(s−1) = δ(a)s−1 + τ(a)τ(s)−1τ̃(s)δ̃(s−1).

结合 0 = δ̃(1) = δ̃(ss−1) = δ(s)s−1 + τ(s)δ̃(s−1)便知 δ̃(as−1) = δ(a)s−1 − τ̃(as−1)δ(s)s−1.因此只需构造出满

足 δ̃(a) = δ(a), ∀a ∈ R的 τ̃ -导子 δ̃即可. 作

η : R→ M2(RS), a 7→

(
λSτ(a) λSδ(a)

0 λS(a)

)
,
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利用 δ 是 τ -导子立即得到 η 是环同态并且 η(S) 中元素均为 M2(RS) 的可逆元, 所以存在唯一的环同态 η :

RS → M2(RS)满足 ηλS = η,现在设每个 as−1 ∈ RS 对应

η(as−1) =

(
τ(a)τ(s)−1 δ̃(as−1)

0 as−1

)
,

那么由 η是环同态便知 δ̃是 τ̃ 导子且 δ̃λS = λSδ.
(4)根据 (3),现在我们有 RS 上环同构 τ̃ 以及 τ̃ -导子 δ̃. 现在有标准映射 ν : R → R[y; τ̃ , δ̃], a 7→ λS(a),并

且在 R[y; τ̃ , δ̃]中,对任何 a ∈ R有 yλS(a) = λS(τ(a))y+ λS(δ(a)),因此由Ore扩张的泛性质,存在唯一的环同
态 ν̃ : R[x; τ, δ] → RS [y; τ̃ , δ̃]使得 ν̃(x) = y并且下图交换:

R R[x; τ, δ]

RS [y; τ̃ , δ̃]

ν
ν̃

根据 ν 的定义, ν̃(S) 中元素均可逆. 对 a0, ..., an ∈ R 有 ν̃(
n∑
i=0

aix
i) =

n∑
i=0

λS(ai)y
i. RS [y; τ̃ , δ̃] 中元素形如

n∑
i=0

(ais
−1
i )yi. 因为 τ(S) = S, 所以可将 RS [y; τ̃ , δ̃] 中元素写作

n∑
i=0

biy
it−1
i 的形式, 这里 bi ∈ R, ti ∈ S. 在 RS

中存在 u ∈ S 以及 c0, ..., cn ∈ R 满足 ciu
−1 = t−1

i , ∀0 ≤ i ≤ n. 因此任何 RS [y; τ̃ , δ̃] 中元素都可以表示为

ν̃(f)ν̃(s)−1的形式,其中 f ∈ R[x; τ, δ], s ∈ S. 如果
n∑
i=0

aix
i ∈ Kerν̃,那么在 RS [y; τ̃ , δ̃]中有

n∑
i=0

λS(ai)y
i = 0.

下面我们对自然数 n作归纳说明存在 v ∈ S 使得在 R[x; τ, δ]中有

(
n∑
i=0

aix
i

)
v = 0.

当 n = 0时,结论明显成立. 假设结论对不超过 n − 1(n ≥ 1)的情形成立,那么现在由
n∑
i=0

λS(ai)y
i = 0知

存在 sn ∈ S 使得 ansn = 0,考察 τ−n(sn) ∈ S 对
n∑
i=0

aix
i的右乘:(

n∑
i=0

aix
i

)
τ−n(sn) = L+ ansnx

n = L,

其中 L是关于 x次数不超过 n− 1的斜多项式. 注意到 L ∈ Kerν̃,所以由归纳假设,存在 t ∈ S 使得 Lt = 0,进
而知

n∑
i=0

aix
i 右乘上 τ−n(sn)t为零,断言得证. 由此根据右局部化的定义便知 ν̃ : R[x; τ, δ] → RS [y; τ̃ , δ̃]给出

Ore扩张 R[x; τ, δ]关于乘闭子集 S 的右局部化,这里 y = ν̃(x).

Lemma 2.42 ([2]). 任给正整数m,有 sm+1(x1, x2, ..., xm+1) =
m+1∑
i=1

(−1)i−1xism(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xm+1). 特

别地,如果一个 PI代数 A满足标准等式 sm,那么 A也满足 st, ∀t ≥ m.

Proof. 记 N(k1, k2, ..., km)表示由 m个正整数构成的排列 k1, k2, ..., km 的逆序数,那么对任何置换 σ ∈ Sn,有
(−1)N(σ(1),σ(2),...,σ(n)) = sgnσ. 于是

sm+1(x1, x2, ..., xm+1) =
∑

σ∈Sm+1

sgnσxσ(1) · · ·xσ(m+1) =
m+1∑
i=1

∑
σ(1)=i

sgnσxixσ(2) · · ·xσ(m+1).
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每项 sgnσxixσ(2) · · ·xσ(m+1) = (−1)i−1xi(−1)N(σ(2),...,σ(n))xσ(2) · · ·xσ(m+1),所以

sm+1(x1, x2, ..., xm+1) =
m+1∑
i=1

(−1)i−1xi
∑
σ(1)=i

(−1)N(σ(2),...,σ(n))xσ(2) · · ·xσ(m+1).

上式右端就是
m+1∑
i=1

(−1)i−1xism(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xm+1).

任何仿射交换代数都可以写成某个有限个变量的多项式代数的同态像,下面在 PI代数场景作类似讨论.

Definition 2.43 (T-理想, [2]). 设 K 是含幺交换环,如果自由代数 K〈x1, x2, ...〉的理想 H 满足对 K〈x1, x2, ...〉
上任何K-代数自同态 φ有 φ(H) ⊆ H ,则称 H 是 T -理想.

Proposition 2.44 ([2]). 设 A是含幺交换环 K 上的 PI代数,那么 A在 K〈x1, x2, ...〉中所有的多项式等式构成
的集合 J 是K〈x1, x2, ...〉的一个 T -理想,并且 J 就是所有K〈x1, x2, ...〉到 A的代数同态的核之交.

Proof. 首先不难看出 J 是 K〈x1, x2, ...〉的理想. 任取 K〈x1, x2, ...〉上代数自同态 φ以及 f(x1, ..., xn) ∈ J ,则
有 φ(f(x1, ..., xn)) = f(φ(x1), ..., φ(xn)), 由此不难看出 φ(f) 也是 A 的多项式等式, 即 φ(f) ∈ J . 下面验证
J 是所有 K〈x1, x2, ...〉 到 A 的代数同态的核之交. 因为任意取定 A 的有限多个元素都可以诱导出自由代数

到 A的赋值同态, 所以 K〈x1, x2, ...〉到 A的全体代数同态之交是 A的多项式等式. 反之, 任取 A的多项式等

式 f(x1, ..., xn), 对每个 K-代数同态 φ : K〈x1, x2, ...〉 → A, 记 φ(xi) 为 ai(i ≥ 1). 那么 f(a1, ..., an) = 0, 即
φ(f) = 0. 所以 J 中元素均在所有K〈x1, x2, ...〉到 A的代数同态的核之交中.

根据 T -理想的定义以及自由代数的子集诱导的赋值映射是代数自同态可知

Proposition 2.45 ([2]). 设K 是含幺交换环,真理想H 是K〈x1, x2, ...〉的 T -理想,那么任何H 中元素是K-代
数K〈x1, x2, ...〉/H 的多项式等式. 特别地,当 H 包含一个首一多项式时,K〈x1, x2, ...〉/H 是 PI代数.

设 A是交换环K 上的 PI代数,如果K〈x1, x2, ...〉的真 T -理想H 中的元素都是 A满足的多项式等式 ([命
题2.44]表明这样的 T -理想存在),那么有下述泛性质成立: 对任给映射 η : {xi}∞i=1 → A,存在唯一的 K-代数同
态 η : K〈x1, x2, ...〉/H → A使得下图交换:

{xi}∞i=1 K〈x1, x2, ...〉/H

A

ι

η
η

其中 ι : {xi}∞i=1 → K〈x1, x2, ...〉/H 是标准映射 (因为 A不是零环,所以 ι是单射). 如果 A是仿射 K-代数,那
么我们可以适当选取 η使得 η成为满射. 最后记录 PI代数的稳定多项式等式和基本性质来结束本节.

Definition 2.46 ([2]). 设 K-代数 A是 PI代数, f(x1, ..., xn) ∈ K〈x1, x2, ...〉是 A的多项式等式. 如果对任何
K-交换代数 L都有 f(x1, ..., xn)是 A⊗K L的多项式等式,则称 f(x1, ..., xn)是稳定的.

Proposition 2.47 ([2]). 设K-代数 A是 PI代数, I 是K〈x1, x2, ...〉中所有稳定多项式等式构成的集合,则:
(1) I 是K〈x1, x2, ...〉的 T -理想.
(2) I 包含 A在K〈x1, x2, ...〉中所有的交错线性多项式等式.
(3)赋予K〈x1, x2, ...〉标准分次后, I 是分次理想.
(4)K〈x1, x2, ...〉/I 满足 I 中所有多项式等式.
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Proof. 类似于 [命题2.44] 容易验证 I 是 T -理想, 并且明显是 K〈x1, x2, ...〉 的真理想, 因此 (1) 成立. 对任何
K-交换代数 L, 如果 A 满足交错多重线性多项式 g(x1, ..., xm), 那么对 A ⊗K L 中任意 m 个形如 a ⊗ ℓ 的元

素, 有 g(a1 ⊗ ℓ1, ..., am ⊗ ℓm) = g(a1, ..., am) ⊗ (ℓ1 · · · ℓm) = 0. 结合 g 的多重线性性便知 g 也是 A ⊗K L

的多项式等式, 这证明了 (2). 现在证明 (3), 为此只需说明 I 中任何多项式 f 如果作齐次元分解 f = f0 +

f1 + · · · + ft(这里每个 fk 是 k 次齐次非交换多项式), 那么每个 fk ∈ I . 由 f 的稳定性, 对每个 K-交换代数
L, f 也是 A ⊗K L[x] ∼= (A ⊗K L)[x] 的多项式等式. 设 f = f(x1, ..., xs), 则对任给 T1, ..., Ts ∈ A ⊗K L, 有
f(T1x, T2x, ..., Tsx) =

t∑
i=0

fi(T1, ..., Ts)x
i = 0. 这说明每个 fi 是 A ⊗K L的多项式等式,于是 fi ∈ I . 这证明了

(3). (1)中已经说明 I 是 T -理想,所以应用 [命题2.45]便得 (4).

2.2 Amitsur-Levitzki定理

在 [例2.23]中我们看到,含幺交换环K 上的 n阶矩阵环Mn(K)满足标准等式 sn2+1,进而知道Mn(K)的

最小次数不超过 n2+1. 这节的目标是证明Amitsur-Levitzki定理——矩阵环Mn(K)满足 s2n,并说明Mn(K)

的最小次数就是 2n. 本节的含幺交换环默认有非零的幺元.

Theorem 2.48 (Amitsur-Levitzki, [3]). 设K 是含幺交换环,那么矩阵环 R = Mn(K)满足 s2n.

Proof. 只要证明任给 A1, A2, ..., A2n ∈ R有
∑

σ∈S2n

sgnσAσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(2n) = O 即可. 该等式左边的矩阵每个

元素都是关于 A1, A2, ..., A2n 元素的整系数多元多项式,因此我们只需要证明 K = C的情形就以足够 (利用整
系数m元多项式如果作为 Cm 上复值函数恒为零,则该多项式必为零多项式). 现设 R = Mn(C), V 是 2n维复

线性空间,有基 {v1, v2, ..., v2n},证明分为下面两步.

Step1. 设 E(V ) 是 V 决定的外代数, 考虑 α =
2n∑
i=1

Ai ⊗ vi ∈ R ⊗C E(V ), 直接的计算表明对每个正整

数 1 ≤ r ≤ 2n, 有 αr =
∑

1≤i1<···<ir≤2n

sr(Ai1 , Ai2 , ..., Air) ⊗ (vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vir). 置 β = α2, 那么 βn =

s2n(A1, A2, ..., A2n)⊗ (v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ v2n). 故要证 s2n(A1, A2, ..., A2n) = O,只要证 βn = 0.
Step2.记 E(V )所有偶数指标分次直和构成的子代数是 L,即 L = E(0)(V )⊕E(2)(V )⊕ · · · ⊕E(2n)(V ),那

么 L是交换代数且 β, β2, ..., βn ∈ R⊗C L. 记 Φ : R⊗C L→ Mn(L)是标准 C-代数同构,利用下面的 [引理2.51]
立即得到 Φ(β),Φ(β2) = Φ(β)2, ...,Φ(βn) = Φ(β)n都是迹为零的矩阵 (注意对迹零复矩阵 A与 c ∈ L, Φ(A⊗ c)

也迹零),再由下面的 [推论2.54]马上得到 Φ(β)n = O,从而 βn = 0.

Remark 2.49. 根据 [引理2.42],我们立即得到Mn(K)满足 st, ∀t ≥ 2n.

Remark 2.50. 从 Amitsur-Levitzki定理的证明过程不难看出对任何含幺交换环 K, Mn(Z)(在 Z上)的多项式
等式都是Mn(K)的多项式等式. 若 f ∈ Z〈x1, ..., xℓ〉是Mn(Z)满足的多项式等式,则 f((a1ij)n×n, ..., (a

ℓ
ij)n×n)

是零矩阵, 其中 akij ∈ Z. 现在将 f((x1ij)n×n, ..., (x
ℓ
ij)n×n) 的每个分量视作关于变量 x111, ..., x

ℓ
nn 的整系数多项

式,那么该 ℓn2 元整系数多项式对任意组整数代入都是零. 这说明Mn(Z[{xkij |1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ ℓ ≤ n}])中矩阵
f((x1ij)n×n, ..., (x

ℓ
ij)n×n)的每个分量是关于变量集 {xkij |1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ ℓ ≤ n}的零多项式. 于是该变量集对

K 中任意一组元素代入都是零,这就证明了Mn(K)满足Mn(Z)的所有多项式等式. 反之,只有当 Z可嵌入 K

时才能够保证Mn(Z)满足Mn(K)的所有多项式等式.
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Lemma 2.51 ([3]). 设 R是含幺交换环, A1, A2, ..., A2r ∈ Mn(R)是偶数个方阵,则

tr(s2r(A1, A2, ..., A2r)) = tr
( ∑
σ∈S2r

sgnσAσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(2r)

)
= 0.

Proof. 因为 2r 是偶数所以轮换 (123 · · · 2r) ∈ S2r 是奇置换. 我们把矩阵和式分成偶置换求和与奇置换求和两
部分：∑

σ∈S2r

sgnσAσ(1) · · ·Aσ(2r) =
∑
σ∈A2r

sgnσAσ(1) · · ·Aσ(2r) +
∑
σ∈A2r

sgnσ(123 · · · 2r)Aσ(2) · · ·Aσ(2r)Aσ(1).

由 sgnσ(123 · · · 2r) = −sgnσ以及矩阵 Aσ(1) · · ·Aσ(2r)和 Aσ(2) · · ·Aσ(2r)Aσ(1)的迹相同即得.

线性代数中我们熟知代数闭域 F 上的 n阶方阵 A,如果 tr(Ak) = 0, k = 1, 2, ..., n,那么 An = O. 我们在
Amitsur-Levitzki定理的证明细节中所需要的工具是对任何复数域上的交换代数 L,如果矩阵 A ∈ Mn(L),只
要 tr(Ak) = 0, k = 1, 2, ..., n,也会有 An = O成立. 下面的引理就是为了证明这一事实.

Lemma 2.52 ([19]). 设 R 是含幺交换环, A = (aij)n×n ∈ Mn(R), 设 B(x) = Bn−1x
n−1 + Bn−2x

n−2 + · · · +
B1x+B0(Bj ∈ Mn(R))是 xIn −A在Mn(R[x])中的伴随矩阵, f(x) = det(xIn −A)是 A的特征多项式,则：
(1)(Cayley-Hamilton)f(A) = O.
(2)当 n ≥ 2时,若记 Aij 为元素 aij 的代数余子式,则 Aij =

∑
σ(i)=j

∏
k ̸=i

akσ(k).

(3)如果 L是含幺交换环K 上的交换代数,那么对 L上的K-导子 δ : L→ L,对任给 C = (cij)n×n ∈ Mn(L)的

伴随矩阵 C∗,有 δ(detC) = tr((δ(cij))n×n · C∗).
(4) d

dx
f(x) = tr(B(x)).

(5)设 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0,那么特征多项式的系数满足

tr(Bk) = (k + 1)ak+1, 0 ≤ k ≤ n− 1,

其中 an = 1.

Proof. (1)因为 B(x)是 xIn −A的伴随矩阵,所以 B(x)(xIn −A) = f(x)In,于是

Bn−1x
n + (Bn−2 −Bn−1A)x

n−1 + · · ·+ (B2 −B1A)x
2 + (B0 −B1A)x−B0A = f(x)In.

对比系数可得 Bn−1 = In, Bn−2 −Bn−1A = an−1In, ..., B0 −B1A = a1In,−B0A = a0In. 所以

f(A) = An +
n−1∑
i=0

aiA
i = An +

n−1∑
i=1

(Bi−1 −BiA)A
i + (−B0A) = O.

(2)这可以由代数余子式的定义展开整理得到,也可以使用下面的处理方式：设 x1, x2, ..., xn 为 R上未定

元, R[x1, x2, ..., xn]是 n元多项式,对固定的正整数 i,作Mn(R[x1, x2, ..., xn])中矩阵

C(x1, x2, ..., xn) =



a11 a21 · · · an1
...

...
...

x1 x2 · · · xn
...

...
...

a1n a2n · · · ann


,
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这里行向量 (x1, x2, ..., xn)在第 i行. 将上面的矩阵行列数按组合展开可得它的行列式为

det[C(x1, x2, ..., xn)] =
n∑
j=1

(
∑
σ(i)=j

∏
k ̸=i

akσ(k))xj ,

同时,将 det[C(x1, x2, ..., xn)]按第 i行展开可得
n∑
l=1

Ailxl =
n∑
l=1

(
∑

σ(i)=l

∏
k ̸=i

akσ(k))xl,再比较该式 xj 的系数即得.

(3)直接计算知

δ(detC) =
∑
σ∈Sn

n∑
k=1

δ(akσ(k))
∏
l ̸=k

alσ(l) =
n∑
k=1

n∑
j=1

∑
σ(k)=j

δ(akj)
∏
l ̸=k

alσ(l) =
n∑
k=1

n∑
j=1

δ(akj)(
∑
σ(k)=j

∏
l ̸=k

alσ(l)),

而
n∑
j=1

δ(akj)(
∑

σ(k)=j

∏
l ̸=k

alσ(l))就是矩阵 (δ(cij))n×n · C∗的 k行 k列元素,故结论成立.

(4)对 R-交换代数 R[x],求导算子 d
dx

: R[x] → R[x]是 R-导子,所以对Mn(R[x])中矩阵 xIn −A应用 (3)
的结果,我们得到 d

dx
f(x) = tr(In ·B(x)) = tr(B(x)).

对特征多项式 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0作用求导算子

d
dx
并应用 (4),我们得到

nxn−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · ·+ a1 = tr(B(x)) = tr(Bn−1)x

n−1 + tr(Bn−2)x
n−2 + · · ·+ tr(B1)x+ tr(B0).

再比较上式 xi(0 ≤ i ≤ n− 1)的 (矩阵)系数即得.

Proposition 2.53 (特征多项式系数刻画, [19]). 设 R 是含幺交换环, A ∈ Mn(R), 并设 A 的特征多项式为

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0,那么对任给正整数 1 ≤ k ≤ n,有 kan−k +

k∑
i=1

tr(Ai)an−k+i = 0. 特别

地,如果 tr(Ai) = 0, i = 1, 2, ..., n,那么 kan−k = 0, ∀1 ≤ k ≤ n.

Proof. 设B(x) = Bn−1x
n−1+Bn−2x

n−2+ · · ·+B1x+B0(Bj ∈ Mn(R))是 xIn−A在Mn(R[x])中的伴随矩阵,
则Bn−1 = In, Bn−2−Bn−1A = an−1In, ..., B0−B1A = a1In,−B0A = a0In. 归纳地,易知对每个 0 ≤ k ≤ n−1,
有 Bk = An−1−k + an−1A

n−2−k + · · ·+ ak+2A+ ak+1In,两边取迹并应用 [引理2.52(5)]即得.

Corollary 2.54 ([3]). 设 L是 C-交换代数,如果矩阵 A ∈ Mn(L)满足 tr(Ak) = 0, k = 1, 2, ..., n,那么 An = O.

Proof. 由 [命题2.53], A的特征多项式 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 满足 kan−k = 0, ∀1 ≤ k ≤ n. 因

为对复数域上的代数而言, k1L(1 ≤ k ≤ n)是 L中可逆元,所以 a0 = a1 = · · · = an−1 = 0,那么 f(x) = xn. 于
是,由 Cayley-Hamilton定理即得结果.

Proposition 2.55. 设K 是含幺交换环, A是K-代数,则不存在正整数 t ≤ 2n− 1使得Mn(A)满足某个K 上 t

次首一多项式,即Mn(A)不满足任何次数严格低于 2n的首一多项式. 特别地, Mn(A)的最小次数是 2n.

Proof. 若不然,由 [定理2.16],存在 t(≤ 2n − 1)次首一多重线性多项式 f(x1, x2, ..., xt) ∈ K〈x1, x2, ..., xt〉使得
f 是Mn(A)的一个多项式等式,不妨设 x1x2 · · ·xt的系数是 1,即

f(x1, x2, ..., xt) = x1x2 · · ·xt +
∑

σ ̸=(1)∈St

aσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(t),
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取 A1, A2, ..., At为下述 2n− 1个基本矩阵中的前 t个：

E11, E12, E22, E23, E33, ..., En−1,n−1, En−1,n, Enn.

则 f(A1, A2, ..., At) 6= O,得到矛盾.

Example 2.56. 固定正整数 n,考虑M2(Z)的子环

R =

(
Z nZ
Z Z

)
,

那么 R是最小次数为 4的素 PI环.

Proof. 根据 Amitsur-Levitzki定理, R满足 s4,因此 R的最小次数不超过 4. 假设 R的最小次数 t严格小于 4,
那么 [定理2.16]表明存在 t(≤ 3)次首一多重线性多项式 f(x1, x2, ..., xt) ∈ Z〈x1, x2, ..., xt〉使得 f 是 R的一个

多项式等式. 同样可不妨设 x1x2 · · ·xt的系数是 1,即

f(x1, x2, ..., xt) = x1x2 · · ·xt +
∑

σ ̸=(1)∈St

aσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(t),

取 A1, ..., At为 E11, nE12, E22这三个矩阵中的前 t个便有 f(A1, A2, ..., At) 6= O,得到矛盾. 因此 R的最小次数

是 4. 要看到零理想是 R的素理想,只需注意到 R的任何非零理想 I 满足存在正整数 a使得(
a 0

0 0

)
∈ I.

假设存在 R的理想 I, J 使得 IJ = 0但 I, J 6= 0,则存在正整数 a, b使得(
a 0

0 0

)
∈ I,

(
b 0

0 0

)
∈ J.

由此得到 IJ 6= 0,矛盾. 因此 R是素环.

Remark 2.57. 如果 n = p是素数,那么

P =

(
pZ pZ
Z Z

)
是 R的极大理想,原因是 R/P ∼= Z/pZ是域. 此时 R/P 作为 PI环的最小次数是 2.

2.3 Köthe猜想

本节先介绍 Köthe猜想,再说明它在 PI环层面是成立的,并且我们将看到半素 PI代数不存在非零诣零理
想.这节中K 指含幺交换环,考虑的所有环默认是非零环.

Gottfried Köthe(奥地利数学家, 1905-1989)于 1930年提出下述猜想：

Conjecture 2.58 (Köthe猜想). 如果含幺环 R没有非零诣零理想,那么 R没有非零诣零单边理想.

18



Remark 2.59. 容易证明一个含幺环存在非零诣零左理想当且仅当存在非零诣零右理想. 目前上述猜想还是非
交换环论领域的公开问题.

Theorem 2.60 ([2]). 设K-代数 A(未必有 1A)是 PI代数,若 A有非零诣零右理想,则 A有非零幂零理想.

Proof. 设m是 PI代数 A的最小次数,那么由 A 6= 0知m ≥ 2,我们对m ≥ 2作归纳证明结论. 当m = 2时,由
[定理2.16], A满足K 上某个 2次首一多重线性多项式,所以存在 k ∈ K 使得 ab = kba, ∀a, b ∈ A. 设 A的非零

诣零右理想为 J ,那么存在 b 6= 0 ∈ J 使得 b2 = 0. 那么 I = bA +Kb是 A的非零幂零右理想,从 I 出发构造

AI + I 便得到 A的一个非零幂零理想. 所以当m = 2时,结论成立.
现假设结论对最小次数不超过m−1(m ≥ 3)的 PI代数成立,现在考虑最小次数为m的 PI代数的情形. 设

A满足m次首一多重线性多项式 g(x1, ..., xm) ∈ K〈x1, ..., xm〉并设字 x1x2 · · ·xm的系数是 1,那么存在m− 1

次首一多重线性多项式 g1(x1, ..., xm−1) ∈ K〈x1, ..., xm−1〉以及多重线性多项式 g2(x1, ..., xm) ∈ K〈x1, ..., xm〉
使得 g(x1, ..., xm) = g1(x1, ..., xm−1)xm + g2(x1, ..., xm)(将所有不以 xm 结尾的单项式之和记为 g2). 设 J 是 A

的非零诣零右理想,取 b 6= 0 ∈ J 使得 b2 = 0,则 bA ⊆ J . 如果 bA = 0,那么Kb是A的非零幂零右理想,于是A

有非零幂零理想,下面我们设 bA 6= 0. 对任给 a1, a2, ..., am−1 ∈ A,明显有 g2(ba1, ba2, ..., bam−1, b) = 0,所以对
任给 a1, a2, ..., am−1 ∈ A有 g1(ba1, ba2, ..., bam−1)b = 0. 置W = {a ∈ bA|abA = 0},那么W 是 K-代数 bA(未
必有幺元)的非零理想 (因为W 含 b)且W 2 = 0. 如果 bA = W ,那么 (bA)2 = W 2 = 0表明 bA是 A的非零幂

零右理想,于是 A也有非零幂零理想. 下设W ⊊ bA,那么商代数 bA/W 6= 0且满足 m − 1次首一多重线性多

项式 g1(x1, ..., xm−1),它自身就是自己的非零诣零右理想,所以对代数 bA/W 应用归纳假设知 bA/W 存在非零

幂零理想 Î ,不妨设 Î2 = 0,由理想对应定理,存在 bA的理想 I ⊋ W 使得 I/W = Î ,那么 I2 ⊆ W . 现在说明
IbA是 A的一个非零幂零右理想,一旦验证完该断言立即得到 A有非零幂零理想. 因为 I ⊈ W ,所以 IbA 6= 0.
并注意到 (IbA)2 = IbAIbA ⊆ I2bA ⊆WbA = 0,这说明 IbA是 A的一个非零幂零右理想,由此得到 A有非零

幂零理想.

Corollary 2.61 ([2]). 如果 PI代数 A没有非零诣零理想,那么 A也没有非零诣零单边理想. 特别地, Köthe猜
想对 PI环成立.

Corollary 2.62 ([2]). 设K-代数 A是半素 PI的,那么 A不存在非零诣零单边理想.
证明：由 A半素等价于 A没有非零幂零理想即得.

2.4 Formanek中心多项式

E. Formanek 在文献 [14] 中对域 K 上矩阵环 Mn(K), 构造了某个整系数多项式 Fn(x, y1, y2, ..., yn) 使

得它的常数项是零且对任给 n + 1 个矩阵 A1, A2, ..., An+1, 有 Fn(A1, A2, ..., An+1) 是纯量矩阵, 并存在某组
矩阵 B1, B2, ..., Bn+1 代入 Fn 后得到的矩阵 Fn(B1, B2, ..., Bn+1) 的非零矩阵. 本节我们的主要目标就是验证
Formanek 所构造出的多项式 Fn(x, y1, y2, ..., yn) 确实是域上矩阵环的中心多项式 (见 [定理2.66]), 它将用于
Posner定理证明的准备工作中. 以下固定含幺交换环K.

Definition 2.63 (中心多项式, [4]). 设 A是K-代数,如果 f(x1, x2, ..., xn) ∈ K〈x1, x2, ..., xn〉满足：
(1)对任给 r1, r2, ..., rn ∈ A有 f(r1, r2, ..., rn) ∈ Z(A);
(2)存在 r1, r2, ..., rn ∈ A使得 f(r1, r2, ..., rn) 6= 0;
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(3) f(x1, x2, ..., xn)的常数项为零,
则称 f(x1, x2, ..., xn)是 A的一个中心多项式.

在正式验证 Formanek构造的多项式是中心多项式前,先做一些准备. 若 f, g 是域 K 上多项式,次数分别
设为 n,m ≥ 1：f(x) = a0x

n+a1x
n−1+· · ·+an−1x+an, g(x) = b0x

m+b1x
m−1+· · ·+bm−1x+bm, a0, b0 6= 0 ∈ K.

记 f 与 g的结式为:

Res(f, g) ≜

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 · · · · · · an 0 · · · 0

0 a0 a1 · · · · · · an−1 an · · · 0

0 0 a0 · · · · · · an−2 an−1 · · · 0
...

...
... . . . . . . . . . . . . . . . ...

0 0 · · · 0 a0 · · · · · · · · · an

b0 b1 b2 · · · · · · · · · bm · · · 0

0 b0 b1 · · · · · · · · · bm−1 bm · · ·
...

...
...

...
... . . . . . . . . .

0 · · · 0 b0 b1 · · · · · · · · · bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
在线性代数中我们熟知对域K 上次数不低于 1的多项式 f, g,它们在K 的代数闭包K 上有公共零点的充要条

件是 Res(f, g) = 0. 应用结式可以证明下面的引理.

Lemma 2.64 ([4]). 设 R 为含幺环, R[x11, ..., x1n, ..., xn1, ..., xnn] 是 R 上 n2 元多项式环, 称以 xij 为元素的

矩阵 (xij)n×n ∈ Mn(R[x11, ..., x1n, ..., xn1, ..., xnn]) 为 R 上泛矩阵. 现设 A = (xij)n×n 是域 K 上泛矩阵, 域
K(xij) = K(x11, ..., x1n, ..., xn1, ..., xnn)的代数闭包是 E = K(xij). 则 A = (xij)n×n在Mn(E)中可对角化.

Proof. 我们断言 A 的特征多项式 f(x) = det(xIn − A) ∈ K[xij ][x] 在 E 上没有重根, 一旦证明这一点立即
得到 A 在 E 上可对角化. 若不然, 考虑 f 的形式导数 f ′, 那么 f ′ 与 f 作为 K(xij)[x] 中多项式不互素, 这说
明 f ′ 不可能是 K(xij)[x]中的零次多项式 (非零常数), 于是 f ′ = 0或 f ′ 是 K[xij ][x]中次数不低于 1的多项

式. 现设 a11, ..., a1n, ..., an1, ..., ann ∈ E 是使得 (aij)n×n(即把 aij 代入 xij) 特征值互异的 n2 个元素 (明显这
样的元素组总存在), 记 ev : K[xij ][x] → E[x] 是标准映射 (把 aij 代入 xij), 那么 ev 是保幺环同态, 于是知
矩阵 (aij)n×n 的特征多项式就是 ev(f(x)), 它特征多项式关于未定元 x的形式导数就是 ev(f ′(x)). 当 f ′ = 0

时, ev(f(x))与 ev(f ′(x))是 E[x]中不互素的多项式,所以矩阵 (aij)n×n 的特征多项式在 E 中有重根,这与 aij

的选取矛盾. 如果 f ′ 是 K[xij ][x] 中次数不低于 1 的多项式, 那么 f, f ′ 作为 K(xij)[x] 中的多项式结式为零：

Res(f, f ′) = 0 ∈ K[xij ],于是 ev(Res(f, f ′)) = Res(ev(f), ev(f ′)) = 0 ∈ E,这说明 (aij)n×n 的特征多项式与其

形式导数在 E 中有公共零点,即 (aij)n×n的特征多项式在 E 中有重根,矛盾. 故 f 在 E 上没有重根.

设 f(x) ∈ K[x]是域 K 上的非零多项式, 如果 f 在 K 的代数闭包 K 中没有重根, 则称 f 是可分多项式.
我们在线性代数中熟知代数闭域 F 上的 n阶方阵 A可对角化当且仅当 A在 F 上有一个没有重根的首一零化

多项式. 特别地,域 K 上的方阵 A如果特征多项式是 K 上可分多项式,那么 A在 A在 K 上可对角化. 在给出
Formanek多项式的构造前,再做最后一个准备.

Lemma 2.65. 给定域 K 与正整数 n,则存在 n阶矩阵 A ∈ Mn(K),使得 A的特征多项式是 K 上可分多项式,
特别地, A在K上可对角化.
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Proof. 我们只需要对正整数 n,构造 K 上 n次首一可分多项式 f(x)即可,因为一旦构造出这样的多项式,考虑
它的友矩阵

A =



0 0 0 · · · 0 −a0
1 0 0 · · · 0 −a1
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 −an−2

0 0 0 · · · 1 −an−1


∈ Mn(K)

即可. 若K的特征整除 n,构造 f(x) = xn−x,它在K中没有重根. 如果K的特征不整除 n,构造 f(x) = xn−1

即可.

现在给出这节的主定理.

Theorem 2.66 ([4]). 任给正整数 n,存在整系数多项式 Fn(x, y1, y2, ..., yn) ∈ Z〈x, y1, y2, ..., yn〉(称证明过程中
构造的多项式为 Formanek多项式),使得：(1)Fn 是 n2 次齐次多项式且每个非零项关于 x的次数是 n2 − n,
关于 y1, y2, ..., yn是多重线性的; (2)如果K 是域,那么 Fn是矩阵环Mn(K)的中心多项式.

Proof. 当 n = 1时,取 F1 = y1 即可. 以下假设正整数 n ≥ 2. 设 Z[w1, ..., wn+1]是整系数 n+ 1元多项式环,通
过如下方式可定义出 Z[w1, ..., wn+1]到自由代数 Z〈x, y1, y2, ..., yn〉的一个 Z-模同态

φ : Z[w1, ..., wn+1] → Z〈x, y1, y2, ..., yn〉.

对每个首一单项式 wa11 w
a2
2 · · ·wann , 定义 φ(wa11 w

a2
2 · · ·wann ) = xa1y1x

a2y2 · · ·xanynxan+1(我们知道多项式环
Z[w1, ..., wn+1]作为 Z-模有一个基是由全体首一单项式构成的集合). 考虑

g(w1, w2, ..., wn+1) =
n∏
i=2

(w1 − wi)(wn+1 − wi)
∏

2≤j<k≤n

(wj − wk)
2,

那么 g 是 n2 − n 次齐次整系数多项式. 命 G(x, y1, ..., yn) = φ(g(w1, w2, ..., wn+1)) ∈ Z〈x, y1, y2, ..., yn〉, 构造
Fn(x, y1, ..., yn) = G(x, y1, ..., yn) + G(x, y2, ..., yn, y1) + · · · + G(x, yn, y1, ..., yn−1),那么它明显是 n2 次齐次多

项式,且每个非零项关于 x的次数是 n2 − n,关于 y1, y2, ..., yn 是多重线性的. 因此需要验证的只有对任给域K

上 n+ 1个 n阶方阵 X,Y1, Y2, ..., Yn,有 Fn(X,Y1, ..., Yn)是纯量矩阵并且在某组 X,Y1, Y2, ..., Yn 取值下,矩阵
Fn(X,Y1, ..., Yn)是非零阵.

Step1. 设 X = (xij)n×n 是域 K 上泛矩阵, 记域 K(xij) 的代数闭包为 E. 如果我们能够说明对任给
Y1, Y2, ..., Yn ∈ Mn(E) 有 Fn(X,Y1, ..., Yn) 是纯量矩阵, 那么当 X 是 Mn(K) 中数值矩阵时, Fn(X,Y1, ..., Yn)

也是纯量阵. 而要说明对任给 Y1, Y2, ..., Yn ∈ Mn(E)有 Fn(X,Y1, ..., Yn)是纯量矩阵,我们只需要说明对 E 上

任何对角阵 Z 与矩阵 Y1, Y2, ..., Yn 有 Fn(Z, Y1, ..., Yn) 是 Mn(E) 中纯量矩阵即可, 原因是 [引理2.64] 告诉我
们泛矩阵 X 在 E 上可对角化, 设可逆阵 P ∈ Mn(E) 使得 PXP−1 = Z 是对角阵, 如果 Fn(Z, Y1, ..., Yn) 对

任何 Y1, Y2, ..., Yn ∈ Mn(E)都是纯量矩阵,那么 P−1Fn(Z, Y1, ..., Yn)P = Fn(P
−1ZP,P−1Y1P, ..., P

−1YnP ) =

Fn(X,P
−1Y1P, ..., P

−1YnP )也是纯量矩阵,于是由 P 可逆知道矩阵 Fn(X,Y1, ..., Yn)是纯量矩阵对Mn(E)中

任意 n个矩阵 Y1, Y2, ..., Yn 成立. 所以根据前面的讨论, 我们只需要处理当 Z 是 E 上对角阵, Y1, Y2, ..., Yn 是

E 中矩阵的情形即可. 而 Fn 的构造表明 Fn 是关于 y1, y2, ..., yn 多重线性的, 因此我们可以把问题再约化为：
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证明对 E 中任何对角阵 Z 以及任意 n个基础矩阵 Y1 = Ei1j1 , Y2 = Ei2j2 , ..., Yn = Einjn 时, Fn(Z, Y1, ..., Yn)

是纯量矩阵. 设 Z =
n∑
l=1

vlEiljl , vl ∈ E, Y1 = Ei1j1 , Y2 = Ei2j2 , ..., Yn = Einjn , 注意到对任给自然数 s 有

ZsEij = vsiEij , EijZ
s = vsjEij ,因此对任意一组自然数 a1, a2, ..., an,有

Za1Y1Z
a2Y2 · · ·ZanYnZan+1 = va1i1 · · · vanin v

an+1

jn
Ei1j1Ei2j2 · · ·Einjn .

于是,由 G的定义可得 G(Z,Ei1j1 , ..., Einjn) = g(vi1 , ..., vin , vjn)Ei1j1Ei2j2 · · ·Einjn .
现在我们来看 g(vi1 , vi2 , ..., vin , vjn),由 g的定义知

g(vi1 , vi2 , ..., vin , vjn) =
n∏
r=2

(vi1 − vir)(vjn − vir)
∏

2≤s<t≤n

(vis − vit)
2,

于是知只有当 i1, ..., in 是正整数 1, ..., n的一个排列且 i1 = jn 时, g(vi1 , vi2 , ..., vin , vjn)才有可能非零,而此时,
有 g(vi1 , vi2 , ..., vin , vjn) =

∏
1≤s<t≤n

(vs − vt)
2. 并注意到 Ei1j1Ei2j2 · · ·Einjn 只有当 j1 = i2, j2 = i3, ..., jn−1 = in

时才是非零矩阵 Ei1jn , 因此, 矩阵 G(Z,Ei1j1 , ..., Einjn) 如果非零, 只可能形如
∏

1≤s<t≤n
(vs − vt)

2Ei1i1 . 这时

Fn(Z,Ei1j1 , ..., Einjn) =
n∑
l=1

∏
1≤s<t≤n

(vs − vt)
2Eilil =

∏
1≤s<t≤n

(vs − vt)
2In(否则, Fn(Z,Ei1j1 , ..., Einjn) 是零矩

阵, 考察是否有 j1 = i2, j2 = i3, ..., jn−1 = in). 由此我们得到了对任给域 K 上 n 阶矩阵 X,Y1, Y2, ..., Yn, 有
Fn(X,Y1, ..., Yn)是纯量矩阵.

Step2. 我们说明存在域K 上 n阶矩阵X,Y1, Y2, ..., Yn,使得 Fn(X,Y1, ..., Yn)是非零矩阵. 事实上,根据我
们的构造方式,取K上在E中有n个互异特征值的矩阵X([引理2.65]表明这样的X总是存在的),并设E上可

逆阵 Q使得 Z = QXQ−1 是主对角元两两互异的对角阵. 那么由前面的讨论 (Fn(Z,Ei1j1 , ..., Einjn)是非零矩
阵时等于

∏
1≤s<t≤n

(vs−vt)2,这里 v1, v2, ..., vn是Z两两互异的那些主对角元)知存在矩阵 Y1, Y2, ..., Yn ∈ Mn(E)

使得 F (QXQ−1, QY1Q
−1, ..., QYnQ

−1)是非零矩阵,于是 F (X,Y1, ..., Yn)是非零矩阵,将每个 Yj 展开成基础矩

阵的 E-线性组合可知存在某组基础矩阵选取方式 Ei1j1 , ..., Einjn 让 Fn(X,Ei1j1 , ..., Einjn)非零.

Corollary 2.67. 设交换环 R是半素的,那么 Formanek多项式 Fn(x, y1, y2, ..., yn)是Mn(R)的中心多项式.

Proof. 任取 R的素理想 P 以及 X,Y1, ..., Yn ∈ Mn(R). 那么这些矩阵对应Mn(R/P )中矩阵 X,Y1, ..., Yn. 于是
由 [定理2.66]知 Fn(X,Y1, ..., Yn)是对角阵. 这说明 Fn(X,Y1, ..., Yn)非对角线位置处的元素均在 P 内. 现在由
P 的任意性以及R半素可知 Fn(X,Y1, ..., Yn)在Mn(R)的中心内. 下面还需说明存在某组矩阵代入 Formanek
多项式后非零. 任取 R的极大理想M ,由 Fn(x, y1, y2, ..., yn)是Mn(R/M)的中心多项式便知.

Proposition 2.68. 设 f ∈ Z〈x1, ..., xm〉是Mn(Z)的中心多项式 (例如 Fn(x, y1, y2, ..., yn)),那么对任何正整数
r < n有 f 是Mr(Z)的多项式等式.

Proof. 如果 n = 1,结论直接成立. 下设 n ≥ 2,考虑低阶矩阵环到高阶矩阵环的标准嵌入：

j : Mr(Z) → Mn(Z), A 7→

(
A 0

0 0

)
,

那么 j 是单环同态 (它并不保持幺元). 对任意m个矩阵 A1, A2, ..., Am ∈ Mn−1(Z),易见

j(f(A1, ..., Am)) = f(j(A1), j(A2), ..., j(Am)),
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而 f 是Mn(H)的中心多项式意味着 j(f(A1, ..., Am))是纯量矩阵,但它的对角元中有零 (右下角的元素),这迫
使 j(f(A1, ..., Am))是零矩阵,再由 j 是单射得到 f(A1, ..., Am) = O,所以 f 是Mr(Z)的多项式等式.

2.5 Kaplansky定理

一个本原环是交换的当且仅当它是域,本节的主定理——Kaplansky定理告诉我们,一个本原环是 PI的当
且仅当它是域上的有限维单代数. 因此,在本原层面上, PI环的特性与交换环类似. 如无特别说明,本节中 K 表

示含幺交换环, 1K 6= 0,所有的含幺环幺元非零.
在证明 Kaplansky定理前,先做一些准备. Jacobson本原环稠密性定理是我们抽象代数中熟知的结果,这

里需要用一个更具体的形式.

Lemma 2.69 (稠密性定理, [20]). 设 A是本原K-代数,设 AM 是忠实的不可约左 A-模, ∆ = EndA(M)是除环,
那么 A代数同构于 End(∆M)的某个稠密子代数 (End(∆M)上赋予自然的K-代数结构). 更具体地,以下情形
有且仅有一种成立：

(1)存在正整数 n使得代数 A和矩阵代数Mn(∆
op)代数同构.

(2)对任给正整数 n,存在 A的子代数 An使得 An到Mn(∆
op)有满K-代数同态.

Proof. 命 ρ : A → End(∆M), a 7→ al : M → M ,这里 al 表示元素 a决定的左乘变换,那么 ρ是 K-代数同态,
且由 AM 的忠实性得到 ρ是单射. 再说明 ρ(A)稠密, 即说明对任给 M 的 ∆-线性无关子集 {x1, x2, ..., xn}以
及子集 {y1, y2, ..., yn},都存在 f ∈ ρ(A)使得 f(xk) = yk, ∀1 ≤ k ≤ n. 对上述给定的子集 {x1, x2, ..., xn}以及
{y1, y2, ..., yn},存在线性变换 h ∈ End(∆M)使得 h(xk) = yk, ∀1 ≤ k ≤ n. 因为 AM 不可约,特别地,它作为左
A-模完全可约,于是由完全可约模的稠密性定理知对上述 h ∈ End(∆M)以及 {x1, x2, ..., xn},存在 a ∈ A使得

axk = h(xk), ∀1 ≤ k ≤ n,于是取 al ∈ ρ(A)立即得到 ρ(A)的稠密性. 对于 ∆-线性空间 ∆M ,它的维数要么为
正整数要么是无限的,下面我们分这两种情况讨论,来证明引理的后半部分.

(1)如果 dim∆M = n < +∞,那么 ρ(A)作为 End(∆M)的稠密子集必为 End(∆M)本身,即我们得到 ρ是

满射,因此这时 ρ给出了 K-代数同构 A ∼= End(∆M). 再由 End(∆M) = End(M∆op) ∼= Mn(∆
op)便得到 K-代

数同构 A ∼= Mn(∆
op).

(2) 如果 dim∆M 不是有限的, 那么对任给正整数 n, 取 ∆M 作为 ∆-线性空间的 n 维子空间 Vn, 并置
An = {a ∈ A|aVn ⊆ Vn},易见An是A的K-子代数,并且 ρ诱导K-代数同态 ρ̂ : An → End(∆Vn), x 7→ ρ(x)|Vn

,
那么 ρ̂是满代数同态,原因是对任给 f ∈ End(∆Vn),都可以延拓为 ∆M 上的 ∆-线性变换 f̂ ,取定 Vn 的一个基

{x1, x2, ..., xn},利用完全可约模的稠密性定理得到存在 a ∈ A使得 axk = f̂(xk),那么 ρ(a)|Vn
= f 且 a ∈ An,

这就得到了 ρ̂ 是满的. 进而得到 A 有子代数 An 使得 An 到 End(∆Vn) 有满 K-代数同态, 再结合代数同构
End(∆Vn) = End((Vn)∆op ) ∼= Mn(∆

op)即得.

设 ∆是除环,如果子域 H 满足不存在 ∆的子域 E 使得 H ⊊ E,则称 H 是极大子域. 因为除环的中心是
域,故利用 Zorn引理易验证任何除环总存在极大子域. 关于极大子域有下面的刻画.

Lemma 2.70 (极大子域, [21]). 设 ∆是除环, K 是 ∆的极大子域,那么 K = {x ∈ ∆|xk = kx, ∀k ∈ K}. 特别
地,K ⊇ Z(∆). 所以除环上任何极大子域都可视作除环中心上的代数.
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Proof. K ⊆ {x ∈ ∆|xk = kx, ∀k ∈ K}是明显的,现任取 a ∈ {x ∈ ∆|xk = kx, ∀k ∈ K},则

K(a) = {f(a)
g(a)

|f, g ∈ K[x], g(a) 6= 0}

是 ∆的子域且包含K,由K 的极大性知K = K(a),于是 a ∈ K,从而 {x ∈ ∆|xk = kx, ∀k ∈ K} ⊆ K. 由此得
到 {x ∈ ∆|xk = kx, ∀k ∈ K} = K.

Remark 2.71. 反之,如果除环 ∆的子域K 满足K = {x ∈ ∆|xk = kx, ∀k ∈ K},则K 明显是极大子域.

Definition 2.72 (中心单代数, [20]). 若 A是域 k上的代数,满足 A是单环且 Z(A) = k1A,则称 A是域 k上的

中心单代数. 一些文献中要求中心单代数是有限维代数,这里不做要求.

Remark 2.73. 设A是含幺交换环K上的K-代数,一般K和K1A作为交换环未必同构. 例如K = Z, A = Z/2Z
时,K1A = A和 Z并不同构. 但当K 是域时,易见K ∼= K1A.

在进一步讨论中心单代数的基本性质前,我们记录一个中心可除代数 (即在中心单代数的基础上进一步为
可除代数)的基本特性 (见 [定理2.76],初次阅读可直接跳至 [引理2.77]). 回忆对域的代数扩张 L ⊇ K, α ∈ L

称为 K 上可分元,如果 α在 K 上的最小多项式无重根. 如果代数扩张 L ⊇ K 满足 L中元素均为 K 上可分元,
则称 L ⊇ K 是可分扩张. 易见特征为零的域的任何代数扩张都是可分的. 本原元定理告诉我们有限可分扩张
一定是单扩张. 反之,如果有单扩张 L = K(α) ⊇ K 满足 α是 K 上可分元,作 α在 K 上最小多项式的分裂域

E,我们有 E ⊇ L ⊇ K. 因为 α是可分元,所以 E ⊇ K 是 Galois扩张. 特别地, E 是 K 的可分扩张,所以 L是

K 的可分扩张. 为了证明 [定理2.76],我们需要下述域论中的经典结果.

Lemma 2.74. 给定域扩张 L ⊇ K, charK = p > 0. 若 α ∈ L是 K 上代数元,则存在自然数 n使得 αp
n

是域 K

上的可分元.

Proof. 对 α在 K 上满足的最小多项式的次数 ℓ ≥ 1作归纳. 如果 ℓ = 1,则 α ∈ K 结论成立. 假设结论对最小
多项式次数不超过 ℓ − 1(ℓ ≥ 2)的代数元成立,那么对最小多项式次数为 ℓ的元素 α,当 α是可分元时结论直

接成立. 下设 α 不是可分元. 因为 α 在 K 上的最小多项式 (记作 m(x))有重根, 因此 m(x)与 m′(x)不互素,
这迫使 m′(x) = 0. 于是存在多项式 g(x) ∈ K[x] 使 m(x) = g(xp). 注意到这样的多项式 g(x) 次数严格低于

ℓ = degm(x),故 αp是满足K 上最小多项式次数严格低于 ℓ的代数元. 对 αp应用归纳假设便得结论.

通过 [引理2.74]我们立即得到下面的命题.

Proposition 2.75. 设 L ⊇ K 域的代数扩张,满足 L−K 中元素都是K 上不可分元. 那么任何 α ∈ L满足存在

自然数 n使得 αp
n ∈ K.

现在我们可以证明域上维数不低于 2的中心可除代数一定存在中心以外的可分元.

Theorem 2.76 (Jacobson-Noether定理). 设D是域 F 上维数不低于 2的中心可除代数 (即D不交换)且D中

每个元素是 F 上整元 (满足某个首一多项式). 那么存在 α ∈ D − F 在 F 上是可分元.

Proof. 如果 charF = 0,那么任取 α ∈ D − F 都满足 F (α)是 F 的有限可分扩张. 因此只需考虑 charF = p > 0

的情形. 我们用反证法证明结论,假设 D − F 中所有的元素都是 F 上不可分元. 根据 [命题2.75]可知 D − F
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中所有的元素 α都满足存在自然数 n使得 αp
n ∈ F . 现在取定 α ∈ D − F 和 m ≥ 1使得 αp

m ∈ F . 考虑 D

上 (F -线性)内导子 δ : D → D,x 7→ [a, x],注意到素数 p总满足 p整除 Cipm , ∀2 ≤ i ≤ pm − 1(利用组合数定
义得到 iCipm = pmCi−1

pm−1 便知), 因此由 charF = p知 δp
m

(x) = αp
m

x − xαp
m

= 0, ∀x ∈ D. 即 δp
m

= 0. 注
意 α /∈ F = Z(D)表明 δ 6= 0,因此可选取满足 δn 6= 0的最大正整数 n. 于是存在 b ∈ D 使得 β = δn(b) 6= 0

且 δ(β) = 0. 因此 β ∈ D 满足是与 α 可交换的可逆元 (因为非零). 构造 d = β−1αδn−1(b), 那么可直接验证
αd− dα = α,改写为 d = 1 + α−1dα. 由 [命题2.75]对 d同样存在自然数 r使得 dp

r ∈ F . 而

dp
r

= (1 + α−1dα)p
r

= 1 + α−1dp
r

α = 1 + dp
r

,

这导出在 D中 0 = 1,矛盾!

Lemma 2.77. 设 A是域 F 上中心单代数, B是域 F 上单代数,则 A⊗F B是域 F 上单代数. 特别地,对域 F 上

中心单代数 A与 F 的域扩张 E,有 A⊗F E是单代数.

Proof. 任取 A⊗F B 的非零理想 U ,置

{n ∈ Z>0|存在a1, a2, ..., an 6= 0 ∈ A, b1, b2, ..., bn ∈ B使得{b1, ..., bn}线性无关且
n∑
k=1

ak ⊗ bk是U中非零元},

上述集合明显非空,取该集合的最小元 n,并设 a1, a2, ..., an 6= 0 ∈ A, b1, b2, ..., bn ∈ B使得 u =
n∑
k=1

ak ⊗ bk是 U

中非零元,这里 {b1, ..., bn}是F -线性无关的. 对 a1 6= 0 ∈ A,因为A是单环,所以存在 r1, r2, ..., rn, s1, s2, ..., sn ∈
R使得

n∑
i=1

ria1si = 1A,于是

u1 =
n∑
k=1

(
n∑
i=1

riaksi)⊗ bk = 1A ⊗ b1 +
n∑
k=2

(
n∑
i=1

riaksi)⊗ bk 6= 0 ∈ U,

记
n∑
i=1

riaksi为 αk(k ≥ 2),那么由 n的选取方式知每个 αk 非零.
Claim. α2, α3, ..., αn ∈ Z(A).

对每个 a ∈ A,易见 (a⊗1B)u1−u1(a⊗1B) ∈ U ,所以 (aα2−α2a)⊗b2+(aα3−α3a)⊗b3+· · ·+(aαn−αna)⊗bn ∈ U ,
它必为零元,进而 aα2 − α2a = aα3 − α3a = · · · = aαn − αna = 0,断言得证.
于是由A是中心代数知每个 αk形如 αk = ck1A, ck ∈ F . 进而 u1 = 1A⊗ (b1+ c2b2+ · · ·+ cnbn), b1+ c2b2+

· · ·+ cnbn 6= 0 ∈ B. 这表明 1A ⊗F B ⊆ U ,进而 U = A⊗F B.

Lemma 2.78. (1)设 R,R′是含幺环,有环同构 f : R→ R′,那么 f(Z(R)) = Z(R′). 若更进一步 Z(R′)是域,则
Z(R)也是域,将 R视作 Z(R)-线性空间, R′视作 Z(R′)-线性空间,则 dimZ(R)R = dimZ(R′)R

′.
(2)设除环 ∆是其中心 Z(∆)上 m维线性空间,则Mn(∆)作为其中心 Z(Mn(∆)) = Z(∆)In 上线性空间维数

是mn2. 例如四元数环 H的中心是 R,是 4维 R-代数,且是除环,那么四元数矩阵代数Mn(H)作为实线性空间

维数是 4n2.
(3)设 ∆V 是除环 ∆上的线性空间, ∆′是 ∆的子除环,则 dim∆′V = (dim∆V )(dim∆′∆).

Proof. (1)直接验证易得 f(Z(R)) = Z(R′), 所以环同构 Z(R) ∼= Z(R′)保证了 Z(R′)是域当且仅当 Z(R)是

域. 现在设 Z(R′) 是域, 则 Z(R) 也是域, 将 R 视作 Z(R)-线性空间, R′ 视作 Z(R′)-线性空间, 设 X 是 R 作
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为 Z(R)-线性空间的一个基, 则对任给 x1, x2, ..., xm ∈ X , 我们说明 f(x1), f(x2), ..., f(xm) 是 Z(R′)-线性无
关的：设 r′1, ..., r

′
m ∈ Z(R′) 使得

m∑
k=1

r′kf(xk) = 0, 则由 f(Z(R)) = Z(R′) 知存在 c1, ..., cm ∈ Z(R) 使得

m∑
k=1

f(ck)f(xk) = 0,从而
m∑
k=1

ckxk = 0,因此 c1 = c2 = · · · = cm = 0,于是 f(x1), f(x2), ..., f(xm)是 Z(R′)-线性

无关的,由此知 f(X)线性无关,故 dimZ(R)R ≤ dimZ(R′)R
′,类似地可以证明 dimZ(R′)R

′ ≤ dimZ(R)R.
(2)设∆作为 Z(∆)-线性空间有基 {d1, d2, ..., dm},可直接验证 {dkEij |1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ i, j ≤ n}是Mn(∆)

作为 Z(∆)In-线性空间的一个基.
(3)不妨设 V 6= 0,设 {xi|i ∈ I}是 V 作为 ∆-线性空间的一个基, {dj |j ∈ J}是 ∆作为 ∆′-线性空间的一

个基,容易验证 {djxi|i ∈ I, j ∈ J}是 ∆′V 的一个基. 所以 dim∆′V = |I| · |J | = (dim∆V )(dim∆′∆).

作为 [引理2.77]的应用,我们证明中心单代数的双重中心化子定理 (初次阅读可直接跳至 [引理2.81]):

Theorem 2.79 (双重中心化子定理). 设 A是域 F 上有限维中心单代数, B 是 A的单子代数,对 A的非空子集

X ,记 CA(X) = {a ∈ A|ax = xa, ∀x ∈ X}是 X 在 A中的中心化子. 那么 CA(CA(B)) = B.

Proof. 注意到 B ⊆ CA(CA(B))且 A是有限维代数,故只需证 dimFB = dimFCA(CA(B)).
先证 CA(B) 是单环且 dimFCA(B)dimFB = dimFA. 命 R = A ⊗F B

op, 那么 [引理2.77] 表明 R 是有

限维单代数,特别地,任何有限维左 R-模可分解为一些单模的直和,并且 R的单模同构类只有一个. 将 A以自

然的方式视作左 R-模, 容易验证 CA(B) → EndRA, c 7→ cr, 其中 cr 表示元素 c决定的右乘变换, 是反代数同
构. 将 A分解为有限多个不可约左 R-模的直和: 设 M 是不可约左 R-模, 则 ∆ = EndRM 是有限维除环且存
在正整数 n使得 A ∼= Mn. 于是由 EndRA ∼= EndR(Mn) ∼= Mn(∆)可知 CA(B)是单环. 根据 [引理2.69(1)],
命 m = dim∆M , 则有 F -代数同构 R ∼= Mm(∆

op), 因此 (dimFA)(dimFB) = m2dimF∆. 由 A ∼= Mn 得

dimFA = nm(dimF∆). 同时,也有 dimFCA(B) = n2dimF∆. 因此我们得到

(dimFA)(dimFB)(dimFCA(B)) = (dimFA)
2,

两边消去 dimFA便得到 dimFCA(B)dimFB = dimFA.
现在用 CA(B)这一单子代数替换维数公式中的 B 我们得到 dimFCA(CA(B))dimFCA(B) = dimFA. 结

合前面得到的等式 dimFCA(B)dimFB = dimFA便得到 dimFB = dimFCA(CA(B)).

Remark 2.80. 在环的结构理论或代数表示论中,双重中心化子定理有时也指: 对含幺交换环 K 上代数 R上的

完全可约模 RM ,记E = EndK(M)以及 R̂ = {al|a ∈ R且al表示a在M 上的左乘变换}. 如果M 是有限生成K-
模 (例如R是有限维半单代数,M是R的有限维表示),那么在E中有 R̂ = CE(CE(R̂)). 事实上该版本的双重中
心化子定理是完全可约模的稠密性定理的直接推论: 首先易见 R̂ ⊆ CE(CE(R̂)). 引入记号 R′ = EndRM,R′′ =

EndR′M ,取定M 作为 K-模的生成元集 {x1, ..., xn}. 那么对任给 a′′ ∈ CE(CE(R̂)) = EndR′M = R′′,根据完
全可约模的稠密性定理,存在 a ∈ R使得 axi = a′′xi, i = 1, 2, ..., n. 这说明 a′′ = al ∈ R̂.

Lemma 2.81 ([2]). 设K-代数 R是最小次数为 d的本原 PI代数, RM 是忠实的不可约左 R-模,那么：
(1)K-代数 ∆ = End(RM)是除环, ∆M 是有限维 ∆-线性空间;
(2)设 n = dim∆M ,则有K-代数同构 R ∼= Mn(∆

op),特别地, R是单代数且 Z(R)是域;
(3)设H是∆op的极大子域 (也为∆的极大子域, [引理2.70]表明H ⊇ Z(∆)),那么M 上有天然左R⊗Z(R)H-
模结构,满足 R⊗Z(R)HM 是忠实不可约模, H = End(R⊗Z(R)HM)并且 R⊗Z(R) H 是单 PI代数;
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(4)HM 是域 H 上有限维线性空间,若设m = dimHM ,则有 H-代数同构

R⊗Z(R) H ∼= Mm(End(R⊗Z(R)HM)op) = Mm(H
op) = Mm(H),

并且, dimZ(∆op)∆
op = (m/n)2,dimZ(R)R = m2. 特别地,本原 PI代数 R可嵌入某个域上的矩阵环Mm(H).

Proof. (1)因为M 不可约,所以 Schur引理告诉我们∆是除环,M 上的K-模结构给出∆上的K-代数结构. 现
在我们说明 ∆M 是有限维 ∆-线性空间,若不然,由 [引理2.69]得到对任给正整数 n,存在 R的子代数 Rn 使得

Rn 到 Mn(∆
op) 有满代数同态, 进而由 [命题2.55] 得到 d ≥ 2n, 由 n 的任意性得到矛盾. 所以 ∆M 是有限维

∆-线性空间.
(2)设 n = dim∆M ,由 [引理2.69]得到K-代数同构 R ∼= Mn(∆

op),易证单环的中心是域.
(3)易见 xf = f(x), ∀x ∈ M, f ∈ H ⊆ ∆ = End(RM)给出了M 的右 H-模结构,从而M 上有 R-H 双模

结构 (这两个模结构均与M 上的 K-模结构相容),这也给出了M 的左 R ⊗Z(R) H-模结构：(
l∑

k=1

rk ⊗ hk)x =

l∑
k=1

rkxhk, ∀
l∑

k=1

rk ⊗ hk ∈ R ⊗Z(R) H,x ∈ M ,其中 H 的 Z(R)-模结构以最自然的方式给出 (具体地, Z(R)中

每个元素 a决定的M 上左乘变换 al ∈ Z(∆) ⊆ H ,所以 Z(R)可嵌入 H). 因为 RM 是不可约模,所以M 作

为左 R ⊗Z(R) H-模也不可约. 因为 (2)表明 R是 Z(R)上的中心单代数,所以 [引理2.77]告诉我们 R ⊗Z(R) H

是 K-单代数,于是由 AnnR⊗Z(R)H(M)是 R ⊗Z(R) H 的真理想 (因为不含 1R ⊗ 1H)得到 R⊗Z(R)HM 是忠实的

模,所以 R⊗Z(R)HM 是忠实不可约模. 易见 H = End(RMH) = End(R⊗Z(R)HM). 最后说明 R ⊗Z(R) H 是 PI代
数 (前面已经说明它是单代数). 易知 K-代数同构 R ∼= R ⊗Z(R) 1H ⊆ R ⊗Z(R) H ,故 R ⊗Z(R) 1H 是 PI代数且
R⊗Z(R) H 是 R⊗Z(R) 1H 的中心扩张,所以 [推论2.19]表明 R⊗Z(R) H 也是 PI代数.

(4)先说明 HM 是域 H 上有限维线性空间,通过 (3)我们知道 H = End(R⊗Z(R)HM),所以要说明的即为
End(R⊗Z(R)H

M)M 是有限维线性空间,而我们已经看到 R ⊗Z(R) H 是单 PI代数,特别地,是本原 PI代数,进而使
用 (1)中完全相同的技术由 [引理2.69]可知 End(R⊗Z(R)H

M)M 是有限维线性空间. 这就得到了 HM 是域H 上有

限维线性空间,设m = dimHM . 由 [引理2.69]知有 H-代数同构

R⊗Z(R) H ∼= Mm(End(R⊗Z(R)HM)op) = Mm(H
op) = Mm(H),

故 m2 = dimH(R ⊗Z(R) H) = dimZ(R)R = dimZ(∆op)Mn(∆
op) = n2dimZ(∆op)∆

op 知 dimZ(∆op)∆
op =

(m/n)2(这里 dimH(R ⊗Z(R) H) = dimZ(R)R 的原因是若设 {xi|i ∈ I} 为 R 作为 Z(R)-线性空间的一个基,
可直接验证 {xi ⊗ 1H |i ∈ I}是 R⊗Z(R) H 作为 H-线性空间的一个基).

Remark 2.82. 如果 R是域 K 上的有限维中心单代数,那么忠实的不可约左 R-模M 是域 K 上有限维模,因此
这时除环 ∆和极大子域 H 均为有限维 K-代数. 特别地,该引理的 (4)告诉我们对有限维中心单代数 R,总存
在K 的有限扩张H 和正整数m使得有H-代数同构 R⊗K H ∼= Mm(H),并且m2 = dimKR. 由此可见有限维
中心单代数 (作为中心上线性空间)的维数一定是平方数. 一般地,只要K有域扩张H 满足存在正整数m使得

有 H-代数同构 R ⊗K H ∼= Mm(H),比较同构两边的 H-线性维数便知 m2 = dimKR,所以这里的正整数 m不

依赖于域扩张H 的选取. 通常将满足 R⊗K H ∼= Mm(H)的域扩张H 称为 R的分裂域. 只要 R是K 上有限维

中心单代数,那么 [引理2.77]表明 K 的代数闭域 K 使 R ⊗K K 是代数闭域上有限维单代数. 于是由 Artin单
环结构定理知 R ⊗K K 同构于 K 上的矩阵代数. 所以中心单代数的中心作为域的代数闭包总是给定中心单代
数的分裂域. 而刚才的讨论表明总存在分裂域满足是中心 (作为域)的有限扩张.
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我们知道如果一个含幺单环 R满足 R是 Z(R)上的有限维单代数,那么 [命题2.24]告诉我们 R是 PI环.
一个自然的问题是搞清楚本原 PI环的结构. 下面是 Kaplansky给出的本原 PI环结构定理.

Theorem 2.83 (Kaplansky定理, [4]). 设K-代数 R是最小次数为 d的本原 PI代数,则 d是偶数, Z(R)是域且
R是 Z(R)上 (d/2)2维中心单代数.

Proof. 由 [引理2.81]中的 (2), Z(R)是域且 R是 Z(R)上的中心单代数,所以要证明的只有 d是偶数以及 R是

Z(R)上 (d/2)2维中心单代数. 由 [引理2.81]中 (4)的证明过程, dimZ(R)R = m2,R⊗Z(R)H ∼= Mm(H)有最小

次数 2m,且 R ⊗Z(R) H 是 R ⊗Z(R) 1H 的中心扩张. 于是由 [推论2.19]知 d = 2m,所以 d是偶数且 R是 Z(R)

上m2 = (d/2)2维中心单代数.

Remark 2.84. Kaplansky定理告诉我们 PI代数的本原理想和极大理想等价,这是交换环的经典特性.

Corollary 2.85. 设域 k满足 chark = 0,那么Weyl代数 An(k)(回忆 [例2.40])不是 PI环.

Proof. 我们已经看到这时 An(k) 的中心是 k 且 An(k) 是中心上的无限维代数. 假设 An(k) 是 PI 环, 那么
Kaplansky定理说 An(k)是 k = Z(An(k))上有限维代数. 这导出矛盾.

Remark 2.86. 更一般地, Kaplansky定理表明如果含幺环 R是单环但不是 Artin环,那么 R不是 PI环.

Corollary 2.87. 设K-代数 R是 PI代数,那么不可约左 R-模M,N 同构的充要条件是 AnnRM = AnnRN .

Proof. 只需验证充分性,这时M,N 均为本原 PI代数 R/AnnRM 上的不可约模. 而 R/AnnRM 作为其中心上
的有限维中心单代数是 Artin单环,故作为 R/AnnRM -模有M ∼= N . 因此也有 R-模同构M ∼= N .

Remark 2.88. 该推论表明 PI代数的本原素谱 (就是极大谱)与不可约表示等价类间有双射. 具体地,记 PI代数
R的本原素谱为 Prim(R),则有双射 θ : {R的不可约模等价类} → Prim(R), [M ] 7→ AnnRM .

Corollary 2.89. 设 K-代数 R是最小次数为 d的本原 PI代数,那么 d是偶数,记m = d/2,则存在域 H 使得 R

可 (保幺地)嵌入矩阵环Mm(H).

Corollary 2.90 ([4]). K-代数 R是最小次数为 d的本原 PI代数,对正整数 t:
(1)如果 d/2 = t,那么 Formanek多项式 Ft(x, y1, y2, ..., yt)是 R的中心多项式;
(2)如果 d/2 < t,那么 Formanek多项式 Ft(x, y1, y2, ..., yt)是 R的一个多项式等式.

Proof. 我们沿用 [引理2.81]以及 Kaplansky定理证明过程中的记号,由条件知 R是 Z(R)上的中心单代数,且
对 ∆ = End(RM), n = dim∆M,H 是 ∆op 的极大子域, m = dimHM ,我们有 K-代数同构 R ∼= Mn(∆

op)以及

H-代数同构 R ⊗Z(R) H ∼= Mm(H),正整数 n整除m, dimZ(∆)∆
op = (m/n)2, d = 2m. 下面开始原问题的证明,

主要利用 Formanek多项式 Ft是域上 t阶矩阵代数的中心多项式.
(1) 首先我们有 t = m. 如果 Z(R) 是有限的, 那么由环同构 Z(R) ∼= Z(∆)In ∼= Z(∆) 得到 Z(∆) 是有

限集. 结合 dimZ(∆)∆
op = (m/n)2 我们得到 ∆ 是有限集, Wedderburn 小定理 (见下面的 [引理2.92]) 表明

∆ 是域, 所以 m = n 且得到 K-代数同构 R ∼= Mn(Z(∆)) = Mm(Z(∆)), 于是知 Fm 是 R 的中心多项式. 下
设 Z(R) 是无限域的情形, 这时 R ⊗Z(R) H ∼= Mm(H) 表明 Fm 是 R ⊗Z(R) H 的中心多项式. 注意到对任何
a ⊗ 1H ∈ Z(R ⊗Z(R) H),都有 a ∈ Z(R),所以对任给 r1, r2, ..., rm+1 ∈ R,利用 Fm(r1 ⊗ 1H , ..., rm+1 ⊗ 1H) =
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Fm(r1, r2, ..., rm+1)⊗ 1H ∈ Z(R⊗Z(R) H),我们得到 Fm(r1 ⊗ 1H , ..., rm+1 ⊗ 1H) ∈ Z(R),所以要说明 Fm是 R

的中心多项式我们只需要再说明在R的某组元素 r1, r2, ..., rm+1代入下 Fm(r1, r2, ..., rm+1) 6= 0. 我们用反证法
说明这一点：若不然,则 Fm 是 R的一个多项式等式,进而由 Z(R)是无限域,利用下面的 [引理2.93]得到 Fm

也是 R ⊗Z(R) H 的一个多项式等式,但这与 Fm 是 R ⊗Z(R) H 的中心多项式矛盾 (因为一定有一组 R ⊗Z(R) H

中元素的代入使得 Fm取值非零). 所以 Fm是 R的中心多项式.
(2)的证明方式与 [命题2.68]完全相同.

Remark 2.91. 该推论的证明过程仅用到 Fn(x, y1, y2, ..., yn)是域上 n阶矩阵代数的中心多项式,把该推论结论
中的 Ft(x, y1, y2, ..., yt)更改成域上 t阶矩阵代数的中心多项式都成立.

Lemma 2.92 (Wedderburn小定理). 设 ∆是有限除环,则 ∆是域.

Proof. 记 F = Z(∆), 则 F 是域, 将 ∆ 视作域 F 上线性空间, 则为有限维线性空间, 设 dimF∆ = n. 下面通
过反证法证明 n = 1, 一旦证明 n = 1, 利用 ∆ = F 可得 ∆ 是域. 假设 n ≥ 2, 设 |F | = q ≥ 2(注意有限
域的阶是素数幂次, 所以至少为 2), 那么 |∆∗| = qn − 1, 将乘法群 ∆∗ 共轭作用到自身上, 根据轨道公式可得
qn − 1 = q − 1 +

∑
a∈A

[∆∗ : C(a)∗],其中 A是所有元素个数至少为 2的共轭类的一个代表元集. 因为 C(a) ⊇ F ,

所以 C(a)也可以视作 F 上线性空间 (C(a)是除环,未必交换),注意到 dimF∆ = (dimC(a)∆)(dimFC(a)),所
以 ra = dimFC(a)是整除 n的正整数,且 1 ≤ ra < n. 于是

qn − 1 = q − 1 +
∑
a∈A

qn − 1

qra − 1
,

对每个 a ∈ A,注意到 Φn(x)(x
ra − 1)是在 Z[x]中整除 xn − 1的整系数多项式 (这里 Φn(x)表示 n次分圆多项

式),所以存在整系数多项式 h(x)使得 xn − 1 = Φn(x)(x
ra − 1)h(x),这说明 (qn − 1)/(qra − 1)是被 Φn(q)整

除的正整数,那么 Φn(q)整除 q − 1,于是

q − 1 ≥ |Φn(q)| =
∏

g.c.d(k,n)=1

|q − e2ikπ/n|,

但对与 n互素的正整数 1 ≤ k ≤ n,有 |q − e2ikπ/n| > q − 1 ≥ 1,得到矛盾.

Lemma 2.93 ([4]). 设 R,L 是 K-代数, 这里 K 是无限域, L 是域, 那么 R 的任何一个 K 上的多项式等式

f(x1, x2, ..., xm)也是 R⊗K L的一个多项式等式.

Proof. 设 {rα|α ∈ Λ}是 R作为K-线性空间的一个基. 我们知道 R⊗K L中的任何一个元素都可以表示为有限

和
∑
α∈Λ

rα ⊗ lα的形式,所以要证明 f 是 R⊗K L的一个多项式等式,我们只要验证对任给

rα11
, ..., rα1N1

, rα21
, ..., rα2N2

, ..., rαm1
, ..., rαmNm

∈ {rα|α ∈ Λ}

以及 l11, ..., l1N1
, ..., lm1, ..., lmNm

∈ L,有

f(

N1∑
j=1

rα1j
⊗ l1j ,

N2∑
j=1

rα2j
⊗ l2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
⊗ lmj) = 0
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即可. 固定上面的 rα11
, ..., rα1N1

, rα21
, ..., rα2N2

, ..., rαm1
, ..., rαmNm

∈ {rα|α ∈ Λ},如果我们能够证明对 L上的多

项式环 L[xij ] = L[x11, ..., x1N1
, ..., xm1, ..., xmNm

], R⊗K L[xij ]中的元素

f(

N1∑
j=1

rα1j
⊗ x1j ,

N2∑
j=1

rα2j
⊗ x2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
⊗ xmj) = 0,

那么我们将 lij 代入 xij 便得到了结果, 原因是赋值映射 ev : R ⊗K L[xij ] → R ⊗K L,
t∑

k=1

rk ⊗ fk(xij) 7→
t∑

k=1

rk ⊗ fk(lij)是环同态 (映射合理性容易验证,这里赋值映射能够成为环同态是由 L是交换环保证的),所以

ev(f(
N1∑
j=1

rα1j
⊗ x1j ,

N2∑
j=1

rα2j
⊗ x2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
⊗ xmj)) = f(

N1∑
j=1

rα1j
⊗ l1j ,

N2∑
j=1

rα2j
⊗ l2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
⊗ lmj) = 0.

下面我们说明 f(
N1∑
j=1

rα1j
⊗ x1j ,

N2∑
j=1

rα2j
⊗ x2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
⊗ xmj) = 0.

将 f(
N1∑
j=1

rα1j
⊗x1j ,

N2∑
j=1

rα2j
⊗x2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
⊗xmj)展开,对每个形如 r⊗g(xij), g(xij) ∈ K[xij ]的项全部把

r用 rα来K-线性表出,可得存在有限个 rβ1
, rβ2

, ..., rβs
∈ {rα|α ∈ Λ}以及K上的多项式Gβ1

[xij ], ..., Gβs
[xij ] ∈

K[xij ],使得

f(

N1∑
j=1

rα1j
⊗ x1j ,

N2∑
j=1

rα2j
⊗ x2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
⊗ xmj) =

s∑
k=1

rβk
⊗Gβk

[xij ].

下面说明 Gβ1
[xij ], ..., Gβs

[xij ]全部都是零多项式 (一旦证明这一点,便得到了结果). 任取域K 中元素

c11, ..., c1N1
, ..., cm1, ..., cmNm

,

将 cij1L代入上式,得
s∑

k=1

rβk
⊗Gβk

[cij1L] =
s∑

k=1

rβk
Gβk

[cij ]⊗ 1L

=f(

N1∑
j=1

rα1j
c1j ⊗ 1L,

N2∑
j=1

rα2j
c2j ⊗ 1L, ...,

Nm∑
j=1

rαmj
cmj ⊗ 1L)

=f(

N1∑
j=1

rα1j
c1j ,

N2∑
j=1

rα2j
c2j , ...,

Nm∑
j=1

rαmj
cmj)⊗ 1L

=0.

于是由
s∑

k=1

rβk
Gβk

[cij ] ⊗ 1L = 0得到
s∑

k=1

Gβk
[cij ]rβk

= 0,再由 rβk
的 K-线性无关性迫使每个 Gβk

[cij ] = 0. 总

结一下,现在我们得到了每个 Gβk
[xij ]关于K 中任意一组元素 cij 的代入是零,而K 是无限域,这迫使 Gβk

[xij ]

是零多项式.

2.6 Posner定理

在抽象代数中我们熟知整区可以关于它所有非零元构成的乘闭子集作局部化,来得到商域. 素 PI环作为整
区的推广,它也可以关于中心正则元集作 (非交换)局部化,本节的 Posner定理告诉我们,素 PI环关于中心正
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则元集作右局部化得到的右商环,是其中心上有限维中心单代数,这可以视作“整区的商域是自身上的 1维单

代数”这一事实的推广. 如无特别说明,本节的含幺环幺元均非零,K 表示含幺交换环.
现在开始我们为 Posner定理的证明做一些准备. 下面是我们在交换代数中熟知的结论.

Lemma 2.94 ([22]). 设 R是含幺环, f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ R[x]满足系数两两可交换,那么 f(x)在

R[x]中可逆当且仅当 a0在 R中可逆且 a1, a2, ..., an幂零.

Proof. 充分性是明显的, 这里仅验证必要性. 设 f(x) 的逆 g(x) = b0 + b1x + · · · + bmx
m(设 n,m ≥ 1). 首先

a0 可逆是明显的,因为 b0 就是它的逆元. 下面说明 a1, a2, ..., an 幂零. 由 f(x)g(x) = 1我们马上得到 anbm =

0, an−1bm + anbm−1 = 0,进而 a2nbm−1 = 0. 归纳地容易证明对每个自然数 0 ≤ r ≤ m,有 ar+1
n bm−r = 0. 特别

地, am+1
n = 0,所以 an幂零. 于是再由 f(x)− anx

n可逆知 an−1幂零,重复上述讨论可得 a1, a2, ..., an幂零.

下面的结果来自 Amitsur于 1956年的工作.

Theorem 2.95 ([12]). 设含幺环 R没有非零的诣零理想 (例如半本原环),那么 R[x]是半本原环.

Proof. 我们通过反证法说明 Jac(R[x])是零. 假设 Jac(R[x]) 6= 0,设 Jac(R[x])里所有非零多项式中次数最低的
多项式次数为 n ≥ 0,那么

I = {an ∈ R|存在a0, a1, ..., an−1 ∈ R,使得a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ Jac(R[x])}

是 R 的非零理想. 下证 I 是诣零的来得到矛盾. 任取 an ∈ I , 并设 a0, a1, ..., an−1 ∈ R 使得 f(x) = a0 +

a1x + · · · + anx
n ∈ Jac(R[x]), 那么 anf(x) − f(x)an ∈ Jac(R[x]) 迫使 anaj = ajan, ∀0 ≤ j ≤ n. 再利用

an−1f(x) − f(x)an−1 ∈ Jac(R[x])可得 an−1aj = ajan−1, ∀0 ≤ j ≤ n. 归纳地,可得 aiaj = ajai, ∀0 ≤ i, j ≤ n.
因此 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Jac(R[x])的系数两两可交换,考虑多项式 1− xf(x),它在 R[x]中可逆且

系数两两可交换,由前面的引理知系数 a0, a1, ..., an幂零,于是知 I 中元素均幂零. 故 I 为诣零理想,矛盾.

Remark 2.96. 这一结果告诉我们半本原环 R上的多项式环 R[x]仍是半本原的. 但是反过来结论不一定成立,
例如取 R是域 F 上形式幂级数环 F [[x]],则 R不是半本原环,但 R[x]是半本原的 (因为 R是整区,那么 R不存

在非零的诣零理想,所以这里的定理对 R适用).

Theorem 2.97 ([4]). 设K-代数 R是半素 PI代数,那么 R的任何非零理想 J 满足 J ∩ Z(R) 6= 0.

Proof. 事实上我们只需要证明当 R是半本原 PI代数的情形结论成立就够了,因为如果结论对半本原 PI代数都
成立,那么对半素 PI代数 R上的多项式环 R[x],因为 R没有非零的诣零理想,所以 R[x]是半本原 K-代数. 于
是R[x]的非零理想 J [x]与R[x]的中心 Z(R[x]) = Z(R)[x]之交 J [x]∩Z(R)[x] = (J ∩Z(R))非零,这就蕴含了
J ∩ Z(R) 6= 0. 现在我们证明：当 R是半本原 PI代数时,对 R的任何非零理想 J ,有 J ∩ Z(R) 6= 0. 设 R是本

原代数族 {Rα|α ∈ Λ}的次直积,即存在单代数同态 j : R →
∏
α∈Λ

Rα,使得对每个标准投射 pα :
∏
α∈Λ

Rα → Rα,

有 pαj 是满射. 因为 R到每个 Rα 有满代数同态,所以每个 Rα 是本原 PI代数,那么由 Kaplansky定理知 Rα

是单代数. 设 Rα 有最小次数 dα, 那么正整数集 {dα|α ∈ Λ} 有上界 (被 R 的最小次数控制). 记 dα/2 为 mα

并设正整数集 {mα|α ∈ Λ, pαj(J) 6= 0}的最大元为 m. 设 S 是 J 中元素代入 Fromanek多项式 Fm 后所有可

能的取值构成的集合, 即 S = {Fm(r1, ..., rm+1) ∈ R|r1, ..., rm+1 ∈ J}, 那么 S ⊆ J . 并且 S 中有非零元：首

先存在 α0 使得 mα0
= m ∈ {mα|α ∈ Λ, pαj(J) 6= 0}. 于是 Fm 是 Rα0

中心多项式 (见 [推论2.90])保证了存
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在 c1, ..., cm+1 ∈ Rα0
使得 Fm(c1, ..., cm+1) 6= 0. 注意到这时 pα0

j(J)作为 Rα0
这一单环的非零理想必为 Rα0

本身, 所以对每个 ck 在 J 中找关于 pα0
j 的原像即可得到 S 中有非零元 (具体地, 对每个 ck, 设 bk ∈ J 使得

pα0
j(bk) = ck,那么 pα0

j(Fm(b1, ..., bm+1)) = Fm(c1, ..., cm+1) 6= 0表明 j(Fm(b1, ..., bm+1)) 6= 0,于是由 j 是单

射即得结果).
Claim. 对 α ∈ Λ,有 pαj(S) ⊆ Z(Rα). 一旦证明这一断言,对任给 b1, ..., bm+1 ∈ J ,由 Fm(b1, ..., bm+1) ∈

S 知 pαj(rFm(b1, ..., bm+1)) = pαj(Fm(b1, ..., bm+1)r), ∀r ∈ R, 于是利用 j 是单射可得 Fm(b1, ..., bm+1) ∈
Z(R), ∀b1, ..., bm+1 ∈ J . 再由 S ⊆ J 便得 S ⊆ J ∩ Z(R).
现在证明断言, 任给 α ∈ Λ, 如果 mα < m, 那么 Fm 是 Rα 的一个多项式等式, 特别地, pαj(S) = 0 ⊆ Z(Rα).
如果 mα = m,那么 Fm 是 Rα 的一个中心多项式,进而 pαj(S) ⊆ Z(Rα). 如果 mα > m,那么由 m的定义知

pαj(J) = 0,特别地, pαj(S) = 0 ⊆ Z(Rα). 断言得证.

Remark 2.98. 因此半素 PI代数 R如果中心是域,那么任何非零理想都包含可逆元. 进而知中心为域的半素 PI
代数是单 PI代数,于是由 Kaplansky定理知 R是其中心上的有限维中心单代数.

Remark 2.99. 证明过程表明对半本原 PI代数 R的任何非零理想 J ,存在正整数m,使得

0 6= S = {Fm(r1, ..., rm+1) ∈ R|r1, ..., rm+1 ∈ J} ⊆ J ∩ Z(R).

当 R是半素 PI代数时,因为 R[x]是半本原 PI代数,所以对 R的非零理想 J ,存在正整数 m,使得 J [x]中

所有元素关于 Fm(x, y1, ..., ym)的代入得到的集合 Ŝ 非零且含于 J [x] ∩ Z(R)[x]. 如果进一步假设 R是无限域

k上的代数,我们能够证明 0 6= S = {Fm(r1, ..., rm+1) ∈ R|r1, ..., rm+1 ∈ J} ⊆ J ∩ Z(R).首先需要

Lemma 2.100. 设 k是无限域, R是 k-代数,如果 f(x) ∈ R[x]满足 f(c) = 0, ∀c ∈ k,则 f = 0. 特别地,如果 I

是 R的理想且 f(x) ∈ R[x]满足 f(c) ∈ I, ∀c ∈ k,那么 f ∈ I[x].

Proof. 设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,取两两互异的 c1, ..., cn+1 ∈ k,则有
cn1 cn−1

1 · · · c1 1

cn2 cn−1
2 · · · c2 1

...
...

...
...

cnn+1 cn−1
n+1 · · · cn+1 1




an

an−1

...
a0

 = 0.

等号左边的系数矩阵作为 Mn(k) 中 Vandermonde矩阵易见有非零的行列式, 故左乘上此系数矩阵在 Mn(k)

中的逆矩阵立即得到 a0 = · · · = an = 0. 要说明第二个结论成立,只需将第一个结论应用于 k-代数 R/I .

Proposition 2.101. 设 R是无限域 k上的半素 PI代数,那么对任何 R的非零理想 J ,存在正整数m使得

0 6= S = {Fm(r1, ..., rm+1) ∈ R|r1, ..., rm+1 ∈ J} ⊆ J ∩ Z(R).

Proof. 根据 [定理2.97]的证明过程我们已经看到结论对本原 PI代数成立. 现在对半素 PI代数 R, R[x]的半本
原 PI代数,进而由结论对本原 PI情形成立可知存在正整数m使得

0 6= {Fm(f1(x), ..., fm+1(x)) ∈ R[x]|f1(x), ..., fm+1(x) ∈ J [x]} ⊆ J [x] ∩ (Z(R))[x].

特别地, S ⊆ J ∩ Z(R). 并且存在 f1(x), ..., fm+1(x) ∈ J [x]使得 Fm(f1(x), ..., fm+1(x))是 R[x]中非零多项式.
现在应用 [引理2.100]便知存在 c ∈ k使得 Fm(f1(c), ..., fm+1(c)) 6= 0.
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Example 2.102. 设 R是无限域 k上的半素 PI代数,对 [命题2.101]中的理想 J ,取 J = R,我们立即得到存在
正整数 n使得 Formanek多项式 Fn(x, y1, ..., yn)是 R的中心多项式.

Ed Posner(美国数学家, 1933-1993)给出了下面的 Posner定理,它表明最小次数为 d的素 PI环 R在其中

心正则元集 S = Z(R)− {0}处的右局部化 RS 是其中心上维数为 (d/2)2的中心单代数.

Theorem 2.103 (Posner定理, [4]). 设K-代数 R是最小次数为 d的素 PI代数,记 Z = Z(R), S = Z(R)− {0},
那么右商环 RS 存在且是其中心 ZS 上的中心单代数, RS 与 R满足 K 上相同的多重线性多项式,特别地, d是
偶数且 RS 作为 ZS 上的中心单代数维数是 (d/2)2. 一般称 d/2是素 PI代数 R的 PI次数,记为 PI-deg(R).

Proof. R是素环保证了 Z 是整区, RS 存在, RS 的中心是 Z 的商域 ZS 且 RS 为素环. 如果我们能够证明 RS 与

R满足 K 上相同的多重线性多项式,那么 RS 是最小次数是 d且为中心是域的 PI素代数. 而半素 PI代数的任
何非零理想与中心的交非零,所以 RS 作为中心是域的素 PI代数必为单代数. 进而 RS 是最小次数为 d的本原

PI代数,再由 Kaplansky定理即得 d是偶数且 RS 是 ZS 上的 (d/2)2维中心单代数. 因此,要证明 Posner定理,
只需要再验证 RS 与 R满足K 上相同的多重线性多项式. 首先由 R是素环保证了右局部化 (RS , λ)中K-代数
同态 λ : R → RS 是单射,因此代数同构 λ(R) ∼= R保证了 RS 满足的任何多项式等式 f ∈ K〈x1, ..., xn〉也是 R

的多项式等式. 最后说明 R满足的多重线性多项式也被 RS 满足. 如果 Z 是有限集,那么 Z 作为有限整区是域,
所以这时 λ : R→ RS 是满射,进而为代数同构,于是知这时 R的多项式等式也是 RS 的多项式等式. 如果 Z 是

无限集,置 Λ = {λ(s)−1|s ∈ S},考虑 λ(R)上以 Λ为指标集的未定元集所定义的多项式环 λ(R)[{xi}i∈Λ],那么
ZS 子集 {λ(s)−1|s ∈ S}所决定的赋值映射 ev : λ(R)[{xi}i∈Λ] → RS , f({xi}i∈Λ) 7→ f({c}c∈Λ)是满 K-代数同
态,这表明 λ(R)[{xi}i∈Λ]满足的K 上任何一个多项式等式都被 RS 满足,而 λ(R)[{xi}i∈Λ]作为 λ(R)的中心扩

张与 λ(R)满足相同的多重线性多项式,故 λ(R)满足的任何多重线性多项式都被 RS 满足,再由 R ∼= λ(R)得

到 R满足的任何多重线性多项式等式都被 RS 满足. 于是得到 RS 与 R满足K 上相同的多重线性多项式.

Remark 2.104. 上述证明来自 [4]. 也可以从中心扩张的角度更直接地得到素 PI代数 R与其在中心正则元集 S

处的局部化 RS 满足相同的多重线性多项式: 我们已经指出局部化映射 λ : R → RS 这时是 K-代数嵌入. 那么
由 RS 作为 ZS-模可由 λ(R) ∼= R生成便知 RS 是 R的中心扩张,所以从 [推论2.19]易见 R与 RS 在K 上满足

相同的多重线性多项式. 一般地,如果 R是 PI代数且 T 是 R的一些中心正则元构成的乘闭子集,那么 RT 存在

且局部化映射 λT : R→ RT 是代数嵌入. 进而同样的理由表明 R和 RT 满足相同的多重线性多项式.

Remark 2.105. 本原 PI代数作为特殊的素 PI代数,其 PI次数也是最小次数的一半. 所以本原 PI代数作为其中
心上中心单代数的维数就是 PI次数的平方. 素 PI代数 R在中心正则元集 S 处的局部化 RS 作为中心上中心

单代数的维数也是 R的 PI次数的平方 (Posner定理也表明 R与 RS 具有相同的 PI次数). 注意到 RS 作为 ZS

上有限维线性空间的维数与K 无关,故素 PI代数 R在系数环上的最小次数不依赖于系数环的选取.

Remark 2.106. 素 PI环可能有不在中心里的正则元,例如正特征的Weyl代数 (回忆 [例2.40]). 对素 PI环R,因
为中心 Z 中的非零元都是 R中正则元,所以 R作为 Z-模是无挠的. 特别地,当 ZR是有限生成模且 Z 是 P.I.D.
时, ZR是有限生成自由 Z-模.

Remark 2.107. 事实上, 只要含幺环 R 在中心 Z 上是有限生成模, 那么对任何 Z 的乘闭子集 S 就能够保证

Z(RS) = ZS(见 [引理3.59]).
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Corollary 2.108. 设 R是素环,且在中心 Z 上是有限生成自由模. 记 n是 R的 PI次数,那么 rankZR = n2且对

任何 Z 的真理想 a, R/aR是 Z/a上秩为 n2的自由模.

Proof. 设 R 是 Z 上秩为 r 的自由模, 记 S 是 R 的中心正则元集. 那么 RS 是秩为 r 的自由 ZS-模, 由 Posner
定理得到 r = n2, 即 rankZR = n2. 现在设 R = Za1 ⊕ · · · ⊕ Zar, 对 Z 的任何真理想 a, 考虑标准投射
π : R→ (Z/aZ)r, z1a1 + · · ·+ zrar 7→ (z1, ..., zr),这是满 Z-模同态且 Kerπ = aR. 于是结论明显成立.

Example 2.109. Posner定理表明素 PI环在中心正则元构成的乘闭子集处作局部化是单环. 一般地,素环在中
心正则元构成的乘闭子集处作局部化未必是单环. 例如考虑域 k上可数变量的自由代数 R = k〈x1, x2, ...〉,易
验证 Z(R) = k,这时 R在 S = Z(R)− {0}处作局部化同构于自身,即 RS ∼= R. 但 R明显有非平凡的理想,例
如变量 x1生成的理想便是非零真理想. 所以 RS 不是单环. 类似地,利用 Posner定理可得对域 k任何自由代数

R = k〈x1, x2, ..., xn〉,只要 n ≥ 2,那么 R不是 PI环.

回忆一个含幺环 R 称为右 Goldie环, 如果 R 具有有限一致维数且满足右零化子升链条件. 一个右 R-模
M 具有有限一致维数指它不含非零子模的无限直和. 如果含幺环 R有乘闭子集 S 满足 S 由一些正则元构成且

Q = RS 存在,可以证明 Q是 Artin单环蕴含 R是素右 Goldie环 (证明可参见 [2]).

Corollary 2.110 ([1]). 设K-代数 R是素 PI代数,那么 R是素右 Goldie环.

Corollary 2.111 ([1]). 设K-代数R是素 PI代数,中心正则元集为 S,局部化映射为 λ : R→ RS . 那么 (RS , λS)

就是 R的右 (经典)商环. 特别地, R的右商环的 PI次数与 R一致.

Proof. 记 T 是 R的正则元全体,那么 T ⊇ R. 注意到 RS 是 Artin环,即正则元都可逆,所以由 λS(T )中元素均

为 RS 中正则元便知 λS(T )中元素都在 RS 中可逆. 因为 RS 中元素都形如 λS(a)λ(s)
−1, a ∈ R, s ∈ S ⊆ T ,所

以结合 λS 是单射立即得到 (RS , λS)就是 R的右经典商环.

不难验证素 PI代数在中心乘闭子集处的局部化依然是素代数. Posner定理使我们能看到

Corollary 2.112. 设 K-代数 R是素 PI代数, Z 是中心, S = Z − {0}. 那么对任何乘闭子集 T ⊆ S, RT 也是素
PI代数, RT 与 R满足K 上相同多重线性多项式并且 PI-degR = PI-degRS = PI-degRT .

Proof. 设 λT : R → RT , λS : R → RS 是局部化映射. 那么由 λS(T )中元素均在 RS 中可逆知存在唯一的 K-代
数同态 η : RT → RS 使得下图交换:

R RT

RS

λS

λT

η

不难验证 η 是单射. 所以 RT 可嵌入 RS . 现在由 Posner定理知 R与 RS 满足 K 上相同的多重线性多项式,进
而 RT 也与它们满足相同的多重线性多项式. 这说明 PI-degR = PI-degRS = PI-degRT .

Corollary 2.113. 设 K-代数 R 是素 PI 代数并有 PI-degR = n, 那么对任何正整数 t > n, Formanek 多项式
Ft(x, y1, ..., yt)是 R的多项式等式.

Proof. 根据 [推论2.112], R关于中心正则元构成的乘闭子集 S 的局部化 RS 的 PI次数也是 n. 故由 Posner定
理表明 RS 是 PI次数为 n的本原 PI代数. 现在应用 [推论2.90]即可.
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Corollary 2.114. 设 k是无限域, k-代数R是素 PI代数且 PI-degR = n,则 Fn(x, y1, ..., yn)是R的中心多项式.

Proof. 由 [推论2.112], R关于中心正则元构成的乘闭子集 S的局部化 RS 的 PI次数也是 n. 应用 [推论2.90]知
Fn(x, y1, ..., yn)是 RS 的中心多项式. 所以存在 b, a1, ..., an ∈ R, s, s1, ..., sn ∈ S 使得

Fn(b/s, a1/s1, ..., an/sn) 6= 0 ∈ ZS .

因为 Formanek多项式关于变量 y1, ..., yn是线性的,所以 Fn(b/s, a1, ..., an) 6= 0. 作

h(x) = Fn(x, a1, ..., an) ∈ R[x],

那么 h(x) 6= 0(否则 h(b/s) = 0,矛盾). 所以由 k是无限域,应用 [引理2.100]得到存在 α ∈ k使得 h(α) 6= 0.
这一观察表明 Fn(x, y1, ..., yn)总存在一组关于 R中元素的赋值非零. 我们还需验证 Formanek多项式在任何
一组 R中元素的赋值下的像在 Z(R)中. 只需注意到如果 a ∈ R满足 a/1 ∈ Z(RS),那么由 R到 RS 的局部化

映射是代数嵌入便可得到 a ∈ Z(R). 因此这时 Fn(x, y1, ..., yn)是 R的中心多项式.

对一般的素 PI环,根据 [推论2.114]的证明过程我们仍能保证

Proposition 2.115. 设 R是 PI次数为 n的素 PI环且 R的中心是 Z,那么 Formanek多项式 Fn(x, y1, ..., yn)关

于 R中任意一组元素的代入取值在 Z 中.

Proof. 记S = Z−{0},那么Posner定理表明RS是域ZS上n2维中心单代数. 应用 [推论2.90]得到Fn(x, y1, ..., yn)

是 RS 的中心多项式. 特别地, Fn(x, y1, ..., yn)关于 R中任意一组元素的代入取值在 ZS 中. 再结合 ZS ∩R = Z

得到结论.

对模有限的素代数,我们可以更简洁地证明 Posner定理的加强版本.

Theorem 2.116. 设 K-代数 R是最小次数为 d的素 PI代数并记 Z 是 R的中心. 如果 R存在中心子环 C 使得

R是有限生成 C-模,那么对 S = C −{0}, RS 都是以 ZS 为中心的有限维中心单代数,且维数是 (d/2)2. 特别地,
当 C = Z 且 S = Z − {0}时,便得到模有限版本的 Posner定理.

Proof. 通过 S 中元素都是 R 中的中心正则元容易验证 RS 是素环, 因此由 CR 有限生成便知 RS 是域 CS =

FracC 上有限维素代数. 特别地, RS 是单边 Artin素环, 故由下面的 [引理2.117]知 RS 是 Artin单环. 由 CR

是有限生成模容易验证 Z(RS) = ZS(细节参见 [引理3.59]). 下面说明 R 和 RS 满足 K 上相同多重线性多

项式. 一旦证明该断言, 则 RS 的最小次数也是 d, 于是应用 Kaplansky 定理便知 RS 是中心上的 (d/2)2 维

中心单代数. 由 R 可 K-代数嵌入 RS 知 RS 满足的多项式等式 R 也满足. 反之, 如果 K 上多重线性多项式

f(x1, ..., xn) ∈ K〈x1, ..., xn〉是 R的多项式等式,我们说明 RS 也满足 f(x1, ..., xn): 任取 a1/s1, ..., an/sn ∈ RS ,
由 1/s1, ..., 1/sn ∈ Z(RS)知有

f(a1/s1, ..., an/sn) = f(a1/1, ..., an/1)/(s1 · · · sn) = f(a1, ..., an)/(s1 · · · sn) = 0.

因此 RS 和 R在K 上满足相同的多重线性多项式,进而有相同的最小次数.

Lemma 2.117. 设 R是单边 Artin环,那么maxSpecR = SpecR.
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Proof. 只需验证任何 R 的素理想是极大理想. 因为 Artin 环的极大理想只有有限多个, 故可设 M1, ...,Mn 是

R 所有的极大理想, 根据 Wedderburn-Artin 定理, 这也是 R 所有的本原理想. 因此 JacR = M1 ∩ · · · ∩Mn.
于是由 R 的 Jacobson 根是幂零理想知存在正整数 k 使得 (M1 · · ·Mn)

k = 0. 于是 R 的任何素理想 P 包含

(M1 · · ·Mn)
k = 0,这说明 P 一定是某个极大理想Mi0 .

2.7 Amitsur定理

本节的主要目标是证明任何 PI代数作为环是 PI环,本节中K 表示含幺交换环, 1K 6= 0.

Lemma 2.118. 设 K-代数 R是最小次数为 d的本原 PI代数,那么 R满足标准等式 sd. 特别地,任何最小次数
为 d的半素K-PI代数也满足 sd.

Proof. 由 [引理2.81]中的 (4)知有 H-代数同构 R ⊗Z(R) H ∼= Mm(H),这也是环同构,所以 Amitsur-Levitzki
定理告诉我们 R满足 s2m. Kaplansky的证明过程表明 d = 2m,所以 R满足标准等式 s2m = sd. 现设 K-代数
R是最小次数为 d的半素 PI代数,那么 [推论2.62]表明 R没有非零诣零理想,所以 [定理2.95]表明 R[x]是半

本原的. 因此 R[x]是一些本原 K-代数 {Rα|α ∈ Λ}的次直积, R[x]到每个 Rα 有满代数同态,所以每个 Rα 的

最小次数不超过 d,于是由 [引理2.42]知每个 Rα 满足 sd,因此由 [引理2.15]的 (3)知
∏
α∈Λ

Rα 也满足 sd. 进而

由 R[x]可嵌入
∏
α∈Λ

Rα知 R[x]满足 sd,特别地, R也满足 sd.

Corollary 2.119 ([1]). 设半素 PI环族 {Rα}α∈Λ 的中每个 PI环的最小次数都不超过 d,那么
∏
α∈Λ

Rα 也是最小

次数不超过 d的半素 PI环.

Proof. 根据 [引理2.118],每个 Rα都满足标准等式 sd. 因此
∏
α∈Λ

Rα也满足 sd.

Corollary 2.120. 设 R 是最小次数为 d 的半素 PI 环, 那么存在交换环 F 与正整数 n 使得 R 可嵌入矩阵环

Mn(F ). 特别地, Mt(R)也是半素 PI环.

Proof. 与前面的引理证明过程类似, [推论2.62]表明 R没有非零诣零理想,所以 [定理2.95]表明 R[x]是半本原

的. 于是我们可不妨设 R是最小次数为 d的半本原 PI环. 设 R是一些本原环 {Rα|α ∈ Λ}的次直积,那么每个
Rα的最小次数 dα不超过 d. [推论2.89]保证了每个Rα可保幺地嵌入域Hα上的矩阵环Mmα

(Hα),mα = dα/2.
置 n = (d/2)!,则通过Mn(Hα) ∼= Mn/mα

(Mmα
(Hα))(这里的同构来自分块矩阵角度)可将每个Mmα

(Hα)保幺

地嵌入Mn(Hα). 所以
∏
α∈Λ

Rα可嵌入
∏
α∈Λ

Mn(Hα) ∼= Mn(
∏
α∈Λ

Hα). 故R可嵌入交换环 F =
∏
α∈Λ

Hα上的 n阶矩

阵环. 最后说明半素 PI环上的矩阵环仍半素 PI.半素是明显的,因为矩阵环Mt(R)的素根就是Mt(N(R)). 要
看到Mt(R)是 PI的,只需注意 R嵌入Mn(F )蕴含Mt(R)嵌入Mnt(F ),后者是 PI环 (回忆 [例2.23]).

Remark 2.121. R. S. Irving在 [23]中给出了仿射 PI代数未必能嵌入含幺交换环上矩阵环的例子.

Remark 2.122. 如果R是 PI次数为 n的素 PI环,那么存在域F 使得R能够嵌入矩阵代数Mn(F )(当R是K-代
数时,这还是代数嵌入). 首先通过局部化映射,由 Posner定理, R可嵌入中心单代数 RS ,其中 S = Z − {0}, Z
是 R的中心. 在 [注记2.82]中已经指出 RS 的分裂域 F 总存在,即满足存在 F -代数同构 RS ⊗ZS

F ∼= Mn(F )

的域 F ⊇ ZS . 所以 RS 又可嵌入矩阵代数Mn(F ). 注意到 R的最小次数是 2n,所以由 Amitsur-Levitzki定理,
对任何正整数m < n以及任何含幺交换环K, R都无法嵌入Mm(K).
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因为交换环上的矩阵环具有 IBN性质,因此由半素 PI代数的矩阵嵌入性质马上可知

Proposition 2.123. 设 R是 PI环,那么 R具有 IBN性质. 特别地,有限维代数具有 IBN性质.

Proof. 考虑标准投射 π : R→ R/N(R),其中N(R)是素根. 以及半素 PI环 R/N(R)的嵌入Mn(K),其中K 是

某个含幺交换环. 因为Mn(K)具有 IBN性质,所以 R/N(R)也有 IBN性质. 从而 R也有 IBN性质.

Theorem 2.124 (Amitsur定理,[4]). 设K-代数 A是满足首一多项式 f ∈ K〈x1, ..., xd〉的 PI代数,则存在正整
数m,n使得 A满足 smn . 特别地,我们得到任何 PI代数 A作为环也是 PI的.

Proof. 我们先说明对任给满足 f 的K-代数 T ,存在正整数 n使得 sn(a1, ..., an) ∈ N(T ), ∀a1, ..., an ∈ T .对 T 的

任何素理想 P ,有 T/P 是最小次数不超过 f 次数的素 PI代数,而前面的引理表明最小次数是 q的素 PI代数总
满足 sq,所以 T/P 满足 sn, ∀P ∈ Spec(T ),这里 n是 f 的次数. 于是知 sn(a1, ..., an) ∈ N(T ), ∀a1, ..., an ∈ T . 置
指标集 Λ = An, Aα = A,S =

∏
α∈Λ

Aα,那么 S满足 f 且由前面的讨论知存在正整数 n使得对任给 u1, ..., un ∈ S

有 sn(u1, u2, ..., un) ∈ N(S). 对每个 1 ≤ i ≤ n,命 ui 为 S 中指标 α的元素是 α的第 i分量构成的元素,即若
α = (r1, ..., rn) ∈ An,那么 ui 在指标 α处的分量是 ri. 那么由 sn(u1, u2, ..., un) ∈ N(S)知存在正整数 m使得

sn(u1, u2, ..., un)
m = 0. 对任给 r1, r2, ..., rn ∈ A,易见 sn(u1, u2, ..., un)

m ∈ S 在指标 α = (r1, ..., rn)处的分量

就是 sn(r1, r2, ..., rn)
m,所以 sn(r1, r2, ..., rn)

m = 0, ∀r1, r2, ..., rn ∈ A.

Remark 2.125. 因此, PI代数就是作为环是 PI环的代数,任何 PI环满足的性质 PI代数也都满足.

事实上,上述证明过程可以告诉我们更多

Theorem 2.126 ([2]). 设 R是 PI环,那么矩阵环Ms(R)满足某个标准等式的幂 smn ,故也是 PI环.

Proof. 因为 Ms(R/N(R)) ∼= Ms(R)/Ms(N(R)), 所以 [推论2.120]表明 Ms(R)/Ms(N(R))是半素 PI环, 进而
存在正整数 n使得 sn(A1, ..., An) ∈ N(Ms(R)) = Ms(N(R)), ∀A1, ..., An ∈ Ms(R). 其余讨论与 [定理2.124]完
全相同. 我们可以得到存在正整数m使得 sn(A1, A2, ..., An)

m = 0, ∀A1, A2, ..., An ∈ Ms(R).

Corollary 2.127 ([2]). 如果含幺环 R 是 PI环, 那么任何有限生成右 R-模 MR 的自同态环 End(MR)也是 PI
的. 特别地,环的 PI性质是Morita不变量.

Proof. 设 MR 可由 n个元素生成, 由 [引理2.20]知存在矩阵环 Mn(R)的 (含幺)子环 S 与满环同态 φ : S →
End(MR). R是 PI环保证了 S是 PI的,因此 End(MR)也 PI.对于后一结论,根据Morita I,任何与R是Morita
等价的环 R′,都同构于 End(PR),其中 PR 是有限生成投射生成子,所以 R′也是 PI环.

Corollary 2.128 ([2]). 如果含幺环 R是 PI环, S 是 R的环扩张 (1S ∈ R)满足 SR是有限生成模,则 S 也是 PI
环. 这推广了 [命题2.24].

2.8 零次 Hochschild同调的非零性

设 A是K-代数,其中K 是交换环,并要求 A是平坦K-模. 记 [A,A]是 A所有换位子生成的加法子群 (也
是 A的 K-子模). 那么 A的 (系数在自身的)0次 Hochschild同调 H0(A,A)就是 A/[A,A]. 本节我们说明当
A是 PI代数时, H0(A,A) 6= 0. 按照 [24]的术语,如果含幺环 R满足 R = [R,R],则称 R的换位子环. 根据换
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位子环的定义,易见换位子环的同态像依然是换位子环. 如果交换环 L是 K 的扩环,那么当 A是换位子环时,
A⊗K L也是换位子环: 对形如 a⊗ ℓ(a ∈ A, ℓ ∈ L)的元素,设 a = [x1, y1] + · · ·+ [xm, ym],那么

a⊗ ℓ =
m∑
k=1

[xk, yk]⊗ ℓ =
m∑
k=1

[xk ⊗ ℓ, yk ⊗ 1].

现在我们可以证明

Proposition 2.129 ([24]). 设 A是域K 上有限维代数,那么 A 6= [A,A].

Proof. 这里用反证法证明结论,假设 A是换位子环. 设 K 是 K 的代数闭包,那么 A⊗K K 也是换位子环. 命 R

是 A⊗K K 关于某个极大理想的商环,那么 R是代数闭域 K 上的有限维单代数,且为换位子环. 由 Artin单环
结构定理, 存在正整数 n使得 R ∼= Mn(K). 这说明 Mn(K) = [Mn(K),Mn(K)], 等式右边中的矩阵迹都是零,
即不可能有Mn(K) = [Mn(K),Mn(K)]成立,得到矛盾.

Corollary 2.130 ([24]). 设 R是 PI环,那么 R 6= [R,R]. 特别地,如果 K-代数 A是平坦 K-模且是 PI代数,那
么 H0(A,A) = A/[A,A] 6= 0.

Proof. 假设 R = [R,R],那么任何本原 PI环都是换位子环. 根据 Kaplansky定理,本原 PI环都是某个域 (中心)
上的有限维代数,所以本原 PI环不可能是换位子环,矛盾.

Remark 2.131. 任何K-代数 A的 0次 Hochschild上同调 H0(A,A) ∼= Z(A) 6= 0.

3 一些 PI环类

3.1 Noether PI环

如果一个素环R的任何本质右理想都含有一个非零理想,则称该素环是右有界的. 如果含幺环R满足对任

何素理想 P ,商环 R/P 都是右有界环,则称 R是右全有界的. 类似可定义左有界素环与左全有界环的概念. 如
果一个素环既是左有界的又是右有界的,称该素环有界. 如果一个含幺环既是右全有界环又是左全有界环,称该
环是全有界的. 将右全有界的右 Noether环简称为右 FBN环. 全有界的双边 Noether环简称为 FBN环. FBN
环自然是特殊的右 FBN环. 本节的目标是说明右 Noether PI环是右 FBN环. Posner定理 (见 [定理2.103])说
素 PI环关于中心正则元集的右经典商环存在且为中心上有限维中心单代数,特别地,是 Artin半单代数,因此
由 Goldie理论的基本事实 (例如参见 [2, p.57, Proposition 3.1])知素 PI环是右 Goldie环. 进而可对素 PI环
应用 Goldie定理：素 PI环的任何本质右理想都会含 R的某个正则元. 回忆对含幺环 K 上一个 PI代数 A(可
以没有 1A),如果 A满足某个次数为 d ≥ 1的首一多项式 f ∈ K〈x1, ..., xn〉,那么 A满足 K 上某个次数不超过

d的首一多重线性多项式 (回忆 [定理2.16]). 我们利用这个工具先证明：

Proposition 3.1. 设含幺环 R是 PI的, a ∈ R,那么对充分大的正整数 n,右理想 anR+ rann(an)一定包含 R的

某个非零理想.

Proof. 考虑集合 S = {l ∈ Z≥1|存在某个l次首一多重线性多项式使得对某个正整数k, akR满足该多项式},因为
R是PI环,所以S非空,由良序原理,存在S中最小元 l,设它对应 akR满足的首一多重线性多项式 g(x1, x2, ..., xl) ∈
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Z〈x1, x2, ..., xl〉,那么一方面,由 anR ⊆ akR, ∀n ≥ k知对每个正整数 n ≥ k, anR也满足 g;另一方面,根据 l的

选取,任何 anR(n ≥ k)不会满足次数严格低于 l的首一多重线性多项式. 不妨设 g表达式中项 x1 · · ·xl 的系数
是 1. 现在我们将 g如下拆分：g(x1, ..., xl) = x1g1(x2, ..., xl) + g2(x1, ..., xl),其中 g1 是以 x2, ..., xl 为变量的首

一多重线性多项式, g2 是每项不以变量 x1 为首的多重线性多项式 (在证明 Köthe猜想在 PI环层面成立时,我
们也用过这个技术). 那么对任何 r1, ..., rl ∈ R,有

0 = g(anr1, a
2nr2, ..., a

2nrl) = (anr1)g1(a
2nr2, ..., a

2nrl) + g2(a
nr1, ..., a

2nrl), ∀n ≥ k.

根据前面的讨论, g1 作为次数严格低于 l的首一多重线性多项式不能零化 a2nR,故可选取适当 r2, ..., rl ∈ R使

g1(a
2nr2, ..., a

2nrl) 6= 0. 记 s = g1(a
2nr2, ..., a

2nrl) 6= 0, a2nt = g2(a
nr1, ..., a

2nrl) ∈ R(这里 s依赖于 n),则

anr1s+ a2nt = 0 ⇒ an(r1s+ ant) = 0, ∀r1 ∈ R,n ≥ k.

因此对充分大的正整数 n, Rs ⊆ anR+ rann(an),因为包含关系右边也是右理想,所以 RsR ⊆ anR+ rann(an).
即对充分大的正整数 n, anR+ rann(an)会包含一个非零理想 RsR.

Corollary 3.2. 设含幺环 R是 PI环, a ∈ R满足 rann(a) = 0,那么 aR包含某个非零理想.

Proof. 因为 a的右零化子是平凡的,所以对任何首一多重线性的多项式 g ∈ Z〈x1, x2, ..., xl〉, aR满足 g 当且仅

当对所有的 k ≥ 1有 akR满足 g. 这意味着在前一命题证明过程中所构造的集合 S 的最小元 l所对应的首一多

重线性多项式 g可以零化每个 akR(k ≥ 1). 所以在前一命题证明过程中可取 n = k = 1来得到 aR会包含一个

非零理想.

现在我们已经做好了证明“PI环是右全有界环”的所有准备.

Theorem 3.3. 设 R是 PI环,那么对每个素理想 P ,有 R/P 是右有界环,即 R/P 任何本质右理想都包含一个非

零理想. 从而知 PI环是右全有界环. 特别地,右 Noether PI环是右 FBN环.

Proof. 只要证素 PI环是右有界环即可. Posner定理告诉我们素 PI环是右 Goldie素环,从而 Goldie定理保证
了素 PI环的任何本质右理想会包含一个正则元,于是 [推论3.2]表明该正则元生成的右理想必定包含某个非零
理想. 故素 PI环的任何本质右理想会包含某个非零理想.

Example 3.4. 设含幺环 R满足 Z(R)是 Noether环且 R是有限生成 Z(R)-模,那么由 [命题2.24]立即得到 R

是双边Noether的 PI环. 因此中心Noether且在中心上有限的环都是右 FBN的. 一般地,若含幺环 R是 Z(R)

上的有限生成模,则每个有限生成左 R-模M 会存在一个生成元集 {x1, ..., xn}使得

AnnRM = annR(x1) ∩ annR(x2) ∩ · · · ∩ annR(xn).

上式等号左边明显是右边的子集, 现在我们选取一个使得等号成立的有限生成元集 {x1, ..., xn}. 因为 M 这时

也是有限生成 Z(R)-模,取 {x1, ..., xn}是M 作为 Z(R)-模的一个生成元集,容易验证这时每个 a ∈ annR(x1)∩
annR(x2) ∩ · · · ∩ annR(xn)一定零化M 中所有元素.

Remark 3.5. 特别地,域上的仿射模有限代数都是右 FBN环.

虽然非交换代数中的 Jacobson猜想目前仍是公开问题,我们还是可以问对 Noether的 PI环是否满足 Ja-
cobson猜想, A. V. Jategaonkar于 1974年证明了更一般的结果：

Theorem 3.6 ([25]). 设 R是 FBN环 (例如 Noether的 PI环),那么
∞⋂
n=0

(JacR)n = 0.
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3.2 仿射 PI代数

称含幺环 R有根性质,如果对任何 R的真理想 I , R/I 的 Jacobson根是诣零理想. 称域 k上代数 A有自同

态性质,如果对每个不可约左 A-模M , M 的自同态环在 k上代数. 称域 k上代数 A满足零点定理,如果 A具

有根性质和自同态性质. 易见域上仿射交换代数总满足零点定理. 回忆含幺环 R称为 Jacobson环,如果对任何
R的素理想 P , P 均可表示为一些本原理想之交. 因此,含幺交换环是 Jacobson环当且仅当任何素理想可表示
为一些极大理想之交. 同时,不难看出含幺环是 Jacobson环的充要条件是对任何素理想 P 有 R/P 是半本原环.
一个基本的观察是：

Proposition 3.7 ([2]). 设含幺环 R满足对每个素理想 P , R/P 是右 Goldie环 (例如 R是右 Noether环或 PI
环). 那么 R是 Jacobson环的充要条件是对 R的任何真理想 I , Jac(R/I)是诣零理想.

Proof. 必要性：如果 R是 Jacobson环,那么对 R的任何真理想 I ,商环 R/I 也是 Jacobson环,因此 Jac(R/I)
诣零. 充分性：对任何素理想 P , R/P 是素右 Goldie环,故没有非零诣零理想,这迫使 Jac(R/P ) = 0.

Remark 3.8. 一般地, 对交换 Noether 代数 R, 即便 JacR 是诣零理想也未必能保证 R 关于素理想 P 的商环

R/P 满足 Jac(R/P )诣零. 例如取 S 是域上形式幂级数环 k[[x]],它是交换 Noether局部整环,唯一的极大理想
m = (x)每个非零元都不是幂零元. 根据 Amitsur定理,没有非零诣零理想的含幺环上的一元多项式环半本原,
所以 R = S[x]是交换 Noether半本原环. 故 JacR = 0,但是 S ∼= R/(x)有不诣零的 Jacobson根.

本节的主要目标是证明域上的仿射 PI代数满足零点定理且是 Jacobson环. 为此,我们需要：

Lemma 3.9. 设 R是含幺环, a ∈ R,那么 a是幂零元当且仅当 (1− ax)R[x] = R[x].

Proof. 如果 a是幂零元,设 an+1 = 0,进而 (1− ax)(1+ ax+ a2x2+ · · ·+ anxn) = 1,必要性得证. 假设有多项式
a0+a1x+· · ·+anxn使得 (1−ax)(a0+a1x+· · ·+anxn) = 1,直接计算得到 a0 = 1, a1 = a, ..., an = an, aan = 0,
所以 an+1 = 0. 类似地容易验证 a是幂零元当且仅当 R[x](1− ax) = R[x].

Proposition 3.10 ([2]). 设 k-代数 A满足任何不可约左 A[x]-模自同态环在 k上代数,则 A满足零点定理.

Proof. 此时 A ∼= A[x]/(x) 以及 A 的任何商代数 A/I 也满足任何不可约模在 k 上代数. 用 A/I 替换 A 知只

需验证 JacA 是诣零理想. 任取 a ∈ JacA, 假设 a 不是幂零元, 那么 A[x](1 − ax) 6= A[x], 取 A[x] 的一个包

含 1 − ax 的极大左理想 M , 那么 A[x]/M 作为不可约左 A[x]-模在 k 上代数. 考察 x ∈ A[x] 决定的左乘变

换 θ = xl ∈ EndA[x](A[x]/M), 那么 θ 6= 0, 所以由 Schur 引理知 θ−1 存在. 于是 θ−1 满足 k 上某个首一多

项式, 故存在 g(x) ∈ k[x] 使得 θ = g(θ−1), 进而由 θ−1(1 + M) = a + M 可知 g(a) + M = x + M , 所以
(1− g(a)a)x+M = 0,而 1− g(a)x在 R中可逆,矛盾.

Corollary 3.11 ([2]). 设 k-代数 A是仿射 PI代数,那么：
(1)任何不可约左 A-模是有限维模;
(2) A满足零点定理,进而也是 Jacobson环;
(3)若进一步 A是 Artin的,则 A是有限维代数.

Proof. (1)任取不可约左 A-模M ,那么 A/AnnAM 是本原 PI代数,用 A/AnnAM 替换 A可不妨设 A是本原

的. 由 Kaplansky定理知本原 PI代数是其中心 Z(A)上的有限维中心单代数. 对代数扩链 k ⊆ Z(A) ⊆ A应用
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Artin-Tate引理可得 Z(A)是 k上仿射代数. 注意到此时 Z(A)是域,所以 Zariski引理保证了 Z(A)是有限维

代数,从而 A是有限维代数 (注意这是在 A本原的假定下),从而M 是有限维模.
(2)这时 A[x]作为 A的中心扩张仍是仿射 PI代数,进而 [命题3.10]保证了 A满足零点定理. 特别地, A满

足根性质,因为 A是 PI代数,所以由 [命题3.7]得到 A是 Jacobson环.
(3)此时 AA作为既 Noether又 Artin的左 A-模存在合成列,通过 (1)知道 AA的每个合成因子是有限维

模,从而 A也是有限维的.

Remark 3.12. 交换代数中的经典结论是域上交换代数是 Artin的当且仅当是有限维代数. 该推论说对仿射 PI
代数,它是 Artin的当且仅当它是有限维代数. 如果 k是代数闭域且 A是素仿射 PI代数,那么根据上述推论第
一个结论的证明过程,任何不可约左 A-模M 的线性维数不超过 A/AnnAM 的维数. 本原 PI代数 A/AnnAM
的 PI次数不超过 A的 PI次数,所以 A = A/AnnAM 作为其中心 Z 上的中心单代数维数不超过 (PI-degA)2.
因为 A也是仿射 k-代数,所以利用 Artin-Tate引理得到 Z 是 k上仿射代数. 而 Z 是域,所以 Zariski引理保证
了 Z ⊇ k是有限扩张,结合 k是代数闭域迫使 Z = k. 进而知

dimkM ≤ dimkA = dimZA ≤ (PI-degA)2.

因此代数闭域上素仿射 PI代数 A上的不可约模维数都被 (PI-degA)2 控制. 我们可以把不可约表示维数上界
作进一步改进. 因为 A是 k上有限维代数,故由 Artin单环结构定理以及 k是代数闭域可知存在正整数 d使得

A ∼= Md(k). 因此 d ≤ PI-degA,从而 dimkM ≤ PI-degA. 所以代数闭域上素仿射 PI代数的任何不可约表示维
数不超过该代数的 PI次数. 应当指出,代数闭域 k上仿射 PI代数的不可约表示维数具有公共上界并不需要 A

是素环的条件. 事实上,根据上述证明过程 (并沿用前面的记号),如果 A是最小次数为 ℓ的仿射 PI代数,那么
由 Kaplansky定理知对任何不可约表示M , dimkM ≤ dimZA ≤ (ℓ/2)2. 即 A的不可约表示的维数有公共上

界. 与素的情形一样,该上界可以加强. 这时存在正整数 t使得 k-代数同构 A ∼= Mt(k). 于是将M 视作 A在 k

上的不可约表示后得到 dimkM = t ≤ ℓ/2. 因此 ℓ/2是 A的所有不可约表示的一个维数公共上界.

Remark 3.13. 虽然上述推论让我们看到域 k上仿射 PI代数的不可约表示总是有限维的,并且前面提到代数闭
域上的仿射 PI代数的不可约表示维数有公共的上界,但对一般域上仿射 PI代数,所有的不可约表示未必有公
共的上界 (即使额外要求是素代数). 例如考虑 Q-仿射整区 Q[x],由 Eisenstein判别法易知 Q[x]中存在任意正

整数次数的不可约多项式 (例如 xn − p,这里 p是素数),对任给正整数 n,设 pn(x)是 Q[x]中 n次不可约多项

式. 由 Q[x]是 P.I.D.,所以 (pn(x))是极大理想,进而得到 Q[x]上线性维数为 n的不可约表示 Q[x]/(pn(x)). 该
例表明域上仿射素 PI代数的不可约表示可能没有公共的上界.

Remark 3.14. 设 A是域 k上代数,通常称代数同态 χ : A → k为 A上可乘线性泛函,记 A上可乘线性泛函全

体为M(A). 根据 Zariski引理,如果 A是代数闭域 k上交换仿射代数,则 θ : M(A) → maxSpecA,χ 7→ Kerχ
是满射. 下面说明 θ 也是单射. 如果 χ1, χ2 ∈ M(A)满足 Kerχ1 = Kerχ2, 记 m = Kerχ1 为公共的极大理想,
那么对每个 a ∈ A, 存在唯一的 α ∈ k 使得 a − α1 ∈ m, 进而知 χ1(a) = χ2(a) = α. 所以 θ 是双射, 它给出
了 A上可乘线性泛函全体与极大谱间的双射. 对代数闭域 k上交换仿射代数 A,由于 A是 Jacobson环,这时
A/JacA = A/N(A)是约化环,于是它在同构意义下决定唯一的 k-仿射簇 X ,满足 X ∼= maxSpecA,称仿射簇
X 为仿射交换代数 A的相伴代数簇. 根据前面的讨论, X 也和 A上可乘线性泛函全体一一对应.

Corollary 3.15. 域上仿射 PI代数的任何素理想是一些极大理想之交.
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Proof. 根据 Kaplansky定理, PI环的本原理想就是极大理想,现在应用 [推论3.11].

Proposition 3.16. 设 A是域 k上代数, Z 是 A的中心子代数且 ZA模有限. 那么 Z 是仿射 k-代数当且仅当 A

是仿射 k-代数.

Proof. 充分性来自 Artin-Tate引理,必要性是明显的.

3.3 Azumaya代数

本节主要介绍可分代数以及 Azumaya代数的基本概念与相关性质. 域上的可分代数是域论中有限可分扩
张的“结合代数推广”(见 [引理3.17]与 [定义3.18]). 我们将讨论交换环上的可分代数并说明域上的可分代数
的经典定义与交换环场景的定义是等价的 ([推论3.34]), 由此说明域上的代数是 (有限维) 中心单代数当且仅
当它是以基域为中心的可分代数,即域上的“中心可分代数”(见 [命题3.20]以及 [命题3.33]). Azumaya代数
是交换环上的中心可分代数 (见 [定义3.37]),即域上的代数是有限维中心单代数当且仅当它是 Azumaya代数.

Lemma 3.17. 设 K ⊆ L 是域的有限扩张, 则 K ⊆ L 是可分扩张的充要条件是对任何域扩张 F ⊇ K 都有

L⊗K F 是 Artin半单环.

Proof. 充分性：假设 K ⊆ L 不是可分扩张, 那么存在 α ∈ L 使得 α 在 K 上的最小多项式 m(x) 有重根. 考
虑 K 的代数闭包 K, 那么 m(x) 在 K 上可表示为 m(x) = (x − β)2g(x), 这里 β ∈ K, g(x) ∈ K[x]. 现考虑
L ⊗K K 的 K-子代数 K(α) ⊗K K,由于 K-代数同构 K(α) ⊗K K ∼= K[x]/(m(x)) ⊗K K ∼= K[x]/(m(x)). 注
意到K[x]/(m(x))有非零幂零元 x− β,所以 L⊗K K 不是 Artin半单的. 必要性：设K ⊆ L是有限可分扩张,
那么本原元定理表明存在 α ∈ L 使得 L = K(α). 设 α 在 K 上最小多项式是 m(x), 则 m(x) 无重根, 所以对
K 的任何域扩张 F [x], m(x)在 F [x]中可分解为一些两两不相伴的不可约多项式的乘积,设两两不相伴的首一
不可约多项式 p1(x), p2(x), ..., ps(x) ∈ F [x]满足 m(x) = p1(x) · · · ps(x). 于是由 L ⊗K F = K(α) ⊗K F 以及

K(α) ∼= K[x]/(m(x))可知有K-代数同构 L⊗K F ∼= F [x]/(m(x)). 应用中国剩余定理可知

L⊗K F ∼= F [x]/(p1(x))× F [x]/(p2(x))× · · · × F [x]/(ps(x)),

即 L⊗K F 同构于有限多个域的直积,这说明 L⊗K F 是 Artin半单环.

从 [引理3.17]可自然地导出域上可分代数的概念,它是可分扩张的自然推广.

Definition 3.18 ([4]). 设 A 是域 K 上有限维代数, 如果 A 满足对任何域扩张 L ⊇ K 有 L-代数 A ⊗K L 是

Artin半单代数,则称 A是可分代数.

Remark 3.19. 之后会介绍交换环上的可分代数并证明域这里的定义等价 (见 [推论3.18]).

根据 [引理2.77],域上任何有限维中心单代数都是可分代数. 反之,如果域上 Artin半单代数的中心就是基
域,那么将其分解为有限多个 Artin单代数的直和观察中心便知该半单代数必定是单代数. 所以域上有限维可
分代数如果中心就是基域,那么该代数是中心单代数. 总结一下,我们得到

Proposition 3.20 ([4]). 设 A是有限维代数,那么 A是中心单代数的充要条件是 A是中心可分代数.

Proposition 3.21 ([20]). 设 F 是域, A是可分 F -代数,则 Ae是 Artin半单代数.
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Proof. 设 E 是 F 的代数闭包. 因为 A 是有限维 F -代数, 故 A ⊗F E 是域 E 上有限维代数. 因为 A ⊗F E

是代数闭域上 Artin 半单代数, 所以存在矩阵环 Mn1
(E),Mn2

(E), ...,Mns
(E) 使得有 E-代数同构 A ⊗F E ∼=

Mn1
(E)⊕Mn2

(E)⊕· · ·⊕Mns
(E). 于是有 E-代数同构Aop⊗F E = (A⊗F E)op ∼= (Mn1

(E))op⊕ (Mn2
(E))op⊕

· · · ⊕ (Mns
(E))op ∼= Mn1

(E) ⊕Mn2
(E) ⊕ · · · ⊕Mns

(E).于是有 E-代数同构 Ae ⊗F E = (A ⊗F A
op) ⊗F E ∼=

(A⊗F A
op)⊗F (E ⊗E E) ∼= A⊗F (E ⊗E E)⊗F A

op ∼= (A⊗F E)⊗E (E ⊗F A
op) ∼= (Mn1

(E)⊕Mn2
(E)⊕ · · · ⊕

Mns
(E))⊗E (Mn1

(E)⊕Mn2
(E)⊕ · · · ⊕Mns

(E)) ∼= ⊕s
i=1 ⊕s

j=1Mninj
(E),所以 Ae ⊗F E是 Artin半单代数. 命

φ : Ae → Ae ⊗F E, x 7→ x ⊗ 1F ,易见这是单 F−代数同态. 由于 Ae 是有限维 F−代数,故只要再说明 Ae 的

半单性. 假设 Ae不是 Artin半单代数,则存在非零幂零理想,进而由代数嵌入 φ得到 Ae ⊗F E 也有非零幂零理

想. 这与 Ae ⊗F E 是 Artin半单代数矛盾.

特别地, [命题3.21]告诉我们有限维可分代数在包络代数上是 (有限生成)投射的. 这个观察使人们将可分
代数的概念进一步放宽: 设 A是含幺交换环K上的代数,如果 A作为左 Ae-模是投射的,那么称 A是可分代数.
之后介绍的 Azumaya代数 ([定义3.37])就是特殊的可分代数. 以下固定K 是含幺交换环.

Proposition 3.22 ([4]). 设 A是K-代数, µ : A⊗K A→ A, a⊗ b 7→ ab是乘法映射. 那么以下等价:
(1) A是可分K-代数.
(2)左 Ae-模正合列 0 Kerµ A⊗K Aop A 0

µ
可裂.

(3)存在 ξ ∈ Ae满足 µ(ξ) = 1且 (Kerµ)ξ = 0.

Proof. (1)⇒(2): 由 A是投射左 Ae-模便知. (2)⇒(1): 这时 A作为左 Ae-模是 Ae的直和因子,所以 A是投射左

Ae-模. 下面说明 (2)与 (3)等价. (2)⇒(3): 这时存在左 Ae-模同态 s : A → Ae 使得 µs = idA. 命 ξ = s(1),那
么 µ(ξ) = 1且对任何 Ae中形如 a⊗ 1− 1⊗ a的元素,有 a⊗ 1− 1⊗ a数乘 1 ∈ A得到零.因此

(a⊗ 1− 1⊗ a)ξ = (a⊗ 1− 1⊗ a)s(1) = s((a⊗ 1− 1⊗ a) · 1) = 0.

现在注意到 Kerµ作为 Ae的左理想可由 {a⊗ 1− 1⊗ a|a ∈ A}生成,故 (Kerµ)ξ = 0.
(3)⇒(2): 定义 s : A→ Ae, a 7→ (a⊗ 1)ξ. 由 (Kerµ)ξ = 0知对任何 b⊗ c ∈ Ae有

s((b⊗ c)a) = s(bac) = (bac⊗ 1)ξ = (ba⊗ c)ξ = (b⊗ c)s(a), ∀a ∈ A.

上述观察表明 s是左 Ae-模同态,再由 µ(ξ) = 1得到 µs = idA.

Remark 3.23. 我们指出满足 µ(ξ) = 1且 (Kerµ)ξ = 0的元素 ξ ∈ Ae一定是 Ae中的幂等元. 只需注意到

ξ2 − ξ = (ξ − 1⊗ 1)ξ ∈ (Kerµ)ξ = 0.

称满足上述条件的 ξ 为 A的可分幂等元 (注意 ξ ∈ Ae). 可分代数的可分幂等元一般不唯一. 例如考虑矩阵代
数Mn(K),并记 Eij 是 (i, j)元为 1其余分量元素为零的基础矩阵,那么对任何正整数 1 ≤ j ≤ n,可直接验证

n∑
i=1

Eij ⊗ Eji

都是Mn(K)的可分幂等元. 特别地, Mn(K)是可分K-代数.

Example 3.24. 有理数域 Q作为 Z-代数是可分的,但 QZ不是有限生成的也不是投射的.
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Proof. 因为任何 Q⊗Z Q中元素可表示为 q ⊗ 1(q ∈ Q)的形式,故容易验证乘法映射 µ : Q⊗Z Q → Q是加群同
构. 特别地, Kerµ = 0. 由此易见 ξ = 1⊗ 1就是 Q的可分幂等元.

K-代数 A系数在 A-A双模M 的 0次Hochschild上同调H0(A,M) = Ext0Ae(A,M) = HomAe(A,M),后
者就是双模M 的中心,以下记作 ZA(M). 那么取双模中心诱导函子 ZA : Ae-Mod → K-Mod. 则

Lemma 3.25 ([26]). 设 A是K-代数. 对 A-A双模M ,定义 ηM : HomAe(A,M) → ZA(M), φ 7→ φ(1). 那么

η : obAe-Mod →
⋃

M∈obAe-Mod

HomK(HomAe(A,M),ZA(M)),M 7→ ηM

是 HomAe(A,−)到 ZA(−)的自然同构. 特别地, ZA(−)是左正合函子.

Example 3.26. 设 A是 K-代数,则有 K-模同构 HomAe(A,A) ∼= ZA(A). 如果进一步 A是可分 K-代数,那么
[命题3.22]给出可裂左 Ae-模短正合列 0 Kerµ Ae A 0

µ ,于是由HomAe(−, Ae)是
加性函子可得可裂短正合列

0 HomAe(A,Ae) HomAe(Ae, Ae) HomAe(Kerµ,Ae) 0,
µ∗

所以当 A是可分代数时,进一步有 K-模同构 HomAe(A,Ae) ∼= ZA(A) ∼= {ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0}(易见这是 Ae

的右理想). 具体地,这里的K-模同构可由 φ : HomAe(A,Ae) → {ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0}, f 7→ f(1)给出.

[引理3.25]使我们能够用函子性质给出可分性的刻画.

Proposition 3.27 ([26]). 设 A是K-代数,那么 A是可分K-代数的充要条件是 ZA(−)是右正合函子.

Corollary 3.28 ([26]). 设 A1, A2, Z1, Z2 都是 K-代数, Z1, Z2 交换. 则当 A1 是可分 Z1-代数, A2 是可分 Z2-代
数且 Z1 ⊗K Z2, A1 ⊗K A2 6= 0时, A1 ⊗K A2赋予下述 Z1 ⊗K Z2-模结构后成为的代数是可分 (Z1 ⊗K Z2)-代数:
(z1 ⊗ z2)(a1 ⊗ a2) = z1a1 ⊗ z2a2, ∀z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2, a1 ∈ A1, a2 ∈ A2.

Proof. 根据 [命题3.27],只需验证 (Z1 ⊗K Z2)-代数 A1 ⊗K A2 决定的双模中心函子 ZA1⊗KA2
(−)右正合 (所以

下面的包络代数 (A1 ⊗K A2)
e 是在 Z1 ⊗K Z2 上作张量积的). 结合其左正合性, 我们只需验证双模中心函子

ZA1⊗KA2
(−)保持满同态. 任给满左 (A1 ⊗K A2)

e-模同态 f :M → N . 通过标准映射 ℓ1 : A1 → A1 ⊗K A2, a1 7→
a1 ⊗ 1(易见它是左 Z1-模同态) 可将 M,N 视作 A1-A1 双模并使得 f : M → N 成为左 (A1)

e-模同态 (这里
Ae1 = A1 ⊗Z1

Aop1 ), 于是由 A1 是可分 Z1 代数可知 ZA1
(f) : ZA1

(M) → ZA1
(N) 是满射. 再通过标准映射

ℓ2 : A2 → A1 ⊗K A2, a2 7→ 1⊗ a2 将M,N 视作 A2-A2 双模. 那么由 Imℓ1 与 Imℓ2 中元素可交换得到 ZA1
(M)

与 ZA1
(N)都是 A2-A2 双模. 进而由 A2 是 Z2-可分代数知 ZA2

ZA1
(f) : ZA2

ZA1
(M) → ZA2

ZA1
(N)也是满射.

注意到 ZA1⊗KA2
= ZA2

(−)ZA1
(−),所以 ZA1⊗KA2

(f)是满射.

Remark 3.29. 一般 K-代数 A,B 的张量积代数 A⊗K B 可能是零环,例如 Q⊗Z (Z/2Z). 但是 A⊗K A一定是

非零的,因为乘法映射 µ : A⊗K A→ A是满射.

通过上面的推论我们立即看到可分性不随“系数环的扩张”改变.

Corollary 3.30 ([26]). 设 A,S 都是K-代数,满足 A是可分K-代数且 S 交换并设 A⊗K S 6= 0(根据 [例3.24],
QZ是可分代数,但 Q⊗Z (Z/2Z) = 0). 那么 A⊗K S 是可分 S-代数.
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Proof. 在 [推论3.28]中取 A1 = A,A2 = S,Z1 = K,Z2 = S 便得结论.

Proposition 3.31 ([26]). 设K-代数 A是可分代数, I 是 A的真理想. 那么 A/I 也是可分K-代数并且中心

Z(A/I) = (Z(A) + I)/I.

Proof. 任何 (A/I)-(A/I)双模M 都可自然视作 A-A双模并且 ZA(M) = ZA/I(M). 现在由 A是可分 K-代数
知 ZA(−)是正合函子,所以 ZA/I(−)也是正合函子. 现在应用 [命题3.27]便知 A/I 是可分 K-代数. 考虑标准
投射 π : A → A/I ,作用函子 ZA(−)得到满同态 ZA(π) : ZA(A) → ZA(A/I). 注意到 ZA(A/I) = Z(A/I),所
以 Z(A/I)就是 Z(A)在 π下的像集,得证.

Remark 3.32. 同样地,如果K-代数 A是可分代数,那么对K 的任何真理想 a, A/aA是可分K/a-代数.

在 [例3.24]中我们看到存在在系数环上非投射非有限生成的可分代数. 我们指出

Proposition 3.33 ([26]). 设 A是可分K-代数且 KA是投射模. 那么 A是有限生成K-模.

Proof. 设 KA有对偶基 {xi|i ∈ I} ⊆ A, {x∗i |i ∈ A} ⊆ A∗. 对每个 i ∈ I ,定义 Ae到 A的左 A-模同态

1⊗ x∗i : A
e → A, a⊗ b 7→ ax∗i (b).

则对任何 a⊗ b ∈ Ae有 a⊗ b =
∑
i∈I

ax∗i (b)⊗ xi =
∑
i∈I

[(1⊗ x∗i )(a⊗ b)](1⊗ xi). 故 Ae作为左 A-模有对偶基

{1⊗ xi|i ∈ I} ⊆ Ae, {1⊗ x∗i |i ∈ I} ⊆ HomA(A
e, A).

设 ξ =
n∑
j=1

ej ⊗ e′j 是 A的可分幂等元. 那么对任何 a ∈ A,考虑 (a⊗ 1)ξ关于上述对偶基的表示

(a⊗ 1)ξ =
∑
i∈I

[(1⊗ x∗i )((a⊗ 1)ξ)](1⊗ xi),

对上述等式两边作用乘法 µ并利用可分幂等元的性质 (回忆 [命题3.22])便知

a = (a⊗ 1)µ(ξ) =
∑
i∈I

[(1⊗ x∗i )((a⊗ 1)ξ)]xi =
∑
i∈I

(a⊗ 1)[(1⊗ x∗i )(ξ)]xi.

根据对偶基的性质,仅有有限多个指标 i ∈ I 使得 (1⊗ x∗i )((a⊗ 1)ξ) 6= 0. 再注意到

(a⊗1)[(1⊗x∗i )(ξ)]xi = [(1⊗x∗i )((a⊗1)ξ)]xi = [(1⊗x∗i )((1⊗a)ξ)]xi = (1⊗x∗i )(
n∑
j=1

ej⊗e′ja)xi =
n∑
j=1

ejx
∗
i (e

′
ja),

所以存在有限多个 ejxi可K-线性生成 A. 这说明 KA有限生成.

现在我们可以得到 [定义3.18]给出的 (经典)可分代数与交换环上可分代数的等价性.

Corollary 3.34 ([26]). 设 A是域 K 上代数,那么 A是投射左 Ae-模当且仅当 A是域 K 上有限维代数并且对

任何域扩张 L ⊇ K 有 A⊗K L是 Artin半单代数.
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Proof. 充分性来自 [命题3.21]. 根据 [命题3.33],要证明必要性只需再验证对任何域扩张 L ⊇ K 有 A ⊗K L是

Artin半单代数. 前面已经指出交换环上的矩阵代数总是其包络代数上的投射模,特别地, L是 Le-投射模,所以
由 [推论3.28]知 A ⊗K L是交换环 L上的可分代数 (其为自身的包络代数上的投射模),这一观察说明我们要
完成推论的证明只需验证 A是投射左 Ae-模蕴含 A是 Artin半单环即可. 而这由下面的 [引理3.35]便知.

Lemma 3.35. 设 k是域, R是 k-代数,则 l.gl.dimR ≤ p.dimReR.

Proof. 不妨设 p.dimReR有限. 如果 R作为左 Re-模的投射维数是 n,可设左 Re-模投射分解

0 Pn Pn−1 · · · P1 P0 R 0.
dn d1 ε

该复形每项作为右 R-模投射,所以作为右 R-模复形可裂正合,进而对任何左 R-模M 有正合列

0 Pn ⊗RM Pn−1 ⊗RM · · · P1 ⊗RM P0 ⊗RM R⊗RM 0,
dn⊗1 d1⊗1 ε⊗1

注意到双模同构 (R⊗k R
op)⊗RM → R⊗kM,a⊗ b⊗ x 7→ a⊗ bx,并且M 作为线性空间自然是自由 k-模,所

以对任何投射左 Re-模 Q, Q⊗RM 是投射左 R-模. 于是任何左 R-模M 的投射维数不超过 n.

作为 [命题3.22]和 [推论3.34]的应用,我们来证明有限可分扩张的有限可分扩张依然可分.

Proposition 3.36. 设K ⊆ L ⊆ E 是域的有限扩张,满足 L ⊇ K,E ⊇ L均为可分,则 E ⊇ K 也可分.

Proof. 根据 [命题3.22]和 [推论3.34],我们只需要证明 KE 是可分代数. 依 [命题3.22], LE 和 KL作为可分代

数存在可分幂等元
n∑
i=1

ai ⊗ bi ∈ E ⊗L E,
m∑
j=1

cj ⊗ dj ∈ L⊗K L.

命 ξ =
n∑
i=1

m∑
j=1

aicj⊗bidj ∈ E⊗KE,下面说明 ξ是E作为K-代数的可分幂等元来完成证明. 记 µ : E⊗KE → E

是乘法映射,那么由 ξ 的定义不难看到 µ(ξ) = 1,故只需再验证对任何 α ∈ E 有 (α⊗ 1− 1⊗ α)ξ = 0即可. 为
此,作映射 E × E → E ⊗K E, (u, v) 7→ (

m∑
j=1

cj ⊗ dj)(u⊗ v),利用
m∑
j=1

cj ⊗ dj 是 L作为K-可分代数的可分幂等

元可直接验证该映射是 L-平衡映射,所以它诱导加群同态

θ : E ⊗L E → E ⊗K E, u⊗ v 7→
m∑
j=1

cju⊗ djv.

为了完成命题证明,还需验证对任何 α ∈ E 有
n∑
i=1

m∑
j=1

αaicj ⊗ bidj =
n∑
i=1

m∑
j=1

aicj ⊗ bidjα(在 E ⊗K E 中).

因为
n∑
i=1

ai⊗bi是E作为L-代数的可分幂等元,所以对任何α ∈ E,在E⊗LE中有
n∑
i=1

αai⊗bi =
n∑
i=1

ai⊗biα,

现在对该等式两边同时左乘上
m∑
j=1

cj ⊗ dj ∈ E ⊗L E 用加群同态 θ作用便得结论.

特别地, 域上的代数是有限维中心单代数的充要条件是该代数的中心是基域且是中心上可分代数 (见 [命
题3.20]). 下面我们考虑交换环上的“中心可分代数”——Azumaya代数.

Definition 3.37 ([4]). 设A是K-代数并设Z是A的中心. 如果A是Z上可分代数,即A是投射左A⊗ZA
op-模,

那么称 A是 Azumaya代数. 一些文献中也称为中心可分代数.
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Remark 3.38. 因为 Z 是 A的含幺子环,所以 ZA是忠实模. 如果 K-代数 A作为左 A⊗Z A
op-模是有限生成投

射生成子,那么根据定义便知 A是 Azumaya代数. 之后会说明反之亦然 (见 [定理3.48]).

Example 3.39. 域上的代数是有限维中心单代数当且仅当它是 Azumaya代数.

Example 3.40. Kaplansky定理表明本原 PI环是中心上有限维中心单代数,故是 Azumaya代数.

Example 3.41. 交换环上的矩阵代数是 Azumaya代数. 特别地,交换环是自身上 Azumaya代数.

Proof. 之前已经指出Mn(K)有可分幂等元
n∑
i=1

Eij⊗Eji,所以矩阵代数是K-可分代数. 再由 Z(Mn(K)) = KIn

便知矩阵代数是中心可分代数,即 Azumaya代数.

下面的引理会在证明 Artin-Procesi定理 (见 [定理3.69])时用到,初次阅读可跳过.

Lemma 3.42 ([4]). 设K-代数 A有中心 Z. 若存在 a1, ..., an, b1, ..., bn ∈ A使得

n∑
i=1

aibi = 1且
n∑
i=1

aixbi ∈ Z, ∀x ∈ A,

那么 A是 Azumaya代数.

Proof. 命 ξ =
n∑
i=1

ai ⊗ bi,那么 µ(ξ) = 1且 ξ ·A ⊆ Z. 记 J = Kerµ,那么 (Jξ) ·A ⊆ J ·Z = 0. 考虑 Ae在自身上

的 (左模)作用:

∗1 : Ae ×Ae → Ae, (ζ, a⊗ b) 7→ (ζ · a)⊗ b, ∗2 : Ae ×Ae → Ae, (ζ, a⊗ b) 7→ a⊗ (ζ · b).

易见 (Ae, ∗1)和 (Ae, ∗2)是左 Ae-模. 因为 ξ · A ⊆ Z, 所以 a(ξζ · b) ⊗ 1 = a ⊗ (ξζ · b), ∀a, b ∈ A, ζ ∈ Ae. 如
果我们能够证明 ξ 在 Ae 中生成的理想就是 Ae, 即 AeξAe = Ae, 那么可以通过下述计算得到 (AeξAe) ∗2 λ ⊆

(λ∗1Ae)Ae, ∀λ ∈ Ae: 对任何 η, ζ, λ ∈ Ae,设 ξζ =
m∑
j=1

cj ⊗ dj , λ =
t∑

k=1

gk ⊗ hk,并注意 (ξζ) ·A ⊆ Z,我们有

(ηξζ) ∗2 λ =
t∑

k=1

gk ⊗ (ηξζ) · hk =
t∑

k=1

gk ⊗ η · ((ξζ) · hk) =
t∑

k=1

gk ⊗ (η · 1)((ξζ) · hk) =
t∑

k=1

gk((ξζ) · hk)⊗ (η · 1).

再代入 ξζ 便知 (ηξζ) ∗2 λ =
t∑

k=1

m∑
j=1

gkcjhkdj ⊗ (η · 1) =
m∑
j=1

[
t∑

k=1

gkcjhk ⊗ (η · 1)](dj ⊗ 1) ∈ (λ ∗1 Ae)Ae. 而

(Jξ) ·A = 0表明 (Jξ) ∗1 Ae = 0,所以如果我们能够证明 AeξAe = Ae,便有

Jξ ⊆ Ae∗2(Jξ) = (AeξAe)∗2(Jξ) ⊆ (Jξ∗1Ae)Ae ⊆ (Jξ) ∗1 Ae = 0,

进而知 ξ是 A作为 Z-代数的可分幂等元,这保证了 A是 Azumaya代数. 下面我们说明 AeξAe = Ae来完成该

引理的证明. 命 N = {a ∈ A|a⊗ 1 ∈ AeξAe},那么这是 A的理想. 下证 N = A来得到 1⊗ 1 ∈ AeξAe.
假设 N 是 A的真理想,那么存在 A的极大理想M 使得 N ⊆M . 进而有标准满环同态

p : A⊗Z A
op → (A/M)⊗Z (A/M)op, a⊗ b 7→ a⊗ b,

其中 Z 表示 A/M 的中心. 注意到 A/M 是单环,所以 A/M 是 Z 上 (可能无限维)中心单代数,于是应用 [引
理2.77]可知 (A/M)⊗Z (A/M)op是单环. 类似地可在 (A/M)⊗Z (A/M)op上定义作用 ∗2,并容易验证对任何
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ζ, η ∈ Ae 有 p(ζ ∗2 η) = p(ζ)∗2η. 现在 0 6= p(1⊗ 1) = p(ξ ∗2 (1⊗ 1)) = p(ξ)∗2p(1⊗ 1). 特别地, p(ξ) 6= 0. 于是
由 (A/M)e是单环得到 p(AeξAe) = (A/M)ep(ξ)(A/M)e = (A/M)e = p(Ae). 那么

p(ξ)∗2p(Ae) = p(ξ)∗2p(AeξAe) = p(ξ ∗2 (AeξAe)).

之前已经指出对任何 a, b ∈ A有 ξ ∗2 (a ⊗ b) = a(ξ · b) ⊗ 1,所以 ξ ∗2 Ae 中元素都形如 r ⊗ 1. 并且可通过直接
(形式上的)计算得到 Ae ∗2 (AeξAe) ⊆ AeξAe. 现在 ξ ∗2 (AeξAe) ⊆ AeξAe 且左边集合的元素都形如 r ⊗ 1. 所
以 ξ ∗2 (AeξAe) ⊆ N ⊗Z 1(形式记号). 于是 p(ξ ∗2 (AeξAe)) ⊆ {n⊗ 1 ∈ (A/M)e|n ∈ N} = 0.

下面的命题说 Azumaya代数作为中心上的模,中心总是该代数的直和因子.

Proposition 3.43 ([26]). 设K-代数 A是 Azumaya代数并设有中心 Z. 那么 Z 是 ZA的直和因子.

Proof. 首先有标准 K-代数同态 θ : Ae → EndZA,α 7→ αℓ,这里 αℓ 表示 α决定的 A上左乘变换. 取 A作为可

分 Z-代数的可分幂等元 ξ,那么 θ(ξ)是 EndZA中幂等元. 记 p = θ(ξ),那么 p2 = p表明 A有 Z-模直和分解
A = p(A)⊕ (idA − p)(A). 下面说明 p(A) = Z 来得到结论. 一方面, p(1) = θ(ξ)(1) = µ(ξ) = 1,所以 Z ⊆ p(A).
另一方面,固定 a ∈ A,对任何 b ∈ A有 p(a)b = (1⊗ b)θ(ξ)(a) = (1⊗ b)(ξ · a) = [(1⊗ b)ξ] · a = [(b⊗ 1)ξ] · a,这
里最后一个等号用到了 (Kerµ)ξ = 0. 于是 p(a)b = [(b⊗ 1)ξ] · a = (b⊗ 1)(ξ · a) = bp(a). 这说明 p(A) ⊆ Z.

Corollary 3.44 ([26]). 设K-代数 A是 Azumaya代数并设有中心 Z. 那么对 Z 的任何理想 a有 aA ∩ Z = a.

Proof. 只需验证 aA∩Z ⊆ a. 由 [命题3.43],可设有A的Z-子模L使得A = L⊕Z. 进而 aA = aL⊕aZ = aL⊕a.

由此易见 aA ∩ Z ⊆ a.

Proposition 3.45 ([2]). 设 K-代数 A是 Azumaya代数并设有中心 Z,那么对 Z 的任何极大理想 m, A/mA也
是 Azumaya代数并且中心为 (Z +mA)/mA ∼= Z/(Z ∩mA) = Z/m,即为域 Z/m上的有限维中心单代数.

Proof. 之前我们已经从 [命题3.31]看到对 K 的任何真理想 a, A/aA是可分 K/a-代数. 取 a = m便知 A/mA

是可分 Z/m-代数. 现在应用 [命题3.31]便知 Z(A/mA) = (Z +mA)/mA,再应用 [推论3.44]即可.

下面我们将做最后一个准备来证明 Azumaya代数的刻画定理 (见 [定理3.48]).

Proposition 3.46 ([26]). 设K-代数 A,B 是 Azumaya代数,中心均为 Z. 那么 A⊗Z B 是 Azumaya代数.

Proof. 由 [命题3.43]知 Z 是 A,B 作为 Z-模的直和因子,故由 Z ⊗Z Z ∼= Z 6= 0立即得到 A⊗Z B 6= 0. 现在应
用 [推论3.28]可知 A⊗Z B是可分 Z ⊗Z Z-代数. 下面我们需要说明 A⊗Z B的中心就是 Z ⊗Z Z(注意 Z 作为

ZA,Z B的直和因子可保证 Z ⊗Z Z 到 A⊗Z B的标准映射是单射). 因为 A是有限生成投射左 Ae-模, B是有限
生成投射左 Be-模,所以有K-代数同构

ε : HomAe(A,A)⊗K HomBe(B,B) → HomAe⊗KBe(A⊗K B,A⊗K B), f ⊗ g 7→ ε(f ⊗ g) = f ⊗ g.

根据 [例3.26], HomAe(A,A) ∼= ZA(A) = Z,HomBe(B,B) ∼= ZB(B) = Z 以及

HomAe⊗KBe(A⊗K B,A⊗K B) = Hom(A⊗KB)e(A⊗K B,A⊗K B) ∼= ZA⊗KB(A⊗K B)

可知任何 ZA⊗KB(A⊗K B)中元素决定的Hom(A⊗KB)e(A⊗K B,A⊗K B)中自同态都是由 Z 中两个元素的左

乘变换作张量得到的,因此 Z(A⊗K B) = Z ⊗K Z.
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Remark 3.47. 因为域上的中心可分代数就是有限维中心单代数, 所以该命题是 [引理2.77]的中心单代数版本
的“交换环”推广. 特别地,域 k上任意两个有限维中心单代数关于 k作张量积得到的张量积代数依然是有限

维中心单代数. 在命题使得人们能在交换环层面定义 Brauer群.

Theorem 3.48 ([26]). 设 A是K-代数,有中心 Z. 那么以下等价:
(1) A是 Azumaya代数.
(2) A作为左 Ae-模是有限生成投射生成子.
(3) A作为 Z-模是有限生成投射生成子并且标准 K-代数同态 θ : Ae → EndZA,α 7→ αℓ,这里 αℓ 表示 α决定

的 (AeA上)左乘变换,是K-代数同构 (易见也是 Z-代数同构).

Proof. (2)⇒(1)由 Azumaya代数的定义立即得到. 下面使用Morita理论证明 (2)⇒(3): 这时有 K-代数同态
ψ : Z → EndAeA, z 7→ zℓ, ψ明显是单射. 现在说明 ψ是满射,只需注意对任何 a ∈ A与 f ∈ EndAeA有

af(1) = (a⊗ 1)f(1) = f(a) = f(1)(1⊗ a) = f(1)a.

所以 f(1) ∈ Z(A) = Z 且 f 是由中心元 f(1) 决定的左乘变换. 由 ψ 是满射以及 A 作为左 Ae-模是有限投
射生成子可知 A作为 Z-模也是有限生成投射生成子: 将 A先视作 Ae 的反环 (Ae)op 上的右模,由对偶基定理
知模 A(Ae)op 是有限生成投射模 (且为生成子). 注意这时 End(A(Ae)op) = EndAeA. 考虑有限生成投射生成子
A(Ae)op 决定的标准 Morita Context,应用 Morita I便知 A作为左 EndAeA-模是有限生成投射生成子. 结合前
面指出的 EndAeA在 A上的作用就是 Z 中元素的左乘变换便知 ZA是有限生成投射生成子. 此外, Morita I还
给出 (Ae)op 到 EndZA的反代数同构 λ : (Ae)op → EndZA,α 7→ αr,其中 αr 表示右乘变换. 由此得到代数同构
(Ae)op → EndZA,α 7→ αℓ,这恰好是 θ. 因此 θ是K-代数同构.

(3)⇒(2): 考虑由 AZ 决定的标准Morita Context,因为 AZ 是有限生成投射生成子,所以应用Morita I立
即得到 A作为左 EndZA-模是有限生成投射生成子. 现在利用 θ是同构便知 AeA是有限生成投射生成子.

(1)⇒(2): 根据 Azumaya 代数的定义只需验证 A 作为左 Ae-模是生成子. 下面我们通过证明求值映射
ψ : HomAe(A,Ae) ⊗Z A → Ae, f ⊗ a 7→ f(a)是满射来说明 AeA是生成子. 在 [例3.26]中我们已经看到 A的

Z-可分性可保证我们有 Z-模同构 φ : HomAe(A,Ae) → {ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0}, f 7→ f(1)(其逆映射将每个满足
(Kerµ)ζ = 0的 ζ ∈ Ae映至左 Ae-模同态 φ−1(ζ) : A→ Ae, a 7→ (a⊗ 1)ζ). 因此我们只需要说明

{ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0} ⊗Z A→ Ae, ζ ⊗ b 7→ (b⊗ 1)ζ

是满射即可. 因为对满足 (Kerµ)ζ = 0 的 ζ ∈ Ae 总有 (b ⊗ 1)ζ = (1 ⊗ b)ζ, 因此上述映射的满射性等价于验
证 Ae{ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0} = Ae. 假设 Ae{ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0} ⊊ Ae, 则存在 Ae 的极大理想 M 使得

Ae{ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0} ⊆ M . 注意 Ae 是以 Z ⊗Z Z 为中心的 Azumaya代数 ([命题3.46]),故由下面的 [引
理3.49],存在 Z ⊗Z Z 的理想 a(因为 Z ∼= Z ⊗Z Z 所以不妨设 a是 Z 的理想)使得M = Aea,至此我们得到

Ae{ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0} ⊊ Aea.

对上式作用乘法映射 µ(它是左 Ae-模同态)可知 Ae · µ({ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0}) ⊆ Aa. 注意到 A的可分幂等元

总在 {ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0}中,所以 Ae · µ({ζ ∈ Ae|(Kerµ)ζ = 0}) = A. 于是 A = Aa. 结合M = Aea我们得

到M = Ae,这和M 是极大理想矛盾.
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Lemma 3.49 ([26]). 设 K-代数 A是 Azumaya代数,有中心 Z. 那么 A的任何极大理想M ,都存在 Z 的某个

理想 a使得M = Aa.

Proof. 命 a = Z ∩M , 那么 a 是 Z 的理想, 下证 M = Aa. 首先易见 M ⊇ Aa. 由 [命题3.31], 这时 A/M 是

以 (Z +M)/M ∼= Z/a为中心的 Z-可分代数,所以 A/M 也是 Azumaya代数. 注意到 A/M 是单环,所以 Z/a

作为单环的中心是域. 现在由 [推论3.44]得到 aA ∩ Z = a, 所以再次应用 [命题3.31]的注记得到 A/aA是以

(Z + aA)/aA ∼= Z/a为中心的可分 Z/a-代数. 即 A/aA是域上的 Azumaya代数. 在 [例3.39]中我们看到域上
的 Azumaya代数就是有限维中心单代数,因此 A/aA是单环. 特别地, aA是 A的极大理想. 故M = Aa.

[定理3.48]表明 Azumaya代数是中心上有限生成代数,因此由 [命题2.24]我们有

Corollary 3.50 ([2]). Azumaya代数是 PI代数.

设 A是K-代数,那么 A作为 Z-模本身是忠实模,再由

Lemma 3.51 ([20]). 交换环上忠实的有限生成投射模是生成子.

Proof. 设 M 是交换环 Z 上忠实的有限生成投射模, 并记 T (M) 是 M 的迹理想. 那么利用对偶基定理可知
M = T (M)M ,因此由M 是有限生成模得到 T (M) +AnnZM = Z. 现在结合 AnnZM = 0便得结论.

我们得到 Azumaya代数相较 [定理3.48(3)]更弱的等价刻画:

Proposition 3.52 ([2]). 设 A 是 K-代数并有中心 Z. 那么 A 是 Azumaya 代数当且仅当 A 是有限生成投射

Z-模且标准K-代数同态 θ : Ae → EndZA,α 7→ αℓ是K-代数同构.

Proof. 必要性来自 [定理3.48],充分性来自 [定理3.48]和 [引理3.51].

设 K-代数 A是中心为 Z 的 Azumaya代数,那么有标准代数同态 σ : A → EndZA, a 7→ al,其中 al 表示

a决定的左乘变换. 易见 σ是单代数同态. 又注意到 ZA是有限生成投射生成子,这启发我们问: Azumaya代数
与其中心是否Morita等价? 一般而言结论是否定的,即便在中心单代数的情形,例如

Example 3.53. 考虑四元数环 H,它是 R上 4维中心单代数,并且不存在正整数 n使环同构 H ∼= Mn(R).

但是类似于Morita等价保持的性质, Azumaya代数和它的中心也有同构的理想格:

Proposition 3.54 ([2]). 设 K-代数 A是以 Z 为中心的 Azumaya代数. 记 Z 的理想格为 I(Z), A的理想格为
I(A),那么有保序双射 ν : I(Z) → I(A), a 7→ Aa,其逆映射为 ν−1 : I(A) → I(Z), I 7→ I ∩ Z.

Proof. 记 λ : I(A) → I(Z), I 7→ I ∩ Z, 那么 ν 与 λ 都保持理想的包含关系. 下面验证 λ 和 ν 互为逆映射

来得到结论. 首先 λν = idI(Z) 来自 [推论3.44]. 下面需要验证对任何 A 的理想 I 有 A(I ∩ Z) = I 来得到

νλ = idI(A). 因为 ZA是有限生成投射模,故可设有对偶基 {x1, ..., xn} ⊆ A, {x∗1, ..., x∗n} ⊆ HomZ(A,Z),并且
有 idA =

n∑
i=1

x∗i · xi,这里我们把 x∗i 视作 A上 Z-模自同态 x∗i : A → A, a 7→ x∗i (a)并把 EndZA视作 Z-A双模.

借助 Azumaya代数的标准K-代数同构 θ : Ae → EndZA,α 7→ αℓ,可设每个 x∗i 为

x∗i = θ(

mi∑
j=1

aij ⊗ bij), aij , bij ∈ A.

对每个 s ∈ I , s =
n∑
i=1

x∗i (s)xi,而每个 x∗i (s) =
mi∑
j=1

aijsbij ∈ AIA ∩ Z = I ∩ Z,故 I ⊆ (I ∩ Z)A = A(I ∩ Z).
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下面的推论表明 Azumaya代数是满足其素谱和中心素谱 (保序)同胚的 PI代数.

Corollary 3.55 ([2]). 设K-代数A是以Z为中心的Azumaya代数. 那么 [命题3.54]中的保序双射 ν : I(Z) →
I(A), a 7→ Aa可诱导素谱间的拓扑同胚 ν̃ : SpecZ → SpecA, p 7→ Ap. 特别地,拓扑同胚保持闭点,因此 ν 也诱

导极大谱间的拓扑同胚 ν̃| : maxSpecZ → maxSpecA,m 7→ Am.

Proof. 我们先说明 ν̃ 作为映射定义合理且为双射, 再验证它和它的逆映射都是连续映射. 如果 p 是 Z 的素理

想, 并设 A 的理想 I, J 满足 IJ ⊆ Ap, 可设 I = Ai, J = Aj, 其中 i, j 是 Z 的理想, 我们有 A(ij) ⊆ Ap, 进
而由 ν 是偏序同构得到 ij ⊆ p, 于是不难得到 I, J 中至少有一个是 Ap 的子集. 故 Ap 是素理想. 不难看出
λ̃ : SpecA → SpecZ, I 7→ I ∩ Z 是定义合理的映射并且和 ν̃ 互为逆映射. 至此我们证明了 ν̃ : SpecZ → SpecA
是定义合理的双射. 通过 ν 是偏序同构容易验证对 A的任何理想 I 以及 Z 的任何理想 a有

ν̃−1(V (I)) = V (I ∩ Z), λ̃−1(V (a)) = V (Aa),

因此 ν̃, λ̃均为连续映射. 从而 ν̃ 是拓扑同胚.

Remark 3.56. 我们将在 [命题3.181]对代数的素谱到其中心子代数素谱的标准连续映射作进一步讨论.

Corollary 3.57 ([2]). 设K-代数 A是以 Z 为中心的 Azumaya代数. 那么以下等价:
(1) A满足理想升链条件.
(2) A是双边 Noether环.
(3) Z 是 Noether环.

Proof. 通过 [命题3.54]易知 (1)与 (3)等价. (2)与 (3)的等价性来自 A是有限生成 Z-模以及 [命题3.54].

下面的命题说对在中心上有有限表现的代数而言, Azumaya性质是局部性质.

Proposition 3.58 ([1]). 设 K-代数 A作为中心 Z 上的模有有限表现,那么 A是 Azumaya代数的充要条件是
对 Z 的任何极大理想 m有 Am是 Azumaya代数 (这里必要性不需要有限表现的条件).

Proof. 必要性: 这时 A是有限生成投射 Z-模且标准环同态 θ : Ae → EndZA,α 7→ αℓ 是 Z-代数同构. 那么对 Z

的任何极大理想 m, Am是有限生成投射 Zm-模. 并注意 ZA作为有限生成投射 Z-模自然是有有限表现的 Z-模!
于是 θm 可视作 (Am)

e ∼= (Ae)m 到 EndZm
Am

∼= (EndZA)m 的 Zm-代数同构. 现在应用 [命题3.52]并结合下面
的 [引理3.59]知 Am是以 Zm为中心的 Azumaya代数.

充分性: 考虑 θ : Ae → EndZA,α 7→ αℓ,与充分性一样 A是有有限表现的 Z-模可保证对任何 Z 的极大理

想 m, θm可诱导从 (Am)
e到 EndZm

Am的环同态,而 Am是 Azumaya代数的条件保证了 θm诱导的环同态是同

构,因此 θm本身也是环同构. 于是由 θ是 Z-模同态知 θ是同构. 现在 Am对所有的 m ∈ maxSpecZ 都有 Am是

有限生成投射 Zm-模. 所以 A是平坦 Z-模. 而有有限表现的模的平坦性与投射性等价,所以 A是投射 Z-模. 于
是由 [命题3.52]得到 A是 Azumaya代数.

Lemma 3.59. 设含幺环 R是中心 Z 上有限生成模. 则对任何 Z 的乘闭子集 S, RS 的中心是 ZS .

Proof. 易知 ZS ⊆ Z(RS). 任取 a/s ∈ Z(RS), 设 R = Zx1 + · · · + Zxn. 那么对每个正整数 1 ≤ i ≤ n, 在
RS 中有 (axi − xia)t/t = 0, 那么存在 si ∈ S 使得 si(axi − xia) = 0. 作 ŝ = s1 · · · sn, 那么 ŝa ∈ Z. 所以有
a/s = ŝa/ŝs ∈ ZS . 即 Z(RS) ⊆ ZS .
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下面我们将进一步讨论 Azumaya代数作为 PI代数的性质. 首先指出 Azumaya代数的下述局部化性质.

Lemma 3.60 ([2]). 设K-代数 A是 Azumaya代数,则对任何中心的极大理想 m有K-代数同构

A/mA ∼= Am/mAm.

Proof. 首先我们有局部化映射 λm : A/mA→ Am/mAm,它是K-代数同态. 在 [命题3.45]中已指出 A/mA是中

心单代数,故 λm是单射. 最后说明 λm是满射来完成证明. 为此只需说明任何Am/mAm中元素形如 a/1+mAm.
任给 b/s+mAm ∈ A/mAm,因为 s /∈ m,所以存在 z ∈ Z = Z(A)使得 sz − 1 ∈ m. 注意到

b/s− bz/1 = b(1− sz)/1 ∈ mAm,

所以 b/s+mAm = bz/1 +mAm.进而知 λm是满射.

在 [命题3.58] 中我们已经看到对 Azumaya 代数 A, 它在中心的极大理想 m 处作局部化也是 Azumaya
代数. 所以 [引理3.60] 指出 A/mA 与 Am/mAm 作为同构的 Azumaya 代数, 中心也都是域, 进而是在各自中
心上有相同维数的中心单代数. 我们把 A 的中心记作 Z, 则有 dimZ/mA/mA = dimZm/mZm

Am/mAm. 根据
Kaplansky 定理我们知道该公共线性维数是某个正整数 n 的平方, 而 2n 便是相应 PI 代数的最小次数. 沿用
[定理2.103]中的术语, A/mA和 Am/mAm的 PI次数都是 n. 此外,因为 A是有限生成投射 Z-模,所以 Am是自

由 Zm-模,根据经典的交换代数我们知道 rankZm
Am = dimZm/mZm

Am/mAm. 总结一下,我们有

Proposition 3.61 ([2]). 设K-代数 A是 Azumaya代数,中心为 Z, m是 Z 的极大理想. 那么

dimZ/mA/mA = dimZm/mZm
Am/mAm = rankZm

Am.

Definition 3.62 ([2]). 设 K-代数 A是 Azumaya代数,中心为 Z, n是正整数. 如果 n2 = dimZ/mA/mA对 Z

所有的极大理想 m成立,我们称 A是秩为 n2的 Azumaya代数.

Example 3.63. 如果 K-代数 A是素 Azumaya代数, 我们说明 A一定是秩为 n2 的 Azumaya代数, 这里 n =

PI-degA. 首先由 [命题3.61]知对每个Z的极大理想m,A/mA作为Z/m上线性空间的维数就是 rankZm
Am. 记

P 是Z的零理想,那么 P ∩(Z−m) = ∅,因此可以进一步对Zm-模Am关于 Pm作局部化,并且Am关于 Pm作局

部化就是素 PI环Am在中心正则元集Zm−{0}作局部化,根据经典的交换代数我们知道Am⊗Zm
FracZm

∼= AP .
结合 Posner定理便知这时必有 rankZm

Am = dimZP
AP = (PI-degA)2.

Remark 3.64. 该例表明 Azumaya代数的秩在素 Azumaya代数类上总存在.

Example 3.65. 设 A是域 k上Azumaya代数,即有限维中心单代数. 设 dimkA = n2,那么 A的 PI次数是 n并

且 A是秩为 n2的 Azumaya代数.

Example 3.66. 设 Z 是含幺交换环, 之前已经指出 A = Mn(Z) 是 Azumaya 代数, 对 Z 的任何极大理想 m,
A/mA ∼= Mn(Z/m)在 Z/m上线性维数是 n2. 所以交换环上 n阶矩阵代数是秩为 n2的 Azumaya代数.

如果 R是素 PI环,那么对任何素理想 P , R/P 依然是素 PI环并且 PI-deg(R/P ) ≤ PI-deg(R). 如果该不
等式等号成立,便称素理想 P 是正则的. 例如零理想总是正则素理想. 存在非正则的素理想. 例如考虑

R =

(
Z 2Z
Z Z

)
, P =

(
2Z 2Z
Z Z

)
.
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在 [例2.56]中我们看到R是最小次数为 4的素 PI环. 由R/P ∼= Z/2Z知 P 是R的素理想且 PI-deg(R/P ) = 1.
所以上述素理想并不是 R的正则素理想. 我们将看到素 PI环素理想的正则性与 Azumaya性质有密切的联系
([定理3.69]). 以下固定记号 Fn(x, y1, y2, ..., yn) ∈ Z〈x, y1, y2, ..., yn〉 是 Formanek 多项式 ([定理2.66]). 根据
[推论2.90], Fn(x, y1, y2, ..., yn)是所有 PI次数为 n的中心单代数的中心多项式.

Proposition 3.67. 设 A是素 PI环且 PI次数是 n,M 是极大理想. 那么M 是正则极大理想当且仅当

{Fn(a, b1, b2, ..., bn)|a, b1, ..., bn ∈ A} ⊈M.

Proof. 必要性: 这时 A/M 是 PI次数为 n的本原 PI环,应用 [推论2.90]可知 Fn(x, y1, y2, ..., yn)是 A/M 的中

心多项式,故一定有一组 A中元素在 Formanek多项式下赋值不在M 中. 充分性: 若不然,则 A/M 是 PI次数
严格小于 n的本原 PI环,同样应用 [推论2.90]便得结论.

Corollary 3.68. 设 A是素 PI环且 PI次数是 n,有正则极大理想. 那么 Fn(x, y1, ..., yn)是 A的中心多项式.

Proof. 如果 A存在正则极大理想,那么 [命题3.67]表明 Fn(x, y1, ..., yn)一定在 A的某组元素取值下非零. 现在
应用 [命题2.115],我们便知 Fn(x, y1, ..., yn)是 A的中心多项式.

Theorem 3.69 (Artin-Procesi定理, [1]). 设 A是以 Z 为中心的素环, n是正整数,则以下等价:
(1) A是秩为 n2的 Azumaya代数.
(2) A是满足所有素理想正则且 PI次数为 n的 PI环.
(3) A是满足所有极大理想正则且 PI次数为 n的 PI环.

Proof. (1)⇒(2): 这时 A是素 PI环并且对任何 Z 的极大理想 m, Am 是秩为 n2 的自由 Zm-模 ([命题3.61]). 在
经典的交换代数中,对交换环 Z 的任何乘闭子集 T ,如果 Z 的素理想 p满足 p ∩ T = ∅,那么有标准的环同构
Zp

∼= (ZT )pT
. 类似地,我们也有标准的环同构 Ap

∼= (AT )pT
. 现取 T = Z −m(m是 Z 的任意极大理想), p = 0,

那么由局部化函子 (−)pT
保持 Am作为 Zm-自由模的自由秩以及 Posner定理立即得到 A在中心正则元集的局

部化是中心上 n2 维中心单代数. 特别地, A的 PI次数是 n. 现在由条件可知对 Z 的任何极大理想 m, A/mA是
其中心 Z/m上 n2 维中心单代数. 特别地, Posner定理表明 A/mA是 PI次数为 n的 PI环. 下面我们需要验证
A的任何素理想 P 是正则的,即 PI-deg(A/P ) = n. 根据 [推论3.55], A的任何极大理想形如 mA,其中 m是 Z

的某个极大理想. 现在可设 P 含于 A的极大理想 mA,那么

n = PI-degA ≥ PI-degA/P ≥ PI-degA/mA = n,

这迫使 PI-degA/P = PI-degA = n. 所以 A所有的素理想都正则. (2)⇒(3)是明显的.
(3)⇒(1): 现设对 A 的所有极大理想 M , PI-degA/M = n, 于是 A/M 作为 PI 单环的最小次数是 2n(也

是 PI 次数为 n 的中心单代数). 根据 [推论2.90], Formanek 多项式 Fn(x, y1, y2, ..., yn) 是 A/M 的中心多项

式. 因为 Fn(x, y1, y2, ..., yn)关于 yn 是线性的, 并且 Fn(x, y1, y2, ..., yn)不是 A任何非零同态像的多项式等式

(否则, 存在某个 A 的极大理想 M 使得 Fn(x, y1, ..., yn) 是 A/M 的多项式等式, 矛盾), 所以 Formanek 多项
式满足下面 [引理3.71] 的条件 (Fn(x, y1, ..., yn) 是 A 的中心多项式来自 [推论3.68]), 进而由该引理可知存在
a1, ..., am, b11, ..., b1n, ..., bm1, ..., bmn ∈ A使得

1 = Fn(a1, b11, b12, ..., b1n) + Fn(a2, b21, b22, ..., b2n) + · · ·+ Fn(am, bm1, bm2, ..., bmn).
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接下来我们将使用 [引理3.42]说明 A是 Azumaya代数. 现在考虑 Fn(x, y1, y2, ..., yn)导出的多项式

Fn(x, y1, ..., ynz) =
ℓ∑
t=1

Gt(x, y1, y2, ..., yn)zHt(x, y1, y2, ..., yn) ∈ Z〈x, y1, y2, ..., yn, z〉,

可以表达为上述形式依赖于 Fn(x, y1, ..., yn)关于 yn是线性的. 现在定义

cti = Gt(ai, bi1, ..., bin), dti = Ht(ai, bi1, ..., bin) ∈ A, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ t ≤ ℓ.

那么
ℓ∑
t=1

n∑
i=1

ctidti = 1,
ℓ∑
t=1

n∑
i=1

ctiadti ∈ Z, ∀a ∈ A. 于是由 [引理3.42]知 A是 Azumaya代数. 最后,对 Z 的任何

极大理想 m, mA作为 A的极大理想是正则的,所以 PI-degA/mA = n表明 A/mA在中心上的维数是 n2,故根
据 [定义3.62]便知 A是秩为 n2的 Azumaya代数.

Remark 3.70. 这里呈现的仅是素环场景的 Artin-Procesi定理. 该定理更为一般的版本先由M. Artin对系数环
是域的情形证明 [27],再被 Procesi推广至一般的交换环 [28]. 更一般的 Artin-Procesi定理的证明需要借助比
Formanek中心多项式更强的中心多项式. 下面关于 Azumaya代数的讨论并不需要用到.

Lemma 3.71 ([4]). 设 A是以 Z 为中心的环, f(x1, ..., xn) ∈ Z〈x1, ..., xn〉如果满足
(1) f 是 A的中心多项式 (回忆 [定义2.63])且关于 xn是线性的.
(2) f 不是 A的任何非零同态像的多项式等式.
那么集合 {f(a1, ..., an) ∈ Z|a1, ..., an ∈ A}在 Z 中生成的加法子群包含 A的乘法单位元 1.

Proof. 记 {f(a1, ..., an) ∈ Z|a1, ..., an ∈ A}在 Z 中生成的加法子群为 F . 假设 1 /∈ F ,考虑集合

S = {I ⊆ A|I是A的理想并满足1 /∈ F + I}.

因为零理想在 S 中,所以 (S,⊆)是非空偏序集. 易见 S 的任何全序子集有上界,故应用 Zorn引理得到 S 有极

大元M . 下证M 是素理想. 假设M 不是素理想,则存在严格包含M 的理想 I, J 使得 IJ ⊆ M . 进而由M 的

极大性可知 1 ∈ F + I,F + J . 设 s ∈ I, t ∈ J, z1, z2 ∈ F 满足 1 = s+ z1 = t+ z2. 将 1的两个表达式相乘得到

st+ sz2 + z1t+ z1z2 = 1. 注意到 s, t ∈ Z,所以由 f 关于 xn是线性的可知 sz2 + z1t+ z1z2 ∈ F . 那么由 st ∈M

得到 1 ∈ F +M ,矛盾. 因此M 是素理想. 现在考虑 A的同态像 A/M ,由条件知存在一组 A/M 中元素关于 f

的赋值非零. 即存在 a1, ..., an−1, d ∈ A使得 f(a1, ..., an−1, d) /∈ M . 记 ẑ = f(a1, ..., an−1, d). 那么M 的极大性

蕴含 1 ∈ F +M + Aẑ. 于是存在 z0 ∈ F , a0 ∈ A使得在 A/M 中有 1 = z0 + a0ẑ. 因为 A/M 是素环,非零中心
元都是正则的,所以 a0 ∈ Z(A/M). 那么由 f 个关于 xn的线性性可知在 A/M 中有

a0ẑ = f(a1, ..., an−1, a0d) ∈ F .

现在由前面得到的等式 1 = z0 + a0ẑ便知 1− z0 ∈M ,即 1 ∈ F +M ,矛盾.

在 [定理3.48]中我们看到 Azumaya代数在中心上是有限生成投射模,因此自然要问是否存在在中心上有
限生成投射但不是 Azumaya代数的例子. Artin-Procesi定理使得我们容易验证这样的例子.

Example 3.72. 考虑 [例2.26] 中的量子平面 Oq(k
2), 这里 q ∈ k

∗ 是 ℓ 次本原单位根, ℓ ≥ 2. 那么 Oq(k
2)

不是交换代数, 因此它的最小次数至少是 3(见 [例2.18]), 结合 Oq(k
2) 是素 PI 环知 PI-degOq(k

2) ≥ 2(事实
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上 PI-degOq(k
2) 的 PI 次数就是 ℓ, 更一般地, 见 [定理3.255]). 任取 Oq(k

2) 的一个包含 x 的素理想 P , 那么
Oq(k

2)/P 是交换的,所以 PI-degOq(k
2)/P = 1. 这说明 P 不是正则素理想. 由 [例3.63]以及 Artin-Procesi定

理知 Oq(k
2)不是 Azumaya代数. 而可直接验证 Z(Oq(k

2)) = k[xℓ, yℓ]且 Oq(k
2)在中心上有限生成自由 (见

[命题2.34]),所以 Oq(k
2)是素 PI代数,在中心上有限生成自由,但不是 Azumaya代数的例子.

为之后引用方便 (见 [定理3.214]前的讨论),这里记录域上仿射 PI代数的正则素 (极大)理想的基本特性.

Proposition 3.73 ([1]). 设 A是域 k上仿射素 PI代数, P 是 A的素理想. 那么:
(1) P 不是一些正则极大理想的交就是一些非正则极大理想的交.
(2) P 是正则素理想的充要条件是 P 是一些正则极大理想的交.
(3) P 不是正则素理想的充要条件是 P 为一些非正则的极大理想之交.
(4) A的所有正则素理想构成 SpecA的真闭子集.
(5) A的所有正则极大理想构成maxSpecA的真闭子集. 特别地,正则极大理想存在.
(6)零理想是所有正则极大理想的交.

Proof. 在 [推论3.11]中已经指出域上仿射 PI代数总是 Jacobson环,因此任何素理想是一些极大理想 (Kaplan-
sky定理保证本原理想就是极大理想)的交. 将 P 表示为一些极大理想的交后,可设 P = P1 ∩ P2,其中 P1是一

些正则极大理想的交, P2是一些非正则极大理想的交. 因为 P 是素理想,所以 P = P1或 P = P2,这证明了 (1).
如果 P 是一些非正则极大理想 {Mi}i∈Γ的交,那么 A/P 可嵌入半素 PI环

∏
i∈Γ

A/Mi. 由 [推论2.119]知 A/P 的

PI次数也会严格小于 A的 PI次数,于是 P 不是正则素理想. 如果 P 不是正则素理想,那么任何包含 P 的极大

理想也不会是正则素理想,所以结合 (1)便知 (3)成立. 当 P 是一些正则极大理想的交时, P 明显是正则的. 反
之,如果 P 是正则素理想,由 (1)和已经证明的 (3)便知 P 是一些正则极大理想的交. 所以 (2)也成立. 现在命
I 是 A所有非正则素理想之交,那么由零理想是正则素理想以及 (3)可知 0 6= I . 类似 (3)的讨论可知 A/I 的

PI次数严格小于 A的 PI次数,所以含 I 的素理想不是正则素理想. 从而知 {P ∈ SpecA|P ⊇ I}就是素谱中所
有非正则的素理想构成的集合. 这就证明了 (4). 因为零理想是正则素理想,所以由 (2)可知 (6)成立. 最后证
明 (5): 首先由 (4)的证明过程可知所有正则极大理想构成 maxSpecA的闭子集. 假设所有的极大理想都不是
正则的,那么所有正则极大理想的交是 A,这与 (6)矛盾.

关于 Azumaya代数还有一个著名的结论是 Skolem–Noether定理,它可应用于定义有限维中心单代数的
元素的约化特征多项式 (见 [定理3.87]),进而可把矩阵的迹推广至中心单代数类.

Theorem 3.74 (Skolem–Noether定理, [3]). 设 A是以 Z 为中心的 Azumaya代数且 Z 是局部环. 那么任何 A

作为 Z-代数的自同构都是内自同构,即任何 θ ∈ AutZA满足存在 A中可逆元 u使得 θ(a) = uau−1, ∀a ∈ A.

Proof. 给定 θ ∈ AutZA,我们有两种自然的方式赋予A上A-A双模结构: 第一种就是以A中元素在自身上的左

乘与右乘赋予经典的双模A;第二种是右模结构使用原有的元素右乘赋予,左模结构来自 a·b = θ(a)b, ∀a, b ∈ A,
记此双模为 θA. 设 m是 Z 唯一的极大理想,我们已经在 [命题3.45]中看到 A/mA是以域 Z/m为中心的 (有限
维)中心单代数. 于是由 A = A/mA和 A

op
= Aop/mAop是中心单代数以及 [命题3.46]便知

(A)e = (A/mA)⊗Z (A/mA)op

是以Z⊗ZZ为中心的中心单代数. 特别地, (A)e作为Artin单环只有一个单模同构类. 注意到A/mA, θA/m(θA)

作为左 (A)e-模都是单模 (因为这时 A/m是单环, 任何非零元生成的主理想便是整个环). 因此存在左 (A)e-模
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同构 φ : A/mA→ θA/m(θA),这也是左 Ae-模同构. 记 π1 : A→ A/mA, π2 :
θA→ θA/m(θA)是标准投射,因为

A是投射左 Ae-模,所以存在左 Ae-模同态 φ̃ : A→ θA使得下图交换

A

A/mA

θA θA/m(θA)

π1

φ̃

φ

π2

特别地,我们有 φ̃(A) +m(θA) = θA. 将 φ̃视作 Z-模同态,因为 θA是有限生成 Z-模,所以由Nakayama引理可
知 φ̃(A) = θA,即 φ̃是满射. 现在命 u = φ̃(1),我们说明 u是可逆元并且 θ是 u诱导的内自同构.
取 b ∈ A使得 φ̃(b) = 1,那么 1 = φ̃(1)b = θ(b)φ̃(1),总之有 u可逆. 任给 a ∈ A,有 φ̃(a) = θ(a)u = ua,所

以 θ(a) = uau−1, ∀a ∈ A. 因此 θ是可逆元 u诱导的内自同构.

Remark 3.75. 上述定理“Z 是局部环”的条件用在对等式 φ̃(A) + m(θA) = θA应用 Nakayama引理上,因为
这时 JacZ = m. 该定理的原始形式是对域上有限维中心单代数阐述的,由 T. Skolem(挪威, 1887-1963)于 1927
年先发表,再被 E. Noether重新发现. 因此该定理也说明对域上的有限维中心单代数 (例如域上的矩阵代数或
R-(四元数)代数 H),其代数自同构一定是某个内自同构.

前面指出 Skolem–Noether定理的经典版本考虑的是域上有限维中心单代数场景,这时可进一步加强为

Theorem 3.76 (Skolem–Noether定理,[20]). 设 B是域 k上有限维中心单代数, A是 B的单子代数. 那么任何
A到 B 的代数同态可延拓为 B 上的 (k-代数)内自同构. 中心单代数版本的 [定理3.74]可视作此直接推论.

Proof. 考虑 E = k-代数 A ⊗k B
op, 根据 [引理2.77], E 是域 k 上有限维单代数. 特别地, E 作为 Artin 单环,

任何 E 上的模都完全可约并且 E 的只有一个单模同构类. 特别地,任意两个有限维左 E-模只要有相同 k-线性
维数便作为左 E-模同构. 任给 k-代数同态 θ : A → B,可将 B 以两种方式视作有限维左 E-模: 第一种便是标
准 A-B 双模结构, 第二种是标准的右 B-模结构但左 A-模结构来自 a · b = θ(a)b, ∀a ∈ A, b ∈ B. 将赋予了第
二种双模结构的 B 记作 θB. 根据前面的讨论, 我们有左 E-模同构 B ∼= θB. 所以有左 E-模同构 ℓ : B → θB

满足对任何 a ∈ A, x, y ∈ B 有 ℓ(ax) = θ(a)x, ℓ(xy) = ℓ(x)y. 其中 ℓ(xy) = ℓ(x)y, ∀x, y ∈ B 表明若记

u = ℓ(1), 则 ℓ(y) = uy, ∀y ∈ B 且 u 在 B 中有右逆. 再考虑 u 在 B 上的右乘变换, 由 u 有右逆知该右乘变

换是单射,进而由 B 是有限维空间得到 u诱导的右乘变换是满射. 于是知 u在 B 中有左逆,所以 u是 B 中的

可逆元. 总之,我们得到 ℓ是 B 上由可逆元 u诱导的左乘变换. 现在由 ℓ(ax) = θ(a)ℓ(x), ∀a ∈ A, x ∈ B 可知

uax = θ(a)ux, ∀a ∈ A, x ∈ B. 命 x = 1得到 θ(a) = uau−1, ∀a ∈ A. 所以 θ可延拓由 u决定的内自同构.

Example 3.77. 如果 k 是域, σ : k → k 是域上自同构, A = Mn(k) 上有环自同构 η : A → A 满足 η(αa) =

σ(α)η(a), ∀α ∈ k, a ∈ A. 记Mn(σ) : A → A是由 σ诱导的环同构,那么Mn(σ
−1)η : A → A是 k-代数自同构.

所以 Skolem–Noether定理表明Mn(σ
−1)η是内自同构,故 η为某个内自同构与Mn(σ

−1)的合成.

下面我们给一个 [定理3.76]的直接应用——(有限维)中心单代数上的线性导子都是内导子.

Corollary 3.78. 设 A是域 k上中心单代数,那么任何 A上的 k-线性导子都是内导子. 即对任何 δ ∈ DerkA,存
在 b ∈ A使得 δ(a) = [b, a] = ba− ab, ∀a ∈ A.
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Proof. 设 A是域 k上中心单代数,那么M2(A)也是域 k上中心单代数. 任给 δ ∈ DerkA,那么

φ : A→ M2(A), a 7→

(
a δ(a)

0 a

)

是单代数 A到M2(A)的 k-代数嵌入,应用 [定理3.76]便知存在可逆矩阵 U ∈ M2(A)使得

φ(a) = U(aI2)U
−1, ∀a ∈ A.

现在设 U =

(
u1 u2

u3 u4

)
,其中 uj ∈ A. 那么利用矩阵等式 φ(a)U = U(aI2)可解得 u3, u4 ∈ Z(A)并且

δ(a)u3 = [u1, a], δ(a)u4 = [u2, a], ∀a ∈ A.

因为 A是中心单代数,所以 u3, u4 ∈ k. 结合 U 是可逆矩阵知 u3, u4不全为零,由此便知结论成立.

Example 3.79. 域 k上矩阵代数上的 k-线性导子都是某个矩阵决定的内导子.

Skolem–Noether定理的另一个应用是说明有限维中心可除代数总存在一个极大子域是中心的可分扩张.

Theorem 3.80. 设 D是域 k上有限维中心可除代数,那么存在 D的极大子域满足是 k的有限可分扩张.

Proof. 考虑 D所有是 k的可分扩张的子域构成的集合 S . 由 k ∈ S 知 S 非空,因此由 dimkD有限知 (S,⊆)存

在极大元,记作 H . 下证 H 是 D的极大子域来完成证明. 考虑 H 在 D中的中心化子 CD(H),我们用反证法说
明 CD(H) = H ,由此便知 H 是 D的极大子域. 假设 CD(H) 6= H ,即有 CD(H) ⊋ H . 由双重中心化子定理 (见
[定理2.79])可知 Z(CD(H)) = CD(CD(H)) = H . 所以这时 CD(H)是 H 上维数至少为 2的中心可除代数 (这
也说明 CD(H)不交换). 现在应用 Jacobson-Noether定理 (见 [定理2.76]),存在 α ∈ CD(H)−H 使得 α是 H

上可分元. 于是 H(α) ⊋ H 是有限可分扩张. 根据 H 的选取, H ⊇ k也是可分的,所以由可分扩张的传递性 (可
分代数角度的证明见 [命题3.36])得到 H(α) ⊇ k是可分扩张. 而 H(α) ⊋ H 表明这与 H 的极大性矛盾. 因此
我们得到 CD(H) = H . 这说明 H 是可除代数 D的极大子域.

Remark 3.81. 该定理指出有限维中心可除代数总存在可分极大子域.

Corollary 3.82 ([29]). 设域 k上代数 A是有限维中心单代数,则存在 A的分裂域满足是 k的有限可分扩张.

Proof. 根据 [引理2.81],任取不可约左A-模M(由于这时M已经是A忠实的不可约表示所以满足 [引理2.81]使
用条件),则k上有限维可除代数∆的任何极大子域H都是A的分裂域,即满足H-代数同构A⊗kH ∼= Mm(H),
其中m2 = dimkA. 而 [定理3.80]表明这样的极大子域 H 总可选取为 k的可分扩张.

Proposition 3.83. 设D是域 F 上有限维可除代数,记 Z 是D的中心并设 dimZD = h2. 如果 Z ⊇ F 是 p次可

分扩张. 那么对任何正整数 k有 Z-代数同构Mk(D)⊗F Z ∼= Mhk(Z)
p.

Proof. 首先Mk(D)⊗F Z ∼= (Mk(D)⊗F Z)⊗Z Z ∼= Z ⊗F (Mk(D)⊗Z Z) ∼= Z ⊗F Mk(D⊗Z Z). 因为D是域 Z

上中心单代数, Z 是单环,所以由 [引理2.77]知 D ⊗Z Z 是 Z 上 h2 维单代数,因此 D ⊗Z Z ∼= Mh(Z). 这说明
Mk(D ⊗Z Z) ∼= Mhk(Z). 最后说明 Z ⊗F Mhk(Z) ∼= Mhk(Z)

p 来完成证明. 因为 Z ⊇ F 是有限可分扩张,因此
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由本原元定理, Z ⊇ F 是单扩张. 设 Z = F (α), α在 F 上最小多项式记作m(x),那么m(x)在 Z 上可分裂为互

不相同的一次多项式乘积m(x) = (x− α1) · · · (x− αp). 现在有

Z ⊗F Z = F (α)⊗F Z ∼= F [x]/(m(x))⊗F Z ∼= Z[x]/(m(x)) ∼=
p∏
i=1

Z[x]/(x− αi) ∼= Z
p
,

所以 Z ⊗F Mhk(Z) ∼= Mhk(Z ⊗F Z) ∼= Mhk(Z
p
) ∼= Mhk(Z)

p.

Remark 3.84. 根据证明过程可将 [命题3.83]结论中代数闭包 Z 修改为 F 的某个 (包含 Z 的)有限 Galois扩
张: 因为 Z ⊇ F 是有限可分扩张,因此由本原元定理, Z ⊇ F 是单扩张. 设 Z = F (α),考虑 α在 F 上最小多项

式的分裂域 L ⊇ Z,那么由 α在 F 上可分可得 L是 F 的有限 Galois扩张. 再沿用证明过程即可.

Skolem–Noether定理也能够让我们给出 (结合)代数有限维表示间的等价性一个刻画.

Proposition 3.85. 设 A是域 k上代数, ρ1 : A → EndkV, ρ2 : A → EndkW 是 A的两个有限维表示 (对一般的
k-代数未必存在非零的有限维表示,例如特征是零的域上的Weyl代数). 那么 ρ1与 ρ2等价 (即 V 与W 作为左

A-模同构)的充要条件是存在 k-代数同构 θ : EndkV → EndkW 使得下图交换:

A EndkV

EndkW

ρ1

ρ2 θ

Proof. 必要性是明显的, 仅证充分性. 这时 V 与 W 是维数相同的线性空间, 可设有 k-线性同构 h1 : V →
k
n, h2 : W → k

n. 那么这诱导 k-代数同构 c1 : EndkV → Mn(k), f 7→ h1fh
−1
1 , c2 : EndkW → Mn(k), g 7→

h2gh
−1
2 . 于是存在唯一的 k-代数同构 θ : Mn(k) → Mn(k)使得下图交换:

A EndkV Mn(k)

EndkW Mn(k)

ρ1

ρ2 θ

c1

θ

c2

根据 Skolem–Noether定理,存在可逆矩阵 U 使得 θ(X) = U−1XU, ∀X ∈ Mn(k). 现在定义

V2 k
n

k
n V1

h2 U h−1
1

的合成映射 µ : V2 → V1,这是 k-线性同构. 下证这是左 A-模同态,这只需要验证对任何 a ∈ A有

ρ1(a)h
−1
1 Uh2 = h−1

1 Uh2ρ2(a).

根据 θ以及 U 的定义,我们有 U−1c1(ρ1(a))U = c2(ρ2(a)). 那么 U−1h1ρ1(a)h
−1
1 U = h2ρ2(a)h

−1
2 .

有限维中心单代数分裂域的存在性 (见 [引理2.81]的注记)、Skolem–Noether定理和 [推论3.82]使人们
能够在中心单代数场景类似于矩阵代数去定义“迹”的概念. 以下固定域 k上有限维中心单代数 A.
任取 A 的分裂域 F , 即 k 的满足有 F -代数同构 A ⊗k F ∼= Mm(F ), 其中 m2 = dimkA, 的域扩张 F . 设

h, g : A ⊗k F → Mm(F ) 都是 F -代数同构, 那么 hg−1 是矩阵代数 Mm(F ) 上的代数自同构, 根据 Skolem–
Noether定理, hg−1一定是某个可逆阵决定的内自同构. 这一观察表明

58



Lemma 3.86 ([29]). 对任何 a ∈ A, a⊗ 1 ∈ A⊗k F 在代数同构 h, g作用下的像有相同特征多项式.

Proof. 这时存在可逆阵 U ∈ Mm(F )使得 hg−1(X) = U−1XU, ∀X ∈ Mm(F ). 取 X = g(a⊗ 1)即可.

下面我们马上说明 h(a⊗ 1) ∈ Mm(F )的特征多项式不仅系数在 k中,也不依赖于分裂域 F 的选取.

Theorem 3.87 ([29]). 任给 a ∈ A,对 A的分裂域 F ,记 h(a⊗ 1) ∈ Mm(F )的特征多项式为 char.pF (a⊗ 1)(根
据 [引理3.86],该多项式不依赖于代数同构 h的选取). 那么 char.pF (a ⊗ 1) ∈ k[x]并且 char.pF (a ⊗ 1)不依赖

于分裂域 F 的选取. 因此 char.pF (a⊗ 1)是仅依赖于 a的多项式,记作 red.p(a),称为 a的约化特征多项式.

Proof. 我们先证明 char.pF (a ⊗ 1) 不依赖于 F 的选取再说明它系数均在 k 中. 任取 A 的分裂域 E, 不妨设
E ⊇ F (否则,由下面的 [引理3.89],可找 k的一个更大的域扩张包含 E 和 F ,易见分裂域的域扩张依然是分裂
域),那么对 F -代数同构 h : A⊗k F → Mm(F ),我们可以借助 E-代数同构

(A⊗k F )⊗F E ∼= A⊗k E,Mm(F )⊗F E ∼= Mm(E)

从 h出发得到 A⊗k E到Mm(E)的 E-代数同构,它把 a⊗ 1映至 h(a⊗ 1). 在 [引理3.86]中已经指出对固定的
分裂域 E,不同的 E-代数同构 A⊗k E ∼= Mm(E)产生的 a⊗ 1的特征多项式相同,因此分裂域 E 产生的 a⊗ 1

的特征多项式就是分裂域 F 给出的特征多项式. 至此得到 char.pF (a⊗ 1)不依赖于分裂域的选取.
下面说明 char.pF (a ⊗ 1) ∈ k[x]来完成定理证明. 根据 [推论3.82],我们可选取分裂域 F 是 k的有限可分

扩张. 因为分裂域的扩域依然是分裂域,所以我们不妨设 F 是 k的有限 Galois扩张 (具体地,通过本原元定理
我们知道存在 k上可分元 α ∈ F 使得 F = k(α),再考虑 α的最小多项式在 k上的分裂域 L,那么 L是 F 的有

限扩张并且是 k的有限 Galois扩张,取 F = L即可). 考虑 F ⊇ k的 Galois群 G = AutkF ,那么由 Galois理
论我们知道 k = FG. 下面通过说明 char.pF (a ⊗ 1) ∈ F [x]的系数在 G作用下不动来得到结论. 先考虑一个更
一般的场景: 对任何与 F 作为K-代数同构的K 的域扩张 F ′ 和取定的K-代数同构 σ : F → F ′(之后我们将局
限回 F ′ = F 且 σ ∈ G的场景),那么存在唯一的 F ′-代数同构 h′ : A⊗k F

′ → Mm(F
′)使

A⊗k F A⊗k F
′

Mm(F ) Mm(F
′)

id⊗σ

h h′

σ̃

交换,其中 σ̃是矩阵代数间由系数环同构诱导的自然环同构. 特别地,我们有

σ̃(h(a⊗ 1)) = h′(a⊗ σ(1)) = h′(a⊗ 1),

这一观察表明 a ⊗ 1由分裂域 F 定义的特征多项式系数均作用 σ 后得到的特征多项式就是 a ⊗ 1由分裂域 F ′

定义出的特征多项式. 现在取 F ′ = F, σ是G中任意元素,那么 char.pF (a⊗ 1)关于G中任何元素作用不动. 因
此由 k = FG我们得到 char.pF (a⊗ 1) ∈ k[x].

Remark 3.88. 证明过程中已经指出域 k上有限维中心单代数总有分裂域 F 使 F ⊇ k是有限 Galois扩张.

Lemma 3.89 ([29]). 设域 E,F 是 k的域扩张,那么存在域 L使得 E 与 F 均可嵌入 L.

Proof. 考虑 k-交换代数 E ⊗k F ,并取其极大理想M ,作 L = (E ⊗k F )/M 即可.
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沿用 [定理3.87]的记号,前面的讨论表明任取有限维中心单代数 A的分裂域 F ,取 F -代数同构 h : A ⊗k

F → Mm(F ),并记标准嵌入 i : A→ A⊗k F, a 7→ a⊗ 1,考虑映射的合成

A A⊗k F Mm(F ) F,
i h tr

若记上述合成映射是 τ : A → F ,那么 [定理3.87]表明 τ 的定义不依赖于 F 和 h的选取并且 τ(A) = k. 定义
trred : A → k, a 7→ τ(a),这是 k-线性映射并且把每个 a映至矩阵 h(a ⊗ 1)的迹. 对每个 a ∈ A, trred(a) ∈ k是

关于 a的不变量,进而映射 trred是中心单代数 A的不变量,称为 A的约化迹,易见它是 k-线性映射.
根据约化迹的定义, trred(a)就是 a的约化特征多项式 red.p(a)次高次项系数的负元,即若把约化特征多项

式写作 red.p(a) = α0 + α1x+ · · ·+ αn−1x
n−1 + xn,那么 trred(a) = −αn−1. 由矩阵的迹的性质易见

Lemma 3.90. 域 k上有限维中心单代数 A的约化迹映射 trred : A→ k满足 trred(ab) = trred(ba), ∀a, b ∈ k.

Remark 3.91. 一般地,如果含幺环R有中心子环C,称满足 tr(ab) = tr(ba), ∀a, b,∈ R的C-线性映射 tr : R→ C

是 R到中心子环 C 的迹映射. 有限维中心单代数 A到 k的约化迹映射是特殊的迹映射.

Example 3.92. 考虑四元数环 H, 它的中心是 R, H 是中心上 4 维中心单代数. 所以 trred(1) = 2. 再注意到
trred(ij) = trred(ji)表明 trred(k) = 0,同理, trred(i) = trred(j) = trred(k) = 0. 因此约化迹

trred(a+ bi+ ck + dk) = 2a, ∀a, b, c, d ∈ R.

具有良好性质的迹映射能够保证环许多可控的性质,例如在幺元处的取值不是 Z-挠元的迹满足

Proposition 3.93. 设 R是含幺环, C 是中心子环并且 tr : R→ C 是迹映射. 如果 tr(1)满足 ntr(1) 6= 0, ∀n ≥ 1,
那么 R是 IBN环.

Proof. 只要证对任何正整数 m,n,如果 R上 m × n阶矩阵 A = (aij)m×n 和 n ×m阶矩阵 B = (bij)n×m 满足

AB = Im, BA = In,则 n = m即可. 只需注意到 ntr(1) =
n∑
i=1

m∑
k=1

tr(bikaki) =
m∑
k=1

n∑
i=1

tr(akibik) = mtr(1).

现设 A是域 k上 n2 维中心单代数 (由 Kaplansky定理, A作为 PI代数的最小次数是 2n. 它的 PI次数就
是 n),并设M 是不可约左 A-模,那么这时对 A的分裂域 F (我们不妨设 F 为 A的极大子域),有 F -代数同构
A ⊗k F ∼= Mn(F ). 由 [引理2.81(4)], n也是M 作为 F -线性空间的维数. 结合 [引理2.69]的证明过程知 F -代
数同构 A⊗k F ∼= Mn(F )可由 A⊗k F 中元素在M 上的左乘变换给出 (这里按照 [引理2.81(3)]将M 视作左

A⊗k F -模,是不可约模,并把Mn(F )和 EndFM 视作等同). 所以一个基本的观察是 h(a⊗ 1)的特征多项式 (即
red.p(a))和 a⊗ 1所决定的M 上左乘变换 (作为 F -线性变换)的特征多项式一致. 因为 A⊗k F 是Artin单环,
所以 A ⊗k F 作为自身上左模是完全可约的,恰好 (在同构意义下)可分解为 n个不可约左 A ⊗k F -模M 的直

和. 由于准对角阵的特征多项式就是对角线上各个分块矩阵特征多项式的乘积,所以对每个 a ∈ A, a ⊗ 1所决

定的 A ⊗k F 上左乘变换 (作为 F -线性变换)的特征多项式就是 a ⊗ 1所决定的M 上左乘变换 (作为 F -线性
变换)的特征多项式的 n次方. 使用符号语言,便是 char.p(a ⊗ 1)ℓ = (red.p(a))n,其中 (a ⊗ 1)ℓ 表示 a ⊗ 1在

A⊗k F 上的左乘变换. 通过取 A具体的 k-基可直接验证 char.p(a⊗ 1)ℓ与 a诱导的 A上左乘变换作为 k-线性
变换的特征多项式一致. 通常,对域 k上的有限维代数B,我们都可以定义 k-线性映射 trreg : B → k, b 7→ tr(bℓ),
其中 bℓ 表示元素 b在 B 上的左乘变换在 k中的迹. 称 trreg 是有限维代数的正则迹. 而我们刚刚的讨论证明了
中心单代数上正则迹与约化迹的如下关系:
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Theorem 3.94 (中心单代数的约化迹与正则迹,[29]). 设 A是域 k上 n2 维中心单代数, a ∈ A. 那么 A上左乘

变换 aℓ作为 k-线性变换的特征多项式就是 (red.p(a))n. 特别地,我们有 trreg = ntrred.

Remark 3.95. 这里再指出中心单代数的约化迹一定是非零的. 沿用前面的记号,设 A是域 k上 n2 维中心单代

数,那么有分裂域 F 和 F -代数同构 h : A ⊗k F → Mn(F ). trred(A)就是 Mn(F )中所有矩阵的迹构成的集合.
无论 k是否有正特征,总存在迹非零的矩阵 (例如基础矩阵 E11). 因此 trred(A) 6= 0. 而上述定理表明当 chark
整除 n时, k上 n2维中心单代数的正则迹一定是零. 因此中心单代数的约化迹能获取更多信息.

Remark 3.96. 由于域上有限维代数的正则迹容易计算,故 chark /∈ [1, n]时可用该定理来计算约化迹.

如果含幺环 R到中心子环 C 有非零 C-模同态 τ : R → C 满足 τ(ab) = τ(ba), ∀a, b ∈ R,那么 R有真理想

I = {a ∈ R|τ(aR) = 0}. 该理想衡量 τ 诱导的 C-对称双线性型 R × R → C, (a, b) 7→ τ(ab)的非退化性. 易见
该对称双线性型非退化当且仅当上述理想 I = 0. 特别地,当 R是单环时, I = 0. 所以我们得到

Proposition 3.97 ([29]). 设 A是域 k上 n2维中心单代数,那么约化迹 trred诱导的对称双线性型

〈−,−〉trred : A×A→ k, (a, b) 7→ trred(ab)

是非退化的.

Example 3.98. 考虑域 k上 n阶矩阵代数 A = Mn(k),这时 k就是 A的分裂域. 因此根据约化迹的构造我们立
即看到矩阵代数作为中心单代数的约化迹就是原有的经典迹映射.

如果 R是 PI次数为 n的素 PI环,记其中心是 Z且记 S = Z −{0}是 R的中心正则元集,那么根据 Posner
定理可知 RS 是 ZS = FracZ 上维数为 n2 的中心单代数,于是我们可以利用中心单代数 RS 的约化迹去构造一

个 R到 ZS 的“迹映射”. 具体地,考虑局部化映射 λS : R→ RS 并取 RS 的分裂域 F ⊇ FracZ,沿用前面的记
号,取定 F -代数同构 h : RS ⊗ZS

F → Mn(F ),考虑下述映射列的合成:

R RS RS ⊗ZS
F Mn(F ) F,

λS h tr

其中 tr表示矩阵代数上的经典迹. 易见上述映射列的合成就是 λS 与中心单代数 RS 的约化迹的合成,记上述
映射列的合成为 τ : R → F ,那么 [定理3.87]表明 τ(R) ⊆ ZS . 结合中心单代数的约化迹总是非零的,不难看到
存在 a ∈ R使得 τ(a) 6= 0. 所以我们改写 τ 的陪域得到非零 Z-线性映射 τ : R → ZS , a 7→ τ(a),它满足对所有
的 a, b ∈ A有 τ(ab) = τ(ba). 人们会把 ZS 修改地更小些但始终包含 τ(R)来研究素 PI环 R的性质.

Definition 3.99 (迹环, [30]). 设 R是以 Z 为中心且 PI次数为 n的素 PI环, S = Z −{0}, λS : R→ RS 是局部

化映射, F 是 RS 的分裂域并取定 F -代数同构 h : RS ⊗ZS
F → Mn(F ). 对每个正整数 1 ≤ k ≤ n,记

σk : Mn(F ) → F,A 7→
∑

1≤j1<···<jk≤n

λj1λj2 · · ·λjk

是将每个方阵映至其特征值在第 k个初等对称多项式下的取值,这里 λ1, ..., λ ∈ F 是 A的特征值. 命

ck : R RS RS ⊗ZS
F Mn(F ) F,

λS h σk

根据 [定理3.87], ck(R) ⊆ ZS(注意到 h(1⊗ 1) = In的特征多项式是 (x− 1)n,所以 cn(1) = (−1)n). 定义 T (R)

为 R ∪ {ck(R)|1 ≤ k ≤ n}在 RS 中生成的子环 (即 Z-子代数,也可以等价地,先定义 {ck(R)|1 ≤ k ≤ n}在 ZS

中生成的 Z-子代数 T ,再命 T (R) = TR),那么 T (R) ⊇ R是环扩张. 称 T (R)是 R的迹环或特征闭包.
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Remark 3.100. 如果域 ZS 的特征 charZS /∈ [1, n], 那么对任何正整数 1 ≤ k ≤ n, k! 是 ZS 中可逆元. 那
么也是中心单代数 RS 的分裂域 F 中的可逆元. 于是由下面的 [引理3.103(3)], 每个 ck(a), a ∈ R, 作为矩阵
h(a ⊗ 1)的特征多项式的系数,可由矩阵 h(a ⊗ 1)的正整数幂的迹生成. 这时 ZS 的 Z-子代数 T 含于 ZS 的由

{tr(h(a⊗ 1)) = trred(a)|a ∈ R}生成的含幺子环 (由 trred的 Z-线性性知这也是 Z-子代数)中,其中 trred表示中
心单代数 RS 的约化迹. 因此 T 就是由 {trred(a)|a ∈ R}在 ZS 中生成的含幺子环. 这是迹环命名之由.

Remark 3.101. 对每个 a ∈ R,由 (−1)kck(a)就是矩阵 h(a⊗ 1)的特征多项式中 xn−k 的系数可知若定义

χa,n(x) = xn − c1(a)x
n−1 + c2(a)x

n−2 + · · ·+ (−1)n−1cn−1(a)x+ (−1)ncn(a) ∈ T [x] ⊆ ZS [x],

则 χa,n(a)⊗ 1 = χa,n(a⊗ 1) = χa,n(h(a⊗ 1)) = 0. 结合 ZS 是域知 χa,n(a) = 0. 并指出 trred(1) = n.

Remark 3.102. 这里使用的迹环定义与一些文献中采用的定义不同 (例如 [2]). 这里的迹环比 [2]中的大.

下面我们回顾线性代数中 Newton公式以及对称多项式与幂和间的基本关系.

Lemma 3.103 (Newton公式). 设 k是域且 n是固定的正整数,对每个正整数 1 ≤ k ≤ n,记

σk = σk(x1, ..., xn) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

xi1xi2 · · ·xik

是多项式代数 k[x1, ..., xn]中第 k 个初等对称多项式,并记 sk = xk1 + xk2 + · · · + xkn 是第 k 个 (Newton)幂和
(当 k = 0时, s0 = n). 那么对固定的正整数 k,有
(1)(Newton)如果 k ≤ n− 1,那么 sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 + · · ·+ (−1)k−1s1σk−1 + (−1)kkσk = 0.
(2)(Newton)当 k ≥ n时,有 sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 + · · ·+ (−1)n−1sk−n+1σn−1 + (−1)nsk−nσn = 0.
(3)如果正整数 k ∈ [1, n]但 chark /∈ [1, k],那么有

σk =
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s1 1 0 · · · 0

s2 s1 2 · · · 0
...

...
...

...
sk−1 sk−2 sk−3 · · · k − 1

sk sk−1 sk−2 · · · s1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

特别地,对域 k上任何 n阶方阵M ,M 的特征多项式的系数都在 {tr(M i)|1 ≤ i ≤ n} ⊆ k生成的子环中.
(4)设 chark /∈ [1, n],记 l是 k的素域,即

l =

Q, chark = 0

Fp, chark = p,

其中 p是素数, Fp表示 p元域. 那么对任何 l上 n元对称多项式 h,存在唯一的 n元多项式 p ∈ l[x1, ..., xn]使得

h = p(s1, ..., sn). 并且,对每个正整数 1 ≤ k ≤ n,存在唯一的 k元多项式 pk ∈ Z[(k!)−1][x1, ..., xk]使得

σk = pk(s1, ..., sk).
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根据 (3)的结论,我们可以如下显式地写出 pk 的表达式:

pk(x1, ..., xk) =
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 1 0 · · · 0

x2 x1 2 · · · 0
...

...
...

...
xk−1 xk−2 xk−3 · · · k − 1

xk xk−1 xk−2 · · · x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Proof. 对多项式代数 k[x1, ..., xn]添加变量 x得到 n + 1元多项式代数 k[x1, ..., xn, x],在证明引理前我们先说
明对 f(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn) = xn − σ1x

n−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x+ (−1)nσn,有

xk+1f ′(x) = (s0x
k + s1x

k−1 + · · ·+ sk)f(x) + g(x),

其中 g(x)作为 x的多项式次数严格小于 n. 首先根据多项式求导的定义立即看到

f ′(x) =
n∑
i=1

f(x)

x− xi
.

所以对每个正整数 k,有

xk+1f ′(x) =
n∑
i=1

xk+1f(x)

x− xi
=

n∑
i=1

(xk+1 − xk+1
i )f(x)

x− xi
+

n∑
i=1

xk+1
i f(x)

x− xi
,

易见最后一个表达式的第一个和式就是 (s0x
k + s1x

k−1 + · · ·+ sk)f(x),记第二个表达式对应的多项式为 g(x),
它关于 x的次数明显严格低于 n. 现在对 f(x) = xn − σ1x

n−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x+ (−1)nσn 对 x求导再乘

上 xk+1,我们得到 xk+1f ′(x) = nxn+k − (n− 1)σ1x
n+k−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x

k+1. 由前面的讨论,还有

xk+1f ′(x) = (s0x
k + s1x

k−1 + · · ·+ sk)f(x) + g(x)

= (s0x
k + s1x

k−1 + · · ·+ sk)(x
n − σ1x

n−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x+ (−1)nσn) + g(x).

当 k ≤ n− 1时,最后一个表达式关于 xn 系数为 sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 + · · · + (−1)k−1s1σk−1 + (−1)knσk. 因
此比较该系数与 xk+1f ′(x) = nxn+k − (n− 1)σ1x

n+k−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x
k+1中 xn的系数可得

sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 + · · ·+ (−1)k−1s1σk−1 + (−1)knσk = (−1)k(n− k)σk,

整理上式便知 sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 + · · ·+ (−1)k−1s1σk−1 + (−1)kkσk = 0,这证明了 (1).
如果 k ≥ n,那么之前得到 (s0x

k + s1x
k−1 + · · ·+ sk)f(x) + g(x)的表达式中关于 xn的系数便是

sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 + · · ·+ (−1)n−1sk−n+1σn−1 + (−1)nsk−nσn,

这时 xk+1f ′(x) = nxn+k − (n− 1)σ1x
n+k−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x

k+1中 xn的系数是 0,这说明

sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 + · · ·+ (−1)n−1sk−n+1σn−1 + (−1)nsk−nσn = 0,

于是知 (2)也成立. 下面证明 (3). 根据前面得到的 Newton公式,我们有 k个等式:

σ1 = s1, s1σ1 − 2σ2 = s2, ..., sk−1σ1 − sk−2σ2 + · · ·+ (−1)k−1kσk = sk.
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这些等式可视作关于 σ1, ..., σk 的线性方程组 (将 σi视作变量,视方程组为系数在有理函数域 k(x1, ..., xn, x)中

的线性方程组),该关于 σ1, ..., σk 的线性方程组的系数矩阵 (这里记该 k阶矩阵为M)的行列式为

detM =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

s1 −2 0 · · · 0

s2 −s1 3 · · · 0
...

...
...

...
sk−2 −sk−3 sk−4 · · · 0

sk−1 −sk−2 sk−3 · · · (−1)k−1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+2+···+(k−1)k!.

记Mk 是将M 的第 k 列更换为 (s1, s2, ..., sk)
T ,其余列保持不变的 k 阶矩阵. 注意到 detM 是 k中可逆元 (这

里用到了 chark /∈ [1, k]的条件),因此由 Cramer法则, σk = detMk/detM . 下面我们计算 detMk.
将Mk的最后一列经 k− 1次相邻对换转移到第一列后,对每个 3 ≤ i ≤ k,将新矩阵的第 i列乘上 (−1)i−2,

我们得到

detMk = (−1)(k−1)+(1+2+3+···+k−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s1 1 0 0 · · · 0

s2 s1 2 0 · · · 0

s3 s2 s1 3 · · · 0
...

...
...

...
...

sk−1 sk−2 sk−3 sk−4 · · · k − 1

sk sk−1 sk−2 sk−3 · · · s1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

现在我们不难看到 σk = detMk/detM 就是 (3)中要证结论中的表达式.
最后证明 (4). 根据对称多项式基本定理, 对 l 上任何 n 元对称多项式, 总可唯一地表示为初等对称多项

式 σ1, ..., σn 的多项式. 因此应用 (3)可知 (这时 chark /∈ [1, k], ∀1 ≤ k ≤ n)l上 n元对称多项式均可表示为

关于 s1, ..., sn 的多项式. 因此我们想要证明对称多项式关于 s1, ..., sn 的多项式表示的唯一性, 我们必须验证
{s1, ..., sn} 是 l 代数无关的. 下面用反证法证明该断言. 首先注意 l[s1, ..., sn] 就是 l 上对称多项式代数, 故由
l[x1, ..., xn] ⊇ l[x1, ..., xn]

Sn = l[s1, ..., sn](这里将对称群 Sn 通过置换多项式变量的方式自然地作用到多项式

代数上)是整扩张知 k.diml[s1, ..., sn] = n. 于是由下面的 [引理3.105]得到 {s1, ..., sn}在 l上代数无关. 下面
我们说明对每个正整数 1 ≤ k ≤ n,存在唯一的 k元多项式 pk ∈ Z[(k!)−1][x1, ..., xk]使得 σk = pk(s1, ..., sk).首

先, k元多项式 pk 的存在性由 (3)保证. 其次,注意到 Z[(k!)−1][x1, ..., xk] ⊆ l[x1, ..., xn],所以 pk 的唯一性来自

{s1, ..., sn}的 l-代数无关性. 至此, (4)的证明已完整.

Remark 3.104. 根据证明过程不难看到结论对 k是整区的情形也成立 (或者直接把整区嵌入商域应用引理).

Lemma 3.105. 设 l是域, A是 l上可由子集 S 生成的交换代数. 那么

k.dimA ≤ sup{|T ||T是S的有限子集且l-代数无关}.

特别地,若取 A = l[x1, ..., xn], S = {x1, ..., xn},那么 k.diml[x1, ..., xn] = n是上述不等式的直接推论.

Proof. 如果 S = ∅, 那么 A = l 是域. 于是 k.dimA ≤ 0 = sup{|T ||T = ∅}. 因此只需讨论 S 6= ∅ 并且
sup{|T ||T是S有限子集且代数无关}是自然数 (记为 n ∈ N)的情形. 下面对 n作归纳证明: 若 A是域 l上交换
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代数, S 是 A非空生成元集,则 k.dimA ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关}.如果 n = 0,那么 S 中任何元素

都是 l上代数元,那么 A中所有元素都是 l上代数元. 任取 A的素理想链 P0 ⊊ P1 ⊊ · · · ⊊ Ps,那么整区 A/P0

有长度为 s的素理想链 {0} ⊊ P1/P0 ⊊ · · · ⊊ Ps/P0. 因为 A中任何元素在 l上代数,所以整区 A/P0 中任何元

素也在 l上代数 (即 A/P0 ⊇ l是整扩张),由此得到 A/P0是域,所以 s = 0,这说明 k.dimA = 0 ≤ n,结论成立.
假设结论对不超过 n− 1(n ≥ 1)的情形成立,那么对 n的情形,我们分两步证明结论.

Step1.若 A是整区,任取 A的素理想链 P0 ⊊ P1 ⊊ · · · ⊊ Ps(不妨设 s ≥ 1,否则结论直接成立),可得 A/P1

的长度为 s − 1的素理想链 {0} ⊊ P2/P1 ⊊ · · · ⊊ Ps/P1,下面证明 A/P1 的生成元集 {a + P1|a ∈ S}的任何
一个有限代数无关子集 T 都有 |T | ≤ n − 1,一旦证明该断言,对 A/P1 作归纳假设可知 s − 1 ≤ n − 1,进而可
得 k.dimA ≤ n. 假设 {a+ P1|a ∈ S}有一个代数无关子集有 n个元素,设为 {a1 + P1, a2 + P1, ..., an + P1},那
么 {a1, a2, ..., an}是 S 的代数无关子集. 于是对任何 a ∈ S,都存在 l[a1, a2, ..., an][x]中的非零多项式 h(x)使

得 h(a) = 0. 由此可得 A ⊊ FracA是 Fracl[a1, a2, ..., an]的整扩张. 故任给 a 6= 0 ∈ P1,均存在以 l[a1, a2, ..., an]

中元为系数 (未必首一)的非零多项式 φ(x) = c0 + c1x+ · · · + cℓx
ℓ 使 φ(a) = 0. 因为 a 6= 0,所以可设 c0 6= 0,

于是存在 l[x1, x2, ..., xn] 中非零多项式 g(x1, x2, ..., xn) 使得 g(a1, a2, ..., an) = c0 ∈ P1, 这与 {a1 + P1, a2 +

P1, ..., an + P1}代数无关矛盾. 断言得证,于是知当 A是整区时, k.dimA ≤ n.
Step2. 对一般的情形, 任取 A 的素理想链 P0 ⊊ P1 ⊊ · · · ⊊ Ps, 可得整区 A/P0 有长度为 s 的素理想链

{0} ⊊ P1/P0 ⊊ · · · ⊊ Ps/P0. 易见

sup{|T ||T是{a+ P0|a ∈ S}有限子集且代数无关} ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关} = n,

故对整区 A/P0应用第一步证明的结果知 s ≤ n,进而 k.dimA ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关}.

Example 3.106. 设 n是正整数并给定域 k满足 chark /∈ [1, n]. 下面我们说明任何 k-交换代数 C 上的 n阶方阵

M 的特征多项式 f(x) = xn − c1x
n−1 + c2x

n−2 + · · ·+ (−1)n−1cn−1x+ (−1)ncn的系数满足

ck =
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

tr(M) 1 0 · · · 0

tr(M2) tr(M) 2 · · · 0
...

...
...

...
tr(Mk−1) tr(Mk−2) tr(Mk−3) · · · k − 1

tr(Mk) tr(Mk−1) tr(Mk−2) · · · tr(M)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∀1 ≤ k ≤ n.

根据 [命题2.53],我们有 k(−1)kck +
k∑
i=1

tr(M i)(−1)k−ick−i = 0, ∀1 ≤ k ≤ n,这里约定 c0 = 1. 因此对固定的正

整数 k ≤ n,我们得到 k个等式:

c1 = tr(M), tr(M)c1−2c2 = tr(M2), ..., tr(Mk−1)c1−tr(Mk−2)c2+· · ·+(−1)k−2tr(M)ck−1+(−1)k−1kck = tr(Mk).

将上述 k个等式视作以 c1, ..., ck 为变量的 k元线性方程组. 与 [引理3.103(3)]作相同讨论便得结论.

Remark 3.107. 在该例的记号下, c1 = tr(M)且 cn = detM .

Example 3.108 ([30]). 如果 PI次数为 n且以 Z 为中心的素 PI环 R的中心 Z 是整闭整区并且 R中元素均是

Z 上整元 (之后会在 [引理3.176]中看到当 ZR是有限生成模时会满足该性质),我们说明 T (R) = R. 沿用 [定
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义3.99]中的记号,记S = Z−{0},设F 是中心单代数RS的分裂域,并固定F -代数同构 h : RS⊗ZS
F → Mn(F ).

对每个正整数 1 ≤ k ≤ n,记

σk : Mn(F ) → F,A 7→
∑

1≤j1<···<jk≤n

λj1λj2 · · ·λjk

是将每个方阵映至其特征值在第 k个初等对称多项式下的取值,这里 λ1, ..., λ ∈ F 是 A的特征值. 命

ck : R RS RS ⊗ZS
F Mn(F ) F,

λS h σk

并设 T 是 ZS 中由 {ck(R)|1 ≤ k ≤ n}生成的 Z-子代数. 这时每个 a ∈ R对应的矩阵 h(a ⊗ 1)都是 Z 上的整

元,所以由下面的 [引理3.110]知每个 (−1)kck(a) ∈ ZS 作为 h(a⊗ 1)的特征多项式的系数都是 Z 上整元. 根据
条件, Z 是整闭整区迫使 ck(a) ∈ Z,所以 T ⊆ Z. 于是 T (R) = ZR = R.

Remark 3.109. 一般地,对以 Z 为中心的素 PI环 R,如果 T (R) = R,必有 T = Z: 因为这时 T ⊆ R且 T 中元

素与 R中所有元素都可交换. 特别地,对 a ∈ R,矩阵 h(a⊗ 1)的特征多项式系数均在 Z 中.

Lemma 3.110 ([2]). 给定域 k上 n阶矩阵 X 以及 k的子环 C. 如果 X 是 C 上整元,那么矩阵 X 在 k上的最

小多项式与特征多项式的系数均为 C 上整元. 如果 X 是一些在 C 上整的矩阵的 C-线性组合,那么 tr(X)是 C

上整元.

Proof. 设 X 满足 C 上首一多项式 g(x) ∈ C[x],并设m(x) ∈ k[x]是 X 在 k上的最小多项式. 那么在 k[x]中有

m(x)整除 g(x). 这说明m(x)在 k中的根都是 C 上整元. 根据 Vieta定理,m(x)的系数均为 C 上整元. 因为X

的特征多项式与m(x)在 k中有相同的根,所以特征多项式的系数也都是 C 上整元.
现在设矩阵 X 是一些在 C 上整的矩阵的 C-线性组合,下面说明 tr(X)是 C 上整元. 根据 tr的 C-线性性,

只需证明 X 在 C 上整的情形即可. 而这时 −tr(X)是 X 的特征多项式的系数,故是 C 上整元.

根据约化迹和迹环的定义,我们立即看到

Proposition 3.111 (素 PI环的约化迹, [30]). 设 R是 PI次数为 n且中心为 Z 的素 PI环,满足 T (R) = R. 记
S = Z − {0},这时中心单代数 RS 上的约化迹 trred : RS → ZS 可限制为 R到 Z 的迹映射 (见 [注记3.109]),将
该映射依然记作 trred : R→ Z,称为素 PI环 R的约化迹. 总有 trred(R) 6= 0且 trred(1) = n.

如果进一步设 R是域 k上代数, chark /∈ [1, n]. 那么这时对每个 a ∈ R, a满足下述 Z 上首一多项式

χa,n(x) = xn − c1(a)x
n−1 + c2(a)x

n−2 + · · ·+ (−1)n−1cn−1(a)x+ (−1)ncn(a) ∈ Z[x],

其中 c1(a), ..., cn(a)的定义来自 [定义3.99]. 特别地, R是 Z 的整扩张.

Remark 3.112. 依 [引理3.103(4)], 当域 k满足 chark /∈ [1, n]时, 对每个正整数 1 ≤ k ≤ n, 存在唯一的 k 元

多项式 pk ∈ Z[(k!)−1][x1, ..., xk]使 σk = pk(s1, ..., sk).结合 [例3.106]不难看到在命题条件下,如果这时 R是

k-代数,那么有 ck(a) = pk(trred(a), trred(a2), ..., trred(ak)).

Remark 3.113. 设 R是 PI次数为 n且中心为 Z 的素 PI环,那么 T (R) = R⇔ T = Z(T 来自 [定义3.99]).
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Example 3.114 (同调齐次环, [30]). 在上个世纪 80年代 Brown与他的导师 C. R. Hajarnavis引入了一类广泛
的整体维数有限的Noether环——同调齐次环. 设含幺环R是右Noether环并记其中心为 Z,如果R具有有限

的右整体维数, R ⊇ Z 是整扩张并且对任何满足 AnnRX ∩ Z = AnnRY ∩ Z 的不可约右 R-模 X,Y ,它们有相
同的投射维数,则称 R是同调齐次环. 整体维数有限的交换 Noether环明显是同调齐次的. Brown与 Yakimov
在 [30, Proposition 3.10]中证明了模有限素同调齐次代数的中心是整闭整区,进而可应用 [命题3.111]来赋予
模有限素同调齐次代数上的约化迹来研究其表示论.

3.4 Cayley-Hamilton代数

本节介绍 Procesi在 [31]中引入的 Cayley-Hamilton代数的概念、基本例子与 Procesi发展的一些经典性
质. 初次阅读本笔记可略过. 本节的内容我们将承认一些深刻或繁琐的 PI代数工具 (例如交换环上矩阵代数的
中心多项式的存在性, 我们之前引入的 Formanek 中心多项式 Fn(x, y1, ..., yn) 只证明了是域上 n 阶矩阵代数

的中心多项式),包括应用经典的 Artin-Procesi定理来证明 [命题3.154]. 在之后会给出仿射 Cayley-Hamilton
代数是模有限代数的完整证明 (见 [推论3.167]). 这份笔记仅涉及 Cayley-Hamilton代数的内容会承认一些结
论,其余主要结论及其所需工具均带有完整的证明. 在模有限代数部分我们也会介绍 Cayley-Hamilton代数的
判别式理想零点集的性质及其与不可约表示间的联系 (见 [定理3.196]和 [定理3.203]).
在 PI环论中一个基本问题是: 给定含幺环 R, 当 R 满足什么条件时, 能够保证存在交换环 C 以及正整数

n使得 R 可嵌入矩阵代数 Mn(C)? 我们已经指出当 R 是素 PI环 ([注记2.122])或更一般地, 半素 PI环 ([推
论2.120]) 时, R 能够嵌入某个交换环上的矩阵代数. 能够嵌入某个 Mn(C) 的环 R 自然满足交换环上 n 阶矩

阵代数所满足的多项式恒等式,例如标准等式 s2n. 但这仅是必要条件. 一般地,人们还没有对一般的环找到合
适的充要条件 (但利用范畴层面能够给一个基本的等价条件,见 [32]中的“泛 n维表示”). Procesi意识到当
考虑的环 R带有额外的迹映射结构,即对“带迹代数”,他能够在特征零场景给出 R能够 (保迹地)嵌入某个
交换环上 n 阶矩阵代数的充要条件——所有元素满足给定迹映射对应的“形式特征多项式”. 这就是下面的
Cayley-Hamilton代数的概念,它是一类广阔的 PI代数类,包含所有的交换代数与有限维代数.

Definition 3.115 (Cayley-Hamilton代数, [31]). 设 n是正整数,域 k满足 chark /∈ [1, n]. 对每个正整数 1 ≤
k ≤ n,记 σk 是 k[x1, ..., xn]中第 k个初等对称多项式, sk = xk1 + · · ·+ xkn是第 k个幂和. 根据 [引理3.103(4)],
对每个正整数 1 ≤ k ≤ n,存在唯一的 k元多项式 pk ∈ Z[(k!)−1][x1, ..., xk]使 σk = pk(s1, ..., sk).现再设 A是域

k上代数并有中心子代数 C, tr : A→ C 是迹映射 (见 [注记3.91]). 对 a ∈ A,称

χn,a(x) = xn − c1(a)x
n−1 + · · ·+ (−1)n−1cn−1(a)x+ (−1)ncn(a) ∈ C[x],

其中 ck(a) = pk(tr(a), tr(a2), ..., tr(ak)), 1 ≤ k ≤ n, 为 a 的 (形式)n-特征多项式或 n 次特征多项式. 如果
(A,C, tr)满足对任何 a ∈ A有 χn,a(a) = 0并且 tr(1) = n,那么称三元组 (A,C, tr)是 n-Cayley-Hamilton代
数或 n次 Cayley-Hamilton代数. 易见 Cayley-Hamilton代数 (A,C, tr)总满足 A ⊇ C 是整扩张.

Remark 3.116. 前面提到, Procesi 引入 Cayley-Hamilton 代数的主要动机是含幺环关于交换环上矩阵代数的
嵌入问题. Procesi 在 [31, Theorem 2.6] 中证明了对任何特征为零的域 k 上的 n 次 Cayley-Hamilton 代数
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(A,C, tr),存在 k-交换代数Bn(A)以及 k-代数嵌入 iA : A→ Mn(Bn(A))使得 iA(C) ⊆ Bn(A)且下图交换:

A Mn(Bn(A))

C Bn(A)

tr

iA

τ

iA|C

其中 τ : Mn(Bn(A)) → Bn(A)是矩阵代数上的经典迹. 因此特征为零的域上的 n次 Cayley-Hamilton代数都
可以保迹地嵌入某个交换代数上 n阶矩阵代数. 故特征为零的域上的 n次 Cayley-Hamilton代数是 PI环. 并
且由矩阵代数Mn(Bn(A))的最小次数是 2n立即得到 n次 Cayley-Hamilton代数的最小次数不超过 2n. 结合
[注记3.12]便知当 k是特征为零的代数闭域时, k上任何 n次 Cayley-Hamilton代数的不可约表示的 k-线性维
数不超过 n. 有可能出现不可约表示维数都不超过 n− 1的情况,见 [例3.191].

Remark 3.117. 设 n是正整数且域 k满足 chark /∈ [1, n], (A,C, tr)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 由于 tr(1) =
n 6= 0且 tr是 C-线性的,所以 tr(A) = C. 并注意到 c1(a) = tr(a), ∀a ∈ A.

Remark 3.118. 设 n是正整数且域 k满足 chark /∈ [1, n], (A,C, tr)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 那么对任何
A的包含 C 的 k-子代数 B, (B,C, tr|B)也是 n次 Cayley-Hamilton代数.

Example 3.119. 设域 k 满足 chark /∈ [1, n], C 是交换 k-代数并设 tr : Mn(C) → C 是矩阵求迹映射. 根据
[例3.106],我们看到矩阵代数带上经典迹映射得到的三元组 (Mn(C), C, tr)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 特
别地,对任何交换 k-代数 C,取 tr = idC ,那么 (C,C, tr)可视作次数为 1的 Cayley-Hamilton代数. 事实上,如
果 (A,C, tr)是 1次 Cayley-Hamilton代数,那么根据定义便知 a = tr(a), ∀a ∈ A,进而 A = C 且 tr = idC .

Remark 3.120. 设域 k满足 chark /∈ [1, n], k-代数 A有中心子代数 C 满足 A是有限生成自由 C-模 (记 n是

自由模 CA 的秩), 那么有 C-代数同构 EndCA ∼= Mn(C). 记 tr : Mn(C) → C 是矩阵代数上的经典迹, 并设
ℓ : A→ EndCA, a 7→ ℓa是由 A中元素的左乘变换 (其中 ℓa表示 a在 A上的左乘变换)诱导的 C-代数嵌入. 利
用自同态代数与矩阵代数的代数嵌入可将矩阵代数上的迹 tr视作 EndCA到 C 的迹映射 (依然记作 tr,它将每
个 CA的自同态映至该同态在给定基下表示矩阵的迹). 考虑下述映射列的合成

A EndCA C,
ℓ tr

将上述合成映射记作 trreg,称为 A的正则迹. 依 [注记3.118], (A,C, trreg)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 特别
地,这时 k上的有限维代数都可以通过正则迹赋予 Cayley-Hamilton代数结构.

Example 3.121. 设域 k上代数 A有中心子代数 C 满足 A是有限生成 C-模, C 是整闭整区且 CA无挠. 那么对
n = dimCS

AS , 其中 S = C − {0}, 当 chark /∈ [1, n]时, 可自然赋予 (A,C)上 n次 Cayley-Hamilton代数结
构. 具体地,记 τ : AS → CS 是 AS 作为 CS 上有限维代数的正则迹, j : A → AS 是局部化映射. 因为 A是无挠

C-模,所以 j是 k-代数嵌入. 命 tr : A → C, a 7→ τ(j(a)), [引理3.110]和 C 的整闭性保证了 tr是定义合理的迹
映射. 现在通过 (AS , CS , τ)是 n次 Cayley-Hamilton代数得到 (A,C, tr)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 例如
当 A是 k上仿射模有限代数时,利用 Artin-Tate引理和Noether正规化引理便知 A存在中心子代数 C 是整闭

整区满足 CA是有限生成模. 如果进一步 A是素环,那么 CA作为无挠模便满足假设.
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Example 3.122 ([30]). 设 n是正整数, 域 k满足 chark /∈ [1, n], R 是 k上满足 T (R) = R 且 PI次数是 n的

素 PI代数并设其中心为 Z, trred : R → Z 是 [命题3.111]中定义的约化迹. 则 [命题3.111]表明 (R,Z, trred)是
n次 Cayley-Hamilton代数. 特别地,如果 A是域 k上 n2 维中心单代数 (由 [例3.108], k作为正规整区自然有
T (A) = A),则 (A,k, trred)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 我们将在 [定理3.159]中学习更一般的构造.

Example 3.123. 设 n是正整数,域 k满足 chark /∈ [1, n], (A,C, tr)是 k上 n次 Cayley-Hamilton代数. 设 C 的

真理想 a满足 aA也是A的真理想. 那么 tr诱导迹映射 tra : A/aA→ C/a, a+aA 7→ tr(a)+a. 记 π : A→ A/aA

是标准投射. 对每个 a ∈ A, 用 π 作用形式特征多项式等式 χa,n(a) = 0可得 (A/aA,C/a, tra)也是 k上 n次

Cayley-Hamilton代数.

我们指出当 n次 Cayley-Hamilton代数的定义去掉 tr(1) = n的要求时,如果中心子代数是整区,则有

Proposition 3.124. 设 n是正整数, chark = 0, A是 k上代数,有中心子代数 C 为整区并且迹映射 tr : A → C

满足 χn,1(1) = 0,那么 tr(1)是正整数且 tr(1) ∈ [1, n].

Proof. 由 χn,1(1) = 0立即得到 tr(1)是 C 中可逆元. 假设 tr(1) /∈ {1, 2, ..., n},这时

0 = χn,1(1) = 1− tr(1) + tr(1)(tr(1)− 1)

2!
+ · · ·+ (−1)n

tr(1)(tr(1)− 1) · · · (tr(1)− n+ 1)

n!
,

对上式约去 tr(1)− 1并乘上 2得到

0 = −2 + tr(1)− tr(1)(tr(1)− 2)

3
+ · · ·+ (−1)n

tr(1)(tr(1)− 2) · · · (tr(1)− n+ 1)

n(n− 1) · · · 3
,

再对上式约去 tr(1)− 2并乘上 3可得

0 = 3− tr(1) + tr(1)(tr(1)− 3)

4
+ · · ·+ (−1)n

tr(1)(tr(1)− 2) · · · (tr(1)− n+ 1)

n(n− 1) · · · 4
,

依此类推,我们得到
0 = (−1)n−1(tr(1)− (n− 1)) + (−1)n

tr(1)(tr(1)− (n− 1))

n
.

现在对上式约去 tr(1)− n+ 1并乘上 n得到 tr(1) = n,矛盾.

[注记3.116]中提到 Procesi证明了特征为零的域上的 Cayley-Hamilton代数总可保迹地嵌入某个交换代
数上的矩阵代数,这一观察使得我们能够对 Cayley-Hamilton代数中的幂零元说更多.

Proposition 3.125 ([32]). 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上 n次 Cayley-Hamilton代数. 那么对 A中任

何幂零元 a,有 tr(a)也是幂零元. 故如果 C 是整区,那么 tr在 A的幂零元上取值为零.

Proof. 因为 A可保迹嵌入某个交换代数上的矩阵代数,所以要证明该命题只需说明对 A是交换环 C 上的矩阵

代数, tr : Mn(C) → C 是经典迹的情形证明结论即可. 设X 是 C 上 n阶幂零矩阵,只需证明 tr(X)含于 C 中每

个素理想即可. 任取 C 的素理想 P ,将X 对应到 C/P 上 n阶矩阵,记作X . 那么X 作为整区 C/P 上幂零矩阵

自然迹是零. 这说明 tr(X) ∈ P, ∀P ∈ SpecC.

Remark 3.126. 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上 n次 Cayley-Hamilton代数. 那么对 A中幂零元 a,自
然有每个 aj(j ≥ 1) 是幂零元, 这说明 tr(aj) 是 C 中幂零元. 注意到形式特征多项式 χn,a 的系数中 cj(a) ∈
(tr(a), ..., tr(aj)),为幂零理想中的元素,因此 χn,a除了最高次项外其余项的系数都是 C 中幂零元.
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Remark 3.127. 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上 n次 Cayley-Hamilton代数,如果对 a ∈ A的形式特征

多项式 χn,a(x) = xn − c1(a)x
n−1 + · · · + (−1)n−1cn−1(a)x+ (−1)ncn(a),满足对每个 1 ≤ j ≤ n有 cj(a)是 C

中幂零元,那么每个 cj(a)a
n−j 是 A中幂零元. 现在考察 A的 k-交换子代数 C[a],我们得到 an ∈ C[a]是 C[a]

中有限个幂零元的和,因此 an是 C[a]中幂零元. 从而 a也是 A中幂零元.

因为关于 Cayley-Hamilton代数的部分结果会使用 [注记3.116], 因此即便之后许多结论在某些正特征场
景成立,我们依然仅讨论特征零的情形. 现在我们将 [注记3.126], [注记3.127]得到的观察记录为

Proposition 3.128. 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上 n次 Cayley-Hamilton代数, a ∈ A的形式特征多

项式为 χn,a(x) = xn− c1(a)x
n−1 + · · ·+ (−1)n−1cn−1(a)x+ (−1)ncn(a). 那么 a是幂零元的充要条件是对每个

1 ≤ j ≤ n有 cj(a)是 C 中幂零元. 如果 c1(a)是 C 中幂零元, a未必是 A中幂零元 (例如考虑域上迹为零的可
逆阵). 如果 a是 A中幂零元,未必有 c1(a) = 0(例如取 A = C, tr = idC , n = 1).

根据 Cayley-Hamilton代数的定义 (结合 [引理3.103])不难得到 [推论2.54]的相应结论:

Proposition 3.129 ([32]). 设 k 是特征为零的域, (A,C, tr) 是 k 上 Cayley-Hamilton 代数. 如果 a ∈ A 满足

tr(ak) = 0, k = 1, 2, ..., n,那么 an = 0. 特别地, A有诣零理想 {a ∈ A|tr(aA) = 0}.

Remark 3.130. 根据 [命题3.125]和 [命题3.129]可知: 如果 (A,C, tr)是单边 Artin的 Cayley-Hamilton代数
并且 C 是整区,那么 {a ∈ A|tr(aA) = 0} = JacA. 我们将在 [推论3.167]中证明域上的仿射 Cayley-Hamilton
代数总是在给定中心子代数上模有限的. 特别地,由此可以知道如果 (A,C, tr)是域 k上仿射 Cayley-Hamilton
代数并且 tr(A) ⊆ k, 那么 A 是有限维 k-代数且 {a ∈ A|tr(aA) = 0} = JacA. 特别地, 对域 k 上有限维半单

Cayley-Hamilton代数 (A,k, tr),迹映射诱导的对称双线性型 〈−,−〉tr : A×A→ k是非退化的.

[注记3.116]也让我们能够直接得到 Cayley-Hamilton代数关于系数环改变的性质.

Proposition 3.131 (改变系数环, [32]). 设 n 是正整数, 域 k 满足 chark = 0, (A,C, tr) 是 k 上 n 次 Cayley-
Hamilton代数. 那么对任何 k-交换代数 C ′,将 C ⊗k C

′ 视作 A ⊗k C
′ 的中心子代数,并定义 τ = tr ⊗ idC . 那

么 (A⊗k C
′, C ⊗k C

′, τ)是 n次 Cayley-Hamilton代数.

Proof. 根据 τ 的定义,对任何正整数 k和 a ∈ A, c′ ∈ C ′,有 τ(a⊗ c′) = tr(a)⊗ c′. τ(1⊗ 1) = n(1⊗ 1). 因此我
们只需再证明 A⊗k C

′中任何元素满足关于迹映射 τ 的形式特征多项式即可. 根据 [注记3.116],存在交换代数
Bn(A)和保迹代数嵌入 iA : A→ Mn(Bn(A)),进而得到下述交换图:

A⊗k C
′ Mn(Bn(A))⊗k C

′

C ⊗k C
′ Bn(A)⊗k C

′

τ

iA⊗idC′

iA|⊗idC′

因为张量积代数的系数环是域,因此通过取定Mn(Bn(A))和 C ′的基易知典范代数同态

j : Mn(Bn(A))⊗k C
′ → Mn(Bn(A)⊗k C

′), (bij)n×n ⊗ c′ 7→ (bij ⊗ c′)n×n
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是嵌入. 于是我们得到下述交换图,该图水平方向的代数同态均为保迹嵌入:

A⊗k C
′ Mn(Bn(A))⊗k C

′ Mn(Bn(A)⊗k C
′)

C ⊗k C
′ Bn(A)⊗k C

′ Bn(A)⊗k C
′

τ

iA⊗idC′ j

iA|⊗idC′ j|

因此带迹的代数 (A ⊗k C
′, C ⊗k C

′, τ) 可以通过 j(iA ⊗ idC′) 保迹嵌入 Mn(Bn(A) ⊗k C
′). 于是由矩阵代数

Mn(Bn(A)⊗k C
′)关于其上经典迹构成 n次 Cayley-Hamilton代数得到结论.

结合 [例3.123]和 [注记3.130],我们可以看到下述引理,它将用于证明 [定理3.196].

Lemma 3.132. 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上仿射 Cayley-Hamilton代数. 任给 C 的极大理想 m,定
义 trm : A/mA→ C/m, a+mA 7→ tr(a) +m,那么 (A/mA,C/m, trm)是 C/m上有限维 n次 Cayley-Hamilton
代数并且 trm可诱导映射 trm : (A/mA)/Jac(A/mA) → C/m, a+ Jac(A/mA) 7→ tr(a) +m.

Proposition 3.133 ([32]). 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上 n次 Cayley-Hamilton代数. 那么对任给正
整数 r, (A,C, rtr)是 rn次 Cayley-Hamilton代数.

Proof. 由条件, rtr(1) = rn,我们需要验证 A关于 rtr : A→ C 满足 rn次形式特征多项式. 根据 [注记3.116]中
Procesi得到的保迹嵌入定理,对条件的 n次 Cayley-Hamilton代数 A,存在 k-交换代数Bn(A)以及 k-代数嵌
入 iA : A→ Mn(Bn(A))使得下图交换:

A Mn(Bn(A))

C Bn(A)

tr

iA

τ

iA|C

利用保迹嵌入 iA : A→ Mn(Bn(A)),我们得到 (A,C, rtr)到Mrn(Bn(A))的保迹嵌入

irA : A→ Mrn(Bn(A)), a 7→


iA(a) 0 · · · 0

0 iA(a) · · · 0
...

...
...

0 0 · · · iA(a)


由此可知对每个 a ∈ A, irA(a)作为交换代数 Bn(A)上 rn阶矩阵满足 rn次 Cayley-Hamilton代数等式. 结合
irA是保迹嵌入便知 (A,C, rtr)中每个元素满足关于 rtr的形式特征多项式.

Remark 3.134. 该命题表明对 n次 Cayley-Hamilton代数 A,可能存在正整数 ℓ < n使得 A能够嵌入某个交换

环 Z 上 ℓ阶矩阵代数Mℓ(Z).

Example 3.135. 设 k 是特征为零的域, 那么对任何正整数 n, 都存在迹 tr : C → C 使得 (C,C, tr) 成为 n 次

Cayley-Hamilton代数. 事实上只需取 tr(c) = nc, ∀c ∈ C.

Example 3.136. 设 k是特征为零的域, n,m是正整数. 如果矩阵代数 Mn(k)能够 k-代数嵌入 Mm(k),那么 n

整除m. 结合 [命题3.133]的证明过程知Mn(k)可嵌入Mm(k)当且仅当 n整除m.
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Proof. 假设存在代数嵌入 φ : Mn(k) → Mm(k),如果记 τm, τn 是分别是Mm(k),Mn(k)上经典迹映射,那么有
迹映射 τmφ. 结合 φ(In) = Im 可知 τmφ = (m/n)τn. 注意到 φ(E11)是幂等矩阵,所以 τm(φ(E11)) ∈ N(将其在
k的代数闭包上对角化),由此得到m/n ∈ N,总之我们得到 n整除m.

在 [例3.106]我们看到矩阵幂次的迹与该矩阵特征多项式系数间的关系,尤其是特征多项式的常数项与行
列式的关系. 因此在 Cayley-Hamilton代数场景可以利用形式特征多项式的常数项来引入“行列式”的概念.

Definition 3.137. 设域 k满足 chark /∈ [1, n], (A,C, tr)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 对每个 a ∈ A的形式特

征多项式 χn,a(x) = xn − c1(a)x
n−1 + · · ·+ (−1)n−1cn−1(a)x+ (−1)ncn(a) ∈ C[x],称 cn(a)是 a的范数.

Remark 3.138. 我们记 a ∈ A 的范数为 N(a), 考虑 [注记3.116] 中的保迹嵌入 iA : A → Mn(Bn(A)), 那
么 χn,iA(a) 就是矩阵 iA(a) 的特征多项式. 因此 iA(N(a)) = det(iA(a)). 由此立即得到对任何 a, b ∈ A 有

N(ab) = N(a)N(b). 再结合 χn,a(a) = 0便知 a是 A中可逆元当且仅当 N(a)在 C 中可逆.

在 [注记2.122]中我们看到 PI次数是m的素 PI环所能够嵌入的交换环上矩阵代数的阶数至少为m,因此
[注记3.116]表明 n次 Cayley-Hamilton代数如果是素环,那么其 PI次数不超过 n. 将此观察记录为

Proposition 3.139. 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上 n次素 Cayley-Hamilton代数,则 PI-degA ≤ n.

Remark 3.140. 根据 [例3.122],当 tr是素 PI环 A的约化迹且 T (A) = A时结论的不等式取到等号.

Remark 3.141. 在模有限自由场景,如果含幺环 R在中心子环 C 上是秩为 n的自由模,那么 R关于正则迹构

成 n次 Cayley-Hamilton代数,这时可能存在正整数 ℓ < n使得 R带上某个 R到 C 的迹后具有 ℓ次 Cayley-
Hamilton代数结构. 例如取 C = k是域,那么 R = Mn(k)关于正则迹构成 n2 次 Cayley-Hamilton代数,但关
于经典迹构成 n次 Cayley-Hamilton代数.

如果 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的 n次有限维半单 Cayley-Hamilton代数,那么 A中任何元素

都满足 k上的首一多项式,于是知若设 A ∼=
s∏
i=1

Mni
(k),那么

s∑
i=1

ni ≤ n(考察 s元矩阵组的最小多项式). 而

dimkA =
s∑
i=1

n2
i ≤

(
s∑
i=1

ni

)2

≤ n2.

等号成立当且仅当 s = 1且 n = n1. 于是我们证明了下述结果.

Proposition 3.142 ([32]). 设 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的 n次有限维半单 Cayley-Hamilton代数,
那么 dimkA ≤ n2,等号成立当且仅当 A ∼= Mn(k).

对迹映射取值在域中的有限维单 Cayley-Hamilton代数,使用 [例3.136]中的技术我们能够说更多.

Proposition 3.143 ([32]). 设 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的 n次有限维单 Cayley-Hamilton代数,那
么若设 A ∼= Mt(k),那么 t整除 n.

Proof. 设有 k-代数同构 φ : Mt(k) → A,那么 τ = trφ是Mt(k)上迹映射,于是由 τ(It) = n得到 τ = (n/t)trt,
这里 trt表示Mt(k)上的经典迹. 现在 τ(E11) = n/t,因此可直接计算出其形式特征多项式的常数项是

(−1)2n+1 1

n!
· n
t

(
1− n

t

)(
2− n

t

)
· · ·
(
n− 1− n

t

)
.
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如果 t = 1,结论直接成立. 下设 t ≥ 2,这时 E11 在 k上的最小多项式为 x(x − 1),所以上述形式特征多项式的
常数项为零,进而存在正整数 1 ≤ ℓ ≤ n− 1使得 n = ℓt,得证.

下面的 [例3.144]可视作 [命题3.143]在半单场景的推广,它原先由 Procesi使用矩阵不变量理论证明. 这
里我们利用 [例3.136]中的技术给出一个初等证明.

Example 3.144. 设 k是特征为零的域, (A,k, tr)是 k上有限维 Cayley-Hamilton代数,并设 {V1, ..., Vs}是A的

一个不可约表示的代表元集. 那么对每个正整数 1 ≤ i ≤ s, Vi诱导 (正则)迹映射 trVi
: A→ k:

trVi
: A EndkVi k

ℓi tri

其中 ℓi 是 A在 Vi 上的左乘变换诱导的 k-代数同态, tri 是将 EndkVi 视作矩阵代数后的经典迹. 现在设 k是代

数闭域并记 ni = dimkVi. 根据Wedderburn-Artin理论,我们有 k-代数同构

A/Jac(A) →
s∏

k=1

EndkVi, a+ Jac(A) 7→ (ℓ1(a), ℓ2(a), ..., ℓs(a)).

Procesi在 [32, Proposition 3.4(3)]中利用矩阵不变量理论的工具证明了当 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k

上的有限维 Cayley-Hamilton代数时 (固定前面的记号),存在正整数 k1, ..., ks使得 tr =
s∑
i=1

kitrVi
.

下面我们给出该观察一个初等的证明,并且说明上述正整数序列 k1, ..., ks 是唯一的. 只需证明: 设 k是特

征为零的域 (这里不用假设 k是代数闭域), n, n1, ..., ss是正整数, A = Mn1
(k)⊕Mn2

(k)⊕ · · ·⊕Mns
(k)(由 [注

记3.130],可不妨设 A是半单代数),并设迹映射 tr : A → k满足 (A,k, tr)是 n次 Cayley-Hamilton代数,那么
存在唯一的正整数 k1, ..., ks 使得 tr =

s∑
j=1

kjtrj ,这里 trj 表示矩阵代数Mnj
(k)上的经典迹 (取值在 k中)所诱

导的 A上标准迹映射,即在 A的第 j 直和项取值为 trj ,其余分量取值为零的 k-线性函数.

Proof. 我们先证明存在 α1, ..., αs ∈ k使得 tr =
s∑
j=1

αjtrj ,并说明满足该性质的 α1, ..., αs 是唯一的,最后证明每

个 αj 是正整数,因此取 kj = αj 便得结论.
对每个正整数 1 ≤ j ≤ s,记 ij : Mnj

(k) → A是标准嵌入 (当 s ≥ 2时并不保持幺元),那么 trij : Mnj
(k) →

k是Mnj
(k)上迹映射,所以存在 αj ∈ k使得 trij = αjtrj . 由此立即得到 tr =

s∑
j=1

αjtrj .

固定 1 ≤ j ≤ s,现在对等号两边作用第 j分量为基础矩阵 E11 ∈ Mnj
(k),其余分量为零矩阵的矩阵组所对

应的 A中元素便知 αj 由 tr与 trj 唯一决定. 下面我们需要证明每个 αj 是正整数,我们使用 [命题3.143]中的
技术. 以下固定正整数 1 ≤ j ≤ s,根据前面的讨论, αjtrj : Mnj

(k) → k是迹映射,并且Mnj
(k)关于 αjtrj 满足

n次 Cayley-Hamilton等式. 考察Mnj
(k)中基础矩阵 E11 所满足的形式特征多项式,因为 (αjtrj)(E11) = αj ,

所以形式特征多项式的常数项为

(−1)2n+1 1

n!
αj(1− αj)(2− αj) · · · (n− 1− αj).

因为 E11的最小多项式为 x(x− 1),所以上述常数项为零,于是知 αj 是不超过 n− 1的自然数. 最后我们需要说
明 αj ≥ 1,这由 tr的非退化性 (回忆 [注记3.130])立即得到.

Remark 3.145. 特别地, 如果特征为零的代数闭域上有限维半单代数 A上有 n次 Cayley-Hamilton代数结构
(A,k, tr), 并设 A ∼= Mn1

(k) ⊕ Mn2
(k) ⊕ · · · ⊕ Mns

(k), 那么存在正整数 k1, ..., ks 使得 n =
s∑
j=1

kjnj . 特别地,
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对特征为零的代数闭域 k上有限维代数 A, 并固定正整数 n, 至多存在有限多个 k-线性函数 tr : A → k使得

(A,k, tr) 成为 n 次 Cayley-Hamilton 代数. 反之, 考虑特征为零的域 k 上的有限维半单代数 B = Mn1
(k) ⊕

Mn2
(k)⊕ · · · ⊕Mns

(k),任给正整数 k1, k2, ..., ks,命 n = k1n1 + · · ·+ ksns,那么

j : B → Mn(k)

(X1, ..., Xs) 7→



X1 · · · 0 0 0 · · · 0

0
. . . 0 0 0 · · · 0

0 · · · X1 · · · 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . 0 Xs · · ·

...
... . . . . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · 0 0 0 Xs


是 k-代数嵌入,其中 j(X1, ..., Xs)是分块对角阵,对每个正整数 1 ≤ j ≤ s,分块对角线上有 kj 个 Xj . 命

tr : B → k, (X1, ..., Xs) 7→
s∑
j=1

kjtr(Xj),

那么 (B,k, tr)明显是 n次 Cayley-Hamilton代数. 可以类似 [命题3.133]对交换代数上矩阵得到类似结论.

Corollary 3.146. 设 k是特征为零的域, (A,k, tr)是 k上 n次有限维 Cayley-Hamilton代数,那么 A的不可约

表示等价类数目 (也是 A的极大理想数目)不超过 n.

Proof. 设 {V1, ..., Vs}是 A的一个不可约表示的代表元集,并设 dimkVj = nj . 那么 [例3.144]表明存在正整数
k1, ..., ks使得 n =

s∑
j=1

kjnj . 特别地,由每个 kjnj 是正整数迫使 s ≤ n.

Remark 3.147. 一般地,不可约表示等价类的数目 s不会整除Cayley-Hamilton代数的次数,例如A = M3(k)⊕
M2(k)上有自然 5次 Cayley-Hamilton代数结构,而不可约表示等价类数目为 2.

Example 3.148. 设 k是特征为零的域, A = M2(k)⊕M2(k),那么对任何奇数 n,不存在迹映射 tr : A→ k使得

(A,k, tr)成为 n次 Cayley-Hamilton代数.

Example 3.149. 设 k是特征为零的域, A = M2(k)⊕M3(k),那么如果迹映射 tr : A→ k满足 (A,k, tr)是 n次

Cayley-Hamilton代数,必有 n ≥ 5. 并且该下界是可以达到的.

Example 3.150. 设 k 是特征为零的域, A = Mn1
(k) ⊕ Mn2

(k) ⊕ · · · ⊕ Mns
(k) 并有迹映射 tr : A → k 使得

(A,k, tr)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 根据 [命题3.142]的证明过程或 [例3.144]知
s∑
i=1

ni ≤ n. 一般

s∑
i=1

ni 6
∣∣∣n.

例如取 n1 = 2, n2 = 3, n = 7即可 ([注记3.145]保证了该选取的存在性).
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在进一步介绍 [例3.144]的应用前,我们再记录有限维 Cayley-Hamilton代数幂等元的迹的特性.

Proposition 3.151. 设 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的有限维 n次 Cayley-Hamilton代数, a是 A中幂

等元,那么 tr(a) ∈ N并且 tr(a) ≤ n.

Proof. 这里依然使用 [例3.136] 的技术. 不妨设 a 6= 0, 1. 那么 a 在 k 上的最小多项式为 x(x − 1). 首先由
tr(a) = tr(aj), ∀j ≥ 1,可知 a的形式特征多项式的常数项为

(−1)2n+1 1

n!
tr(a)(1− tr(a))(2− tr(a)) · · · (n− 1− tr(a)),

由此可知存在 0 ≤ ℓ ≤ n− 1使得 tr(a) = ℓ.

Corollary 3.152. 设 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的有限维 n次 Cayley-Hamilton代数,那么 A存在

在同构意义下唯一的 n维完全可约表示W 使得

A EndkW

k k

tr

ρW

trW
ρW |

交换. 并且满足该条件的左 A-模W 的不可约模直和因子遍历 A的不可约表示等价类.

Proof. 沿用 [例3.144]中的记号,设 {V1, ..., Vs}是 A的一个不可约表示的代表元集. 那么对每个正整数 1 ≤ i ≤
s, Vi诱导迹映射记作 trVi

. 那么 [例3.144]表明存在唯一的正整数序列 k1, ..., ks使得 tr =
s∑
i=1

kitrVi
. 这时

A/Jac(A) ∼= Mn1
(k)⊕Mn2

(k)⊕ · · · ⊕Mns
(k),

因此对每个 1 ≤ j ≤ s, knj 可自然视作与 Vj 同构的不可约表示. 现在考虑 A的 n维完全可约表示

W =
s⊕
j=1

kjk
nj ,

那么W 的不可约模直和因子遍历 A的不可约表示等价类并且不难看出 trWρW = (ρW |)tr. 由此证明满足条件
的 n维完全可约表示的存在性. 我们指出W 在同构意义下的唯一性是明显的: 如果设有自然数m1, ...,ms使得

A有 n维完全可约表示W ′ = m1k
n1 ⊕m2k

n2 ⊕ · · · ⊕msk
ns ,那么 trW ′ρW ′ 可赋予 A上 n次 Cayley-Hamilton

代数结构,并且满足 trW ′ρW ′ =
s∑
j=1

mjtrVj
. 如果这时 (W ′, trW ′)满足

A EndkW ′

k k

tr

ρW ′

trW ′

ρW ′ |

交换,那么
s∑
i=1

kitrVi
= tr =

s∑
j=1

mjtrVj
,于是由 [例3.144]中证明的序列 k1, ..., ks的唯一性完成证明.
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Remark 3.153. 事实上,在推论的条件下 (注意这里要求 chark = 0!),如果 A存在有限维表示W 满足

A EndkW

k k

tr

ρW

trW
ρW |

交换, 那么 dimkW = n. 只需注意到 dimkW = trW (idW ) = ρW (tr(1A)) = n. 因此, 特征零的域上的 n 次

Cayley-Hamilton 代数的保迹有限维表示一定是 n 维的, 并且总存在完全可约的 n 维保迹表示, [推论3.152]
表明这样的保迹表示在等价意义下唯一. 由此知 n维保迹完全可约表示是 n次 Cayley-Hamilton代数的不变
量. 如果该保迹完全可约表示是不可约表示, 那么 A/Jac(A) ∼= Mn(k). 我们马上在 [命题3.154] 中说明这时
Jac(A) = 0来说明这时 A ∼= Mn(k). 因此 A只要存在 n维不可约表示, A ∼= Mn(k).

下面我们承认一些 (验证较繁琐的)工具后证明 [命题3.154]. 我们需要比 Formanek中心多项式更强的中
心多项式. 由于我们以下只需要该中心多项式的存在性,我们并不显式写出该多项式的表达式,具体可参见 [2,
p.496, Corollary 5.11]或 [33, p.24, Proposition 1.4.10]: 对任何正整数 n,存在整系数多重线性多项式 gn 使得

对任何含幺交换环 K, gn 是Mn(K)的中心多项式并且该 gn 可选取得满足是所有秩为 n2 的 Azumaya代数的
中心多项式 (见 [33, p.70, Theorem 1.8.48]). 那么根据 [注记2.91], gn为任何 PI次数是 n的中心单代数的中心

多项式并且对任何 PI次数严格小于 n的中心单代数 R, gn是 R的多项式等式. 经典的 Artin-Procesi定理说固
定正整数 n,含幺环 R是秩为 n2 的 Azumaya代数当且仅当 R满足所有Mn(Z)的多项式等式但 R的任何非

零同态像不满足Mn−1(Z)所满足的那些Mn(Z)不满足的多项式等式 (见 [28, Theorem 3.2]). 下面应用 gn 是

所有秩为 n2的 Azumaya代数的中心多项式以及经典的 Artin-Procesi定理证明

Proposition 3.154 ([32]). 设 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的 n次有限维 Cayley-Hamilton代数. 如果
A/Jac(A) ∼= Mn(k),那么 Jac(A) = 0.

Proof. 根据 [注记3.116], A可嵌入某个交换代数Bn(A)上的 n阶矩阵代数. 所以 A作为 PI环的最小次数不超
过 2n并且 A满足Mn(Z)满足的所有多项式等式. 下面证明 A的任何非零同态像不满足任何Mn−1(Z)满足的
次数最低的多项式等式. 进而可应用前面提到的经典的 Artin-Procesi定理来得到 A是秩为 n2的 Azumaya代
数. 只需注意到 A/Jac(A) ∼= Mn(k)蕴含 Jac(A)是 A的极大理想,所以 Jac(A)是 A唯一的极大理想. 于是由
A/Jac(A)是 A任何非零同态像的同态像可知 A的任何非零同态像不满足任何Mn−1(Z)满足的次数最低的多
项式等式. 于是知 A是秩为 n2的 Azumaya代数. 设 iA : A→ Mn(Bn(A))是使得下图交换保迹嵌入:

A Mn(Bn(A))

k Bn(A)

tr

iA

τ

iA|C

下面我们说明 A的任何中心元 z满足 iA(z)在Mn(Bn(A))的中心内. 一旦证明该断言,设 iA(z)是对角线上元

素均为 b ∈ Bn(A)的纯量矩阵. 由 tr(z) ∈ k知 nb = τ(iA(z)) ∈ k,进而 b ∈ k. 即存在 α ∈ k使得 iA(z) = α.
因为 iA 是嵌入, 所以 z 6= 0 时 α 6= 0, 这一观察表明 A 的中心的任何非零元是中心内可逆元. 于是知 A 是

中心为域的 Azumaya 代数. 所以 A 是中心单代数. 特别地, Jac(A) = 0. 结合前面的讨论, 要完成命题证明
我们还需要说明 A 的任何中心元 z 满足 iA(z) 在 Mn(Bn(A)) 中. 因为 A 是秩为 n2 的 Azumaya 代数, 所以
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gn 是 A 的中心多项式. 注意到这时 gn 满足 [引理3.71] 的条件 (由 [注记2.50] 可知 A 的非零同态像满足的

多项式等式都将是 Mn(Z)的多项式等式),设 gn = gn(x1, ..., xℓ),那么存在 a11, ..., a1ℓ, ..., as1, ..., asℓ ∈ A使得

1 = gn(a11, ..., a1ℓ) + gn(a21, ..., a2ℓ) + · · ·+ gn(as1, ..., asℓ). 结合 gn的多重线性性,我们有

z = gn(za11, ..., a1ℓ) + gn(za21, ..., a2ℓ) + · · ·+ gn(zas1, ..., asℓ).

对上式两边作用 iA并结合 gn是Mn(Bn(A))的中心多项式便得断言.

根据 [推论3.154]的后半部分证明过程,我们也得到了下述观察.

Proposition 3.155. 设 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的 n次有限维 Cayley-Hamilton代数. 如果 A是

秩为 n2的 Azumaya代数,那么 A ∼= Mn(k). 特别地, A是秩为 n2的 Azumaya代数当且仅当 A ∼= Mn(k).

Corollary 3.156 ([32]). 设 (A,k, tr)是特征为零的代数闭域 k上的 n次有限维 Cayley-Hamilton代数. 如果存
在 a1, a2, ..., an2 ∈ A使得 det(tr(aiaj))n2×n2 6= 0,那么 A ∼= Mn(k).

Proof. 由条件, 我们有 n次 Cayley-Hamilton代数 (A/Jac(A),k, tr). 易见 {a1 + Jac(A), a2 + Jac(A), ..., an2 +

Jac(A)}是 k-线性无关的,于是 dimkA/Jac(A) ≥ n2. 所以应用 [命题3.142]得到 A/Jac(A) ∼= Mn(k). 现在我们
应用 [推论3.154]得到 A ∼= Mn(k).

Example 3.157. 设 k是域且 chark 6= 2,那么 A = k⊕ k与 k上二阶上三角矩阵代数 B 作为M2(k)的子代数

(将 A中元素嵌入为对角阵)都有自然的 (取值在 k中的迹给出)2次 Cayley-Hamilton代数结构,这时存在保
迹代数同构 A/Jac(A) ∼= B/Jac(B),但 A与 B 明显不同构. 这时 A和 B 各自均有两个不等价的 1维表示等价

类 (更一般地,在 k是特征为零的代数闭域场景, [推论3.4]中我们看到有限维 n次 Cayley-Hamilton代数的不
可约表示等价类数目不超过 n. 不可约表示等价类数目如果恰好为 1,那么 A/Jac(A)是 k上矩阵代数,并且 [命
题3.143]表明该矩阵代数的阶数整除 n. 如果有限维 n次 Cayley-Hamilton代数 (A,k, tr)的不可约表示等价
类数目如果恰好为 n,那么 A/Jac(A) ∼= k

n,但前面的例子表明无法更近一步复原 A).

通过 [例3.122]可知对域 k上的 PI次数为 n的素 PI代数 A,记其中心为 C,当 T (A) = A且 chark /∈ [1, n]

时,约化迹 trred : A→ C使得 (A,C, trred)为 n次 Cayley-Hamilton代数. 由于人们关注的许多单位根处的量子
代数场景, 通常考虑的量子代数 A是素环, C 虽然在许多重要例子中是整闭整区但往往仅是 A的中心子代数,
因此有必要在 C 是整闭中心子代数的场景定义约化迹,即推广 [命题3.111]中的构造. 下面我们遵循 [32]中的
讨论在特征为零的模有限素代数场景说明总有自然的 Cayley-Hamilton代数结构.
现在固定记号: k是特征为零的域, A是在中心子代数 C 上模有限的素代数. 并记 S = C − {0}是 C 的非

零乘闭子集,根据 [定理2.116], AS 是 CS 上有限维中心单代数,由于 CS 一般不是 AS 的中心 (若记 Z 是 A的

中心,那么 ZS 是 AS 的中心),需要适当推广约化迹的定义. 首先这时存在 ZS 上可除代数 D 和正整数 k 使得

AS ∼= Mk(D). 注意D的中心就是 ZS ,D是 ZS 上有限维可除代数. 于是D作为 ZS 上有限维中心单代数,存在
正整数 h使得 dimZS

D = h2. 记 ZS 的代数闭包是 ZS ,那么有 ZS-代数同构

AS ⊗ZS
ZS ∼= Mk(D)⊗ZS

ZS .
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注意 ZS ⊇ CS 是有限可分扩张 (charCS = 0,可放宽为 ZS ⊇ CS 可分),记 p = [ZS : CS ],那么利用 [命题3.83]
我们得到 ZS-代数同构 AS ⊗CS

ZS ∼= Mhk(ZS)
p,记该同构为 η : AS ⊗CS

ZS → Mhk(ZS)
p. 考虑标准嵌入

j : Mhk(ZS)
p → Mhkp(ZS), (X1, ..., Xp) 7→


X1 0 · · · 0

0 X2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · Xp

 ,

并记 τ : Mhkp(ZS) → ZS 是矩阵代数的经典迹,那么 τ j(X1, ..., Xp)就是矩阵 X1, ..., Xp的迹之和. 定义

tr : A→ ZS , a 7→ τ(jη(a⊗ 1)),

下面我们将说明 tr(A) ⊆ ZS 并且 tr的定义不依赖于 ZS-代数同构 η的选取. 首先我们需要

Lemma 3.158. 设 R是域 k上有限维单代数, n是正整数,并记 B = Rn. 那么对任何 k-代数自同构 φ ∈ AutkB,
存在 σ ∈ Sn 与 θ1, ..., θn ∈ AutkR 使得 σ∗φ(a1, ..., an) = (θ1(a1), ..., θn(an)), ∀a1, ..., an ∈ R. 这里 σ∗ 是由

σ∗(a1, ..., an) = (aσ(1), ..., aσ(n)), ∀a1, ..., an ∈ R定义出的 B 上 k-代数自同构.

Proof. 为叙述方便, 记 ξi 是 B 中第 i 个分量为 1, 其余分量为零的元素并设 d = dimkR. 首先说明对任给正
整数 1 ≤ ℓ ≤ n, 存在唯一的正整数 1 ≤ δ(ℓ) ≤ n 使得 φ(Bξℓ) = Bξδ(ℓ). 由 φ 是映射自然保证 δ(ℓ) 一旦存

在必定唯一. 下证 δ(ℓ) 的存在性, 不妨设 n ≥ 2. 注意到 Jℓ = Bξ1 + · · · + Bξℓ−1 + Bξℓ+1 + · · · + Bξn 是 B

的 (n − 1)d 维理想, 并且 Jℓ(Bξℓ) = 0, 所以由 φ 是代数同构可知 φ(Bξℓ) 也满足存在 (n − 1)d 维理想 Iℓ 使

得 Iℓφ(Bξℓ) = 0. 假设存在 1 ≤ i < j ≤ n 满足 φ(Bξℓ)ξi 6= 0 且 φ(Bξℓ)ξj 6= 0. 那么由 B 是单环立即得到

φ(Bξℓ)ξi = Bξi, φ(Bξℓ)ξj = Bξj . 进而知 B 能够零化 φ(Bξℓ)的理想维数至多 (n− 2)d,矛盾.
根据前面的讨论以及 φ是单射立即得到对任给正整数 1 ≤ ℓ ≤ n, 存在唯一的正整数 1 ≤ δ(ℓ) ≤ n使得

φ(Bξℓ) = Bξδ(ℓ). 记对 1 ≤ ℓ ≤ n, 并且由 φ 是单射, 对 1 ≤ i 6= j ≤ n, 有 δ(i) 6= δ(j). 换言之, δ ∈ Sn. 记
jℓ : R → B 是第 ℓ个分量的标准嵌入, πℓ : B → R是标准投射. 那么我们得到满代数同态 πδ(ℓ)φjℓ : R → R,特
别地,这是代数同构,记作 θℓ : R→ R. 于是对任何 a1, ..., an ∈ R,有

φ(a1, ..., an) = (θδ−1(1)(aδ−1(1)), θδ−1(2)(aδ−1(2)), ..., θδ−1(n)(aδ−1(n)))

现在命 σ = δ ∈ Sn. 那么 σ∗φ(a1, ..., an) = (θ1(a1), ..., θn(an)), ∀a1, ..., an ∈ R.

要说明 tr的定义不依赖于 η的选取,只需说明对任何 ZS-代数同构 ψ : Mhk(ZS)
p → Mhk(ZS)

p有

τ j(X1, ..., Xp) = τ jψ(X1, ..., Xp), ∀X1, ..., Xp ∈ Mhk(ZS).

事实上,根据 [引理3.158]以及 Skolem-Noether定理,存在 σ ∈ Sp和可逆矩阵 U1, ..., Up ∈ Mhk(ZS)使得

σ∗ψ(X1, ..., Xp) = (U−1
1 X1U1, ..., U

−1
p XpUp), ∀X1, ..., Xp ∈ Mhk(ZS).

所以 jψ(X1, ..., Xp)和 j(X1, ..., Xp)具有相同的特征多项式. 特别地, τ j(X1, ..., Xp) = τ jψ(X1, ..., Xp).
至此我们证明了之前定义的 tr : A→ ZS 与代数同构 η的选取无关 (类似 [定理3.87],事实上把 ZS 修改为

任何 ZS 的满足 AS ⊗CS
L ∼= Mhk(L)

p 的域扩张 L都成立). 下面我们需要证明 tr(A) ⊆ ZS ,方法与 [定理3.87]
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基本类似. 根据条件, 对有限可分扩张 ZS ⊇ CS , 根据 [注记3.84], 存在 CS 的有限 Galois 扩张 L ⊇ ZS 使得

AS ⊗CS
L ∼= Mhk(L)

p. 因为 L ⊇ ZS 是代数扩张,所以 L可嵌入 ZS ,于是由 (AS ⊗CS
L) ⊗L ZS ∼= AS ⊗CS

ZS

和Mhk(L)
p ⊗L ZS ∼= Mhk(ZS)

p(以及前面证明的 tr的定义不依赖于代数同构 η 的选取)可知使用 CS 的有限

Galois扩张 L定义出的迹和使用 ZS 定义出的迹一致. 因此我们只需对 L的场景证明 tr(A) ⊆ CS 即可.
因为 L是 CS 的有限 Galois扩张, 故若记 G = AutCS

L是域扩张的 Galois群, 便有 CS = LG. 类似 [定
理3.87],若记 η : AS ⊗CS

L→ Mhk(L)
p是 L-代数同构,那么只需说明 jη(a⊗ 1)的特征多项式在 Galois群G的

作用下不动即可. 而该讨论与 [定理3.87]后半部分的证明完全相同. 我们把前面的讨论总结为

Theorem 3.159 (素代数到中心子代数的约化迹, [32]). 设 k是特征为零的域, k-代数 A是在中心子代数 C 上

模有限的素代数. 并记 S = C − {0}是 C 的非零乘闭子集, Z 是 A的中心. 设 ZS 上有限维可除代数 D和正整

数 k满足 ZS-代数同构 AS ∼= Mk(D), dimZS
D = h2, p = [ZS : CS ]. 那么对 ZS 的代数闭包 ZS 可固定 ZS-代数

自同构 η : AS ⊗CS
ZS → Mhk(ZS)

p. 考虑标准嵌入

j : Mhk(ZS)
p → Mhkp(ZS), (X1, ..., Xp) 7→


X1 0 · · · 0

0 X2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · Xp

 ,

并记 τ : Mhkp(ZS) → ZS 是矩阵代数的经典迹,那么 tr : A → ZS , a 7→ τ(jη(a ⊗ 1))满足 tr(A) ⊆ CS 并且 tr
的定义不依赖于代数同构 η 的选取. 因此可将 tr视作 A到 CS 的映射. 如果进一步 C 是整闭整区,那么由 CA

是有限生成模 (这时取定 CA 的有限生成元集易见 A 是 C 的整扩张, 详细证明可参见 [引理3.176]) 以及 [引
理3.110]可知 tr(A) ⊆ C. 这时,即 C 是整闭整区时,称 tr诱导的迹映射 trred : A→ C 是约化迹.

Remark 3.160. 定理条件中 chark = 0不是必要的,可修改为 ZS 是 CS 的可分扩张.

Remark 3.161. 如果定理叙述里中心子代数 C 是 A的中心,则 p = [ZS : CS ] = 1,这时得到经典约化迹.

在 [定理3.159]的记号下, AS 作为中心 ZS 上的线性维数是 h2k2,所以 [推论2.112]表明 A作为素 PI环的
PI次数就是 hk. 并且利用嵌入 j不难看到当 C 是整闭整区时, (A,C, trred)是 hkp次 Cayley-Hamilton代数. 一
个基本的问题便是刻画 [定理3.159]场景下,当 C 是整闭整区时, (A,C)上的 Cayley-Hamilton代数结构. 下面
结果来自 [32],它说明 (A,C)上所有 Cayley-Hamilton代数结构本质上都来自约化迹.

Theorem 3.162 ([32]). 设 k是特征为零的域, k-代数 A是在中心子代数 C 上模有限的素代数,并设 C 是整闭

整区并且 trred : A → C 是约化迹. 设 (A,C, trred)作为 Cayley-Hamilton代数的次数是 n. 那么对任何迹映射
τ : A→ C,如果 (A,C, τ)是m次 Cayley-Hamilton代数,那么存在唯一的正整数 r使得

m = rn并且τ = rtrred.

Proof. 记 S = C − {0},那么 τS : AS → CS 也是迹映射并且使 (AS , CS , τS)成为域 CS 上有限维 m次 Cayley-
Hamilton代数. 沿用 [定理3.159]的记号,那么 n = hkp且 [定理3.159]的证明过程表明存在 CS 的有限 Galois
扩张 L 使得 trred 可使用 L-代数同构 η : AS ⊗CS

L → Mhk(L)
p 计算 (并且对 A 的中心 Z, L 可选取满足

L ⊇ ZS ,进而 L可嵌入 ZS). 现在由 [命题3.131]可知 τS ⊗ idL : AS ⊗CS
L → CS ⊗CS

L与代数同构 η−1 可赋

予Mhk(L)
p 上迹映射 τ ′ = (τS ⊗ idL)η−1(这里把同构 CS ⊗CS

L ∼= L视作等同后将 τ ′ 视作Mhk(L)
p 到 L的
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迹映射)使得 (Mhk(L)
p, L, τ ′)成为域 L上m次 Cayley-Hamilton代数. 根据 [定理3.159]中约化迹的定义,对

每个 a ∈ A, trred(a)就是 η(a ⊗ 1)的各分量矩阵的 (经典)迹之和. 而定理条件给定的迹映射 tr : A → C 满足

tr(a) = τ ′(η(a⊗ 1)). 现在我们使用Mhk(L)
p⊗L ZS , L⊗L⊗ZS 和 [命题3.131]进一步将 τ ′延拓为Mhk(ZS)

p到

ZS 的迹映射 τ 满足 (Mhk(ZS)
p, ZS , τ)是m次 Cayley-Hamilton代数.

因为 ZS 是特征为零的代数闭域,因此可应用 [例3.144]: 记 tri是 (Mhk(ZS)
p第 i个分量上的经典迹诱导的

迹映射,那么存在正整数 k1, k2, ..., kp使得 τ =
p∑
i=1

kitri. 注意将等式两边限制在 (Mhk(L)
p上便得到 τ ′.

因此,我们记 τi : Mhk(L)
p → L是 tri 在Mhk(L)

p 上的限制,便有 τ ′ =
p∑
i=1

kiτi(在此记号下,并把基域限制

在 CS ,根据约化迹的定义, trred对应的Mhk(L)
p上迹映射就是 τi之和). 因为 L是 CS 的有限Galois扩张,因此

对任何 g ∈ G = AutCS
L,由 [命题3.83]的证明过程知 id⊗ g : Mhk(L)⊗CS

L → Mhk(L)⊗CS
L诱导Mhk(L)

p

上的 L-代数自同构 (这里有 L-代数同构Mhk(L) ∼= AS). 并且我们可选取 g ∈ G对应Mhk(L)
p 矩阵分量的置

换: 具体地,对有限 Galois扩张 L ⊇ CS ,设 α ∈ L是 CS 上可分元满足 L = CS(α). 那么 α在 CS 上最小多项式

的根之间的置换诱导Mhk(L)
p 矩阵分量的置换,也对应 AS ⊗CS

L上的 L-代数自同构,并且不难看到该代数自
同构与 τS ⊗ idL可交换. 特别地,我们看到对任何 σ ∈ Sp,有

τ(X1, ..., Xp) = τ(Xσ(1), ..., Xσ(p)), ∀X1, ..., Xp ∈ Mhk(L).

结合 τ ′ =
p∑
i=1

kiτi,便知 ki = kj , ∀1 ≤ i, j ≤ p. 取 r = k1 ≥ 1,那么 τ = rtrred且有m = rn.

Remark 3.163. 该定理突显出素模有限代数到给定整闭中心子代数的约化迹的重要性——可生成所有具有
Cayley-Hamilton代数结构的迹. 我们最后再强调当 A是 PI次数为 d在整闭中心子代数 C 上模有限的素代数

时,若记 S = C−{0}, Z是A的中心且 p = [ZS ;CS ],那么在这些记号下, (A,C, trred)是 dp次 Cayley-Hamilton
代数. 当 C 取为 A的中心时,作为 Cayley-Hamilton代数的次数恰好是 A的 PI次数.

Corollary 3.164. 设 k是特征为零的域, k-代数 A是模有限素代数并且在中心子代数 C 上是秩为 t的有限生成

自由模. 如果 C 是整闭整区,那么 A的 PI次数整除 t.

Proof. 这时利用正则迹可赋予 (A,C, trreg)上 t次 Cayley-Hamilton代数结构,再应用 [定理3.162].

3.5 PI整扩张

在交换代数中我们熟知如果R ⊆ E是交换环的整扩张并且E是仿射R-代数,那么E是有限生成R-模. 本
节的主要目标是在 PI代数场景介绍上述结论的非交换版本的证明:

Theorem 3.165 ([33]). 设 R是中心子环 C 上整的 PI环,并且 R是仿射 C-代数. 那么 R是有限生成 C-模.

Remark 3.166. 历史上,受群论中的 Burnside问题 (一个有限生成群如果每个元素的阶有限,那么该群是否是
有限群?) 启发, A. G. Kurosch(苏联, 1908-1971) 于 1941 年对域上 (结合) 代数问了如下问题 (现在被称为是
Kurosch问题): 域 k上的仿射代数如果每个元素在 k上代数,那么该代数是否一定是有限维的? 无论是群论中
的 Burnside问题还是结合代数场景的 Kurosch问题,一般地,答案都是否定的. 而该定理表明 Kurosch问题在
PI环场景答案是肯定的. 我们将在 [定理3.175]中介绍一个更强的结论来导出此定理.

在 [注记3.116]中我们指出特征为零的域上 Cayley-Hamilton代数 (回忆 [定义3.115])总是 PI环,所以
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Corollary 3.167 ([32]). 设 k是特征为零的域, (A,C, tr)是 k上 (更一般地, C 上)仿射 Cayley-Hamilton代数.
那么 A是中心子代数 C 上的有限生成模. 特别地, A是双边 Noether环.

Proof. 这时 A是仿射 C-代数并由 Cayley-Hamilton代数的定义知 A ⊇ C 是整扩张. 再应用 [定理3.165].

Remark 3.168. 如果 k是特征为零的代数闭域,那么根据 [推论3.11]知 k上仿射 Cayley-Hamilton代数作为仿
射 PI代数,所有的不可约表示都是有限维的.

Remark 3.169. 若域 k上 n次 Cayley-Hamilton代数 (A,C, tr)是双边Noether的,则未必有 A是仿射 k-代数,
例如取 A = C, n = 1, tr = idC(见 [例3.135]).

Example 3.170 ([32]). 设 k是特征为零的域, (A,k, tr)是 k上仿射 Cayley-Hamilton代数. 则 dimkA有限.

这里采用 [33] 中的组合方法, 源自 A. I. Shirshov(苏联, 1921-1981), 来给出 [定理3.165] 的证明. 首先
我们引入一些辅助术语和记号, 记号上与 [33] 有区别. 记 W 是正整数集生成的自由半群 (因此 W 中元素都

是正整数集上的字, 例如 9234572841). 如果字 w ∈ W 满足存在自然数 n(可能为零) 和不含 1 的字 w′ 使得

w = 1nw′(当 n = 0时,该表达式指 w = w′),那么称 w是 1-开始的 (根据定义,如果字 w不含 1,那么 w本身就

是 1-开始的). 如果字 w满足可写成 w1 · · ·wm,其中每个 wi是 1-开始的,则称 w1 · · ·wm是 w的一个划分. 例如
5713217有划分 (57)(13)(2)(17)(该划分一般不唯一,例如本例还可以划分为 (5)(7)(1)(32)(17)). 根据划分的定
义不难得到W 中任何字都存在划分. 于是任何字总存在划分项数最小的划分 (且唯一).
对 w = i1i2 · · · im, w′ = j1j2 · · · jn,如果 w 6= w′ 且存在正整数 s < min{m,n}使得 i1 = j1, ..., is = js 但

is+1 < js+1,则定义 w < w′. 注意这里没有比较长度,所以与字典序不同. 有可能会出现两个不同的字 w,w′ 不

可比的情况,例如 w = 12和 w′ = 123就不可比. 定义 w ≤ w′ ⇔ w = w′ 或 w < w′. 那么 (W,≤)是偏序集,前
面的讨论表明这不是全序的 (但如果 w1, w2 ∈ W 具有相同长度,那么 w1 和 w2 总可作比较并且这时上述定义

的序就是字典序). 如果字 w,w′ ∈ W 满足 w < w′,那么对任何字 w′′, w′′′明显有 ww′′ < w′w′′′. 如果W 中字 w

有长度为 d(关于子字)的分解 w = w1 · · ·wd 满足对任何非恒等置换 σ ∈ Sd 有 wσ(1) · · ·wσ(d) < w,则称 w 是

d-可分解的 (这里的分解未必是划分). 我们指出如果字 w = w1w
′,其中 w′ = w2 · · ·wd 是 (d − 1)-可分解的并

且 wj < w1, ∀2 ≤ j ≤ d,那么 w是 d-可分解的. 称字 w = i1i2 · · · im中最大的正整数 ik0 为 w的高度. 稍后我们
需要对两个正整数同时作归纳. 因此这里额外增加下述同时对两个正整数作归纳的归纳法合理性证明.

Lemma 3.171. 设 P (m,n) 是关于正整数 m,n 的命题. 如果 (1) 对所有正整数 m 有 P (m, 1) 成立, 对所有正
整数 n 有 P (1, n) 成立; (2) 当整数 m,n ≥ 2 时, P (m − 1, t), P (t, n − 1) 对所有的正整数 t 都成立能够推出

P (m, t), P (t, n)对所有的正整数 t成立. 那么 P (m,n)对所有的正整数m,n都成立.

Proof. 若不然,取m0 是集合 {m ∈ Z≥1|P (m, t)对某个正整数t不成立}的最小元,那么由条件 (1)得到m0 ≥ 2.
那么存在正整数 n0 使得 P (m0, n0)不成立. 由 m0 的选取方式可知 P (m0 − 1, n0)成立. 于是条件 (2)保证了
P (m0, n0)成立,得到矛盾.

Lemma 3.172 ([33]). 存在映射 β : Z≥1 × Z≥1 × Z≥1 → Z≥1 满足对任何正整数 k ≥ β(a, b, d),任何W 中长度
为 k,高度不超过 a的字要么包含某个形如 wb0的子字,要么包含某个是 d-可分解字的子字.

Proof. 根据 [引理3.171]可对正整数 a, d同时作归纳证明对任何正整数 b,总存在正整数 β(a, b, d)满足要求. 一
旦归纳地证明此断言,利用选择公理对每个三元组 (a, b, d)取定满足要求的正整数 β(a, b, d)来定义出映射 β即
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可. 根据 [引理3.171],为了完成证明我们需要证明:
•当 a = 1时,对所有的正整数 b, d,都存在满足要求的正整数 β(1, b, d).
•当 d = 1时,对所有的正整数 a, b,都存在满足要求的正整数 β(a, b, 1).
•假设对任何正整数 t, s, b,满足要求的 β(s, b, d− 1)和 β(a− 1, b, t)都存在,则存在满足要求的 β(a, b, d).

如果 a = 1,取 β(1, b, d) = b,那么任何正整数 k ≥ b都满足长度为 k 且高度不超过 1(这时高度就是 1)的
字包含子字 1b,满足要求. 如果 d = 1,取 β(a, b, 1) = 1,那么对任何 (长度为 k ≥ 1的)字,都可视作自身的子字,
满足要求. 现在我们设对任何正整数 t, s, b,满足要求的 β(s, b, d− 1)和 β(a− 1, b, t)都存在 (这里 a, d ≥ 2),下
面构造满足要求的正整数 β(a, b, d). 记 a′ = baβ(a−1,b,d),这时满足要求的 β(a− 1, b, d)和 β(a′, b, d− 1)都存在,
定义

β(a, b, d) = (β(a− 1, b, d) + b− 1)β(a′, b, d− 1).

为之后讨论方便,记条件 (1)为给定字包含某个形如 wb0的子字,条件 (2)为给定字包含某个是 d-可分解字的子
字. 现在设长度为 k且高度不超过 a的字 w不满足条件 (1)也不满足条件 (2),我们说明这时 k < β(a, b, d)来

完成证明 (注意这时自动有 b ≥ 2). 设 w = w1 · · ·wm 是 w划分项最少的划分并且对每个 wi 设 wi = 1niŵi,其
中 ŵi 是不包含 1的字 (换言之,由数字 2, 3, ..., a构成的字). 如果存在某个正整数 1 ≤ i ≤ m使得 ŵi 的长度大

于等于 β(a − 1, b, d),那么对 ŵi 应用归纳假设便得 w满足 (1)或 (2),矛盾. 因此对每个 1 ≤ i ≤ m, ŵi 的长度
严格小于 β(a − 1, b, d) − 1. 不难看到每个 ni < b,否则 w 有子字 1b, w 会满足条件 (1),矛盾. 于是每个 wi 满

足长度严格小于 β(a− 1, b, d) + b− 1. 前面我们看到字 w在不满足 (1)也不满足 (2)的条件下,如果 w划分项

最少的划分为 w = w1 · · ·wm,并设 wi = 1niŵi,其中 ŵi 是不包含 1的字,那么对每个 1 ≤ i ≤ m, ŵi 的长度不
超过 β(a− 1, b, d)− 1并且 ni < b. 如果字 w满足高度不超过 a并且划分项最少的划分为 w = w1 · · ·wm,并设
wi = 1niŵi 后,其中 ŵi 是不包含 1的字,满足每个 ŵi的长度不超过 β(a− 1, b, d)− 1并且 ni < b,临时称 w是

可容许的. 那么根据前面的讨论知如果 w 是可容许的字并且项数最少的划分形如 w = w1 · · ·wm,那么每个 wi

满足长度不超过 β(a− 1, b, d) + b− 1. 因此这时可容许字 w的长度不超过m(β(a− 1, b, d) + b− 1). 特别地,任
何 1-开始的可容许字 (这时项数最少的划分就是自身一项)的长度不超过 β(a − 1, b, d) + b − 1. 并且如果 v是

1-开始的可容许字,设 v = 1nv′, v′ 不含 1(那么根据可容许字的定义要求了高度不超过 a, v′ 是由数字 2, 3, ..., a

构成的字). 现在说明 v 的可能情况数不超过 a′: 如果 a = 2,那么 v′ 仅由数字 2构成,那么 v 的情况数不超过

bβ(a− 1, b, d) ≤ a′. 当 a ≥ 3时,记 v′的长度为 ℓ,不难看出 v的情况数不超过

b(

β(a−1,b,d)−1∑
ℓ=0

(a− 1)ℓ) = b
(a− 1)β(a−1,b,d) − 1

a− 2
≤ b((a− 1)β(a−1,b,d) − 1) ≤ baβ(a−1,b,d) = a′.

如果在所有 1-开始的可容许字构成的集合上赋予字典序 (先比字长再从左到右比数字大小), 那么该集合作为
元素数目不超过 a′ 的有限全序集可保序嵌入 {1, 2, ..., a′}. 设 α : {1-开始的可容许字} → {1, 2, ..., a′}是一个保
序嵌入. 对给定的长度为 k,不满足条件 (1)和 (2)且高度不超过 a的字 w,保持之前的记号,设 w = w1 · · ·wm
是 w分解项最少的分解,下面证明m ≤ β(a′, b, d− 1). 一旦证明此断言,则由

k < m(β(a− 1, b, d) + b− 1) ≤ (β(a− 1, b, d) + b− 1)β(a′, b, d− 1) = β(a, b, d)

便完成证明. 假设 m > β(a′, b, d − 1),特别地, m ≥ 2并且 m − 1 ≥ β(a′, b, d − 1). 作 w′ = α(w2) · · ·α(wm),
这是长度为 m − 1 且高度不超过 a′ 的字. 对 a′ 和 d − 1 应用归纳假设可得 w′ 满足条件 (1) 或 (2). 如果
w′ 满足条件 (1), 那么有形如 tb 的子字, 结合 α 是双射 (注意每个 α(wi) 仅是一个数字, 是长度为 1 的字)
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知 w 存在形如 wb0 的子字, 这与 w 不满足条件 (1) 矛盾. 因此 w′ 只可能满足条件 (2). 于是 w′ 存在某个

(d − 1)-可分解的子字 (α(wi1+1) · · ·α(wi2−1))(α(wi2) · · ·α(wi3−1)) · · · (α(wid−1
) · · ·α(wj)), 这里 2 ≤ i = i1 <

i2 < · · · < id < j ≤ m. 这对应 w 的 (d − 1)-可分解子字 (wi · · ·wi2−1)(wi2 · · ·wi3−1) · · · (wid−1
· · ·wj), 引

入记号 w′′
1 = wi · · ·wi2−1, ..., w

′′
d−1 = wid−1

· · ·wj 后将上述子字的分解式改写为 w′′
1 · · ·w′′

d−1(这里再指出该分
解是 (d − 1)-可分解的原因是分解中的子字 w′′

1 , ..., w
′′
d−1 对应到 w′ 中的子字后, 由 w′ 中对应子字的 (d − 1)-

可分解性知关于字典序 ≺ 有 w′′
σ(1) · · ·w′′

σ(d−1) ≺ w′′
1 · · ·w′′

d−1, ∀σ 6= (1) ∈ Sd−1, 注意到 w′′
σ(1) · · ·w′′

σ(d−1) 和

w′′
1 · · ·w′′

d−1, ∀σ 6= (1)是长度相同的字,所以也有 w′′
σ(1) · · ·w′′

σ(d−1) < w′′
1 · · ·w′′

d−1, ∀σ 6= (1) ∈ Sd−1). 至此我们
得到 w 有 (d − 1)-可分解的子字 w′′

1 · · ·w′′
d−1. 因为每个 w′′

j 都是 {w2, ..., wd}中有限多个的乘积,所以每个 w′′
j

从左到右的第一项的数字是 1. 考虑 1-开始的子字 wi−1 的分解 wi−1 = 1ni−1ŵi−1,其中 ŵi−1 是不包含 1的字.
特别地,在这里考虑的序下,有 w′′

j < ŵi−1, ∀1 ≤ j ≤ d. 这说明 ŵi−1w
′′
1 · · ·w′′

d−1 是 w 的 d-可分解的子字,这与
w不满足条件 (2)矛盾.总结一下,现在证明了当长度为 k,高度不超过 a的字 w不满足条件 (1)也不满足条件
(2)时,其最短划分 w = w1 · · ·wm满足m ≤ β(a′, b, d− 1). 因此前面的断言得证,引理证毕.

Lemma 3.173 ([33]). 如果字 w的长度至少为 d,并且不存在正整数 n ≥ 2和字 w′使得 w = (w′)n,那么 w2d包

含 d-可分解的子字.

Proof. 设 w = (i1 · · · id)w′, 这里 i1, ..., id ∈ Z≥1, w′ 有可能不存在. 定义 w1 = w,w2 = (i2 · · · id)w′i1, 对每个
2 ≤ k ≤ d,定义 wk = (ik · · · id)w′(i1 · · · ik−1). 我们说明对 2 ≤ k ≤ d有 wk 6= w. 假设存在某个 2 ≤ k0 ≤ d

使得 wk0 = w,那么 (i1 · · · id)w′ = (ik0 · · · id)w′(i1 · · · ik0−1). 通过比较等式两边可得到存在正整数 j ≥ 2使得

w = (i1 · · · ik0−1)
j , 这和条件矛盾. 因此 wk 6= w, ∀2 ≤ k ≤ d. 现在我们说明对任何正整数 1 ≤ s 6= t ≤ d

有 ws 6= wt. 前面已经证明了当 s, t 中有一个为 1 的情形. 所以不妨设 2 ≤ s < t ≤ d, 假设 ws = wt, 那么
(is · · · id)w′(i1 · · · is−1) = (it · · · id)w′(i1 · · · it−1), 进而 (it−s+1 · · · id)w′(i1 · · · it−s) = (i1 · · · id)w′ = w. 这迫使
t− s = 0,即 s = t. 因为 w1, w2, ..., wd长度相同,因此它们之间关于我们考虑的序就是字典序,于是存在 σ ∈ Sd

使得 wσ(d) < wσ(d−1) < · · · < wσ(1). 对每个正整数 1 ≤ k ≤ d,由 wk 的定义知 wk 是 w2 的子字. 所以可写作
w2 = w′

kwkw
′′
k ,这时我们可以将 w2d写作

w2d = w′
σ(1)(wσ(1)w

′′
σ(1)w

′
σ(2))(wσ(2)w

′′
σ(2)w

′
σ(3)) · · · (wσ(d−1)w

′′
σ(d−1)w

′
σ(d))(wσ(d)w

′′
σ(d)).

现在记 v1 = wσ(1)w
′′
σ(1)w

′
σ(2), v2 = wσ(2)w

′′
σ(2)w

′
σ(3), ..., vσ(d−1) = wσ(d−1)w

′′
σ(d−1)w

′
σ(d) 以及 vd = wσ(d)w

′′
σ(d). 那

么 v1v2 · · · vd是 w2d的子字并且 vd < vd−1 < · · · < v1. 由此知 v1v2 · · · vd是 d-可分解的.

下面的 Shirshov定理是 [引理3.172]的加强版本,它可视作 [引理3.172]和 [引理3.173]的直接推论.

Theorem 3.174 (Shirshov 定理, [33]). 存在映射 β : Z≥1 × Z≥1 × Z≥1 → Z≥1 满足对任何正整数 b ≥ 2d 和

k ≥ β(a, b, d),任何W 中长度为 k,高度不超过 a的字要么包含某个形如 wb0 的子字并且这里 w0 长度严格小于

d,要么包含某个是 d-可分解字的子字.

Proof. 根据 [引理3.172],存在映射 β : Z≥1 × Z≥1 × Z≥1 → Z≥1 满足对任何正整数 k ≥ β(a, b, d),任何W 中长
度为 k,高度不超过 a的字要么包含某个形如 wb0 的子字,要么包含某个是 d-可分解字的子字. 现在设长度为 k,
高度不超过 a的字 w不包含 d-可分解字的子字,那么 [引理3.173]表明 w所包含的形如 wb0的子字一定满足 w0

的长度严格小于 d.
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Theorem 3.175 (Levitzki-Kaplansky-Shirshov-Schelter定理, [33]). 设 R是中心子环 C 上仿射 PI代数,可由
a1, ..., at 生成, R满足 C 上首一多重线性多项式 f(x1, ..., xd)并且每个长度严格小于 d的关于 a1, ..., ad 的单项

式是 C 上整元. 命 u = max{2d,长度不超过d的关于a1, ..., at的单项式所满足C 上次数最低的多项式的次数}.
并设映射 β : Z≥1×Z≥1×Z≥1 → Z≥1是 Shirshov定理中得到的映射,那么R作为 C-模可由所有关于 a1, ..., at

的长度不超过 β(t, u, d)的单项式生成. 特别地, [定理3.165]成立.

Proof. 记B是所有关于 a1, ..., at的长度不超过β(t, u, d)的单项式构成的有限集,下面通过证明任何关于 a1, ..., at

的单项式都可以由 B 中有限个元素 C-线性表出来完成定理证明. 我们使用反证法,假设存在关于 a1, ..., at 的

单项式不能够由 B 中有限个元素 C-线性表出. 可选取 ai1 · · · aik 是不能够由 B 中有限多个元素 C-线性表出
的长度最小的单项式. 并且我们可设该多项式是满足对应到的字 i1 · · · ik ∈ W 中关于字典序最小的 (虽然关于
a1, ..., at 的单项式的表法未必唯一,但是总能选到不能被 B 中有限多个元素 C-线性表出的长度最小且对应字
在字典序下最小的单项式). 这时字 i1 · · · ik 的长度 k > β(t, u, d)(高度自然不超过 t),所以由 β 满足 Shirshov
定理所述性质知 i1 · · · ik 要么包含形如 wb0 的子字并且这里 w0 长度严格小于 d,要么包含某个是 d-可分解字的
子字. 我们分两种情况讨论:
如果 i1 · · · ik 包含形如 wb0 的子字并且这里 w0 长度严格小于 d, 设 w0 = j1 · · · jq, 每个 1 ≤ jk ≤ t, 那么

q < d, 定义 r = aj1 · · · ajq . 存在根据条件, r 是 C 上整元. 再由 u的定义便知 r 满足 C 上次数不超过 u的首

一多项式,设为 r满足 rℓ + cℓ−1r
ℓ−1 + · · · + c1r + c0 = 0. 因为 w0 是 i1 · · · ik 的子字,所以 ai1 · · · aik 可表示为

一些长度严格小于 k 的关于 a1, ..., at 的单项式的 C-线性组合,根据 ai1 · · · aik 的选取,长度严格小于 k 的关于

a1, ..., at的单项式都可以被 B 中元素 C-线性表出,故 ai1 · · · aik 也可以被 B 中元素 C-线性表出,矛盾.
如果 i1 · · · ik 包含某个 d-可分解的子字,设为 w1 · · ·wd,那么每个 wj 对应关于 a1, ..., at 的单项式 rj . 可将

ai1 · · · aik 写作 r′r1r2 · · · rdr′′,这里 r′, r′′是关于 a1, ..., at的单项式. 可设 f(x1, ..., xd)形如

f(x1, ..., xd) = x1 · · ·xd +
∑

τ ̸=(1)∈Sd

cτxτ(1)xτ(2) · · ·xτ(d),

那么根据字 i1 · · · ik 的选取, r′rτ(1) · · · rτ(d)r′′作为对应W 的字在字典序下严格小于 i1 · · · ik 的关于 a1, ..., at的

单项式能够被 B 中元素 C-线性表出. 于是由 f(r1, ..., rd) = 0得到 ai1 · · · aik = r′r1 · · · rdr′′ 能够被 B 中元素

C-线性表出,矛盾. 至此我们证明了 B 可 C-线性生成 R.

3.6 模有限代数

在 [命题2.24] 中我们看到模有限代数是特殊的 PI 代数. 除了有限维代数以及 Azumaya 代数外, 模有
限代数包含了许多单位根处的量子群. 例如单位根 q ∈ k

∗ 处量子仿射 n-空间 Oq(k
n) 就是模有限代数 (见

[例2.28]). 任何正特征的域上的Weyl代数都是模有限代数 (见 [例2.40]),并且在中心上是有限生成自由模. 在
[推论3.167]中我们也指出特征为零的域上的仿射Cayley-Hamilton代数均为给定中心子代数上的模有限代数.

下面我们来讨论模有限代数的素谱性质,首先一个基本的观察是：

Lemma 3.176 ([2]). 设 R是含幺环, Z 是 R的中心子环 (即含幺子环 Z ⊆ Z(R)). 如果 RZ 是有限生成模,那
么 R是 Z 上仿射代数且 R中任何元素是 Z 上整元 (即满足 Z 上某个首一多项式). 如果 p是 Z 的理想, P 是 p

在 R中生成的理想,则对任何 p ∈ P ,存在 a0, ..., an−1 ∈ p使得 pn + an−1p
n−1 + · · ·+ a1p+ a0 = 0.
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Proof. 首先回忆交换代数中的一个经典结果是对含幺交换环 Z 上任何有限生成模 M 以及理想 I , 如果 φ ∈
EndZM 满足φ(M) ⊆ IM ,那么存在正整数 n和 a0, ..., an−1 ∈ I使得φn+an−1φ

n−1+· · ·+a1φ+a0idM = 0(这
通过取定 M 的有限生成元集利用 Cayley-Hamilton 定理不难得到). 现在回到该引理的证明. RZ 是有限生
成模已经说明了 R 作为 Z-代数的仿射性. 因此只需验证 R 中任何元素 b 满足 Z 上某个首一多项式. 考虑
左乘变换 φ = bl : R → R, x 7→ bx, 则 φ ∈ EndZR. 在上述结果中取 I = Z, 则存在 Z 上首一多项式

f(x) = xn+an−1x
n−1+ · · ·+a1x+a0 ∈ Z[x]使得 φn+an−1φ

n−1+ · · ·+a1φ+a0idR = 0. 即 (bn+an−1b
n−1+

· · ·+ a1b+ a0)R = 0. 因此 f(b) = 0. 类似地,注意到 pR ⊆ pR,同理可证第二个结论.

Remark 3.177. 由证明过程,若 ZR可由 n个元素生成,则 R中元素都满足某个 Z 上 n次首一多项式.

Remark 3.178. 结合 [定理3.165]便知如果 PI环 R有中心子环 Z,那么 ZR是有限生成模的充要条件是 R是仿

射 Z-代数并且 Z ⊆ R是整扩张.

Corollary 3.179. 设含幺环 R是素环且在中心子环 C 上模有限. 那么 R的任何非零理想与 C 相交非零.

Proof. 设 I 是 R的非零理想,由 [定理2.97]知 I 与 R的中心 Z 相交非零,取 b 6= 0 ∈ I ∩Z. 那么由 [引理3.176]
知道 b是 C 上整元. 不难验证 b在 C 上最小多项式的常数项就是 I ∩ C 中的非零元.

如果含幺环 R中元素 a满足 aR = Ra,则称 a是 R中正规元. 例如中心元和可逆元总是正规的. 如果 a是

R中的正规正则元,那么对任给 x ∈ R,存在唯一的 x′ ∈ R使得 ax′ = xa,这时把 x′记作 a−1xa.

Proposition 3.180 ([34]). 设 R是整环,满足 R在中心 Z = Z(R)上是有限生成模. 并设 R的非零正规元 a, b

满足 a−1xa = b−1xb, ∀x ∈ R. 那么存在 z1, z2 ∈ Z 使得 z1b = z2a.

Proof. 记 S = {R中非零正规元},由 R是整环,易验证 S 是乘闭子集并且 S 满足右 Ore条件. 故我们有右局部
化 RS , 设局部化映射为 λS : R → RS . 再记 T = Z − {0}是 R 的中心正则元集. 因为 R 是素 PI环, 所以由
Posner定理知 RT 是单环且 Z(RT ) = ZT . 设 λT : R→ RT 是局部化映射,因为 T ⊆ S,所以存在唯一的环同态
θ : RT → RS 使得下图交换:

R RT

RS

λS

λT

θ

因为 RT 是单环, 故 θ 是单射. 由条件知 ba−1 ∈ RS 满足 ba−1x = xba−1, ∀x ∈ R(特别地, ab = ba), 这蕴含
ba−1 ∈ Z(RS). 如果能够证明 ba−1 ∈ Imθ, 即存在 y ∈ R, t 6= 0 ∈ Z 使得在 RS 中有 ba−1 = yt−1, 那么利用
Z(RT ) = ZT 立即得到结论. 下面我们构造满足条件的 y ∈ R, t 6= 0 ∈ Z 来完成命题证明. 因为 ZR是有限生成

模,所以 [引理3.176]表明 R中元素均为 Z 上整元. 因为 ba 6= 0,所以由 R是整环可知 ba在 Z 上最小多项式常

数项非零. 设 m(x) = xn + zn−1x
n−1 + · · · + z1x + z0 是 ba在 Z 上最小多项式,对该多项式代入 x = ba,再由

ba = ab可知非零中心元 z0 ∈ bR ∩Ra. 设 d ∈ R满足 da = z0. 因为 z0与 a在 RS 中都可逆,所以 d也是 RS 中

可逆元. 现在对 a−1d−1 = z−1
0 两边左乘上 b得到 (ba−1)d−1 = bz−1

0 . 两边再右乘上 d得到 ba−1 = bz−1
0 d. 因为

z0 ∈ Z,所以 ba−1 = bdz−1
0 . 命 y = bd ∈ R, t = z0 6= 0 ∈ Z,便得 ba−1 = yt−1.

如果含幺环 R有中心子环 Z,那么标准嵌入 j : Z → R诱导出连续映射 φ : SpecR → SpecZ,P 7→ P ∩ Z:
任取 R的素理想 P ,如果 a, b ∈ Z 满足 ab ∈ P ∩ Z,那么 aRb ⊆ P ,从而 a与 b中至少有一个在 P 中,这说明
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P ∩ Z 是 Z 的素理想. SpecZ 的任何闭子集形如 V (b),其中 b是 Z 的理想. 若记 b在 R中生成的理想是 B,易
验证 V (B) = φ−1(V (b)),这说明 φ : SpecR→ SpecZ 是连续映射.

Proposition 3.181 ([35]). 设 R是含幺环, Z 是 R的中心子环满足 RZ 是有限生成模, φ : SpecR → SpecZ 是
标准嵌入 j : Z → R诱导出的连续映射,那么
(1)对任给 p ∈ SpecZ,存在 P ∈ SpecR使得 P ∩ Z = p,即映射 φ是满射.
(2)如果 R的素理想和 Z 的素理想 p满足 P ∩ Z = p,则对任何 Z 的素理想 q ⊇ p,存在 R的素理想 Q ⊇ P 使

得 Q ∩ Z = q. 即 Going-up性质成立.
(3)如果 R的素理想 P,Q满足 P ⊊ Q,那么 P ∩ Z ⊊ Q ∩ Z.
(4)如果 P 是 R的本原理想 (就是极大理想),那么 P ∩ Z 是 Z 的极大理想.
(5)如果 R的素理想 P 满足 P ∩ Z 是 Z 的极大理想,那么 P 是极大理想.
(6)若记 R,Z 的 Jacobson根为 JacR, JacZ,那么 JacZ = Z ∩ JacR且 N(Z) = Z ∩N(R).
(7)固定 p ∈ SpecZ,则 Rp的极大谱是 {Qp ∈ SpecRp|Q ∈ SpecR,Q ∩ Z = p},与 φ−1(p)等势.
(8)固定 p ∈ SpecZ,则 φ−1(p)与 Spec(Rp/(pR)p)间有自然双射且 Rp/(pR)p 是 Artin环,因此 φ−1(p)是有限

集. 若进一步设 ZR可由 t个元素生成,那么 |φ−1(p)| ≤ t.

Proof. (1)根据 [引理3.176],任何 b ∈ pR满足存在 a0, ..., an−1 ∈ p使得 bn + an−1b
n−1 + · · ·+ a1b+ a0 = 0,所

以若进一步 b ∈ Z,则 bn ∈ p. 因此 pR ∩ Z = p. 这说明 S = {I ⊆ R|I为R的理想且满足I ∩ Z = p}是关于包
含关系的非空偏序集. 易验证 (S,⊆)的任何全序子集有上界,所以 Zorn引理保证了 S 中有极大元 P , P 满足
P ∩Z = p. 下面验证 P 是 R的素理想. 假设存在 a ∈ R−P, b ∈ R−P 满足 aRb ⊆ P ,那么 P 的极大性保证了

(a) + P 与 (b) + P 都含有 Z − p内的元素. 设 x ∈ (a) + P, y ∈ (b) + P 满足 x, y ∈ Z − p,那么 xy ∈ Z − p,从
而 xy /∈ P . 这与 xy ∈ P 矛盾. 因此 P 是 R的素理想且 P ∩ Z = p.

(2)这时 Z/p是 R/P 的中心子代数且 R/P 是有限生成 Z/(Z ∩ P )-模. 应用 (1)的结果可知 Z/Z ∩ P 的
素理想 q/p关于连续映射 φ : Spec(R/P ) → Spec(Z/p)有原像. 取 R的素理想 Q ⊇ P 使得 φ(Q/P ) = q/p. 那
么可直接验证 Q ∩ Z = q,因此 Q ⊇ P 便是满足条件的素理想.

(3) 通过用 R/P 替换 R, Z/p 替换 Z, 可不妨设 P = 0, 这时 P ∩ Z = 0. 因此只需验证 R 的任何非

零素理想 Q 满足 Q ∩ Z 6= 0 即可. 因为这时 R 是素 PI 环, 所以 [定理2.97] 保证了 Q ∩ Z(R) 6= 0(注意
Z 是 Z(R) 的子环), 取 c 6= 0 ∈ Q ∩ Z(R), 由 R 是素环知 c 是正则元, 所以 c 在 Z 上满足的最小多项式

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]满足 a0 6= 0,于是 a0 6= 0 ∈ Q ∩ Z.

(4)这时 R/P 是本原 PI环,有中心子环 Z/(P ∩Z),根据 Kaplansky定理, Z(R/P )是域,所以 Z(R/P )作

为 Z/(P ∩ Z)的整扩张保证了 Z/(P ∩ Z)也是域. 这说明 P ∩ Z 是 Z 的极大理想.
(5)通过 (3)立即可知 P ∩ Z 是极大理想迫使 P 是 R的极大理想.
(6)将 JacR表示为 R所有本原理想之交,由 (4)得到 JacZ ⊆ Z ∩ JacR. 将 JacZ 表示为 Z 所有极大理想之

交,由 (1)和 (5)得到 JacZ ⊇ Z ∩ JacR. 因此 JacZ = Z ∩ JacR. 类似地可验证 N(Z) = Z ∩N(R).
(7)通过下面的 [命题3.184]可知 SpecRp与 {Q ∈ SpecR|Q∩(Z−p) = ∅}间有标准双射. 而Q∩(Z−p) =

∅等价于 Q∩Z ⊆ p,所以 (3)蕴含 {Qp ∈ SpecRp|Q ∈ SpecR,Q∩Z = p}中任何素理想是 Rp的极大理想. 任
取 Rp 的极大理想 Qp,这里 Q是满足 Q ∩ Z ⊆ p的素理想,下证 Q ∩ Z = p. 如果 Q ∩ Z ⊊ p,通过 (2),存在 R

的素理想 T ⊋ Q使得 T ∩ Z = p. 进而 Tp是 Rp中真包含 Qp的理想,这与 Qp是极大理想矛盾.

86



(8)根据 [命题3.181(7)], φ−1(p)与 Rp的极大谱 {Qp ∈ SpecRp|Q ∈ SpecR,Q ∩ Z = p}等势. 并且有

{Qp ∈ SpecRp|Q ∈ SpecR,Q ∩ Z = p} = {Qp ∈ SpecRp|Q ∈ SpecR,Q ∩ (Z − p) = ∅, Q ⊇ Rp}.

而 [命题3.181(3)]表明对任何 R不同的素理想 P,Q如果 P ∩ Z = Q ∩ Z = p,那么 P ⊈ Q或 Q ⊈ P . 因此
Rp 的极大谱与 Spec(Rp/(pR)p)间有双射. 在 (1)中我们看到 pR ∩ Z = p,因此域 Zp/pp 是 Rp/(pR)p 的中心

子环且 Rp/(pR)p 是域 Zp/pp 上有限维线性空间. 因此由有限维代数的素理想数目不超过其线性维数 (见 [引
理3.185])可知 |Spec(Rp/(pR)p)| ≤ dimZp/pp

Rp/(pR)p. 于是当 ZR可由 t个元素生成时, |φ−1(p)| ≤ t.

Remark 3.182. 该命题表明要研究 R 上的不可约模只需研究所有 R/mR 上的不可约模, 其中 m 遍历中心子

环 Z 的极大理想. 原因是 [推论2.87]让我们看到 R上任意两个不可约模M,N 同构的充要条件是 AnnRM =

AnnRN . 记本原理想 AnnRM 与 Z 之交是 Z 的极大理想 m,则 R上的每个不可约模M 都给出 R/mR上的不

可约模M . 反之,取定 Z 的极大理想 m,每个 R/mR上的不可约模M 自然是 R上的不可约模. 并注意到对任
给 Z 的两个极大理想 m,m′,只要 m 6= m′,那么 R/mR上任何不可约模M 与 R/m′R上任何不可约模M ′ 作为

不可约 R-模必不同构. 对 Z 的极大理想 m, R/mR所产生的不可约 R-模的零化子在 φ−1(m)中.

Remark 3.183. 对结构更丰富的代数类,我们能够对命题中的连续映射说更多. 之后我们会说明当 R是代数闭

域上仿射模有限素代数且Z是R的中心时, φ限制在R的维数最大的不可约表示等价类对应的极大理想集 (事
实上恰好是 R所有的正则极大理想)上是单射,并给出 R的正则极大理想集与 R的 Azumaya轨迹间的双射
(见 [定理3.214], [定义3.222]和 [命题3.231]).

Proposition 3.184 ([35]). 设 R是含幺环,若乘闭子集 S ⊆ Z(R),那么有双射

φ : {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅} → SpecRS , P 7→ PS ,

其中 PS = {λ(p)λ(s)−1|p ∈ P, s ∈ S},这里 λ : R → RS 是局部化映射. φ的逆映射将每个 RS 的素理想 q映至

{a ∈ R|存在s ∈ S使得λ(a)λ(s)−1 ∈ q}. 如果赋予 {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅}素谱 SpecR上 Zariski拓扑的子空
间拓扑、SpecRS 上 Zariski拓扑,则双射 φ给出同胚.

Proof. 任取 R的素理想 P ,并设 P ∩S = ∅. 易验证 PS 是 RS 的理想,下证 PS 是真理想. 如果存在 p ∈ P, s ∈ S

使得 λ(1) = λ(p)λ(s)−1,那么存在 u ∈ S 使得 (p − s)u = 0. 进而 us ∈ P ,这和 P ∩ S = ∅矛盾. 再说明 PS

是 RS 的素理想. 任何 RS 中理想都具备 IS 的形式, 这里 I 是 R 的理想, 所以只需验证若 R 的理想 I, J 满足

ISJS ⊆ PS ,则 IJ ⊆ P 即可. 利用 S ⊆ Z(R)易验证任何 a ∈ IJ 满足存在 s ∈ S 使得 as ∈ P . 于是 aRs ⊆ P ,
因此 P 是素理想以及 s /∈ P 蕴含 a ∈ P , 这说明 IJ ⊆ P . 以上讨论表明 φ 是定义合理的映射. 如果 R 的素

理想 P,Q满足均与 S 不相交以及 PS = QS , 那么易验证任何 p ∈ P 满足存在 u ∈ S 使得 pu ∈ Q, 类似前面
的讨论由 pRu ⊆ Q得到 p ∈ Q. 于是 P ⊆ Q,类似可验证 Q ⊆ P ,因此 φ是单射. 任取 RS 的素理想 q,定义
Q = {a ∈ R|存在s ∈ S使得λ(a)λ(s)−1 ∈ q},那么 Q是 R的理想且 QS = q. 通过 q是真理想易见 Q ∩ S = ∅.
如果 R的理想 I, J 满足 IJ ⊆ Q,则 ISJS ⊆ QS = q. 故 IS ⊆ QS 或 JS ⊆ QS . 不妨设 IS ⊆ QS = q,那么根据
Q的定义得到 I ⊆ Q. 所以 Q是素理想,这说明 φ是单射.

最后说明 φ是同胚. 任何 SpecRS 中闭集形如 V (IS)的形式, I 是 R的理想. 不妨设 I ∩ S = ∅,那么可直
接验证 φ−1(V (IS)) = V (I) ∩ {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅},所以 φ是连续映射. 再说明 φ是闭映射. 不妨设 I 是 R

的与 S 不相交的理想,则有 φ(V (I) ∩ {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅}) = V (IS),因此 φ是闭映射.
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Lemma 3.185. 设 k是域,那么对任何有限维 k-代数 A, |SpecA| ≤ dimkA.

Proof. 首先回忆任给左 Artin环 R,若 JacR为 R的 Jacobson根,那么 R的任何极大理想都包含 JacR,由此不
难看出 R的极大谱与 Artin半单环 R = R/JacR的极大谱间有双射. 根据Wedderburn-Artin定理, R可分解
为有限多个 Artin单环 Rk 的积：R ∼= R1 ×R2 × · · · ×Rm. 因此 R的极大理想数目恰好m个. 现取 R = A是

域 k上有限维代数,那么 m自然不超过 R/JacR的 k-线性维数. 因此 A的极大理想数目不超过 dimkA. 故 A

的素谱、极大谱以及本原素谱的元素数目都不超过 A的线性维数.

Remark 3.186. 该引理也告诉我们有限维 k-代数 A的不可约表示等价类数目不超过 dimkA.

总结一下,如果R是某个中心子环Z上的有限生成模,那么有天然的满连续映射φ : SpecR→ SpecZ,P 7→
P ∩ Z. 对每个 P ∈ SpecR, P 是 R的极大理想当且仅当 φ(P ) = P ∩ Z 是 Z 的极大理想. 因此 Z 的极大理想

可将 R的极大谱 (也是本原素谱)划分为若干不相交的纤维,并且每个纤维都是有限集.

maxSpecR =
⋃

m∈maxSpecZ
φ−1(m).

对固定的 m ∈ maxSpecZ,易见 R/mR是域 Z/m上有限维代数且 R/mR上不可约模同构类全体与

{R上零化子在φ−1(m)中的不可约模同构类} = {R上可以被m零化的不可约模同构类}

间有自然的双射,因此 R/mR上不可约模同构类数目就是 |φ−1(m)|,它不超过 R作为有限生成 Z-模的生成元
数目. 若进一步假设 R是域 k上仿射代数,下面的 [引理3.187]表明 R/mR是 k上有限维代数. 于是研究 R的

不可约表示可转化为研究所有形如 R/mR(m遍历 Z 的极大理想)的有限维代数的不可约表示.

Lemma 3.187 ([1]). 当 R是域上仿射模有限代数时,对 Z 的任何极大理想 m都有 R/mR是有限维代数.

Proof. 在 [推论3.11]中我们已经看到域上仿射本原 PI代数都是有限维的. 对 R模有限的中心子代数 Z 以及 Z

的极大理想 m,取 R的极大理想 P 使得 P ∩ Z = m. 那么 Z/m与 R/P 都是有限维代数. 注意到 R/mR是有限

维代数 Z/m上的有限生成模,所以 R/mR也是有限维代数.

Example 3.188. 如果 R是域 k上有限维单代数并记 Z = k,那么maxSpecR和maxSpecZ 都是由相应零理想
构成的单点集. 这时 [命题3.181]中的连续满射 φ : maxSpecR→ maxSpecZ,M 7→M ∩ Z 是拓扑同胚.

Example 3.189. 考虑域 k上有限维半单代数 R = M2(k) ⊕ M3(k)并考虑 A的中心 Z = k ⊕ k. 那么 Z 共有

两个极大理想 m1 = k ⊕ 0,m2 = 0 ⊕ k, 这两个极大理想关于 [命题3.181] 中的连续满射 φ : maxSpecR →
maxSpecZ,M 7→M ∩Z 的原像分别为M1 = φ−1(m1) = M2(k)⊕ 0和M2 = 0⊕M3(k). M1对应 R在 k上的

2维不可约表示,M2对应 3维不可约表示. 可直接计算有 k-代数同构 Rm1
∼= M3(k)和 Rm2

∼= M2(k).

Example 3.190. 依然考虑 [例3.189]中域 k上有限维半单代数 R = M2(k) ⊕ M3(k),取 Z = k(I2, I3) ∼= k,那
么 R 是域 Z 上模有限仿射代数. 前面指出中心 Z(R) = k ⊕ k 并且 R 在中心每个极大理想处的局部化都是

Azumaya代数,因此由 [命题3.58]可知 R是 Azumaya代数. 这说明 R在 Z − {0} = k− {0}处作局部化依然
是 Azumaya代数. 所以maxSpecZ 中极大理想 m均使得 Rm是 Azumaya代数. 而零理想关于 [命题3.181]中
的连续满射 φ : maxSpecR→ maxSpecZ 的原像集为由M1 = M2(k)⊕ 0和M2 = 0⊕M3(k),它们分别对应 R

在 k上的 2次不可约表示和 3次不可约表示.
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Example 3.191. 考虑域 k 上的二阶上三角矩阵代数 R, 那么 R 的中心 Z = kI2. 因为 R 是 Artin 环, 所以
maxSpecR = SpecR,容易计算验证maxSpecR由下述两个元素构成:

M1 =

(
k k

0 0

)
,M2 =

(
0 k

0 k

)
.

并且M1 ∩ Z = M2 ∩ Z = 0. 这时 [命题3.181]中的连续满射 φ : maxSpecR → maxSpecZ,M 7→ M ∩ Z 是常
值映射. 注意M1,M2所对应的 R在域 k上的不可约表示 (等价类)都是 1维的. dimkJacR = 1. 这时 0作为 Z

唯一的极大理想关于 φ的原像集的元素数目为 2 < dimZR. 注意到 R作为域 k上有限维代数不是单的,所以
[推论3.34]表明 R不是 Z-可分代数,进而也不是 Azumaya代数. 现在设 chark = 0并记 tr : R → k是对上三

角阵取经典迹得到的迹映射,那么 (R,k, tr)是次数为 2的 Cayley-Hamilton代数 ([定义3.115]),并注意 R不

可能带上某个取值在 k中的迹映射成为次数为 1的 Cayley-Hamilton代数. 在 [注记3.116]中我们指出当 k进

一步是代数闭域时, n次 Cayley-Hamilton代数的不可约表示的线性维数不超过 n. 而本例表明有可能所有的
不可约表示维数都不超过 n− 1.

设 R是中心子环 Z 上有限生成模, 取定 m ∈ maxSpecZ, 那么有标准双射 θ : {Q ∈ maxSpecR|Q ∩ Z =

m} → maxSpecRm, Q 7→ Qm. 若记 φ : SpecR → SpecZ,P 7→ P ∩ Z 是素谱间的标准连续映射, 那么有
{Q ∈ maxSpecR|Q ∩ Z = m} = φ−1(m). 记含幺环 S 上不可约模同构类集为 Irr(S). 那么根据前面的讨论,
有标准双射 η : {[RM ] ∈ Irr(R)|mM = 0} → maxSpecRm, [M ] 7→ (AnnRM)m. 注意到 Rm 是中心子代数 Zm

上的有限生成模, 因此有标准同构 ξ : Irr(Rm) → maxSpecRm, [Rm
X] 7→ AnnRm

X . 现在任取不可约左 R-模
M 满足 mM = 0, 简记 AnnRM 为 Q. 那么 Mm 作为 Rm 上的模零化子包含 Qm. 下证 Mm 6= 0, 进而可知
AnnRm

Mm = Qm. 设M = Rx,假设 x1−1 ∈ Mm 为零,那么存在 s ∈ Z − m使得 sx = 0,于是 sRx = 0迫使

s ∈ Q. 结合 s ∈ Z 可知 s ∈ m,矛盾. 因此Mm 6= 0. 那么下面的引理保证了Mm是不可约 Rm-模.

Lemma 3.192. 设含幺环 R有中心乘闭子集 S,若不可约 R-模M 满足MS 6= 0,那么MS 是不可约 RS-模.

Proof. 任取MS 的非零 RS-子模X ,定义N = {x ∈M |存在s ∈ S使得xs−1 ∈ X},那么N 是M 的非零 R-子模,
故 N =M ,进而 X =MS . 因此MS 是不可约 RS-模.

Remark 3.193. 有可能产生MS = 0的情况,例如考虑 Z-模 Z/2Z在素理想 3Z处作局部化.

通过局部化函子立即得到定义合理的映射 ψ : {[RM ] ∈ Irr(R)|mM = 0} → Irr(Rm), [RM ] 7→ [Mm]. 注意
到对不可约 R-模M ,若记 Q = AnnRM ,那么 Qm = AnnRm

Mm,所以有下图交换:

{Q ∈ maxSpecR|Q ∩ Z = m} maxSpecRm

{[RM ] ∈ Irr(R)|mM = 0} Irr(Rm)

θ

ψ

ξ

因此 ψ : {[RM ] ∈ Irr(R)|mM = 0} → Irr(Rm), [RM ] 7→ [Mm]也是双射. 注意到 Zm 是局部环 (如果 R进一步

是域上仿射代数,那么 Z 也是仿射的,进而 Zm 是交换 Noether局部环),因此研究 R的不可约表示也可以拆分

为对每个 m ∈ maxSpecZ,研究 Rm(在其中心子代数 Zm 上是有限生成模)的不可约表示, Rm 的不可约模同构

类 Irr(Rm)对应于 Irr(R)中能够被 m零化的不可约模同构类构成的子集.
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在进一步讨论模有限代数的通用表示理论前, 我们简单地介绍一下 Brown 与 Yakimov 在 [30] 中关于
Cayley-Hamilton代数的判别式理想的部分工作,他们在 Cayley-Hamilton代数的判别式理想零点集与其不可
约表示间建立了深刻的联系 (见 [定理3.196]). 在给出判别式理想以及其零点集的相关概念前,我们先指出

Example 3.194 ([30]). 设 k是特征零的代数闭域, (R,C, tr) 是 k上 n次仿射 Cayley-Hamilton代数 (在 [推
论3.167]中已经指出这时 CR是有限生成模,于是由 Artin-Tate引理得到 C 是仿射 k-代数),并固定 C 的极大

理想 m. 那么根据前面的讨论, R上所有能够被 m零化的不可约表示的研究可转化为域 C/m ∼= k上有限维代

数 R/mR的不可约表示的研究. 沿用 [30]中的记号,我们把 R的所有可由 m零化的不可约表示同构类构成的

集合记作 Irrm(R). 这时迹映射 tr : R → C 诱导迹映射 trm : R/mR → C/m ∼= k, a + mR 7→ tr(a) + m. 根据
[例3.123], (R/mR,k, trm)是 n次有限维 Cayley-Hamilton代数. 现在应用 [例3.144]中介绍的 Procesi的结果
(并沿用 [例3.144]中的记号),我们知道存在映射 km : Irrm(R) → Z≥1使得

trm =
∑

[V ]∈Irrm(R)

km([V ])tr[V ].

不难验证 tr[V ]定义合理 (不依赖于代表元选取). 若对上式两边作用 1,则 n =
∑

[V ]∈Irrm(R)

km([V ])dimkV .

Remark 3.195. 设 R是代数闭域 k上模有限仿射代数, tr : R → C 是迹映射. 沿用上例中的记号 (将 C/m ∼= k

视作等同),如果对每个 C 的极大理想 m,都存在映射 sm : Irrm(R) → k使得

trm =
∑

[V ]∈Irrm(R)

sm([V ])trV ,

[30]中将满足该性质的 tr是几乎表示论迹. 该例表明特征零的代数闭域上的仿射 Cayley-Hamilton代数 (注意
[推论3.167]已经保证了该代数是模有限的)(R,C, tr)中的迹映射 tr : R→ C 是几乎表示论迹.

判别式起源于多项式的重根判定, 随后人们在数论和非交换环论场景定义判别式以及判别式理想的概念.
设含幺环 R有中心子环 C,并给定迹映射 tr : R→ C,对每个正整数 ℓ,分别定义Dℓ(R/C; tr)和MDℓ(R/C; tr)
为以下两个 C 的子集在 C 中生成的理想:

{det(tr(xixj))m×m|(x1, ..., xℓ) ∈ Rℓ}, {det(tr(xiyj))m×m|(x1, ..., xℓ), (y1, ..., yℓ) ∈ Rℓ}

称 Dℓ(R/C; tr) 为 ℓ 阶判别式理想, MDℓ(R/C; tr) 为 ℓ 阶改良判别式理想. 如果 R 是中心子环 C 上有限生

成自由模,设有 C-基 {x1, ..., xn},则称 det(tr(aiaj))n×n 是 R关于 tr的判别式,容易验证判别式的定义关于不
同 C-基的选取相差 C 中可逆元,记判别式为 d(R/C; tr). 并且这时容易验证 Dn(R/C; tr) = MDn(R/C; tr) =
(d(R/C; tr)). 利用行列式的基本性质,当 R作为 C-模的生成元集 X 明确时,可以适当简化改良判别式理想的
描述: MDℓ(R/C; tr)可由下述集合生成:

{det(tr(xiyj))m×m|(x1, ..., xℓ), (y1, ..., yℓ) ∈ Xℓ}.

尤其是当 R作为 C-模是有限生成模并且有自然的生成元集X 时,该观察可用于显式地表达改良判别式理想的
生成元集. 不过这里的观察并不会在下面的 [定理3.196]的证明中用到. 对 C 的理想 I ,记 V(I)是 C 中所有包

含 I 的极大理想构成的集合,即 I 在极大谱中的零点集. 现在我们能够证明
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Theorem 3.196 ([30]). 设 k是特征零的代数闭域, (R,C, tr)是 k上 n次仿射 Cayley-Hamilton代数. 对每个
m ∈ maxSpecC,将所有可被 m零化的不可约模同构类构成的集合记作 Irrm(R). 那么对任何正整数 ℓ有

V(MDℓ(R/C; tr)) = V(Dℓ(R/C; tr)) = {m ∈ maxSpecC|
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2 < ℓ}.

Proof. 固定 C 的极大理想 m,那么在 [例3.194]中我们看到 tr诱导迹映射 trm : R/mR → C/m ∼= k, a+mR 7→
tr(a) +m. 现在应用 [引理3.132],我们得到迹映射

trm : (R/mR)/Jac(R/mR) → C/m ∼= k, a+ Jac(R/mR) 7→ tr(a) +m.

因此 ((R/mR)/Jac(R/mR),k, trm)是 k上有限维半单 n次 Cayley-Hamilton代数,注意我们在 [注记3.130]中
已经指出 trm诱导的 (R/mR)/Jac(R/mR)上对称双线性型是非退化的. 根据Wedderburn-Artin定理,有

dimk(R/mR)/Jac(R/mR) =
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2.

根据下面的 [引理3.199],如果 ℓ ≤
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2,那么总存在 (x1, ..., xℓ) ∈ Rℓ使得

πm(det(tr(xixj))ℓ×ℓ) 6= 0,

这里 πm : R→ R/mR是标准投射. 这说明 ℓ ≤
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2时 m /∈ V(Dℓ(R/C; tr)). 即

V(Dℓ(R/C; tr)) ⊆ {m ∈ maxSpecC|
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2 < ℓ}.

如果 ℓ >
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2,那么由基本的线性代数不难看出对所有的 (x1, ..., xℓ), (y1, ..., yℓ) ∈ Rℓ有

πm(det(tr(xiyj))ℓ×ℓ) = 0,

这说明 m ∈ V(MDℓ(R/C; tr)). 于是我们得到

{m ∈ maxSpecC|
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2 < ℓ} ⊆ V(MDℓ(R/C; tr)).

注意 Dℓ(R/C; tr) ⊆MDℓ(R/C; tr),所以总有 V(MDℓ(R/C; tr)) ⊆ V(Dℓ(R/C; tr)),证毕.

Remark 3.197. 注意在该定理的证明中并没有用到 [例3.194]中指出的 Cayley-Hamilton代数的迹是几乎表示
论迹. 但我们用到了特征零的域上的有限维Cayley-Hamilton代数的迹与 Jacobson根的关系 (见 [注记3.130]).
而这依赖于 Procesi所证明的 Cayley-Hamilton代数可保迹嵌入某交换环上矩阵代数这一事实.

Remark 3.198. 沿用上述定理的条件与记号,这时对每个 m ∈ maxSpecC, (R/mR)/Jac(R/mR)作为 k ∼= C/m

上有限维半单 n次 Cayley-Hamilton代数,其 k-线性维数自然不超过 n2(见 [命题3.142]). 所以∑
[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2 ≤ n2.

特别地,结合 [定理3.196],我们立即得到 V(Dℓ(R/C; tr)) = maxSpecC, ∀ℓ ≥ n2 + 1.
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Lemma 3.199. 设域 k的特征不是 2, V 是 n维线性空间. µ : V × V → k是非退化对称双线性型. 那么对任何
正整数 1 ≤ t ≤ n,存在 V 的 t维子空间W 使得 µ|W 也非退化.

Proof. 取定 V 的基 {x1, ..., xn}. 由条件,对 Gram矩阵 A = (µ(xi, xj))n×n, A是可逆对称阵并且可合同于某对
角阵. 设可逆阵 Q满足 QTAQ = diag{λ1, ..., λn},这里 λi 均非零. 固定正整数 1 ≤ t ≤ n,对每个 1 ≤ i ≤ t记

ei 是 k
n 中第 i个标准单位列向量, 并定义 yi = (x1, ..., xn)Qei, 那么 {y1, ..., yt}是 k-线性无关的. 命 W 是由

{y1, ..., yt}生成的子空间,那么 µ|W 在基 {y1, ..., yt}下的 Gram矩阵就是 diag{λ1, ..., λt}.

在 [例3.122]中我们看到特征为零的域上 PI次数为 n的模有限仿射素代数 R满足 T (R) = R(例如 R的

中心 Z 是整闭整区)时, (R,Z, trred)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 应用 [定理3.196],得到

Corollary 3.200 ([30]). 设 k是特征零的代数闭域, R是 k上模有限仿射素代数,并且满足 T (R) = R. 将 R的

中心记作 Z,设 trred : R → Z 是 R的约化迹 (回忆 [命题3.111]). 对每个 m ∈ maxSpecZ,将所有可被 m零化

的不可约模同构类构成的集合记作 Irrm(R). 那么对任何正整数 ℓ有

V(MDℓ(R/Z; trred)) = V(Dℓ(R/Z; trred)) = {m ∈ maxSpecZ|
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2 < ℓ}.

Remark 3.201. 沿用 [推论3.200]的记号,并记 S = Z − {0},根据 Posner定理, RS 是 ZS 上 n2维代数. 所以当
ℓ ≥ n2 + 1时,MDℓ(RS/ZS ; (trred)S) = Dℓ(RS/ZS ; (trred)S) = 0,这说明

V(MDℓ(R/Z; trred)) = V(Dℓ(R/Z; trred)) = maxSpecZ, ∀ℓ ≥ n2 + 1.

设 R是代数闭域 k上仿射模有限代数, C 是 R的中心子代数满足 CR是有限生成模. 根据 [命题3.181],我
们有定义合理的不可约表示维数平方和函数

χ : maxSpecC → N,m 7→
∑

[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2,

而 [定理3.196]表明至少在 Cayley-Hamilton代数场景,判别式理想的零点集承载了 χ的信息: 对 ℓ ≥ 1有

m ∈ V(Dℓ(R/C; tr)) ⇔ χ(m) < ℓ.

因此维数平方和函数 χ 能够告诉我们 C 的每个极大理想 m 所含于的判别式理想零点集阶数的最小值, 即
χ(m) + 1. 注意 [注记3.198]表明在 n次 Cayley-Hamilton代数场景, χ(m) ≤ n2, ∀m ∈ maxSpecC.

Example 3.202 (四元数的改良判别式理想). 在 [例3.92]中已经指出 H的约化迹是 trred(a + bi + ck + dk) =

2a, ∀a, b, c, d ∈ R.因此利用 H的 R-基 {1, i, j, k}容易算出 d(H/R; trred) = −16. 这时

MD1(H/R; trred) =MD2(H/R; trred) =MD3(H/R; trred) =MD4(H/R; trred) = R,MDt(H/R; trred) = 0, ∀t ≥ 5.

H作为有限维可除代数唯一的极大理想是零理想,对应 (R上)4维不可约表示 HH.

对于 n次 Cayley-Hamilton代数 n2阶的判别式理想的零点集,我们能够说更多.

Theorem 3.203 ([30]). 设 k是特征零的代数闭域, (R,C, tr)是 k上 n次仿射 Cayley-Hamilton代数. 则

{m ∈ maxSpecC|R/mR ∼= Mn(k)} = {m ∈ maxSpecC|R/mR有n维不可约表示} = maxSpecC−V(Dn2(R/C; tr)).
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Proof. 如果 m ∈ maxSpecC 满足 R/mR ∼= Mn(k),那么 R明显有 n维不可约表示. 如果 m ∈ maxSpecC 满足
R/mR存在 n维不可约表示,那么 (R/mR)/Jac(R/mR)也存在 n维不可约表示,于是. 因 (R/mR)/Jac(R/mR)
是有限维半单 n次 Cayley-Hamilton代数,所以 [命题3.142]表明 (R/mR)/Jac(R/mR)的线性维数不超过 n2.
由Wedderburn-Artin定理,将 (R/mR)/Jac(R/mR)分解为一些 k上矩阵代数的乘积,那么这些矩阵代数一定
存在某个是 n阶的,这迫使 (R/mR)/Jac(R/mR) ∼= Mn(k). 现在应用 [命题3.154]得到 R/mR ∼= Mn(k). 至此
我们证明了 {m ∈ maxSpecC|R/mR ∼= Mn(k)} = {m ∈ maxSpecC|R/mR有n维不可约表示}. 下证

{m ∈ maxSpecC|R/mR ∼= Mn(k)} = maxSpecC − V(Dn2(R/C; tr)).

如果 m ∈ maxSpecC 满足 R/mR ∼= Mn(k),那么 (R/mR,k, trm)是有限维单 n次 Cayley-Hamilton代数. 特别
地, trm是 R/mR上非退化迹映射. 从而 Dn2(R/C; tr) ⊈ m. 即 m ∈ maxSpecC − V(Dn2(R/C; tr)).
最后,任取m ∈ maxSpecC−V(Dn2(R/C; tr)),则 n次Cayley-Hamilton代数 ((R/mR)/Jac(R/mR),k, trm)

的 n2阶判别式理想非零,这说明 dimk(R/mR)/Jac(R/mR) ≥ n2. 现在应用 [命题3.142]得到

dimk(R/mR)/Jac(R/mR) = n2.

由 [命题3.154]知R/mR ∼= Mn(k). 故maxSpecC−V(Dn2(R/C; tr)) ⊆ {m ∈ maxSpecC|R/mR ∼= Mn(k)}.

Remark 3.204. 该定理在有限维复单 Lie代数在单位根处量子包络代数 (对 Lie代数与单位根的本原次数加适
当限制)的情形 (这是模有限自由素代数,带上约化迹)早在 [38]中被 Concini与 Kac证明.

Remark 3.205. 根据 [命题3.155],在定理条件下我们还有

{m ∈ maxSpecC|R/mR ∼= Mn(k)} = {m ∈ maxSpecC|R/mR是秩为n2的 Azumaya代数}.

Corollary 3.206. 设 k 是特征零的代数闭域, (R,C, tr) 是 k 上 n 次仿射 Cayley-Hamilton 代数, 那么 (由 [定
理3.203]立即得到){m ∈ maxSpecC|R/mR有n维不可约表示}是maxSpecC 的 Zariski开子集.

Remark 3.207. 之前在 [注记3.116]中已经指出在上述推论条件下, R的不可约表示的 k-线性维数不超过 n.

我们指出 [定理3.203]结论中的零点集的补集maxSpecC − V(Dn2(R/C; tr))可能是空集.

Example 3.208. 设 k是特征为零的代数闭域,在 [例3.191]中我们已经看到 n次 Cayley-Hamilton代数的不可
约表示可能维数都严格小于 n. 之后会在 [定理3.214]中证明 PI次数为 n的仿射模有限素代数均存在 n维不可

约表示 (注意我们已经在 [注记3.12]中指出这时模有限仿射素代数的不可约表示维数不超过 n).

我们把 [定理3.196]和 [定理3.203]总结为下述推论,它是 [30]中的一个主要结果.

Corollary 3.209 ([30]). 设 k是特征零的代数闭域, (R,C, tr)是 k上 n次仿射 Cayley-Hamilton代数,那么对
每个正整数 ℓ有 V(MDℓ(R/C; tr)) = V(Dℓ(R/C; tr)) = {m ∈ maxSpecC|

∑
[V ]∈Irrm(R)

(dimkV )2 < ℓ},且

{m ∈ maxSpecC|R/mR ∼= Mn(k)} = {m ∈ maxSpecC|R/mR有n维不可约表示} = maxSpecC−V(Dn2(R/C; tr)).

[定理3.203]的证明依赖于 [注记3.116]介绍的 Procesi得到的 Cayley-Hamilton代数的保迹嵌入性质以及
[命题3.154]前面罗列的经典 Artin-Procesi定理和中心多项式 gn的性质. 在 [例3.122]中我们看到当域 k的特

征 chark /∈ [1, n]时,满足 T (R) = R(例如中心是整闭整区)的域 k上 PI次数为 n的素 PI代数 R,记 R的中心

为 Z,那么 (R,Z, trred)是 n次 Cayley-Hamilton代数. 在这个场景下,我们能只用 [注记3.116]证明
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Theorem 3.210 ([38]). 设代数闭域 k是特征为零的代数闭域, R是 k上 PI次数为 n的模有限仿射素代数,中
心为 Z,满足 T (R) = R. 现在设 trred : R→ Z 是约化迹. 那么

{m ∈ maxSpecZ|R/mR ∼= Mn(k)} = maxSpecZ − V(Dn2(R/Z; trred)).

Proof. 首先记 S = Z − {0}, 那么 Posner 定理表明 RS 是 ZS 上 n2 维中心单代数. 如果 m ∈ maxSpecZ 满
足 R/mR ∼= Mn(k), 那么存在 a1, ..., an2 ∈ R 使得 {a1, ..., an2} 是 R/mR 作为 k-线性空间的基. 由 trm 诱导
的对称双线性型非退化 (利用 Mn(k) 上非零迹都非退化或应用 [注记3.130]) 便知 Dn2(R/Z; trred) ⊈ m. 这
证明了 {m ∈ maxSpecZ|R/mR ∼= Mn(k)} ⊆ maxSpecZ − V(Dn2(R/Z; trred)). 现在设 Z 的极大理想 m /∈
V(Dn2(R/Z; trred)), 那么存在 a1, ..., an2 ∈ R 使得 det(tr(aiaj))n2×n2 /∈ m. 下证 {a1, ..., an2} 是 R/mR 作为

k-线性空间的基,一旦证明此断言,则 trm 非退化. 结合 [注记3.130]得到 R/mR是 n2 维半单代数. 再应用 [命
题3.142]便得到 R/mR ∼= Mn(k). 因此,根据前面的讨论,要完成定理证明只需证明 {a1, ..., an2}是 R/mR作为

k-线性空间的基这一断言. 首先我们指出 det(tr(aiaj))n2×n2 是 Z 中非零元保证了 a1, ..., an2 作为 RS 中元素是

ZS-线性无关的 (所以也是 k-线性无关的). 并注意 trS : RS → ZS 是 n2 维 ZS-线性空间 RS 上的 (非退化)迹
映射. 记 trS 所诱导的 RS 上非退化对称双线性型为 〈−,−〉trS . 由下面的 [引理3.211],存在 {a∗1, ..., a∗n2} ⊆ RS

使得 〈ai, a∗j 〉trS = δij 并且由其构造知 det(tr(aiaj))n2×n2a∗i ∈ R. 于是对任何 x ∈ RS 有

x =
n2∑
j=1

〈x, a∗j 〉trSaj .

特别地, 对任何 a ∈ R, 取 x = det(tr(aiaj))n2×n2a便知 det(tr(aiaj))n2×n2a可被 {a1, ..., an2}来 Z-线性表出.
现在将该 Z-线性表出等式对应到 R/mR中,由 det(tr(aiaj))n2×n2 6= 0 ∈ Z/m ∼= k便知断言成立.

Lemma 3.211. 设 V是域 k上 d ≥ 1维线性空间, 〈−,−〉 : V × V → k是非退化对称双线性型. 那么对 V 的任

何 k-基 {v1, ..., vd},存在 {v∗1 , ..., v∗d} ⊆ V 使得 〈vi, v∗j 〉 = δij , ∀1 ≤ i, j ≤ d.

Proof. 由条件,矩阵 T = (〈vi, vj〉)d×d可逆. 于是可通过下述关系定义 {v∗1 , ..., v∗d} ⊆ V :

(v∗1 , v
∗
2 , ..., v

∗
d)T = (v1, v2, ..., vd).

可直接计算验证 〈vi, v∗j 〉 = δij , ∀1 ≤ i, j ≤ d.

我们也感兴趣代数闭域上仿射模有限素代数更高阶的判别式理想零点集是否平凡. 更一般地,有

Proposition 3.212 ([30]). 设 R是域 k上 PI次数为 n的素 PI代数,记其中心为 Z 并设 tr : R → Z 是迹映射.
那么对任何正整数 ℓ ≥ n2 + 1有MDℓ(R/Z; tr) = Dℓ(R/Z; tr) = 0.

Proof. 对判别式理想与改良判别式理想关于中心正则元集 S = Z − {0}作局部化,再由 Posner定理便知.

下面进一步讨论代数闭域上仿射模有限素代数的不可约表示与正则极大理想之间的关系. 首先我们需要

Proposition 3.213 ([1]). 设 R是含幺环, Z 是 R的中心子环满足 RZ 是有限生成模, φ : SpecR → SpecZ 是标
准嵌入 j : Z → R诱导出的连续映射,即 φ : SpecR → SpecZ,P 7→ P ∩ Z. 根据 [命题3.181], φ是满连续映射
并且限制在极大谱层面有满连续映射 φ′ : maxSpecR→ maxSpecZ,M 7→M ∩Z. 如果 Z 是Noether环 (例如
当 R是域上仿射代数),那么 φ与 φ′均为闭映射 (即把闭集映至闭集).
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Proof. 先说明 φ是闭映射,任取 SpecR的闭子集 V = V (I),可不妨设 I 是半素理想 (否则用所有含 I 素理想之

交替换 I),我们断言 φ(V) = {p ∈ SpecZ|I ∩ Z ⊆ p} = V (I ∩ Z). 一旦证明此断言立即得到 φ是闭映射.
记 W = V (I ∩ Z), 明显 φ(V) ⊆ W . 反之, 如果 p ∈ W , 即 I ∩ Z ⊆ p. 注意到 R 作为有限生成 Z-

模一定是双边 Noether 环, 故 R 中包含 I 的极小素理想只有有限多个, 设为 P1, ..., Pt. 现在由 I 的半素性知

I = P1 ∩ P2 ∩ · · · ∩ Pt. 所以存在某个 I 上极小素理想 Pk 使得 Z ∩ Pk ⊆ p. 应用 [命题3.181(2)]便知存在 R的

素理想 Q ⊇ Pk 使得 φ(Q) = p. 特别地, Q ⊇ I ,因此 Q ∈ V . 由此得到 φ(V) = W .
还需要证明 φ′ 也是闭映射. 设 V ′ 是 R 中所有包含半素理想 I 的极大理想构成的集合. 记W ′ 是 Z 中所

有包含 I ∩ Z 的极大理想构成的集合. 我们通过说明 φ′(V ′) = W ′ 来得到 φ′ 是闭映射. 而这由 [命题3.181(4)],
[命题3.181(5)]以及前面关于 φ的讨论知结论明显成立.

在 [推论3.11]中我们看到域上仿射 PI代数的不可约表示总是有限维的. 如果进一步考虑代数闭域场景,代
数闭域上素仿射 PI代数的不可约表示维数都被该代数的 PI次数控制,即所有的不可约表示维数具有公共的上
界. 下面的定理表明代数闭域上模有限仿射素代数总有不可约表示的维数恰是 PI次数 (注意 [命题3.73]表明
域上仿射素 PI代数总存在正则极大理想,所以满足下述定理结论的极大理想总存在).

Theorem 3.214 ([1]). 设 k是代数闭域, A是仿射模有限素 k-代数, Z 是 A的中心, n是 A的 PI次数. 那么对
任给 A的极大理想M ,并记 m =M ∩ Z,以下五条等价:
(1)M 是 A的正则极大理想.
(2) Am是以 Zm为中心的 Azumaya代数.
(3)M = mA.
(4)极大理想M 所对应的不可约左 A-模 (回忆 [推论2.87])是 k-线性维数是 n.
(5)作为 k-代数, A/M ∼= Mn(k).

Proof. 在正式证明前我们再回顾一下定理条件下的基本结论. 设极大理想 M 对应 A 的不可约表示 X(即有
AnnAX = M), 那么 dimkX ≤ dimkA/AnnAX(利用 Kaplansky 定理和 Zariski 引理可知右边确实是有限
维代数). 并且由 A/AnnAX 的 PI 次数不超过 A 的 PI 次数以及 Kaplansky 定理可知 A/AnnAX 作为中心
上的线性空间维数不超过 (PI-degA)2. 注意到 A/AnnAX 的中心是 k 的有限扩张, 所以 k 是代数闭域迫使

Z(A/AnnAX) = k. 由此可知 dimkX ≤ dimkA/AnnAX ≤ (PI-degA)2 = n2. 注意到 A/AnnAX 是代数闭域
k上有限维单代数,故由Wedderburn-Artin定理知存在正整数 1 ≤ d ≤ n使得 A/AnnAX = A/M ∼= Md(k).
这时利用矩阵代数的不可约表示特性以及 X 可自然视作 A/AnnAX 上模易见 dimkX = d. 即这时有

dimkX = PI-degA/M = d,A/M ∼= Md(k).

其中 PI-degA/M = d来自 Amitsur-Levitzki定理. 下面开始证明本定理.
根据前面的讨论, (1)⇔(4)⇔(5)的等价性是明显的. 下面证明 (2),(3)和 (5)之间的等价性.
(2)⇒(3): 注意到Mm ∩Zm = mZm,所以当 Am是Azumaya代数时,由 [命题3.54]便知Mm = mAm. 由此

易知对任何 b ∈M 存在 u ∈ Z −m使得 ub ∈ mA. 而存在 z ∈ Z 使得 uz − 1 ∈ m,故 b ∈ mA.
(3)⇒(5):根据前面的讨论,只需要说明 dimkA/M = n2即可. 首先前面已经指出 dimkA/M ≤ n2,所以只

要验证 dimkA/M ≥ n2. 这时A/M = A/mA作为Z/m = k上线性空间维数至少是Am/mAm作为域Zm/mZm

上线性空间的维数,利用 Nakayama引理我们看到这就是 Am 作为有限生成 Zm-模的最小生成元集数目. 记 Z
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的零理想为 Q,现在有 AQ ∼= (Am)Qm
,因此 Am 作为有限生成 Zm-模的最小生成元集数目至少是 dimZQ

AQ. 由
Posner定理, dimZQ

AQ = n2,所以 dimkA/M ≥ n2.
(5)⇒(2): 由Amitsur-Levitzki定理,这时 PI-degA/M = n,所以M 是正则极大理想. 并注意到Am/Mm

∼=
(A/M)m ∼= A/M 表明 Am/Mm 也是 PI次数为 n的中心单代数. 而根据 [推论2.112], Am 的 PI次数也是 n,因
此Mm 是 Am 的正则极大理想. 于是由 [命题3.67]可知存在某组 Am 的元素在 Fn(x, y1, ..., yn)下的值非零. 因
为 k是无限域,故应用 [推论2.114]知 Fn(x, y1, ..., yn)是 Am的中心多项式,即 Am中元素代入 Fn(x, y1, ..., yn)

后得到的值总在 Zm 中. 故存在 α, β1, ..., βn ∈ Am 使得 Fn(α, β1, ..., βn) ∈ Zm −Mm. 特别地, Fn(α, β1, ..., βn)
是 Zm中可逆元 (因为表示成分式后分子在 Z −m中). 假设 Am存在非正则的极大理想N ,那么由 [推论2.113]
知 Fn(x, y1, ..., yn)是 Am/N 的多项式等式. 因此 Fn(α, β1, ..., βn) ∈ N . 这说明 N 包含 Am 中的可逆元,这与
N 是真理想矛盾. 所以 Am的所有极大理想都正则. 故由 Artin-Procesi定理便知 Am是 Azumaya代数.

Remark 3.215. 设 k是代数闭域, A是 k上最小次数不超过 2n的仿射 PI代数. 根据 [注记3.12],这时 A在 k

上的不可约表示维数均不超过 n. 设正整数 ℓ ≤ n, 如果 A 的极大理想 M 对应的不可约表示是 ℓ 维的, 那么
A/M ∼= Mℓ(k). 我们依然有: M 对应的不可约表示是 n维的⇔ A/M ∼= Mn(k).

Remark 3.216. 该定理的分次版本最早在 [36]中由层论工具证明. 这里的非分次版本来自 [37]. 如果 Z 的极

大理想 m使 Am 是 Azumaya代数,那么由 PI-degAm = n以及 [例3.63]立即得到 Am 是秩为 n2 的 Azumaya
代数. 如果 Z 的极大理想 n,m满足 Am, An都是 Azumaya代数,那么 A/mA ∼= Mn(k) ∼= A/nA.

Remark 3.217. 在 (2)⇒(3)过程中,我们看到Mm = mAm 蕴含M = mA. 一般地,对含幺环 R和中心子环 Z

的极大理想 m,如果 R的理想 I, J ⊇ m且 Im = Jm,用同样的技术我们可以说明 I = J : 任取 c ∈ I ,那么存在
s, t ∈ Z − m和 d ∈ J 使得 c/s = d/t, 由此可知存在 u ∈ Z − m使得 uc ∈ J . 因为 u /∈ m, 所以存在 z ∈ Z

使得 uz − 1 ∈ m ⊆ J , 于是 uzc − c ∈ J , 因此 c ∈ J . 这说明 I ⊆ J . 对称地得到 J ⊆ I . 对中心子环的素
理想一般不成立. 即当 R的理想 I, J 满足包含中心子环 Z 的素理想 p且 Ip = Jp 时未必有 I = J . 例如考虑
R = Z = Z, p = 0. 取 I = 2Z, J = 3Z,那么 Ip, Jp 作为 Q = Rp 的非零理想都是 Q. 利用这个观察,我们可以
看到如果 K-代数 A在中心子代数 C 上模有限且 C 的极大理想 m满足 Am 是 (以 Z(A)m 为中心的)Azumaya
代数 (这里局部化是关于乘闭子集 C − m作),那么对任何 A的满足M ∩ C = m的极大理想M ,依然能够证
明 M = mA. 这时可直接验证 Mm ∩ Z(A)m = mZ(A)m. 应用 [命题3.54] 得到 Mm = mAm. 现在由 M,mA

都是 A的包含 m的理想可知 M = mA. 因此, 只要 m ∈ maxSpecC 满足 Am 是 Azumaya代数, 就能够保证
φ−1(m) = (φ′)−1(m)是单点集 (这里等号来自 [命题3.181]).

Remark 3.218. 我们指出 [定理3.214] 中要求代数是素环的要求是必要的. 在 [例3.189] 中我们看到有限维半
单代数 A的中心的极大谱可能每个点 m都满足 Am 是 Azumaya代数, 但 m关于 [命题3.181]中的连续满射
φ : maxSpecR → maxSpecZ,M 7→ M ∩ Z 的原像对应的不可约表示具有不同的维数. 按照 [定义3.222]的术
语,这表明对代数闭域上仿射模有限半素代数 A而言, Azumaya轨迹中的点生成的 A的极大理想可能不再对

应最大维数的不可约表示,并注意 [例3.189]中的代数A关于中心的任意极大理想m生成的理想作商后,A/mA
是有限维单代数. 而 [例3.190]表明对代数闭域上有限维半单代数 A如果在某个中心子代数 Z(也是整区)上模
有限, Z 中使得 Am是 Azumaya代数的极大理想 m关于 φ的原像集可能不是单点集,并且不同的 (A的)极大
理想对应 A不同维数的不可约表示. 再指出 [例3.190]考虑的代数 A关于相应中心子代数 Z 的极大理想 m诱

导的代数 A/mA是有限维半单代数,但不是单环.
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Corollary 3.219. 设 A是代数闭域上 PI次数为 n的仿射模有限素代数. 那么以下三条等价:
(1) A是 Azumaya代数.
(2) A是秩为 n2的 Azumaya代数.
(3) A在 k上所有的不可约表示维数是 n.

Proof. (1)⇒(2): 根据 [命题3.61],只需说明对 A的中心 Z 的任何极大理想 m, Am 是 Zm 上秩为 n2 的自由模.
记 rankZm

Am = ℓ,那么对 S = Z−{0},易见AS是域 ZS上 ℓ维线性空间. 于是由A的 PI次数是 n得到 ℓ = n2.
(2)⇒(3)来自 [命题3.58]和 [定理3.214]. (3)⇒(1)由 [定理3.214]立即得到.

下面我们来总结理解一下 [定理3.214]的意义. 固定代数闭域 k上 PI次数为 n的模有限仿射素代数 A并

记其中心为 Z. 对 A在 k上的任何不可约表示 X ,总有 dimkX ≤ n. 该定理说 dimkX = n的充要条件是极大

理想 AnnAX 是 A的正则极大理想. 而 [命题3.73]告诉我们 A的正则极大理想总存在,所以 A所有不可约表

示的线性维数不仅被 n控制, n这个上界还是“可达”的. A维数最大的不可约表示,即线性维数为 n的不可约

表示,恰好对应所有的正则极大理想. 因此我们从 [定理3.214]读出

Corollary 3.220. 考虑代数闭域 k上 PI次数为 n的模有限仿射素代数 A并记其中心为 Z. 那么有双射

ε : {X|X是不可约左A-模且dimkX = n} → {M ∈ maxSpecA|M是正则极大理想}, X 7→ AnnAX.

Remark 3.221. 因此素 PI代数极大理想的正则性捕捉了不可约表示维数的最大性这一信息.

而 A的极大理想M 是正则的当且仅当 Am是 Azumaya代数,其中 m = Z ∩M ,启发我们定义

Definition 3.222 (Azumaya轨迹, [1]). 设 R是含幺环, Z 是 R的中心且 ZR是有限生成模. 称

A(R) = {m ∈ maxSpecZ|Rm是 (以Zm为中心的)Azumaya代数}

是 R的 Azumaya轨迹. 注意模有限的条件保证了 Rm的中心就是 Zm([引理3.59]).

Remark 3.223. 根据上述定义, Azumaya轨迹是中心的极大谱的子集. 我们当然也可以对环的中心子环去定义
Azumaya轨迹的概念. 设含幺环 R的中心是 Z,并有中心子环 C,满足 CR是有限生成模,定义

A(R) = {m ∈ maxSpecC|Rm是 (以Zm为中心的)Azumaya代数}.

在 [注记3.217]中我们指出即便定义的 Azumaya轨迹是在中心子代数的极大谱内,这时依然有每个 m ∈ A(R)

满足 mR是 R的极大理想. 即 R的与 C 相交为 m的极大理想是唯一的.

Proposition 3.224. 设 A是代数闭域上仿射模有限素代数,那么
⋂

m∈A(A)

mA = 0.

Proof. 根据 [定理3.214],所有mA(m ∈ A(A))之交就是A的所有正则极大理想之交,再应用 [命题3.73(6)].

因为现在 A是仿射素 PI代数,所以总存在正则极大理想 (回忆 [命题3.73]). 于是由 [定理3.214]知总存在
Z 的极大理想 m(即取一个 A的正则极大理想与 Z 的交)使得 m ∈ A(A). 所以代数闭域上模有限仿射素代数
的 Azumaya轨迹总是非空的. 事实上,我们还有
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Theorem 3.225 ([1]). 设 A是代数闭域 k上的模有限仿射素代数并设其中心为 Z, 那么 A的 Azumaya轨迹
A(A)是maxSpecZ 的非空稠密开子集.

Proof. A(A) 6= ∅来自 [定理3.214]和 [命题3.73]. 记 S 是 A所有非正则的极大理想构成的集合,那么根据 [命
题3.73]知 S 是maxSpecA的真闭子集. 设 φ′ : maxSpecR → maxSpecZ,M 7→ M ∩ Z 是标准映射,因为 Z 是

Noether环,所以 [命题3.213]表明 φ′ 是连续满的闭映射. 根据 [定理3.214]可知 maxSpecZ − A(A) = φ′(S).
于是知A(A)是maxSpecZ 的非空开子集. 因为 Z 是域 k上仿射交换代数,所以 Z 是 Jacobson环,于是结合 Z

是整区知 JacZ = N(Z) = 0. 现在应用下面的 [引理3.226]便知 A(A)是稠密开子集.

Lemma 3.226. 设 Z 是含幺交换环,则maxSpecZ 是不可约空间的充要条件是 JacZ 是素理想.

在 [命题3.58]中我们看到 Azumaya代数在中心的任何极大理想处作局部化依然是 Azumaya的,所以

Example 3.227. 设 A是以 Z 为中心的Azumaya代数,那么A(A) = maxSpecZ. 我们将在 [命题3.262]中证明
代数闭域上单参数偶数维的量子环面是 Azumaya代数.

Remark 3.228. 反之,如果 A是域 k上仿射模有限代数并设其中心为 Z. 那么这时 A作为 Noether环 Z 上的

有限生成模自然是有有限表现的. 因此应用 [命题3.58]便知 A(A) = maxSpecZ 蕴含 A是 Azumaya代数.

Example 3.229. 对代数闭域上模有限仿射代数,其 Azumaya轨迹可能是空集. 例如考虑 [例3.191]中的二阶上
三角阵代数,记为 A. 其中心的极大谱是以零理想为元素的单点集,因此 A不是 Azumaya代数表明 A(A) = ∅.

Example 3.230. 在 [例3.72]中我们看到如果 q ∈ k
∗是域 k中的 ℓ次本原单位根且 ℓ ≥ 2,那么 q处的量子平面

Oq(k
2)作为域上仿射Noether整区且在中心上有限生成自由的代数不是 Azumaya的. 因此这时 Azumaya轨

迹 A(Oq(k
2)) ⊊ maxSpecZ. 故可用 Azumaya轨迹来衡量仿射模有限代数与“Azumaya代数”的距离.

依然设 A是代数闭域 k上 PI次数为 n的模有限仿射素代数,那么从 [定理3.225]的证明过程中我们看到
A(A)就是 A的正则极大理想集在连续满射 φ′ : maxSpecR → maxSpecZ,M 7→ M ∩ Z 下的像集. 结合 [命
题3.181],我们看到A(A)中点关于 φ的纤维给出 A的正则极大理想集的不相交分解. 不过 [定理3.214]告诉我
们所有的纤维代数 A/mA(m ∈ A(A))都同构于Mn(k),所以 A/mA的不可约表示等价类只有一个. 因此

Proposition 3.231. 设 A是代数闭域 k上 PI次数为 n的模有限仿射素代数且中心为 Z. 那么 A(A), A的正则
极大理想集以及 A的 k-线性维数为 n的不可约表示等价类集之间有如下双射:

{[AX]|X是线性维数为n的不可约左A-模} {M ∈ SpecA|M是正则极大理想} A(A)
AnnA φ′

这里 AnnA是取零化子映射, φ′ : maxSpecA→ maxSpecZ,M 7→M ∩ Z 是标准连续满射.
特别地, Azumaya轨迹中的点关于 φ的原像集是单点集.

Remark 3.232. 该定理也可以视作是 [定理3.214]的直接推论, AnnA 是双射来自 [定理3.214]中 (1)与 (4)的
等价性, φ′是单射来自 (1)蕴含 (3), φ′是满射来自 (2)蕴含 (1).

Remark 3.233. 考虑到代数闭域上仿射模有限素代数的Azumaya轨迹中点与最大维数不可约表示间的对应关
系, Azumaya轨迹的计算基本且重要——本质上在确定所有最大维数的不可约表示.
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Remark 3.234. 在代数闭域上模有限仿射素代数场景,我们看到 Azumaya轨迹中点的原像集是单点集,对应给
定代数维数最大的不可约表示. 并且 Azumaya 轨迹中的点生成的代数中的理想是极大理想. 反之, 如果代数
闭域 k上模有限仿射素代数 A的中心 Z 的极大理想 m满足 mA是 A的极大理想, 由 mA ∩ Z ⊇ m以及 [命
题3.181(4)]可知 mA ∩ Z = m,再对M = mA应用 [定理3.214]可知 m ∈ A(A). 所以当 A是代数闭域上模有

限仿射素代数时, m ∈ A(A) ⇔ mA ∈ maxSpecA⇔ A/mA是 Artin单代数.

Remark 3.235. 一般地, 对代数闭域 k 上有限维代数 A 以及中心子代数 Z, 如果 m ∈ maxSpecZ 满足 m 关

于连续映射 φ′ : maxSpecA → maxSpecZ,M 7→ M ∩ Z 的原像集是单点集, 也不能保证 m 在 A 中生成的

理想是极大理想. 例如考虑域 k 上有限维代数 A = k[x]/(x2), 并取中心子代数 Z = k 以及 m = 0. 那么
(φ′)−1(m) = {(x)/(x2)}是 A唯一的极大理想 (也是唯一的素理想,注意 A是 Artin环). 但 mA = 0不是 A的

极大理想, 这时 (φ′)−1(m) ⊋ mA. 并此例也说明对代数闭域上有限维代数 A, (φ′)−1(m) 是单点集不足以蕴含

mA是极大理想. 换句话说,即便 mA不是 A的极大理想,有可能有 (φ′)−1(m)是单点集. 反之,当 mA是极大理

想时, (φ′)−1(m)明显是单点集.

Example 3.236 ([30]). 设 A是特征为零的代数闭域 k上的仿射模有限素代数,满足 T (A) = A. 并记 A的中心

是 Z, trred : A→ Z 是 A的约化迹. 设 A的 PI次数是 n,那么根据 [定理3.210], n2 阶判别式理想的零点集满足

{m ∈ maxSpecZ|A/mA ∼= Mn(k)} = maxSpecZ − V(Dn2(A/Z; trred)) = maxSpecZ − V(MDn2(A/Z; trred)).
现在应用 [定理3.214]便知 {m ∈ maxSpecZ|A/mA ∼= Mn(k)} = A(A) 6= ∅. 所以

V(Dn2(A/Z; trred)) = V(MDn2(A/Z; trred)) = maxSpecZ −A(A).

Remark 3.237. 根据 [命题3.212],对 ℓ ≥ n2 + 1有 V(Dℓ(A/Z; trred)) = V(MDℓ(A/Z; trred)) = maxSpecZ.

Remark 3.238. 该例表明判别式理想作为非交换代数中的工具可应用于 Azumaya轨迹的计算.

前面在 [定理3.225]中我们看到代数闭域上模有限仿射素代数的 Azumaya轨迹总是中心的极大谱的非空
稠密开子集. 我们马上说明 Azumaya轨迹中的点在某种意义下是“光滑的”.
固定代数闭域 k, 记仿射簇 X 的坐标环是 O(X). 在古典代数几何中我们知道 X 与 maxSpecO(X) 间有

标准的同胚, 记 p ∈ X 在该同胚下对应的极大理想是 mp. 那么 p 是 X 的光滑点当且仅当 O(X)mp
是正则局

部环. 根据 Auslander-Buchsbaum-Serre定理,交换 Noether局部环 (R,m, k = R/m)是正则局部环当且仅当

gl.dimR < +∞也当且仅当 p.dimRk < +∞. 由此看到 p是仿射簇 X 的光滑点当且仅当 O(X)mp
的整体维数

有限. 一般地,我们可以在交换 Noether环场景定义“光滑点”与“奇异点”的概念.

Definition 3.239 ([1]). 设 R是交换 Noether环, m ∈ maxSpecR. 如果 gl.dimRm < +∞,则称 m是 R的光滑

点. 如果 gl.dimRm = +∞,则称m是R的奇异点. 将所有光滑点构成的集合记作R(R),称为R的光滑轨迹;将
所有奇异点构成的集合记作 S(R),称为 R的奇异轨迹.

Proposition 3.240 ([1]). 设 A是域 k上模有限仿射代数, Z 是 A的中心. 如果整体维数 gl.dimA < +∞,那么
A(A) ⊆ R(Z),即 A的 Azumaya轨迹中的点全部是 Z 的光滑点.

Proof. 任取 m ∈ A(A),即 Am 是以 Zm 为中心的 Azumaya代数,于是 Am 是有限生成投射 Zm-模. 特别地,任
何任何投射 Am-模视作 Zm-模也投射. 由 Am 是非零有限生成 Zm-模以及 Nakayama 引理可知 mAm 6= Am.
于是非零模 Am/mAm 作为 Am-模的任何投射分解也是作为 Zm-模的投射分解. 因此由 A 的整体维数有限可
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知 Am/mAm 作为 Zm-模的投射维数有限. 根据 [推论3.45], 由 mZm 是 Zm 的极大理想可知 Am/mAm 也是

Azumaya代数. 并且其中心同构于 Zm/mZm. 现在应用 [命题3.43],我们看到 Zm/mZm 可视作 Am/mAm 作为

Zm-模的直和因子,因此 Zm/mZm 作为 Zm-模有有限的投射维数. 根据 Auslander-Buchsbaum-Serre定理, Zm

作为交换 Noether局部环是正则局部环,因此 m是 Z 的光滑点.

Remark 3.241. 该命题结论中的包含关系一般可能是严格的, 但在许多场景下被证明是可以取等的. 能保证
Azumaya轨迹与光滑轨迹相同的较为一般的同调条件可参见 [1, p.303, III Theorem 8.1]或 [37, Theorem 3.8].

Example 3.242. 如果 A是整体维数有限的交换仿射 k-代数,即 A = Z,那么由 Zm 总是自身上的 Azumaya代
数可知 A(A) = A(Z) = maxSpecZ. 这时由 gl.dimZ < +∞我们也总有R(Z) = maxSpecZ.

结合 [例3.236], 我们立即得到代数闭域上整体维数有限的模有限仿射素代数关于约化迹的判别式理想在
中心极大谱中的零点集包含所有的奇异点:

Corollary 3.243 ([30]). 设 A是特征为零的代数闭域 k上的仿射模有限素代数满足 T (A) = A且 gl.dimA <

+∞. 记 A的中心是 Z, trred : A→ Z 是 A的约化迹. 设 A的 PI次数是 n. 那么

V(Dn2(A/Z; trred)) = V(MDn2(A/Z; trred)) = maxSpecZ −A(A) ⊇ S(A).

3.7 PI斜多项式代数

在 [引理2.29] 中我们已经看到量子仿射空间能够实现成 Ore 扩张代数, 事实上许多量子代数都能够实现
为累次 Ore扩张代数 (或称为斜多项式代数). 当形变参数是单位根时,相应的量子代数往往是 PI代数. 因此对
理解 PI场景的 Ore扩张代数对研究单位根处的量子代数而言基本且重要.
本节先介绍特征为零的域上素 PI代数的 Ore扩张代数的 PI次数性质,主要参考文献是 [1]. 这里介绍的

定理形式来自 S. Jøndrup[39]. 随后介绍量子环面的概念 (见 [定义3.248],这是代数环面的量子版本)和基本性
质 (见 [命题3.249], [推论3.250]和 [定理3.255],在 [命题3.262]中我们证明一类 PI量子环面具有 Azumaya性
质),并介绍 Procesi与 Concini在 [40]中利用量子环面计算量子仿射空间的 PI次数的工作 ([定理3.255]). 尤
其在单参数的 PI量子仿射空间场景,能够具体地给出 PI次数的表达 (见 [例3.263]). 我们也在一类 PI量子仿
射空间上计算约化迹 ([例3.264]),在此场景下介绍 Cayley-Hamilton代数结构的具体实现.
首先指出对含幺环 R上的环自同态 τ 与 τ -导子 δ,由于 R是 Ore扩张 R[x; τ, δ]的子环,因此 R[x; τ, δ]是

PI 环的必要条件是 R 为 PI 环. 下面我们主要感兴趣 R 是素 PI 环并且 τ 是环自同构的场景. 注意这时对任
何 τ -导子 δ 均有 R[x; τ, δ]是素环. 下面的 Jøndrup定理不仅刻画了当 τ 是素代数上代数自同构时, Ore扩张
R[x; τ, δ]是 (素)PI代数的充要条件,也给出了相应 PI次数. 我们将大量使用 [引理2.41]进行分析.

Theorem 3.244 (Jøndrup定理, [1]). 设 k是特征为零的域, k-代数 R是素 PI代数, τ : R → R是 k-代数自同
构, δ : R→ R是 τ -导子. 并记 T = R[x; τ, δ]是 Ore扩张代数, Z 是 R的中心, S = Z − {0}. 那么:
(1) 如果 τ 限制在 Z 上是恒等映射, 那么存在 RS 中的可逆元 u 使得 τ 是 u 决定的内自同构, 并且这时 T 是

PI环的充要条件是 uδ̃(见 [引理2.41(3)]中 τ -导子 δ的自然延拓)是 RS 上的内导子. 这时 R[x; τ ]是 PI环并且
PI-deg(T ) = PI-deg(R) = PI-deg(R[x; τ ]).
(2)如果 τ 限制在 Z 上不是恒等映射,那么 T 是 PI环的充要条件是 τ |Z 的阶数有限. 并且当 T 是 PI环时, Ore
扩张代数 R[x; τ ]也是 PI环且 PI-deg(T ) = PI-deg(R[x; τ ]).
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特别地,只要 T = R[x; τ, δ]是 PI环,便有 R[x; τ ]是 PI环且 PI-deg(T ) = PI-deg(R[x; τ ]).

Proof. (1)如果 τ 限制在 Z 上是恒等映射,那么 τ̃ : RS → RS , as
−1 7→ τ(a)τ(s)−1 是 (定义合理的)ZS-代数自

同构,而 Posner定理表明 RS 是 ZS 上有限维中心单代数,所以由 Skolem-Noether定理 (见 [定理3.76]), τ̃ 是
内自同构. 即存在 RS 中的可逆元 u使得 τ̃(x) = u−1xu, ∀x ∈ RS . 根据 [引理2.41(1)], uδ̃ : RS → RS 是经典导

子,其中 δ̃是来自 [引理2.41(3)]的自然延拓. 注意这时由 [引理2.41(4)]和 [引理2.41(1)]得到 TS ∼= RS [y;uδ̃].
如果 uδ̃ 是 RS 上 (经典)内导子,那么 [引理2.41(2)]表明有环同构 RS [y;uδ̃] ∼= RS [z],即同构于 RS 上多项式

代数. 这时直接有 RS [y;uδ̃]是 PI环 (回忆 [推论2.19]),进而 TS 是 PI环,注意 S 中元素都是 T 的正则元,所以
T 也是 (素)PI环. 并且由 [推论2.19]和 [推论2.111]可知 PI-degR = PI-degRS = PI-degRS [z] = PI-degTS =

PI-degT . 此外, [引理2.41(1)] 表明 RS [x; τ ] ∼= RS [y], 因此 R[x; τ ] 也是 PI 环并且由 R[x; τ ] 是素 PI 环得到
PI-degR = PI-degRS = PI-degR[x; τ ]. 目前我们证明了当 uδ̃ 是 RS 上内导子时, (1) 中所阐述的结论都成
立. 因此为完成 (1) 的证明还需证明当 uδ̃ 不是内导子时, T 不是 PI 环. 根据下面的 [引理3.246](这里使用了
chark = 0的条件),这时中心单代数 RS 上的 Ore扩张代数 RS [y;uδ̃]是单环,进而由 τ̃ 是 RS 上内自同构以及

[引理2.41(1)]得到 RS [x; τ̃ , δ̃]是单环. 并注意到有左理想严格降链 RS [x; τ̃ , δ̃] ⊋ RS [x; τ̃ , δ̃]x ⊋ RS [x; τ̃ , δ̃]x
2 ⊋

· · · ,这说明 RS [x; τ̃ , δ̃]不是左 Artin环. 于是由 Kaplansky定理知 TS 不是 PI环,再由 S 中元素均为 T 中正则

元以及 Posner定理的 [推论2.111]得到 T 不是 PI环.
(2)如果存在 c ∈ Z 使得 τ(c) − c 6= 0,那么在 RS 中有 τ̃(c) − c是 ZS 中可逆元,下证 δ̃ : RS → RS 是内

τ̃ -导子. 对任何 x ∈ RS 有 xc = cx,对该等式作用 δ̃可得 τ̃(x)δ̃(c) + δ̃(x)c = τ̃(c)δ̃(x) + δ̃(c)x. 现在有

(τ̃(c)− c)δ̃(x) = τ̃(x)δ̃(c)− δ̃(c)x.

结合 τ̃(c)− c在 ZS 中可逆立即得到 δ̃是内 τ̃ -导子. 所以应用 [引理2.41(2)]得到环同构 RS [x; τ̃ , δ̃] ∼= RS [y; τ̃ ].
注意 ZS [y; τ̃ |ZS

]可自然视作 RS [y; τ̃ ]的子代数并且由 RS 是有限维 ZS-线性空间可得 RS [y; τ̃ ]是有限生成自由

右 ZS [y; τ̃ |ZS
]-模. 特别地, RS [y; τ̃ ]可嵌入 ZS [y; τ̃ |ZS

]上矩阵代数. 所以 [定理2.126]表明 RS [y; τ̃ ]是 PI环的充
要条件是 ZS [y; τ̃ |ZS

]是 PI环. 因此由下面的 [引理3.247]得到 RS [x; τ̃ , δ̃]是 PI环的充要条件是 τ̃ 限制在域 ZS

上阶数有限. 易见 τ̃ 作为 ZS 上域自同构的阶数有限等价于 τ 作为 Z 上环自同构阶数有限. 之前已经指出 [引
理2.41(4)]和 [推论2.111]保证了 T 是 PI环当且仅当 RS [x; τ̃ , δ̃]是 PI环,因此前面的讨论表明 T 是 PI环的充
要条件是 τ |Z 的阶数有限. 当 T 是 PI环时,由 RS [x; τ̃ , δ̃] ∼= RS [y; τ̃ ]得到 RS [y; τ̃ ]是 PI环,进而 R[y, τ ]也是 PI
环. 并且 [推论2.111]保证了 PI-degT = PI-degRS [x; τ̃ , δ̃] = PI-degRS [y; τ̃ ] = PI-degR[y, τ ].

Remark 3.245. 该定理条件中域的特征为零的条件是必要的,正特征场景存在结论不成立的例子.

Lemma 3.246 ([2]). 设 R是 Q-代数, δ 是 R上导子,如果 R不存在非平凡的 δ-稳定理想 (即满足 δ(I) ⊆ I 的

理想 I), δ不是内导子,并且 R是单环,那么 R[x; δ]也是单环.

Proof. 任取 R[x; δ]的非零理想 I ,对每个自然数 n,记 In是 R[x; δ]中所有次数不超过 n的斜多项式的 n次项系

数构成的集合,这明显是 R的双边理想,下面说明 In 是 δ-稳定的: 任取 a ∈ In,那么存在 bn−1, ..., b0 ∈ R满足

f = b0 + b1x+ · · ·+ bn−1x
n−1 + axn ∈ I . 所以 fx− xf ∈ I ,这也是次数不超过 n的斜多项式. 考察 xf − fx的

n次项系数便知 δ(a) ∈ I . 所以由条件得到只要 In 6= 0就有 In = R. 下证 I = R[x; δ]. 我们只需证明 I0 = R即

可. 设正整数 n是满足 In 6= 0的最小自然数,我们需要说明 n = 0. 假设 n ≥ 1,可设

f = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ I, an 6= 0,
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那么对任何 b ∈ R有 bf − fb ∈ I ,可直接计算验证 fb的 n次项系数为 b, n− 1次项系数为 nδ(b) + an−1b. 因此
bf − fb作为次数不超过 n− 1的斜多项式以及 n的最小性,必有 xn−1 的系数 ban−1 − an−1b− nδ(b)为零. 进
而由 n在 R中可逆得到 δ是内导子,这和条件矛盾. 现在由 I0 = R得到结论.

Lemma 3.247. 设 F 是域, τ : F → F 是域自同构,那么 F [x; τ ]是 PI环的充要条件是 τ 的阶数有限.

Proof. 充分性: 如果正整数 ℓ 满足 τ ℓ = id, 那么对任何 α ∈ F 有 αxℓ = xℓα, 即 xℓ ∈ Z(F [x; τ ]). 由此得到
F [x; τ ]在中心子环 F [xℓ]上有限生成, 进而 F [x; τ ]是 PI环. 必要性: 如果 F [x; τ ]是 PI环, 那么也是素 PI环.
假设 τ 的阶数不是有限的, 那么任何正整数 ℓ满足存在 β ∈ F 使得 xℓβ 6= βxℓ. 这一观察说明 F [x; τ ]的中心

里不存在非常数的斜多项式. 下证 Z(F [x; τ ]) 是 F 的子域. 现在我们看到对 α ∈ Z(F [x; τ ]) 有 α ∈ F . 那么
αxℓ = xℓα, ∀ℓ ∈ N. 由此可知 α−1 ∈ F 也和每个 xℓ 可交换, 于是知 Z(F [x; τ ])构成 F 的子域. 现在应用 [定
理2.97]知中心为域的半素 PI环是单环,因此 F [x; τ ]是单 PI环. 注意到 F [x; τ ]是中心上的无限维代数,这和
Kaplansky定理矛盾. 所以 τ 的阶数有限.

Jøndrup定理是Concini与 Procesi在 [40]关于量子仿射空间与量子环面 PI次数关系的基本推广. 在 [40]
中, PI量子仿射空间的 PI次数被具体地描述. 下面我们介绍 Concini与 Procesi在 [40]中的这部分工作.
在 [例2.28]中我们介绍了量子仿射空间的概念,相应地,有量子环面的概念,它最早由Manin在 [41]中引

入. 下面我们先介绍量子环面的概念,再讨论 PI量子仿射空间与相应量子环面间的关系 (见 [命题3.249]).
在给出量子环面的定义前我们先回顾交换场景下经典的代数环面与仿射空间的关系,再引出代数环面的量

子版本. 以下记 k的乘法群为 k
×并固定正整数 n. 回忆秩为 n的 (标准)代数环面是指

(k×)n = {(α1, ..., αn) ∈ k
n|α1, ..., αn 6= 0} = k

n − V(x1 · · ·xn).

根据定义立即知 (k×)n 是拟仿射簇并且其上标准乘法映射和求逆映射都是正则映射,即 (k×)n 是代数群. 现在
我们说明这是仿射代数群: 考虑 k

n+1中仿射簇 V(x1 · · ·xn+1 − 1),那么有标准投射

π : V(x1 · · ·xn+1 − 1) → (k×)n, (α1, ..., αn, αn+1) 7→ (α1, ..., αn)

以及 θ : (k×)n → V(x1 · · ·xn+1 − 1), (α1, ..., αn) 7→ (α1, ..., αn, (α1 · · ·αn)−1), 易知 π 与 θ 都是正则映射并且

互为逆映射. 所以有拟仿射簇同构 (k×)n ∼= V(x1 · · ·xn+1 − 1). 因此代数环面 (k×)n 是仿射代数群. 可直接
计算验证 x1 · · ·xn+1 − 1 ∈ k[x1, ..., xn+1] 是不可约多项式. 那么代数环面 (k×)n 的坐标环就是 O((k×)n) =

k[x1, ..., xn+1]/(x1 · · ·xn+1 − 1). 容易验证O((k×)n)就是多项式代数O(kn) = k[x1, ..., xn]关于 {x1, ..., xn}生
成的乘法幺半群的局部化. 在 k是代数闭域的场景,我们知道 k上仿射代数簇范畴与 k上仿射交换半素代数范

畴间有范畴对偶,因此在这个意义下我们能够把几何对象 (仿射簇)与其上函数代数 (坐标环)视作等同. 于是
当我们把非交换代数等同于“非交换空间”时,量子环面 Oq((k

×)n)的自然定义应当满足下述原则:

O(kn) Oq(k
n)

O((k×)n) Oq((k
×)n)

局部化

量子化

局部化

量子化

现在我们可以给出量子环面的定义,与量子仿射空间一样它依赖于给定的乘性反对称阵.
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Definition 3.248 (量子环面, [1]). 固定域 k上乘性反对称阵 q = (qij)n×n以及 q ∈ k
×. 称由生成元

x1, ..., xn, x
−1
1 , ..., x−1

n 和关系 xixj = qijxjxi, xix
−1
i = x−1

i xi = 1, ∀1 ≤ i, j ≤ n

定义出的 k-代数, 记作 Oq((k
×)n), 称为 q 处的 (多参数) 量子环面. 如果乘性反对称阵 q = (qij)n×n 满足当

i < j 时有 qij = q,则记 Oq((k
×)n)为 Oq((k

×)n),称为 q处 (单参数)量子环面.

根据前面的讨论,我们定义的量子环面Oq((k
×)n)应当是量子仿射空间Oq(k

n)在 {x1, ..., xn}生成的乘法
幺半群 S处的局部化. 我们先说明 S是量子仿射空间的右分母集. 在 [命题2.30]中已经证明量子仿射空间是整
环,所以我们只需证明 S 是右 Ore集. 任取 s ∈ S, f ∈ Oq(k

n),不难看出 fs = sg,其中 g ∈ Oq(k
n),故 S 满足

右 Ore条件. 由此知 Oq(k
n)关于 S 的右局部化存在. 类似地, Oq(k

n)关于 S 的左局部化也存在.
任给 (保幺)环同态 φ : Oq(k

n) → R,并设 φ(S)中元素均在 R中可逆. 通过 α · a = φ(α)a, ∀α ∈ k, a ∈ R

可赋予 R上 k-代数结构使 φ成为 k-代数同态. 于是存在唯一的 k-代数同态 η : k〈x1, ..., xn, x−1
1 , ..., x−1

n 〉 → R

使得 η(xi) = φ(xi), η(x
−1
i ) = φ(xi)

−1, ∀1 ≤ i ≤ n. 易见 η(xixj − qijxjxi) = η(xix
−1
i − 1) = η(x−1

i xi − 1) = 0,
所以 η诱导唯一的 k-代数同态 η̃ : Oq((k

×)n) → R使得下图交换:

k〈x1, ..., xn, x−1
1 , ..., x−1

n 〉 Oq((k
×)n)

R
η

η̃

由 Oq((k
×)n)作为 k-代数可由 {x1, ..., xn, x−1

1 , ..., x−1
n }生成可知 η̃是使下图交换唯一的代数同态:

Oq(k
n) Oq((k

×)n)

R

φ

λS

η̃

这里 λS : Oq(k
n) → Oq((k

×)n)是标准映射. 于是知 Oq((k
×)n) ∼= Oq(k

n)S . 上述讨论证明了

Proposition 3.249 (量子环面的局部化实现, [1]). 量子环面 Oq((k
×)n)是 Oq(k

n)关于 S 的局部化.

现在由量子环面的定义,量子平面可视作量子仿射空间的局部化以及 [命题2.30],我们看到

Corollary 3.250 ([1]). 量子环面 Oq((k
×)n)是双边 Noether仿射 k-整环且作为 k-线性空间有基

{xi11 xi22 · · ·xinn |i1, ..., in ∈ Z}.

Remark 3.251. 量子环面不是除环,例如 1 + x1 就不是可逆元: 若不然,存在 f(x1, ..., xn), cx
k1
1 · · ·xknn (c ∈ k

×)

使得在 Oq(k
n)中有 (1 + x1)f(x1, ..., xn) = cxk11 · · ·xknn ,等号左边表示为标准基 ([命题2.30]意义下)线性组合

后至少有两个非零单项式,矛盾. 特别地,量子环面存在不可逆的正则元,所以量子环面不是左、右 Artin的.

利用 Kaplansky定理和量子环面的自然基,我们分析非单位根处单参数的 Oq((k
×)2)的基本结构.

Example 3.252 ([1]). 设 q ∈ k
×不是单位根,那么量子环面 Oq((k

×)2)是单环,中心是 k且不是 PI环.
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Proof. 由于Oq((k
×)2)中任何元素可唯一地表示为有限和 f(x1, x2) =

∑
i,j∈Z

αijx
i
1x
j
2, αij ∈ k,所以当 f(x1, x2)是

中心元时,由它与 x1, x2的交换性以及 q不是单位根容易验证对 (i, j) 6= (0, 0)有 αij = 0. 故Z(Oq((k
×)2)) = k.

下证 Oq((k
×)2)是单环,一旦证明此结论,由 Oq((k

×)2)是无限维代数以及 Kaplansky定理便知 Oq((k
×)2)不

是 PI环. 任取 Oq((k
×)2)的非零理想 I ,我们需要说明 I = Oq((k

×)2). 取定 I 中非零元

f(x1, x2) =
∑
i,j∈Z

αijx
i
1x
j
2 ∈ I,

可不妨设 αij = 0, ∀i, j < 0 并且 α00 6= 0(否则, 可适当对 f(x1, x2) 左乘 x1 的幂次或右乘 x2 的幂次后替换

f(x1, x2)). 如果存在 (i, j) ∈ N× N且 (i, j) 6= (0, 0)满足 αij 6= 0,那么利用 x−1
1 f(x1, x2)x1, x

−1
2 f(x1, x2)x2 ∈ I

以及 q不是单位根可不断将 f(x1, x2)替换为 I 中某个常数项非零且首项比 f(x1, x2)的首项在字典序下更小的

元素,最终可得 I 包含某个非零常数多项式. 因此 I = Oq((k
×)2).

当 q ∈ k
× 不是单位根时, [例3.252] 表明量子环面 Oq((k

×)2) 不是 PI 环, 由于量子环面作为量子平面
Oq(k

2)在一些正则元集构成的乘闭子集的局部化, Oq(k
2)可嵌入 Oq((k

×)2)的右商环,因此应用 [推论2.111]
便知这时量子平面不是 PI环. 由 [命题2.30]易知对任何乘性反对称阵 q = (qij)n×n ∈ Mn(k),固定某个 qij ,总
有量子平面 Oqij (k

2)可嵌入量子仿射空间 Oq(k
n). 这一观察结合 [命题2.32]让我们得到

Theorem 3.253 (量子仿射空间的 PI性质, [1]). 设 k是域, q = (qij)n×n ∈ Mn(k)是乘性反对称阵,那么量子仿
射空间 Oq(k

n)是 PI代数当且仅当每个 qij(1 ≤ i, j ≤ n)是单位根. 并且这时 (当所有 qij 是单位根时)存在本
原单位根 ε ∈ k和反对称整数矩阵 (aij)n×n ∈ Mn(Z)满足 pij = εaij .

通过 [定理3.253]不难看到 PI量子仿射空间是模有限代数,我们记录为

Corollary 3.254. 设 k是域, q = (qij)n×n ∈ Mn(k)是乘性反对称阵,那么量子仿射空间 Oq(k
n)是模有限代数

当且仅当每个 qij(1 ≤ i, j ≤ n)是单位根.

[定理3.253]表明决定PI仿射量子空间的乘性反对称阵 q = (qij)n×n总可设为 q = (εaij )n×n,其中 (aij)n×n

是整数反对称阵, ε是 k中本原单位根. 因为 PI量子仿射空间是素 PI环,我们可以计算其 PI次数.

Theorem 3.255 (PI量子仿射空间的 PI次数, [40]). 设 ε是域 k中 ℓ次本原单位根, (aij)n×n 是整数反对称阵,
并设 q = (qij)n×n = (εaij )n×n 是乘性反对称阵. 记 H : Zn → (Z/ℓZ)n 是 (aij)n×n 在 Zn 上诱导的左乘变换与
标准投射 π : Zn → (Z/ℓZ)n的合成,且设 h = |ImH|. 那么:
(1)集合 {xi11 · · ·xinn ∈ Oq(k

n)|(i1, ..., in) ∈ Nn ∩ KerH}是 Z(Oq(k
n))的 k-基.

(2)集合 {xi11 · · ·xinn ∈ Oq((k
×)n)|(i1, ..., in) ∈ KerH}是 Z(Oq((k

×)n))的 k-基.
(3)设集合 I ⊆ Zn 是 Zn/KerH 的一个代表元集 (特别地, |I| = h),那么 {xi11 · · ·xinn ∈ Oq((k

×)n)|(i1, ..., in) ∈
I}是 Oq((k

×)n)作为 Z(Oq((k
×)n))上有限生成自由模的基. 特别地,由 [推论2.111]知 PI-degOq(k

n) =
√
h.

Proof. 根据这里的记号, (k1, ..., kn) ∈ Zn 满足 (k1, ..., kn) ∈ KerH ⇔
n∑
j=1

aijkj ≡ 0, ( modℓ), ∀1 ≤ i ≤ n.类似

[命题2.34],对每个 1 ≤ i ≤ n,引入量子仿射空间上 k-代数自同构 τi : Oq(k
n) → Oq(k

n)满足

τi(x
k1
1 x

k2
2 · · ·xknn ) = qk1i1 · · · qknin x

k1
1 x

k2
2 · · ·xknn , ∀k1, ..., kn ∈ N.
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不难看出我们也可以把该代数自同构延拓到量子环面 Oq((k
×)n)上,记作 τ̂i : Oq((k

×)n) → Oq((k
×)n),即

τ̂i(x
k1
1 x

k2
2 · · ·xknn ) = qk1i1 · · · qknin x

k1
1 x

k2
2 · · ·xknn , ∀k1, ..., kn ∈ Z.

通过直接计算可知在量子仿射空间中,对每个 f ∈ Oq(k
n), τi(f)xi = xif, ∀1 ≤ i ≤ n. 同样地,在量子环面中,

对每个 g ∈ Oq((k
×)n)有 τ̂i(g)xi = xig, ∀1 ≤ i ≤ n. 因此由量子环面以及量子仿射空间是整环立即得到量子环

面中元素 (相应地,量子仿射空间中元素)在中心内当且仅当该元素关于所有 τ̂i(相应地,所有 τi)作用不动. 现
在我们开始定理的证明. 如果单项式 xk11 · · ·xknn ∈ Oq(k

n)的幂指数组满足

n∑
j=1

aijkj ≡ 0, ( modℓ), ∀1 ≤ i ≤ n,

那么由 qij = εaij 知 τi(x
k1
1 x

k2
2 · · ·xknn ) = xk11 x

k2
2 · · ·xknn , ∀1 ≤ i ≤ n. 于是知要完成 (1) 的证明只需说明

Z(Oq(k
n)) 中任何斜多项式可由 {xi11 · · ·xinn ∈ Oq(k

n)|(i1, ..., in) ∈ Nn ∩ KerH} 来 k-线性表出. 由 τi 的定

义, 只需证明 Z(Oq(k
n)) 中每个单项式 xk11 x

k2
2 · · ·xknn 满足幂指数组 (k1, ..., kn) ∈ Nn ∩ KerH , 而由 ε 是 ℓ 次

本原单位根以及 τi 作用此单项式不动易知
n∑
j=1

aijkj ≡ 0, ( modℓ), ∀1 ≤ i ≤ n, 故 (1) 成立. (2) 的证明与

(1) 基本一致, 区别在于量子环面的自然基幂指数组不用限制在 Nn(见 [推论3.250]). 最后说明 (3) 来完成
定理证明. (3) 的第一个结论来自 (2) 和 [推论3.250]. 要看到 PI-degOq(k

n) =
√
h, 首先 [推论2.111] 表明

PI-degOq(k
n) = Oq((k

×)n). 再应用 Posner定理得到 Oq((k
×)n) =

√
h.

Remark 3.256. 利用该定理,保持定理的记号,这时计算乘性反对称阵 q = (εaij )n×n 处的量子仿射空间的中心

就是求出所有满足同余方程组
n∑
j=1

aijkj ≡ 0, ( modℓ), ∀1 ≤ i ≤ n,

的自然数组 (k1, ..., kn). 以这些自然数组为幂指数组的单项式全体构成了 Z(Oq(k
n))的 k-基.

Remark 3.257. 一般地, 代数环面 Tn = (k×)n可自然作用到量子仿射空间 Oq(k
n) 以及量子环面 Oq((k

×)n)

上. 具体地, 任给 (α1, ..., αn) ∈ Tn, 在 Oq(k
n) 中, 由于 (αixi)(αjxj) = qij(αjxj)(αixi), 所以由量子仿射空间

的定义可得代数自同态 τ : Oq(k
n) → Oq(k

n)满足 τ(xk11 · · ·xknn ) = αk11 · · ·αknn x
k1
1 · · ·xknn , ∀k1, ..., kn ∈ N. 通

过量子仿射空间的自然基立即看到 τ 是代数自同构. 由此易见 Tn 在 Oq(k
n) 上有自然的群作用. 类似地, 对

(α1, ..., αn) ∈ Tn,可诱导量子环面上代数自同构 τ 满足 τ(xk11 · · ·xknn ) = αk11 · · ·αknn x
k1
1 · · ·xknn , ∀k1, ..., kn ∈ Z.

Remark 3.258. 对域 k上单参数的 PI量子仿射空间Oε(k
n),这里 ε是 ℓ次本原单位根,其上代数自同构通常比

代数环面 Tn在 [注记3.257]意义下赋予的自同构更多. 例如,设 ℓ ≥ 2且 n是奇数,那么在 Oε(k
n)中

xi(xn + xℓ−1
1 x2x

ℓ−1
3 · · ·xℓ−1

n−2xn−1) = ε(xn + xℓ−1
1 x2x

ℓ−1
3 · · ·xℓ−1

n−2xn−1)xi, ∀1 ≤ i < n.

所以根据量子仿射空间的定义,可诱导 k-代数自同态 θ : Oε(k
n) → Oε(k

n)满足

θ(xi) =

xi, i < n

xn + xℓ−1
1 x2x

ℓ−1
3 · · ·xℓ−1

n−2xn−1, i = n.
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可直接计算 xn和 xn + xℓ−1
1 x2x

ℓ−1
3 · · ·xℓ−1

n−2xn−1可交换,于是知对 k1, ..., kn ∈ N有

θ(xk11 x
k2
2 · · ·xknn ) = xk11 · · ·xkn−1

n−1

(
kn∑
j=0

Cjn(x
ℓ−1
1 x2x

ℓ−1
3 · · ·xℓ−1

n−2xn−1)
n−jxjn

)
.

将 Oε(k
n)中所有元素唯一地表示成形如 xk11 x

k2
2 · · ·xknn 的 k-线性组合后依幂指数组的逆字典序 (先比较 xn 的

幂指数,再比较 xn−1 的幂指数,以此类推)后不难验证 θ 将非零元映至非零元,即 θ 是单射. 另一方面,根据 θ

的定义,首先 xj ∈ Imθ, ∀1 ≤ j ≤ n− 1. 再由 θ(xn)的形式得到 xn ∈ Imθ. 因此 θ是代数同构. 在 n = 2的场景,
上述代数同构 θ 满足 θ(x) = x, θ(y) = y + xℓ−1. 对域 k上一般的乘性反对称阵 q 处的量子仿射空间 Oq(k

n),
通过 [命题2.30],对每个自然数 m如果定义 Xm 是由集合 {xi11 · · ·xinn |i1, ..., in ∈ N, i1 + · · · + in = m}生成的
k-子空间,那么 dimkXm = Cn−1

m+n−1并且 Oq(k
n) = X0 ⊕X1 ⊕ · · · . 结合 XiXj ⊆ Xi+j , ∀i, j ∈ N,得到 Oq(k

n)

上自然的 N-分次代数结构,并且根据分次代数的语言,这还是连通分次代数. 利用量子仿射空间的分次结构我
们不难看到 Oε(k

n) 的乘法群就是 k
×. 前面构造的代数自同构 θ 表明通常存在非分次的代数自同构. 如果记

Fm = X0 ⊕ · · · ⊕ Xm,那么 dimkFm = 1 + Cn−1
n + Cn−1

n+1 + · · · + Cn−1
m+n−1 = Cnm+n. 因为对任何自然数 i, j 有

FiFj ⊆ Fi+j ,因此 {Fi|i ∈ N}给出了 Oq(k
n)上的 N-滤,这是由生成元集 {x1, ..., xn}给出的标准滤.

Remark 3.259. 如果定理条件中的整数反对称阵 (aij)n×n 对应的 Z/ℓZ 上矩阵是可逆的 (例如 ε 是 ℓ 次本原

单位根, n 是偶数且考虑的量子环面是单参数的), 那么根据量子环面中心元的刻画可知 Oq((k
×)n) 的中心为

k[x±ℓ1 , x±ℓ2 , ..., x±ℓn ],同构于 k上 n元 Laurent多项式环.

Example 3.260 ([42]). 设 k是域,考虑下述 k上乘性反对称阵处的量子仿射空间 Oq(k
3):

q = (qij)3×3 =


1 −1 −1

−1 1 1

−1 1 1


现在我们使用 [定理3.255]来计算 Z(Oq(k

3)). 这时取定的单位根 ε = −1(ℓ = 2),相应的整数反对称阵 (aij)3×3

满足 a12 = a13 = 1, a23 = 2. 那么关于自然数组 (k1, k2, k3)的同余方程组

ai1k1 + ai2k2 + ai3k3 = 0, ( mod2), i = 1, 2, 3.

解得 k1 ≡ 0, k2 + k3 ≡ 0, ( mod2). 例如 (k1, k2, k3) = (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (0, 1, 1) 都是满足上述同

余方程组的解. 所以 x21, x
2
2, x

2
3, x2x3 ∈ Z(Oq(k

3)). 结合前面得到 (k1, k2, k3) 满足的关系便知 Z(Oq(k
3)) =

k[x21, x
2
2, x

2
3, x2x3]. 于是 Oq(k

3)作为中心上的模可以由 {1, x1, x2, x3, x1x2, x1x3}生成.

利用代数环面在 PI量子环面上自然的群作用以及某些乘性反对称阵处量子环面的中心描述,我们说明

Example 3.261 ([1]). 设 ε 是代数闭域 k 中 ℓ 次本原单位根, (aij)n×n 是整数反对称阵, 并设 q = (qij)n×n =

(εaij )n×n 是乘性反对称阵. 若 (aij)n×n 对应的 Z/ℓZ上矩阵是可逆的, 那么代数环面 Tn = (k×)n 在量子环面

Oq((k
×)n)上的自然作用 (在 [注记3.257]的意义下)所诱导的maxSpecZ(Oq((k

×)n))上群作用是传递的.

Proof. 由 k是代数闭域以及 Hilbert零点定理知 Z(Oq((k
×)n)) = k[x±ℓ1 , x±ℓ2 , ..., x±ℓn ]中极大理想都形如

(xℓ1 − β1, x
ℓ
2 − β2, ..., x

ℓ
n − βn), β1, ..., βn ∈ k

×.
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现在任给 Z(Oq((k
×)n))的极大理想M1 = (xℓ1 − α1, x

ℓ
2 − α2, ..., x

ℓ
n − αn),M2 = (xℓ1 − β1, x

ℓ
2 − β2, ..., x

ℓ
n − βn),

我们说明存在 Tn 中元素 τ 使得 τ(M1) = M2. 因为 k是代数闭域,所以对每个 1 ≤ j ≤ n,存在 ωj ∈ k使得

ωℓj = αjβ
−1
j . 现在考虑 τ = (ω1, ..., ωn) ∈ Tn决定的群作用,对每个 1 ≤ j ≤ n,易见

τ(xℓj − αj) = (ωjxj)
ℓ − αj = (αjβ

−1
j )xℓj − αj = (αjβ

−1
j )(xℓj − βj),

所以 τ(M1) = (τ(xℓ1 − α1), ..., τ (x
ℓ
n − αn)) = (xℓ1 − β1, x

ℓ
2 − β2, ..., x

ℓ
n − βn) =M2.

作为 [例3.261]的应用,我们说明代数闭域上单参数量子环面的 Azumaya性质.

Proposition 3.262 ([1]). 设 ε是代数闭域 k中 ℓ次本原单位根且 n是偶数,那么量子环面 Oε((k
×)n)是 Azu-

maya代数. 特别地, Azumaya轨迹 A(Oε((k
×)n)) = maxSpecOε((k

×)n). 这时 Oε((k
×)n)所有在 k上不可约

表示的线性维数都是 PI-degOε((k
×)n)(在下面的 [例3.263]中我们说明 PI-degOε((k

×)n) = ℓn/2).

Proof. 根据 [定理3.214],量子环面 Oε((k
×)n)作为代数闭域上仿射模有限素代数,总存在极大正则理想. 通过

[例3.261]我们看到代数环面 Tn在量子环面中心极大谱上自然的群作用是传递的,这一观察表明量子环面所有
的极大理想都是极大正则理想. 特别地, A(Oε((k

×)n)) = maxSpecOε((k
×)n). 现在应用 [命题3.58].

现在我们能够应用 [定理3.255]来具体给出单参数的 PI量子仿射空间的 PI次数.

Example 3.263 ([1]). 设 ε是域 k中 ℓ次本原单位根, n是正整数并记 bn/2c是不超过 n/2的最大整数,则

PI-degOε(k
n) = ℓ⌊n/2⌋ =

ℓn/2, n是偶数

ℓ(n−1)/2, n是奇数.

特别地,根据 [定理3.255(3)],这时 PI-degOε((k
×)n) = PI-degOε(k

n),因此得到相应量子环面的 PI次数.

Proof. 沿用 [定理3.255]的记号,设 (aij)n×n是严格上三角部分元素全为 1的反对称整数矩阵,因此定义量子仿
射空间 Oε(k

n) 的乘性反对称阵是 (εaij )n×n. 并记 H : Zn → (Z/ℓZ)n 是 (aij)n×n 左乘变换诱导的标准映射,
h = |ImH|. 在此记号下,由 [定理3.255]知只需证明

h =

ℓn, n是偶数

ℓn−1, n是奇数.

根据 (aij)n×n 的定义, 对 (aij)n×n 将第二行乘上 −1 加到第一行, 第三行乘上 −1 加到第二行, 依此类推, 第
i(2 ≤ i ≤ n)行乘上 −1加到第 i− 1行,直至第 n行乘上 −1加到第 n− 1行,得到 (aij)n×n相抵于

1 1 0 0 · · · 0 0 0

0 1 1 0 · · · 0 0 0

0 0 1 1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0

0 0 0 0 · · · 0 1 1

−1 −1 −1 −1 · · · −1 −1 0


.
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现在再利用上述矩阵前 n− 1行都有某两个相邻分量元素为 1,其余元素为零,可乘上 −1加到第 n行来消去最

后一行前 n− 1个分量. 最终,我们得到 (aij)n×n相抵于相抵于下述形式的矩阵:

(ãij)n×n =



1 1 0 0 · · · 0 0 0

0 1 1 0 · · · 0 0 0

0 0 1 1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0

0 0 0 0 · · · 0 1 1

0 0 0 0 · · · 0 0 t


,

这里当 n 是偶数时, t = 1; 当 n 是奇数时, t = 0. 下面说明使用 (ãij)n×n 的左乘变换诱导的映射 H̃ : Zn →
(Z/ℓZ)n 满足 h = |ImH̃|. 事实上,这时存在行列式为 1的 n阶整数矩阵 P,Q使得 (aij)n×n = P (ãij)n×nQ,那
么由 P,Q对应到Mn(Z/ℓZ)中的矩阵依然是可逆阵便知 h = |ImH| = |ImH̃|.
最后, 当 t = 1 时, 由 (ãij)n×n 对应 Mn(Z/ℓZ) 中的矩阵可逆便知 |ImH̃| = ℓn. 如果 t = 0, 那么利用

(ãij)n×n左上角的 n− 1阶矩阵对应的Mn(Z/ℓZ)中的矩阵可逆便知 |ImH̃| = ℓn−1.

Example 3.264. 设 ε 是域 k 中 ℓ 次本原单位根, (aij)n×n 是整数反对称阵, 并设 q = (qij)n×n = (εaij )n×n 是

乘性反对称阵, 记 H : Zn → (Z/ℓZ)n 是 (aij)n×n 左乘变换诱导的标准映射, h = |ImH|. 那么当 (aij)n×n 对

应的Mn(Z/ℓZ)是可逆矩阵时 (注意在 [注记2.39]中已经指出这时 n只能是偶数), Z(Oq(k
n)) = k[xℓ1, ..., x

ℓ
n].

结合 [命题2.30] 知 Z(Oq(k
n)) 同构于 k 上 n 元多项式代数, 特别地, Z(Oq(k

n)) 是整闭整区. Oq(k
n) 作为

Z(Oq(k
n))上秩为 ℓn 的有限生成自由模,利用 Posner定理知 PI-degOq(k

n) = ℓn/2,因此这时 h = ℓn. 现在设
chark /∈ [1, ℓn/2], 根据 [例3.122], (Oq(k

n), Z(Oq(k
n)), trred)是 ℓn/2 次 Cayley-Hamilton代数. 下面计算约化

迹. 首先对任何 f ∈ Z(Oq(k
n))总有 trred(f) = f trred(1) = ℓn/2f . 考虑到 trred 是 Z(Oq(k

n))-线性的,我们只需
计算 trred 在每个单项式 xk11 · · ·xknn 上的取值. 设 (k1, ..., kn) ∈ Nn 满足每个 0 ≤ kj ≤ ℓ − 1且 (k1, ..., kn) 6= 0.
因为 (εaij )n×n对应的Mn(Z/ℓZ)中矩阵可逆,所以存在某个 1 ≤ i0 ≤ n使得

n∑
j=1

ai0jkj 6≡ 0, ( modℓ),

根据迹映射的对称性,注意

trred(xk11 · · ·xknn ) =trred(x
ki0
i0
x
ki0+1

i0+1 · · ·xknn x
k1
1 · · ·xki0−1

i0−1 )

=qk1i01 · · · q
kn
i0n

trred(x
ki0−1

i0
x
ki0+1

i0+1 · · ·xknn x
k1
1 · · ·xki0−1

i0−1 xi0)

=ε

n∑
j=1

aijkj
trred(xk11 · · ·xknn ).

其中 ε

n∑
j=1

aijkj
6= 0. 因此 trred(xk11 · · ·xknn ) = 0, ∀xk11 · · ·xknn /∈ Z(Oq(k

n)).

不难看出 [例3.264]中约化迹的计算方法对一般的 PI量子仿射空间也奏效:
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Proposition 3.265 (PI量子仿射空间的约化迹, [40]). 设 ε是域 k中 ℓ次本原单位根, (aij)n×n是整数反对称阵,
并设 q = (qij)n×n = (εaij )n×n是乘性反对称阵. 那么对任何单项式 xk11 · · ·xknn ∈ Oq(k

n),有

trred(xk11 · · ·xknn ) =

(PI-degOq(k
n))xk11 · · ·xknn , xk11 · · ·xknn ∈ Z(Oq(k

n))

0, xk11 · · ·xknn /∈ Z(Oq(k
n)).

Proof. 只需验证 xk11 · · ·xknn /∈ Z(Oq(k
n))的情形,这时存在某个 1 ≤ i0 ≤ n使得 xk11 · · ·xknn 与 xi0 不交换. 因此

由 τi(x
t1
1 x

t2
2 · · ·xtnn ) = qt1i1 · · · q

tn
inx

t1
1 x

t2
2 · · ·xtnn 定义出的代数自同构 τi满足当 i = i0时,有

ε

n∑
j=1

aijkj
xk11 · · ·xknn = τi0(x

k1
1 · · ·xknn ) 6= xk11 · · ·xknn .

所以 ℓ 6 |
n∑
j=1

aijkj . 于是由 [例3.264]后半部分的讨论得到 trred(xk11 · · ·xknn ) = 0.

Remark 3.266. 不难看出 trred(xk11 · · ·xknn ) = 0, ∀xk11 · · ·xknn /∈ Z(Oq(k
n))的证明并没有用到约化迹的特性,证

明过程对一般的 (Z(Oq(k
n))-线性的)迹映射均成立.
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