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这份笔记记录 Lusztig 小量子群的相关基本事实与术语, 主要参考文献是 [CP95, DCK90, DCKP92,
Jan96, Lus90a, Lus90b, GK93, Len16].

1 记号固定

这份笔记固定秩为 n 的有限维复单 Lie 代数 g, 及其关于某个 Cartan 子代数 h 产生的实内积空间

(E, (−,−)) 中的根系 Φ, 该根系的 Weyl 群是 W . 设 ∆ = {α1, ..., αn} 是 Φ 的一个单根集, 相应的 Car-
tan 矩阵记作 (aij)n×n. 我们正规化根系: 要求短根 α 满足 (α, α) = 2. 那么命 di = (αi, αi)/2 ∈ {1, 2, 3} 可得
(diaij)n×n 是对称矩阵. 任取 w ∈ W 的 reduced 表示 w = si1si2 · · · sit , 我们得到正根序列

β1 = αi1 , β2 = si1(αi2), ..., sit = si1 · · · sit−1
(αit). (1.1)

如果 w 是 W 中最长元, 即 t = N := |Φ+|, 则 {β1, ..., βN} = Φ+. 对 1 ≤ i 6= j ≤ n, 当 aijaji = 0, 1, 2, 3

时 (这是复半单 Lie 代数场景所有可能的取值, 因为连通 Dynkin 图有边相连的顶点最多 3 重边), 分别定义
mij = 2, 3, 4, 6. 那么 Weyl 群有生成元生成关系 [Hum90, Theorem 1.9]

W =< s1, ..., sn | s2i = (sisj)
mij = 1, 1 ≤ i 6= j ≤ n > . (1.2)

关于 Weyl 群 W 我们有辫群

BW :=< T1, T2, ..., Tn |
mij项︷ ︸︸ ︷

TiTjTi · · · =
mij项︷ ︸︸ ︷

TjTiTj · · ·, 1 ≤ i 6= j ≤ n > . (1.3)

于是我们有满群同态 BW → W,Ti 7→ si.
因为 h∗ 上的对称双线性型 (−,−) : h∗ × h∗ → k, (γ, δ) 7→ κ(tγ , tδ) 是非退化的, 所以有 $1, ..., $n ∈ h∗(即

基本权) 使得
($i, αj) = (αj , αj)δij/2 = δijdj , ∀1 ≤ i, j ≤ n. (1.4)

对根系 Φ 的根格 Q = ZΦ = ⊕n
i=1Zαi 和权格 P = ⊕n

i=1Z$i, 设 αj =
∑n

i=1 tij$i, tij ∈ k, 利用(1.4)可得

αj =
n∑

i=1

aij$i ∈ P. (1.5)

所以 Q ⊆ P . 此外, 可直接验证 [P : Q] 就是 Cartan 矩阵 (aij)n×n 的行列式.
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2 量子二项式系数

下面简要介绍量子二项式系数的记号并记录些恒等式. 设 k 是域且 t 是未定元, 记 k(t) 是以 t 为变量的

有理函数域. 那么对自然数 n ≥ i, 可定义有理函数(
n

i

)
t

=
(tn − 1)(tn−1 − 1) · · · (t− 1)

(ti − 1)(ti−1 − 1) · · · (t− 1)(tn−i − 1)(tn−i−1 − 1) · · · (t− 1)
. (2.1)

当 i = 0 时, 约定 ( n
0 )t = 1, 易见也有 ( n

n )t = 1 (所以当 n = 0 时自动有 ( 0
0 )t = 1). 之后我们会看到有理函数

(2.1) 总是多项式, 见 [命题2.2]. 因此我们总能够定义 (2.1) 中的变量 t 关于 q ∈ k 的赋值, 相应的 k 中元素记

作 ( n
i )q, 称为 Gauss q-二项式系数. 但如果要 ( n

i )q 能够表达为 (2.1) 中形式, 自然需要 q ∈ k 代入 (2.1) 分
母中任何项都非零. 如果 q 不是单位根, 那么总有 ( n

i )q 6= 0. 记 (n)t = (tn − 1)/(t − 1). 类似于组合数 (经典
二项式系数) 场景的 Pascal 恒等式, 我们也有 q-二项式系数 (量子二项式系数) 的 q-Pascal 恒等式:

Lemma 2.1 (q-Pascal 恒等式, [BG02]). 设 t 是域 k 上未定元, 那么对任何正整数 n > i ≥ 1 有(
n

i

)
t

=

(
n− 1

i

)
t

+ tn−i

(
n− 1

i− 1

)
t

= ti

(
n− 1

i

)
t

+

(
n− 1

i− 1

)
t

. (2.2)

Proof. 对 (2.1), 我们计算(
n

i

)
t

=
(tn − 1)(tn−1 − 1) · · · (t− 1)

(ti − 1)(ti−1 − 1) · · · (t− 1)(tn−i − 1)(tn−i−1 − 1) · · · (t− 1)

=
(tn − tn−i + tn−i − 1)(tn−1 − 1) · · · (t− 1)

(ti − 1)(ti−1 − 1) · · · (t− 1)(tn−i − 1)(tn−i−1 − 1) · · · (t− 1)

=tn−i

(
n− 1

i− 1

)
t

+

(
n− 1

i

)
t

.

这证明了 q-Pascal 恒等式 (2.2) 的第一个等号, 继续计算(
n

i

)
t

=
(tn − 1)(tn−1 − 1) · · · (t− 1)

(ti − 1)(ti−1 − 1) · · · (t− 1)(tn−i − 1)(tn−i−1 − 1) · · · (t− 1)

=
(tn − ti + ti − 1)(tn−1 − 1) · · · (t− 1)

(ti − 1)(ti−1 − 1) · · · (t− 1)(tn−i − 1)(tn−i−1 − 1) · · · (t− 1)

=ti

(
n− 1

i

)
t

+

(
n− 1

i− 1

)
t

.

当 n = 1 时, 明显有 ( n
i )t ∈ k[t], ∀0 ≤ i ≤ n. 所以, 利用 q-Pascal 恒等式对正整数 n 作归纳可知

Proposition 2.2 ([BG02]). 设 n, i 是自然数, n ≥ i 且 t 为域 k 上未定元. 总有 ( n
i )t ∈ Z[t].

Remark 2.3. 因此, q-Pascal 恒等式 (2.2) 事实上为 k[t] 中恒等式. 因此对任何 q ∈ k, 对 (2.2) 关于 t = q 作

赋值可得相应的 k 中 q-Pascal 恒等式.
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下面我们介绍对 q-二项式系数相应的 “q-二项式定理”. 考虑未定元 t处的量子平面Ot(k
2) = k[t]〈x, y〉/(xy−

tyx), 这是 k-代数且对任何 q ∈ k
× 有自然的代数同构 Ot(k

2)/(t− q) ∼= Oq(k
2). 我们证明

Proposition 2.4 (q-二项式定理, [BG02]). 设 t 是域 k 上未定元, n 是正整数. 那么在 Ot(k
2) 中有

(x+ y)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
t

yixn−i.

特别地, 对任何 q ∈ k
×, 在 Oq(k

2) 中有

(x+ y)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
q

yixn−i. (2.3)

Proof. 对正整数 n 作归纳. 当 n = 1 时, 我们有 ( 1
0 )t = ( 1

1 )t = 1, 因此结论成立. 假设结论对 n− 1(n ≥ 2) 情

形成立, 我们计算

(x+ y)n =(x+ y)(x+ y)n−1

=(x+ y)(
n−1∑
i=0

( n−1
i )

t
yixn−i−1)

=
n−1∑
i=0

( n−1
i )

t
xyixn−i−1 +

n−1∑
i=0

( n−1
i )

t
yi+1xn−i−1

=
n−1∑
i=0

( n−1
i )

t
tiyixn−i +

n−1∑
i=0

( n−1
i )

t
yi+1xn−i−1

=xn +
n−1∑
i=1

( n−1
i )

t
tiyixn−i +

n−2∑
i=0

( n−1
i )

t
yi+1xn−i−1 + yn

=xn +
n−1∑
i=1

(ti ( n−1
i )

t
+
(
n−1
i−1

)
t
yixn−i) + yn

=
n∑

i=0

( n
i )t y

ixn−i.

最后一个等号来自 q-Pascal 恒等式 (2.2).

Remark 2.5. 通过 (2.3), 立即得到对任何域 k 上代数 A, 只要元素 a, b ∈ A 满足 ab = qba, 其中 q ∈ k
×, 那

么对任何正整数 n 有 (a+ b)n =
∑n

i=0 (
n
i )q b

ian−i. 条件 q ∈ k
× 不是必要的: 如果 q = 0, 即 ab = 0, 当然有

(a+ b)n = bn + bn−1a+ · · ·+ ban−1 + an,

并且这时 ( n
i )0 = 1, ∀0 ≤ i ≤ n. 我们依然有相应的 q-二项式定理成立. 所以对域 k 上代数 A 和 q ∈ k, 如果

元素 a, b ∈ A 满足 ab = qba, 那么有 (a+ b)n =
∑n

i=0 (
n
i )q b

ian−i.

前面我们对自然数 n ≥ i 以及未定元 t 定义了多项式(2.1). 之后讨论量子包络代数时使用另一种 q-二项
式系数 [ ni ]t 更为便捷. 以下保持 n ≥ i 是自然数, 定义 k(t) 中有理函数[

n

i

]
t

=
(tn − t−n)(tn−1 − t1−n) · · · (t− t−1)

(ti − t−i)(ti−1 − t1−i) · · · (t− t−1)(tn−i − ti−n)(tn−i−1 − t1+i−n) · · · (t− t−1)
. (2.4)
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约定 [ nn ]t = [ n0 ]t = 1. 对任何整数 n ∈ Z, 引入记号

[n]t :=
tn − t−n

t− t−1
∈ Q(t).

利用因式分解可知 [n]t ∈ Z[t, t−1]. 因此对 q ∈ k
×, 可考虑 [n]t 关于 t = q 的赋值. 式(2.4)也可改写为[

n

i

]
t

=
[n]t[n− 1]t · · · [1]t

[i]t[i− 1]t · · · [1]t[n− i]t · · · [1]t
. (2.5)

当 n 和 q ∈ k
× 满足 q2, ..., q2(n−1) 6= 1 时, 对任何 0 ≤ i ≤ n 可定义 [ ni ]q ∈ k, 这时可直接验证

qi(n−i) [ ni ]q = ( n
i )q2 . (2.6)

Remark 2.6. 如果 q 是 k 上的未定元, 那么(2.6)和 [命题2.2] 说明 [ ni ]q ∈ Z[q, q−1].

如果对正整数 m 和满足 q2 6= 1 的 q ∈ k
×, 我们引入记号

[n]q! := [n]q[n− 1]q · · · [1]q 以及 (n)q! := (n)q(n− 1)q · · · (1)q, (2.7)

那么可直接计算验证有 q-正整数的阶乘恒等式

[n]q! = q−n(n−1)/2(n)q!. (2.8)

设含幺环 R上有环自同构 σ : R → R,并固定 x ∈ R. 那么可定义 σ-导子 adσx : R → R, xr−σ(r)x. 当 σ = id
时, 这里定义的 σ-导子就是通常的伴随变换 [x,−]. 如果记 λx : R → R, a 7→ xa 以及 ρx : R → R, a 7→ ax 分

别是 x 决定的 R 上左乘变换和右乘变换. 那么 adσx = λx + (−ρxσ). 所以, 如果 σ : R → R 满足有 q ∈ k
× 使

得 σ(x) = q−1x, 那么 λx(−ρxσ) = q(−ρxσ)λx 所以可应用 [注记2.5] 得到对任何正整数 m 和 r ∈ R 有

(adσx)
m(r) =

m∑
k=0

( n
k )q (−1)k(ρxσ)

kλm−k
x (r) =

m∑
k=0

( n
k )q (−1)k(ρxσ)

k(xm−kr). (2.9)

结合 σ(x) = q−1x 的假设, 归纳地可得到

(adσx)
m(r) =

m∑
k=0

( n
k )q (−1)kq−k(2m−k−1)/2xm−kσk(r)xk. (2.10)

Proposition 2.7 ([BG02]). 设 ` 是奇数, ε ∈ k
× 是 ` 次本原单位根, R 是 k-代数, x ∈ R 且 R 上代数自同构

σ 满足 σ(x) = ε−1x. 那么 (adσx)
ℓ(r) = xℓr − σℓ(r)xℓ.

Proof. 对 1 ≤ k ≤ `− 1 有 ( n
k )ϵ = 0, 所以结论来自(2.10).

3 量子包络代数及其整形式

下面介绍量子包络代数的概念 [BG02, Jan96]. 设 q ∈ k
× 满足 q 不是单位根或 q 是 ` 次本原单位根,

` ≥ 3 为奇数且当 g 是 G2 型时要求 n 与 3 互素. 回忆 {d1, ..., dn} ⊆ {1, 2, 3} 满足 (diaij)n×n 是对称矩阵. 对
1 ≤ i ≤ n, 记

qi := qdi (3.1)
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秩为 n ∈ Z≥1 有限维复单 Lie 代数 g 在 q ∈ k
× 处的 (Drinfel’d-Jimbo 型) 量子包络代数是由生成元

E1, ..., En, F1, ..., Fn,K
±1
1 , ...,K±1

n

和下述生成关系 (最后两行被称为量子 Chevalley-Serre 关系) 定义的 k-代数:

KiKj = KjKi, EiFj − FjEi = δij
Ki −K−1

i

qi − q−1
i

,

KiEjK
−1
i = q

aij

i Ej , KiFjK
−1
i = q

−aij

i Fj ,

1−aij∑
k=0

(−1)k
[
1−aij

k

]
qi
E

1−aij−k
i EjE

k
i = 0, (i 6= j),

1−aij∑
k=0

(−1)k
[
1−aij

k

]
qi
F

1−aij−k
i FjF

k
i = 0, (i 6= j).

有限维复单 Lie 代数 g 在 q ∈ k
×(当 q 是单位根时满足前面的假设) 处的量子包络代数被记作 Uq(g). 我们指

出 Uq(g) 上有唯一的 Hopf 代数结构满足

∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei, ∆(Ki) = Ki ⊗Ki, ∆(Fi) = Fi ⊗K−1
i + 1⊗ Fi,

ε(Ei) = ε(Fi) = 0, ε(Ki) = 1.

保持前面对 q ∈ k
× 的假设, 只要 qi 和自然数 s 满足 [s]qi ! 6= 0, 就能定义 s 次 divided powers [Lus90b]

E
(s)
i :=

Es
i

[s]qi !
, F

(s)
i :=

F s
i

[s]qi !
. (3.2)

Lusztig 在 [Lus90b, Theorem 3.1] 中对每个正整数 1 ≤ i ≤ n, 说明有量子包络代数 Uq(g) 上唯一的代数自同

构 Ti : Uq(g) → Uq(g) 满足

TiEi = −FiKi, (3.3)

TiFi = −K−1
i Ei, (3.4)

TiEj =

−aij∑
s=0

(−1)s−aijq−s
i E

(−aij−s)
i EjE

(s)
i , (j 6= i), (3.5)

TiFj =

−aij∑
s=0

(−1)s−aijqsiF
(s)
i FjF

(−aij−s)
i , (j 6= i), (3.6)

TiKj = TiKαj
= Ksi(αj) = KjK

−aij

i , (α ∈ Q). (3.7)

证明细节也参见 [Jan96, §8.14]. 注意到(3.5)与(3.6)中的 divided powers 都定义合理, 而(3.7)也说明 TiKi =

K−1
i . 这里指出 Ti 仅是 Uq(g) 作为代数的自同构, 而不是 Hopf 代数的自同构. Lusztig 利用(3.3)-(3.7)定
义的代数自同构事实上是 BW 到代数自同构群 AutkUq(g) 的群同态. 对 Weyl 群元素 w 的 reduced 表示
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w = si1 · · · sit , Tw := Ti1 · · ·Tit 只依赖于 w, 不依赖于 w 的 reduced 表示的选取. 对 Weyl 群最长元由(1.1)给
出的正根序列 β1, ..., βN , 定义量子根向量

Eβj
:= Ti1 · · ·Tij−1

(Eij ), Fβj
:= Ti1 · · ·Tij−1

(Fij ). (3.8)

那么有 Uq(g) 的 PBW 基 [Lus90b]:

{FnN

βN
· · ·Fn1

β1
KλE

m1

β1
· · ·EmN

βN
| n1, ..., nN ,m1, ...,mN ∈ Z≥0, λ ∈ Q}. (3.9)

设 q 是 Q 上未定元, 那么取 k = Q(q), 得到 Q(q)-代数 Uq = Uq(g), 也可以视作 A = Z[q, q−1] 上的代数.
量子包络代数的 Lusztig 整形式 [Lus90b](或被称为限制型整形式)是指 Uq 的由 E

(s)
i , F

(s)
i ,K±1

i , 1 ≤ i ≤
n, s ∈ N 生成的 A-子代数, 记作 UL

A. 量子包络代数的 De Concini-Kac 整形式 [DCK90] 是指 Uq 的由

Ei, Fi,K
±1
i , (Ki −K−1

i )/(qi − q−1
i ) 生成的 A-子代数, 记作 UDK

A . 它们被称为整形式是因为有 Q(q)-代数同构

UL
A ⊗A Q(q) ∼= Uq

∼= UDK
A ⊗A Q(q),

并且可以证明这两个整形式都是自由 A-模 (并且都是 A 上的 Hopf 代数, Ki 都是群样元)[Lus90b, Theorem
4.5]. 在 Uq 中有关于 divided powers 的恒等式 [CP95, p.298 Eq. (13)]:

E
(r)
i F

(s)
i =

∑
r,s≥t≥0

F
(s−t)
i

[
Ki; 2t− s− r

t

]
qi

E
(r−t)
i . (3.10)

其中对任何 r ∈ N 和 m ∈ Z, [
Ki;m

r

]
qi

=

r∏
s=1

Kiq
m+1−s
i −K−1

i qs−m−1
i

qsi − q−s
i

.

那么从式(3.10)可知 [Ki;m
r ]qi ∈ UL

A. 特别地, 由
[
Ki;0
1

]
qi
= (Ki −K−1

i )/(qi − q−1
i ) 得到 UDK

A ⊆ UL
A.

设 ε ∈ C× 是 ` 次本原单位根, 这里 ` ≥ 3 是奇数, 当 g 有 G2 型单 Lie 理想时要求 ` 与 3 互素. 我们
有赋值映射 A → C, f(q, q−1) 7→ f(ε, ε−1), 这使得 C 成为 A-代数. 于是我们能够考虑前面的两种整形式在
q = ε 处的特殊化. 例如 De-Concini-Kac 整形式 UDK

A 满足其特殊化 UDK
ϵ (g) := UDK

A ⊗A C 就是前面定义
量子包络代数的生成元生成关系给出的 C-代数. De-Concini-Kac 量子包络代数 UDK

ϵ (g) 在典范中心 Hopf 子
代数 Cϵ(g) = C[Eℓ

β1
, ..., Eℓ

βN
, F ℓ

β1
, ..., F ℓ

βN
,K±1

1 , ...,K±1
n ][DCKP92] 上是秩为 `dimC g 的自由模, 于是得到 `dimC g

维 Hopf 商
uϵ(g) = UDK

ϵ (g)/Cϵ(g)
+UDK

ϵ (g). (3.11)

称式(3.11)定义的有限维 Hopf 代数是 Lusztig 小量子群. 在小量子群中有 Eℓ
βj

= 0 以及 Kℓ
i = 1. 此外, De

Concini-Kac 量子包络代数 UDK
ϵ (g) 的 PBW 基(3.9)诱导小量子群 uϵ(g) 的 PBW 基

{FnN

βN
· · ·Fn1

β1
Kt1

1 · · ·Ktn
n Em1

β1
· · ·EmN

βN
| 0 ≤ n1, ..., nN ,m1, ...,mN , t1, ..., tn ≤ `− 1} (3.12)

在 UL
A ⊗A C 中明显有 Eℓ

i = F ℓ
i = 0 (因为在 UL

A 中有 Es
i = [s]qi !E

(s)
i 和 F s

i = [s]qi !F
(s)
i , 所以利用 [`]ϵdi = 0

便知). 此外还有 K2ℓ
i = 1: 由这时在 UL

A 中有下面的恒等式立即得到:
ℓ∏

s=1

(Kiq
1−s
i −K−1

i qs−1
i ) =

[
Ki;0
ℓ

]
qi

ℓ∏
s=1

(qsi − q−s
i ).
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这反映了 Lusztig 整形式和 De Concini-Kac 整形式的量子参数关于单位根特殊化后代数结构十分不同.
通常为了让 Lusztig整形式产生的量子群包含 Lusztig小量子群,会考虑 UL

A 的 Hopf商 UL
A/(K

ℓ
i −1 | 1 ≤

i ≤ n) 关于 q = ε 的特殊化 (无论是否商去该 Hopf 理想, Lusztig 都研究了相应的单位根处大量子群和小量子
群的代数结构, 例如见 [Lus90b, §5-6]):

UL
ϵ (g) := (UL

A/(K
ℓ
i − 1 | 1 ≤ i ≤ n))⊗A C ∼= (UL

A ⊗A C)/(Kℓ
i − 1 | 1 ≤ i ≤ n).

于是前面的讨论表明在 UL
ϵ (g) 中

Eℓ
i = F ℓ

i = 0, Kℓ
i = 1, ∀1 ≤ i ≤ n. (3.13)

对自然数 0 ≤ s ≤ `− 1, 易见 E
(s)
i 与 Es

i 相差某个非零常数倍, F (s)
i 与 F s

i 相差某个非零常数倍.

4 量子 Frobenius 映射

设 U(g) 是 g 的泛包络代数, 那么 U(g) 可以由 Chevalley 生成元 {ei, hi, fi}ni=1 以及下述生成关系定义:

hihj − hjhi = 0, eifi − fiei = hi, eifj − fjei = 0 (i 6= j),

hiej − ejhi = aijej , hifj − fjhi = −aijfj ,

1−aij∑
k=0

(−1)k
(
1−aij

k

)
e
1−aij−k
i eje

k
i = 0 (i 6= j),

1−aij∑
k=0

(−1)k
(
1−aij

k

)
f
1−aij−k
i fjf

k
i = 0 (i 6= j).

根据 [CP95, Proposition 9.3.10], 如果考虑 q = 1(对应 ` = 1) 的特殊化, 那么有 Hopf 代数同构 UL
1 (g)

∼= U(g).
同样我们可以考虑 U(g) 中的 divided powers e

(s)
i = esi/s! 以及 f

(s)
i = f s

i /s!, 其中 s ∈ N. 称 U(g) 中由所
有 e

(s)
i , f

(s)
i 生成的子环/Z-子代数为 U(g) 的 Chevalley-Kostant Z-形式 [MR161, Kos66], 记作 UZ. Lusztig

对量子包络代数引入的限制型整形式可以视作 Chevalley-Kostant Z-形式的量子版本.
设 p 是素数且 Fp 是 p 元域, GFp

是 g 对应的 Chevalley 群. 域 Fp 上的 Hopf 代数

UFp
:= UZ ⊗Z Fp

被称为 GFp
的超代数. 对 UFp

, 存在唯一的 Hopf 代数同态 Fr : UFp
→ UFp

(称为 Frobenius 映射) 使得

Fr(e(r)i ) =

e
(r/p)
i , p整除r,

0, 否则,

Fr(f (r)
i ) =

f
(r/p)
i , p整除r,

0, 否则.

在 [Lus90b, §8] 中, Lusztig 证明了有唯一的 Hopf 代数同态 Frϵ : UL
ϵ (g) → U(g) 使得 Frϵ(Ki) = 1 以及

Frϵ(E(r)
i ) =

e
(r/ℓ)
i , `整除r,

0, 否则,
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Frϵ(F (r)
i ) =

f
(r/p)
i , `整除r,

0, 否则.

称 Frϵ : UL
ϵ (g) → U(g) 是量子 Frobenius 映射, 它明显是满射.

Lusztig 也证明了 Ker(Frϵ) 既是 uϵ(g) 的增广理想 (Ei, Fi,Ki − 1 | 1 ≤ i ≤ n) 生成的左理想也是生成的

右理想, uϵ(g) 是 UL
ϵ (g) 的正规 Hopf 子代数. 所以我们有 Hopf 代数正合列

uϵ(g) UL
ϵ (g) U(g).Frϵ (4.1)

也见 [Len16] 在对本原单位根 ε 的次数不加限制下对(4.1)的研究.

5 Lusztig 小量子群

在 §4 我们提到的整形式的包含 UDK
A ⊆ UL

A 诱导 Hopf 代数同态 θ : UDK
ϵ (g) → UL

ϵ (g), Imθ 就是 UL
ϵ (g)

的由 K±1
i , Fi, Ei(1 ≤ i ≤ n) 生成的 Hopf 子代数. 因为前面我们看到在 UL

ϵ (g) 中(3.13)成立, 所以 θ 诱导满射

θ̌ : uϵ(g) → Imθ. Lusztig 在 [Lus90b, §6.5] 给出了 UL
ϵ (g) 和 Imθ 的 C-基. 特别地, 他得到 dimC Imθ = `dimC g.

所以 θ̌ : uϵ(g)
∼=→ Imθ 是 Hopf 代数同构. 事实上, Lusztig 小量子群的原始定义就是 UL

ϵ (g) 的由 Ei, Fi,Ki(1 ≤
i ≤ n) 生成的子代数 (不商去 Kℓ

i − 1 生成的 Hopf 理想时相应版本的小量子群定义见 [Lus90b, §5.4]). 故

Lusztig 小量子群 uϵ(g) 既可视作 De Concini-Kac 单位根处量子包络代数关于典范中心 Hopf 子代数的增广
理想诱导的 Hopf 商, 又可视作 Lusztig 单位根处量子包络代数由 Ei, Fi,Ki(1 ≤ i ≤ n) 生成的 Hopf 子代数.

特别地, Hopf 代数同态诱导 Hopf 代数同态 θ : UDK
ϵ (g) → UL

ϵ (g) 有分解 UDK
ϵ (g) ↠ uϵ(g) ↪→ UL

ϵ (g). 结

合(4.1)给出的 Hopf 代数正合列, 我们得到 Hopf 代数同态序列:

UDK
ϵ (g) uϵ(g) UL

ϵ (g) U(g),Frϵ

其中 Frϵ : UL
ϵ (g) → U(g) 是量子 Frobenius 映射.

Remark 5.1. 之前指出, Lusztig 在 [Lus90a, Lus90b] 中也考虑了不商去 (Kℓ
i − 1 | 1 ≤ i ≤ n) 定义的单位

根处量子包络代数和相应的小量子群. 如果记这时的小量子群是 ûϵ(g), 那么 dimC ûϵ(g) = 2n`dimC g[Lus90b,
Theorem 5.6(b)], 并且 ûϵ(g) 到 uϵ(g) 有典范满 Hopf 代数同态.
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