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1 预备基础

1.1 分次环回顾

设 R 是含幺环, 如果 (R,+) 有加群分解 R = ⊕i∈ZRi 并且 RiRj ⊆ Ri+j , ∀i, j ∈ Z, 则称加群族 {Ri}i∈Z

是 R 的一个分次 (或 Z-分次). Ri 中的非零元被称为 R 的 i 次齐次元 (如果 a 是分次环 R 的 i 次齐次元, 记
dega = i. 通常将 R 的零元视作任意次数的齐次元). 分次环 R 的幺元自动在 R0 中: 设 1 ∈ R 有齐次元分解
a−ℓ + · · · + a−1 + a0 + a1 + · · · + aℓ, 两边同乘上 a0 得到 aia0 = a0ai = 0, ∀i 6= 0. 于是对 1 的齐次元分解

两边同乘 ai, 得到 ai = 0, ∀i 6= 0. 至此得到 a0 = 1. 如果 k 是域, 当分次环 R 是 k-代数且分次 {Ri}i∈Z 中

每项是 k-子空间, 则将分次环 R 称为分次代数 (或 Z-分次代数). 如果分次环 R = ⊕i∈ZRi 满足当 i < 0 时,
Ri = 0, 那么也可以把上述加群分解写作 R = ⊕i∈NRi, 这时称分次环 R 是 N-分次的. 如果 N-分次代数 R 满

足 R0 = k, 称 R 是连通分次的. 例如域 k 上多项式代数 k[x1, ..., xn] 通过各次齐次多项式空间可赋予自然的

分次来成为连通分次代数, 又例如 k 上有限多个自由变量的自由代数. 如果分次环 R 的左/右理想 I 可由一

些齐次元生成, 则称 I 是分次左/右理想. 当 I 是分次左理想或分次右理想时, 易见 I = ⊕i∈Z(I ∩ Ri). 反之,
如果分次环 R 的左/右理想 I 满足 I = ⊕i∈Z(I ∩ Ri) 时, I 自然是分次理想. R 关于分次理想 I 之商 R/I 具

有自然的分次结构 R/I = ⊕i∈Z(Ri + I)/I, 这里每个 (Ri + I)/I ∼= Ri/(Ri ∩ I).
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Example 1.1 (Rees 环, [Jac09]). 设 R 是含幺交换环, I 是 R 的理想, 那么 Ix 是 R[x] 的分次理想. 将 Ix 在

R[x]中生成的 R-子代数,即 R+Ix+I2x2+ · · ·+Inxn+ · · · ,称为 I 决定的 Rees 环,记作 T (I). 易见 Rees环
可自然视作 N-分次环. 如果 R是交换 Noether环,那么可设 I = Rb1+ · · ·+Rbm,于是 T (I) = R[b1x, ..., bmx],
依 Hilbert 基定理, T (I) 是 Noether 环.

设R = ⊕i∈ZRi是分次环,左R-模M 如果有加群分解M = ⊕i∈ZMi且对任何正整数 i, j有RiMj ⊆Mi+j ,
则称 {Mi}i∈Z 是 M 上分次, 将带有分次的 M 称为分次模. 类似环的情形可定义齐次元和分次子模的概念. 如
果分次模 M 满足存在整数 k 使得 Mn = 0, ∀n ≤ k, 称 M 是下有界的, 类似可定义上有界的概念. 由于任何
M = ⊕i∈ZMi 中元素有唯一的齐次元分解, 对非零元都能够对应唯一最高次的齐次元. 对 Z-分次环 R 和整数

k, 通常引入 R≥k = Rk⊕Rk+1⊕· · · 以及来简化记号 (类似可定义 R≤k, 并对分次模使用相应记号). 那么 Z-分
次环 R 产生分次环 R≥0 和 R≤0. 分次 R-模 M 产生分次 R≥0-模 M≥0 和分次 R≤0-模 M≤0.

Lemma 1.2 ([NaavO82]). 设 R 是 Z-分次环, M 是分次左 R-模, 有 (未必分次)R-子模 X 和 Y 满足 X ⊆ Y .
将 X 和 Y 中所有非零元素的最高次齐次元以及零构成的分次子模分别记作 X̃ 和 Ỹ (注意 X ⊆ Y 蕴含

X̃ ⊆ Ỹ ). 那么 X = Y 当且仅当 X̃ = Ỹ 且存在整数 ℓ 使得 X ∩M<ℓ = Y ∩M<ℓ.

Proof. 只需验证充分性: 任取 y 6= 0 ∈ Y , 并设有齐次元分解 y = yi1 + yi2 + · · ·+ yin , 这里每个 yik 6= 0 并且

i1 < i2 < · · · < in. 那么 yin ∈ Ỹ . 如果 in < ℓ, 那么 y ∈ Y ∩M<ℓ ⊆ X. 下设 ℓ ≤ in. 那么 yin ∈ Ỹ = X̃ 说明存

在 x ∈ X 使得 y− x ∈ Y 满足 y− x ∈M<in . 于是重复上述讨论, 可构造 x1, ..., xt ∈ X 使得 y− x1 − · · · − xt
的最高次项次数严格小于 ℓ, 进而 y − x1 − · · · − xt ∈ X 导出 y ∈ X.

Remark 1.3. 设 R 是 Z-分次环, M 是分次左 R-模, 有 (未必分次)R-子模 X 和 Y 满足 X ⊆ Y . 也可以考
虑 X 和 Y 中所有非零元素的最低次齐次元和零元构成的分次子模, 分别记作 X̂, Ŷ , 同样有 X̂ ⊆ Ŷ . 类似 [引
理1.2] 的讨论可知 X = Y 当且仅当 X̂ = Ŷ 且存在整数 ℓ 使得 X ∩M>ℓ = Y ∩M>ℓ.

Corollary 1.4 ([NaavO82]). 设 R 是 Z-分次环, 分次左 R-模 M 是单边有界的. 那么 M 满足 R-子模升链条
件 (即 M 作为 R-模是 Noether 模) 当且仅当 M 满足分次 R-子模升链条件 ([定理1.12] 将加强结论).

Proof. 只需说明充分性, 当 M 是下有界分次模时, 任取 M 的子模升链 X1 ⊆ X2 ⊆ · · · . 则存在正整数 ℓ 使得

X̃ℓ = X̃ℓ+1 = · · · . 于是由 [引理1.2] 得到 Xℓ = Xℓ+1 = · · · . 若 M 是上有界分次模, 使用 [注记1.3] 即可.

Example 1.5 (Rees 模, [Jac09]). 设 R 是交换环, M 是 R-模, 并记 M [x] 是系数在 M 中的以 x 为变量的多

项式构成的加法群. 那么 M [x] 可自然视作 R[x]-模, 且有 R[x]-模同构 M [x] ∼= R[x]⊗RM . 将 R[x] 赋予标准

分次视作 N-分次环后, M [x] 便是分次左 R[x]-模. 固定 R 的理想 I, T (I) 是 [例1.1] 意义下的 Rees 环. 由于
T (I) 是 R[x] 的子环, 可将 M [x] 视作分次左 T (I)-模. 将 M [x] 视作 T (I)-模后, 考虑子集 M 生成的 T (I)-子
模, 那么该子模为 M + IMx+ I2Mx2 + · · · , 记作 TI(M), 称为 I 和 M 决定的 Rees 模. 易见 TI(R) = T (I).
当 R 是交换 Noether 环且 M 是有限生成 R-模时, [例1.1] 中已经指出 T (I) 是 Noether 环, 因此由 TI(M) 是

有限生成 T (I)-模立即得到 TI(M) 作为 T (I)-模是 Noether 模.

Rees 环和 Rees 模的构造使我们能够借助多项式运算比较系数来导出 Artin-Rees 引理.

Theorem 1.6 (Artin-Rees 引理, [Jac09]). 设 M 是交换 Noether 环 R 上有限生成模, I 是 R 的理想, M 有

子模 M1 和 M2. 那么存在正整数 k 使得对任何正整数 n ≥ k 有 InM1 ∩M2 = In−k(IkM1 ∩M2).
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Proof. 只要证存在正整数 k 使得 InM1 ∩M2 ⊆ In−k(IkM1 ∩M2), ∀n ≥ k. 现在 TI(M) 作为 Rees 环 T (I)

上的模是 Noether 模, [例1.5]. 置 N = M1 ∩M2 + (IM1 ∩M2)x + (I2M1 ∩M2)x
2 + · · · , 那么 N 是 TI(M)

作为 T (I)-模的子模, 故可设 N = T (I)u1 + T (I)u2 + · · · + T (I)um. 对每个 ui ∈ N , 存在正整数 ki 和

nij ∈ IjM1 ∩M2(0 ≤ j ≤ ki) 使得 ui =
∑ki

j=0 nijx
j , 1 ≤ i ≤ m. 命 k = max{k1, ..., km}. 如果我们能够验证对

任何 n ≥ k 以及 u ∈ InM1 ∩M2 有 u ∈ In−k(IkM1 ∩M2), 那么便完成定理证明.
现在设 n ≥ k 并取定 u ∈ InM1 ∩M2, 那么 uxn ∈ N . 根据前面的记号, 存在 A1, ..., Am ∈ T (I) 使得

uxn = A1u1 +A2u2 + · · ·+Amum. 可设 Ai =
∑ti

j=0 aijx
j , aij ∈ Ij , i = 1, 2, ...,m. 那么

uxn =
m∑
i=1

(
ti∑
s=0

aisx
s

)(
ki∑
j=0

nijx
j

)
=

m∑
i=1

ti+ki∑
l=0

( ∑
s+j=l

aisnij

)
xl,

上式说明 u ∈
∑k

j=0 I
n−j(IjM1 ∩M2) ⊆ In−k(IkM1 ∩M2), 断言得证.

Remark 1.7. 设 M 是交换 Noether 环 R 上有限生成模, I 是 R 的理想, N 是 M 的子模. 在 Artin-Rees 引
理中取 M1 =M , M2 = N , 我们得到存在正整数 k 使得 InM ∩N = In−k(IkM ∩N), ∀n ≥ k.

Remark 1.8. 利用 Artin-Rees引理我们能够直接导出 Krull交定理: 设M 是交换 Noether环 R上有限生成

模, I 是 R 的理想并记 IωM = ∩∞
n=1I

nM , 那么 I(IωM) = IωM 以及 IωM = {x ∈M |存在b ∈ I使得x = bx}.
根据 [注记1.7], 存在正整数 k 使得对任何 n ≥ k 有 InM ∩ IωM = In−k(IkM ∩ IωM). 取 n = k + 1 立

即得到 I(IωM) = IωM . 易见 {x ∈ M |存在b ∈ I使得x = bx} ⊆ IωM . 因为 IωM 是有限生成 R-模且
I(IωM) = IωM , 所以存在 b ∈ I 使得 1 − b ∈ AnnRM , 故 {x ∈ M |存在b ∈ I使得x = bx} = IωM . 在 [命
题2.7] 中我们将看到 IωM = 0 意味着 M 关于 I-adic 拓扑是 Hausdorff 空间.

Remark 1.9. 如果 M 是交换 Noether 环 R 上有限生成模, J 是 R 的 Jacobson 根. 那么通过 [注记1.8] 和
Nakayama 引理立即得到 ∩∞

n=0J
nM = 0. 特别地, ∩∞

n=0J
n = 0.

如果 Z-分次环 R 上的 Z-分次模 M 的分次子模满足升链条件, 称 M 是分次 Noether 模. 易见分次模
M 是分次 Noether 模当且仅当 M 的任何分次子模是有限生成的. 一个基本的问题是分次模的分次 Noether
性质与通常 Noether 性质的关系. 首先指出分次 Noether R-模的每个分量是 Noether R0-模.

Lemma 1.10 ([NaavO82]). 设 R 是 Z-分次环且分次左 R-模 M 是分次 Noether 的. 那么每个 Mi 作为左

R0-模是 Noether 模. 此外, M≥0 是 Noether 左 R≥0-模且 M≤0 是 Noether 左 R≤0-模.

Proof. 如果有 Mi 不是 Noether 左 R0-模, 那么 Mi 有 R0-子模的严格升链. 于是 M≥i 作为 M 的分次 R-子
模也有严格的分次 R-子模升链. 这导出 M 的分次子模严格升链, 这和 M 是分次 Noether 模矛盾.
下面以 M≤0 情形为例, 说明 M 是分次 R-模蕴含 M≤0 是 Noether R≤0-模. 现在 [推论1.4] 说明我们只

需要验证 M≤0 作为 R≤0-模是分次 Noether 模. 任取 M≤0 的分次左 R≤0-子模 N , 我们说明 N 是有限生成

R≤0-模来得到 M≤0 作为 R≤0-模是分次 Noether 模来完成证明. 根据 N 的选取, RN 是 M 的分次 R-子模.
进而由 M 的分次 Noether 条件得到 RN 是有限生成 R-模. 于是可选取 N 的有限齐次元子集作为 RN 的生

成元集, 设为 {x1, ..., xℓ}, 并设 degxi = ni ∈ Z≤0. 置 n = min{n1, ..., nℓ}, 那么对任何 k ≤ n, Nk 中元素关于

{x1, ..., xℓ} 的线性表出系数在 R≤0 中, 所以 N = (⊕k≤nNk)⊕Nn+1 ⊕ · · · ⊕N0 作为 R≤0-模是有限生成的 (结
合每个 Ni 是有限生成 R0-模). 因此 M≤0 是分次 Noether R≤0-模.
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Remark 1.11. 如果 Z-分次环 R 作为分次左模是 Noether 的, 称 R 是分次左 Noether 环. 之后我们将
看到分次环的左分次 Noether 性就是左 Noether 性, [定理1.12]. 这里再指出 [引理1.10] 说明当分次环 R 是

左 Noether 环时, R0 也是左 Noether 环. 如果 R 是交换 N-分次环, 那么 R 是 Noether 环当且仅当 R0 是

Noether 环且 R 是有限生成 R0-代数: 只需验证必要性中的 R 是有限生成 R0-代数. 这时 R≥1 作为 R 的分

次 R0-子模, 可由有限多个 (正次数) 齐次元生成, 记作 {u1, ..., um}. 通过考察齐次元次数, 可归纳地证明对每
个自然数 n, Rn 中元素可由 {u1, ..., um} 构成的单项式 R0-线性表出, 所以 R = R0[u1, ..., um].

Theorem 1.12 ([NaavO82]). 设 R 是 Z-分次环, 则分次左 R-模是 Noether 模等价于是分次 Noether 模.

Proof. 设 M 是分次左 R-模, 只需证明 M 是分次 Noether 模蕴含 M 是 Noether 模. 任取 M 的 R-子模升
链 X1 ⊆ X2 ⊆ · · · . 那么 X1 ∩M≤0 ⊆ X2 ∩M≤0 ⊆ · · · 是 M≤0 作为 R≤0-模的子模升链, X̃1 ⊆ X̃2 ⊆ · · ·
是 M 的分次子模升链, 见 [引理1.2]. 现在 [引理1.10] 和 M 的分次 Noether 条件说明存在正整数 ℓ 使得

Xℓ ∩M≤0 = Xℓ+1 ∩M≤0 = · · · 以及 X̃ℓ = X̃ℓ+1 = · · · . 最后应用 [引理1.2] 得到 Xℓ = Xℓ+1 = · · · .

1.2 相伴分次环回顾

设 R 是含幺环, 如果 (R,+) 的子群族 {Fi}i∈N 满足 (1) 对任何自然数 i, j, 有 FiFj ⊆ Fi+j ; (2) 对任何自
然数 i, Fi ⊆ Fi+1; (3)∪i∈NFi = R, 那么称 {Fi}i∈N 是 R 的一个升滤. 类似可定义 R 上降滤的概念, 区别是对
任何自然数 i, Fi ⊇ Fi+1. 称带有滤的环为滤环 (Fi − Fi−1 中元素称为 i 次齐次元). 如果滤环 R 是 k-代数,
且 R 上滤 {Fi}i∈N 的每项是 k-子空间, 则将 R 也称为滤代数. 如果 R = ⊕i∈NRi 是 N-分次环, 对每个自然数
i, 置 Fi = R0 ⊕R1 ⊕ · · · ⊕Ri, 那么 {Fi}i∈N 定义了 R 上的升滤 (称为标准升滤). 如果含幺环 R 有理想 I, 那
么 R = I0 ⊇ I ⊇ I2 ⊇ · · · 定义出 R 上降滤. 类似可定义滤模的概念: 以升滤情形为例. 如果滤环 R 上左模

M 有子群族 {Mi}i∈N 满足对任何自然数 i, j, RiMj ⊆ Mi+j , Mi ⊆ Mi+1 且 ∪i∈NMi = M , 则称 {Mi}i∈N 是

M 的一个升滤, 带有滤的模 M 称为滤模 (类似可定义滤模的齐次元).
设 R 带有升滤 {Fi}i∈N, 命 F−1 = 0 以及 T = ⊕i∈NFi/Fi−1, 那么 FiFj ⊆ Fi+j 保证了 R 上乘法自然诱导

T 上乘法使得 T 成为分次环, 称为 R 关于给定升滤的相伴分次环, 记作 grR. 如果 R = ⊕i∈NRi 是 N-分次的,
那么由 R 上分次诱导的标准升滤产生的相伴分次环就是 R. 对于带有降滤的环同样可定义相伴分次环: 如果
R 带有降滤 {Fi}i∈N, 命 grR = ⊕i∈NFi/Fi+1. 将含幺环 R 经理想 I 诱导的降滤 R = I0 ⊇ I ⊇ I2 ⊇ · · · 产生
的相伴分次环记作 GI(R). 对滤模也可以定义相伴分次模的概念 (将滤模 M 的相伴分次模记作 grM), N-分次
模带有的标准升滤的相伴分次模就是自身. 如果 R 是含幺环, 固定 R 的理想 I 和左 R-模 M , 那么 M 有降滤

M = I0M ⊇ IM ⊇ · · · , 由此得到的相伴分次模记作 GI(M), 这是左 GI(R)-模.

Example 1.13 ([Jac09]). 设 R 是交换 Noether 环, I 是 R 的理想且 M 是有限生成 R-模. 那么 GI(R) 是

Noether 环且 GI(M) 作为 GI(R)-模是 Noether 模.

Proof. 在 [例1.1] 已经指出 Rees 环 T (I) 是 Noether 环. 于是我们有标准映射 η : T (I) → GI(R),
∑

i aix
i 7→

(ai)
∞
i=0, 这是满环同态, 于是 GI(R) 也是交换 Noether 环. 如果设 M = Rx1 + · · · + Rxt, 那么 TI(M) 作

为 T (I)-模是有限生成模, [例1.5]. 并且 TI(M) 到 GI(M) 有自然的满加群同态使得当 GI(M) 通过 η 视作

T (I)-模后该加群同态成为满 T (I)-模同态. 因此 GI(M) 作为 GI(R)-模是有限生成模.

之后我们也会看到含幺环 R 关于给定理想 I 诱导的降滤 R = I0 ⊇ I1 ⊇ · · · 产生的相伴分次环 GI(R) 在

I-adic 完备化理论中的应用, 见 [推论2.42] 和 [定理2.43].
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1.3 正则序列回顾

本节回顾些交换代数中正则序列理论的基本结果 (为缩减篇幅, 这里略去大部分结果的证明, 主要参考文
献是 [BH93]), 不会在 I-adic 完备化的定义和主要性质中用到, 初次阅读可跳过.
设 M 是交换环 R 上的模. 如果 a ∈ R 满足对任何 x 6= 0 ∈ M 有 ax 6= 0, 则称 a 是 M-正则元. 如

果 R 中序列 a1, ..., an 满足 a1 是 M -序列, a2 是 M/a1M -序列,..., an 是 M/(a1, ..., an−1)M -序列, 那么称
a1, ..., an 是弱 M-正则序列; 若进一步有 M 6= (a1, ..., an)M , 则称 a1, ..., an 是 M-正则序列. 如果 I 是 R 的

理想, a1, ..., an ∈ I 是 M -正则序列, 则称 a1, ..., an 是含于 I 的 M -正则序列. 当 R 是交换 Noether 环时, 含
于 I 的任何 M -正则序列都可以扩充为含于 I 的极大 M -正则序列. 之后我们会看到 R 的 I-adic 完备化 R̂ 是

平坦 R-模 (见 [定理2.37]), 所以关于正则序列, 我们指出

Lemma 1.14 ([BH93]). 设 R,S 是含幺环, M 是 R-模, N 是 S-模且 φ : R→ S 是保幺环同态满足将 N 由 φ

视作 R-模后 N 是平坦 R-模. 则对弱 M -正则序列 a1, ..., an, 有 φ(a1), ..., φ(an) ∈ S 是弱 M ⊗R N -正则序列.

Proof. 由条件, 每个 ai 决定的 M/(a1, ..., ai−1)M 上左乘变换是单射, 所以由 N 是平坦 R-模以及 S-模同构
M/(a1, ..., ai−1)M ⊗R N ∼= (M ⊗R N)/(a1, ..., ai−1)(M ⊗R N) 便得结果.

之后我们也需要下述 Rees 定理

Theorem 1.15 (Rees定理, [BH93]). 设 R 是交换 Noether环, 有理想 I, M 是有限生成 R-模满足 IM 6=M .
那么含于 I 的所有极大 M -正则序列长度一致且就是 inf{i ∈ N|ExtiR(R/I,M)}. 如果 IM = M , 那么对所有
的自然数 i 有 ExtiR(R/I,M) = 0. 称 inf{i ∈ N|ExtiR(R/I,M)} 为 I 在 M 上的级, 记作 grade(I,M).

当 (R,m)是交换 Noether局部环, M 是有限生成R-模. 将 grade(m,M)称为M 的深度,记作 depthM . 因
此 [定理1.15]也说明对交换 Noether局部环 (R,m)上的有限生成模M , depthM = inf{i ∈ N|ExtiR(R/m,M)}.
一般地, 对交换 Noether 局部环 R 上有限生成模 M , 总有 depthRM ≤ k.dimM . 当等号成立时, 称 M 是

Cohen-Macaulay R-模. 如果 Cohen-Macaulay R-模 M 进一步满足 depthRM = k.dimM = k.dimR, 称
M 是极大 Cohen-Macaulay 模. 当交换 Noether 局部环 R 满足是自身上 Cohen-Macaulay 模时, 称 R 是

Cohen-Macaulay 环. 如果交换 Noether环 R上有限生成模M 满足对任何 m ∈ SuppM , Mm 作为 Rm-模是
Cohen-Macaulay模,称M 是 Cohen-Macaulay 模. 如果交换 Noether环 R满足是自身上 Cohen-Macaulay
模, 称 R 是 Cohen-Macaulay 环. 自内射维数有限的交换 Noether 局部环被称为 Gorenstein 局部环.
注意 inj.dimRM = sup{i ∈ N|ExtiR(R/m,M)}. 回忆 Bass 公式说当 M 是交换 Noether 局部环 R 上内射

维数有限的非零有限生成模时, 总有 k.dimM ≤ inj.dimRM = depthR. 特别地, 当 R 是 Gorenstein 局部环时,

k.dimR = inj.dimRR = depthR.

这说明 Gorenstein 局部环是 Cohen-Macaulay 局部环. 且若记 d = k.dimR, 那么 ExtiR(R/m, R) = 0, ∀i 6= d,
且能够证明 ExtdR(R/m, R) 的 R/m-线性维数为 1. 如果交换 Noether 环 R 满足对任何极大理想 m, Rm 是

Gorenstein 局部环, 则称 R 是 Gorenstein 环. 故 Gorenstein 环是 Cohen-Macaulay 环.

Lemma 1.16 ([Eis95]). 设 R 是含幺交换环, M,N 是 R-模, M 是有限表现 R-模. 那么对任何交换 R-代数
S, 只要 S 是平坦 R-模, 标准 R-模同态 αM : S ⊗R HomR(M,N)→ HomS(S ⊗RM,S ⊗R N) : s⊗ φ 7→ s⊗ φ
是 S-模同构. 特别地, 当 S 是平坦 R-模时, 对任何交换环 R 上伪凝聚模 M 和任何 R-模 N , 有 S-模同构

ExtiS(S ⊗RM,S ⊗R N) ∼= S ⊗R ExtiR(M,N), ∀i ∈ N.
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Proof. 首先 αM 明显是定义合理的 S-模同态并且 αM 关于变量 M 是自然的. 当 M = R 时, αR 是同构, 所
以由张量积和 Hom 函子保持有限直和得到对任何有限生成自由 R-模 F 有 αF 是同构.

现在任取M 作为R-模的有限表现 Rm Rn M 0, 由HomS(−, S⊗RN),HomR(−, N)

是左正合函子, S ⊗R − 是正合函子, 得到 S-模正合列

0 S ⊗R HomR(M,N) S ⊗R HomR(R
n, N) S ⊗R HomR(R

m, N),

0 HomS(S ⊗RM,S ⊗R N) HomS(S ⊗R Rn, S ⊗R N) HomS(S ⊗R Rm, S ⊗R N).

于是我们得到下述 S-模交换图, 其中上下两行正合:

0 S ⊗R HomR(M,N) S ⊗R HomR(R
n, N) S ⊗R HomR(R

m, N)

0 HomS(S ⊗RM,S ⊗R N) HomS(S ⊗R Rn, S ⊗R N) HomS(S ⊗R Rm, S ⊗R N)

αM αRn αRm

根据前面的讨论, 上图最右边两个竖直方向上的映射是同构, 应用五引理便得 αM 也是同构.
现在设 M 是伪凝聚 R-模, 即 M 作为 R-模有有限生成投射分解

· · · P2 P1 P0 M 0,
d2 d1 ε

这里每个 Pi 是有限生成投射 R-模. 由 S ⊗R − 是正合函子, S ⊗R ExtiR(M,N) 由下述复形的 i 次同调给出:

0 S ⊗R HomR(M,N) S ⊗R HomR(P0, N) S ⊗R HomR(P1, N) · · · S ⊗R HomR(Pi, N) · · ·idS⊗ε∗ idS⊗d∗1

于是我们得到下述交换图, 并且竖直方向上的态射都是同构, 即我们得到复形间链同构:

0 S ⊗R HomR(M,N) S ⊗R HomR(P0, N) · · · S ⊗R HomR(Pi, N) · · ·

0 HomS(S ⊗RM,S ⊗R N) HomS(S ⊗R P0, S ⊗R N) HomS(S ⊗R Pi, S ⊗R N) · · ·

idS⊗ε∗

αM

idS⊗d∗1

αP0
αPi

(idS⊗ε)∗ (idS⊗d1)∗

于是我们得到对每个自然数 i, 有 S-模同构 ExtiS(S ⊗RM,S ⊗R N) ∼= S ⊗R ExtiR(M,N).

Remark 1.17. 之后我们会应用 [引理1.16] 证明完备化保持交换 Noether 局部环的 Cohen-Macaulay 性质以
及 Gorenstein 性质, 反之也成立, 见 [命题2.54].
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2 I-adic 完备化

2.1 I-adic 拓扑

回忆带有拓扑的群 G 被称为拓扑群, 如果乘法映射 µ : G × G → G, (g, h) 7→ gh 和求逆映射 ι : G →
G, g 7→ g−1 都是连续映射 (其中 G × G 带有拓扑空间 G 的积拓扑). 如果带有拓扑的环 R 满足 (R,+) 是拓

扑群且 R 上乘法映射是连续的, 称 R 是拓扑环. 设 R 是拓扑环, M 是左 R-模且带有拓扑使得 (M,+) 是拓

扑群, 如果数乘作用 R ×M → M, (a, x) 7→ ax 是连续的, 则称 M 是 R 上拓扑模. 根据定义, 拓扑环 R 作为

自身上左模是拓扑模. 对于拓扑群 G, 任何 g ∈ G 诱导的左乘变换 G → G, x 7→ gx 是连续的: 首先常值映射
G → G, x 7→ g 是连续的保证了 G → G×G, x 7→ (g, x), 再由 g 决定的左乘变换是上述映射与 G 上乘法映射

的合成得到左乘变换也连续 (类似地, G 中给定元素决定的 G 上右乘变换也是连续的).

Example 2.1. 设 (A,+) 是交换拓扑群, 那么对任何 a ∈ A, a 决定的平移变换 A → A, x 7→ a + x 是拓扑同

胚. 特别地, U ⊆ A 是 a 的开邻域当且仅当 U − a 是 0 的开邻域.

Lemma 2.2. 设 (A,+) 和 (B,+) 是交换拓扑群, φ : A→ B 是群同态. 则 φ 连续当且仅当 φ 在 0 处连续.

Proof. 只需验证充分性: 对任何 a ∈ A 和 φ(a) 的开邻域 V , 有 V − φ(a) 是 φ(0) 的开邻域, 所以存在 0 ∈ A
的开邻域 W ⊆ A 使得 φ(W ) ⊆ V − φ(a). 于是 a+W 是 a 的开邻域, [例2.1], 且含于 φ−1(V ).

设 R 是含幺环, 可通过定义 Fi = R, i ∈ N, 将 R 视作滤环. 这时左 R-模 M 作为滤环 R 如果有子模降链

F0M ⊇ F1M ⊇ · · · , 那么当该子模降链满足 ∪i∈NFiM = M 时, M 便成为滤模. 更一般地, 我们在下面的 [引
理2.3] 说明只要左 R-模 M 具有子模降链 F0M ⊇ F1M ⊇ · · · , 该降链能够自然诱导 M 上拓扑.

Lemma 2.3 ([Jac09]). 设左 R-模M 有子模降链 F0M ⊇ F1M ⊇ · · · ,那么集族 B = {x+FnM |x ∈M,n ∈ N}
满足 B 中所有集合之并是 M 且 B 中任意两个集合 B1, B2, 如果有 x ∈ B1 ∩B2, 那么存在 x ∈ B ⊆ B1 ∩B2.
因此 M 上存在唯一的拓扑使得该拓扑以 B 为拓扑基. 这时 (M,+) 是拓扑群.

Proof. 因为 x ∈ x+FnM ,所以 B 中所有集合之并是M . 任取 B 中集合 x+FnM 和 y+FmM ,如果这两个集
合的交集含有 z ∈M , 那么 x− z ∈ FnM 以及 y− z ∈ FmM . 这说明 z+Fn+mM ⊆ (x+FnM)∩ (y+FmM).
由于对任何 x, y ∈M , 有 (x+ FnM) + (y + FnM) = (x+ y) + FnM , 故 (M,+) 是拓扑群.

Remark 2.4. 如果左 R-模 M 还有子模降链 G0M ⊇ G1M ⊇ · · · , 满足和 {FiM}i∈N 诱导 M 上相同拓扑, 那
么考察 0 ∈M 的开邻域可得对每个 GiM , 存在 FjM 使得 FjM ⊆ GiM , 类似地, 每个 FjM 包含某个 GiM .

Proposition 2.5 (I-adic 拓扑, [Jac09]). 设 R 是含幺环, I 是理想, M 是左 R-模. 则由 R 的降滤 R ⊇ I ⊇
I2 ⊇ · · · 和 M 的降滤 M ⊇ IM ⊇ I2M ⊇ · · · 在 [引理2.3] 下诱导的 R 和 M 上拓扑使得 R 成为拓扑环, M
成为拓扑环 R 上的拓扑模. 称如上诱导的 R 和 M 上的拓扑为 I-adic 拓扑.

Proof. 根据 [引理2.3], R 的理想降链 R ⊇ I ⊇ I2 ⊇ · · · 和 M 的子模降链 M ⊇ IM ⊇ I2M ⊇ · · · 诱导的拓
扑使得 (R,+) 和 (M,+) 都是拓扑群. 任取 a, b ∈ R, 有 (a + In)(b + In) ⊆ ab + In, 所以 R 是拓扑环. 类似
地, 对任何 a ∈ R 和 x ∈M , 由 (a+ In)(x+ InM) ⊆ ax+ InM 得到 M 是拓扑模.

Example 2.6. 固定含幺环 R. 如果取 I = 0, 那么 R 的任何单点子集是开集 (根据 [引理2.3] 的构造), 于是
R 上 0-adic 拓扑给出 R 上离散拓扑. 如果取 I = R, 那么 R 上 R-adic 拓扑给出平凡拓扑.
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Proposition 2.7 (I-adic 拓扑的分离性刻画, [Jac09]). 设 R 是含幺环, I 是理想且 M 是左 R-模. 那么 M 的

I-adic 拓扑是 Hausdorff 的当且仅当 ∩∞
n=0I

nM = 0(也称为“分离性条件”). 特别地, 当 R 是交换 Noether
环, M 是有限生成 R-模且 J 是 R 的 Jacobson 根时, [注记1.9] 说明 M 上的 J-adic 拓扑是 Hausdorff 的.

Proof. 必要性: 如果 ∩∞
n=0I

nM 6= 0, 取 x 6= 0 ∈ ∩∞
n=0I

nM , 那么根据 I-adic 拓扑的定义, 任何 M 的非空开子

集含有 x, 这和 M 关于 I-adic 拓扑是 Hausdorff 空间矛盾.
充分性: 任取 x, y ∈ M 满足 x 6= y, 那么存在自然数 ℓ 使得 x− y /∈ IℓM . 所以 x+ IℓM 和 y + IℓM 作

为不同的陪集不相交, 它们给出分离 x 和 y 的开子集.

Example 2.8. 设 M 是交换 Noether 局部环 (R,m) 上有限生成模. 则 M 上 m-adic 拓扑是 Hausdorff 的.

下面我们将说明当 R 和左 R-模 M 关于 R 的理想 I 诱导的 I-adic 拓扑都是 Hausdorff 空间时, I-adic
拓扑可度量化, [命题2.11]. 首先容易验证下述 [命题2.9].

Proposition 2.9 ([Jac09]). 设含幺环 R, 理想 I 和左 R-模 M 满足 ∩∞
n=0I

n = 0,∩∞
n=0I

nM = 0. 对每个
x 6= 0 ∈M , 存在最大自然数 n0 使得 x ∈ In0M , 称 n0 是 x 的阶, 记作 o(x). 约定 o(0) = +∞. 取 M = R, 便
得到 R 中元素阶的定义. 对任何 x ∈M , 记 |x| = 2−o(x)(对 R 中元素也有相应定义). 那么:
(1) 对任何 a ∈ R 和 x, y ∈M , 有 o(x) = −o(x), o(x+ y) ≥ min{o(x), o(y)}, o(ax) ≥ o(a) + o(x).
(2) 对任何 x ∈M , 有 |x| ≥ 0, | − x| = |x| 且 |x| = 0⇔ x = 0.
(3) 对任何 x, y ∈M 有 |x+ y| ≤ max{|x|, |y|} ≤ |x|+ |y|.
(4) 对任何 a ∈ R 和 x ∈M 有 |ax| ≤ |a||x|.

Remark 2.10. 一般地, 如果左 R-模 M 有子模降滤 M = F0M ⊇ F1M ⊇ · · · 满足 ∩∞
n=0FnM = 0, 那么 [引

理2.3] 意义下由 {FnM}∞n=0 诱导的 M 上拓扑同样可对元素定义阶的概念: 即每个 x 6= 0 ∈ M , o(x) 表示包
含 x 的 FnM 的最大指标 n. 约定 o(0) = +∞, 可同样引入记号 |x| 表示 2−o(x). 于是对任何 x, y ∈ M , 也
有 o(x) = −o(x), o(x + y) ≥ min{o(x), o(y)} 并且 |x| = 0 当且仅当 x = 0. 于是通过定义 d : M ×M →
M, (x, y) 7→ |x− y|, 得到 M 上度量.

Proposition 2.11 (I-adic 拓扑的度量化, [Jac09]). 设含幺环 R, 有理想 I 以及左 R-模 M 满足 ∩∞
n=0I

n =

0,∩∞
n=0I

nM = 0, 并保持 [命题2.9] 中的记号. 对任何 x, y ∈M , 定义 d(x, y) = |x− y|. 那么 d :M ×M →M

定义了 M 上度量且诱导的度量拓扑就是 M 上的 I-adic 拓扑.

Proof. 根据 [命题2.9(2)(3)], d : M ×M → M 定义了 M 上度量. 对 x ∈ M 和正实数 α, 用 Bα(x) 表示

以 y 为中心, α 为半径的关于度量 d 的开球. 要证明 d 诱导的度量拓扑就是 I-adic 拓扑, 我们需要验证: (1)
对任何 x + InM 和 y ∈ x + InM , 存在开球 Bε(y) ⊆ x + InM ; (2) 对任何开球 Bα(x) 和 y ∈ Bα(x), 存
在正整数 n 使得 y + InM ⊆ Bα(x). 先任取 y ∈ x + InM , 那么对 z ∈ y + In+1M 有 o(z, y) ≥ n + 1, 所
以 d(z, y) ≤ 1/2n+1, ∀z ∈ y + In+1M ⊆ x + InM . 这说明只要取 0 < ε < 1/2n+1, 那么 z ∈ Bε(y) 满足

o(z − y) ≥ n + 1, 这保证 z ∈ x + InM . 于是 Bε(y) ⊆ x + InM . 反之, 对任何开球 Bα(x) 和 y ∈ Bα(x), 如
果 x = y, 那么可选取正整数 n 使得 1/2n < α, 于是 z ∈ y + InM 满足 o(z, x) ≥ 2n, 所以 d(z, x) < α, 这说明
y + InM ⊆ Bα(x). 下设 x 6= y. 取正整数 n 满足 n > log2(1/min{|x− y|, α− |x− y|}), 那么对 z ∈ y + InM ,
有 o(z, y) ≥ n, 于是 d(z, y) < min{|x− y|, α− |x− y|}, 那么 d(z, x) < α 说明 y + InM ⊆ Bα(x).
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Remark 2.12. 设左 R-模 M 有子模降滤 M = F0M ⊇ F1M ⊇ · · · 满足 ∩∞
n=0FnM = 0. 在 [注记2.10] 中

我们看到可同样定义出 M 上度量, 并且重复 [命题2.11] 的证明过程可知 [注记2.10] 中定义的 M 上度量诱

导的拓扑就是降滤 {FnM}∞n=0 产生的 M 上拓扑. 所以只要 M 有子模降滤 M = F0M ⊇ F1M ⊇ · · · 满足
∩∞
n=0FnM = 0, 由 {FnM}∞n=0 在 [引理2.3] 意义下给出的 M 上拓扑可度量化, 这是 [命题2.11] 的推广.

Example 2.13. 设 A 是含幺环, R = A[[x]] 是形式幂级数环, I = (x). 那么 In = (xn) 并且 ∩∞
n=0I

n = 0. 这
时 o(f(x)) 就是形式幂级数 f(x) 所有非零系数的项中次数最小项的次数.

Example 2.14. 设 M 是交换 Noether 局部环 (R,m) 上有限生成模. 则 M 上 m-adic 拓扑可度量化.

回忆度量空间 (M,d) 被称为完备度量空间, 如果 M 中任何 Cauchy 列收敛. 下面我们说明 R 的 I-adic
拓扑在 Hausdorff 的前提下, 未必是完备的 (也见 [例2.32]).

Proposition 2.15 ([Jac09]). 设 R 是含幺环, 有理想 I, 记 J 是 R 的 Jacobson 根, 并设 R 的 I-adic 拓扑是
Hausdorff 的 (那么可度量化, [命题2.11]). 如果 R 关于 I-adic 拓扑完备, 那么 I ⊆ J .

Proof. 任取 b ∈ I,那么 {bn}∞n=0 收敛于零并且 {1+b+b2+ · · ·+bn}∞n=0 是 Cauchy列. 因此 1+b+b2+ · · · ∈ R
存在且为 1− b 的逆元, 由此得到 b ∈ J .

如果交换环 R 的理想 I 满足 R 上 I-adic 拓扑是分离且完备的, 那么 R/I 具有幂等元提升性质.

Proposition 2.16 ([Jac09]). 设 R 是交换环, I 是 R 的理想满足 R 上 I-adic 拓扑是 Hausdorff 的. 如果 R

上的 I-adic 拓扑是完备的, 那么对 R/I 的任何幂等元 u+ I, 存在 R 的幂等元 e 使得 e+ I = u+ I.

Proof. 对每个正整数 n, 下面的 [引理2.17] 保证了 (R/In)/(I/In) 中的幂等元 u + (I/In) 能够唯一地提升为

幂等元 en+ In(注意 I/In 是 R/In 的幂零理想). 那么有 en−u ∈ I 以及 e2n− en ∈ In. 根据提升的唯一性, 得
到对任何正整数 n和自然数 k 有 en+ I

n = en+k+ I
n,由此得到 {en}∞n=1 是 Cauchy列. 那么由 R上的 I-adic

拓扑完备, 得到存在 e ∈ R 使得 en → e(n→ +∞). 特别地, e2 − e ∈ ∩∞
n=0I

n 得到 e 是 R 中幂等元. 此外, 对
任何自然数 k, 存在正整数 Nk 使得 en − e ∈ Ik, ∀n ≥ Nk. 取 k = 1 以及由 en − u ∈ I 得到 e− u ∈ I.

Lemma 2.17 ([Jac09]). 设 R 是含幺环, N 是 R 的诣零理想, 如果 u+N ∈ R/N 是幂等元, 那么存在 R 的

幂等元 e 使得 e+N = u+N . 如果进一步 R 是交换的, 满足 e+N = u+N 的幂等元 e 唯一.

Proof. 现在 u− u2 ∈ N 是幂零元, 所以存在正整数 n 使得 (u− u2)n = 0. 并记 v = 1− u, 则 unvn = 0. 考察

1 = (u+ v)2n−1 =
2n−1∑
i=0

Ci2n−1u
2n−1−ivi =

n−1∑
i=0

Ci2n−1u
2n−1−ivi +

2n−1∑
i=n

Ci2n−1u
2n−1−ivi,

记 e =
∑n−1

i=0 C
i
2n−1u

2n−1−ivi, f =
∑2n−1

i=n Ci2n−1u
2n−1−ivi, 则 e+ f = 1, ef = fe = 0, 所以 e 是 R 中幂等元.

易见 e − u2n−1 ∈ N . 所以 e + N = u2n−1 + N = u + N . 最后证明当 R 交换时, u + N 的幂等元提升

唯一. 现在设 R 是交换环, 那么对任何形如 e + z 的幂等元, 这里 z ∈ N , 我们说明必定有 z = 0 来完成证

明. 由于 e + z 是 R 中幂等元, 所以由 (e + z)2 = e + z 得到 (1 − 2e)z = z2. 归纳地可证对任何正整数 n 有

(1− 2e)nz = zn+1. 由于 (1− 2e)2 = 1, 所以 z(1− z2) = 0. 通过 z 是幂零元得到 1− z2 可逆, 因此 z = 0.
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2.2 I-adic 完备化

现在设 R 是含幺环, 有理想 I 和左 R-模满足 ∩∞
n=0I

n = 0,∩∞
n=0I

nM = 0. 记 C(M)是 M 中所有 Cauchy
列构成的集合, 那么根据 [命题2.9(4)], C(M) 上有自然的 R-模结构. 将 C(M) 中所有收敛于零的 Cauchy 列
构成的集合记作 N(M), 那么 N(M) 是 C(M) 的 R-子模. 引入记号 M̂ = C(M)/N(M) 和 R̂ = C(R)/N(R).
我们说明 R̂ 有自然的含幺环结构并且 M̂ 可自然视作左 R̂-模. 利用 Cauchy 列总是有界数列, 容易验证对
任何 {an}∞n=0 ∈ C(R) 和 {xn}∞n=0 ∈ C(M), 有 {anxn}∞n=0 ∈ C(M) 并且当进一步有 {an}∞n=0 ∈ N(R) 或

{xn}∞n=0 ∈ N(M) 时, {anxn}∞n=0 ∈ N(M). 因此 R̂ 有标准环结构, 且 M̂ 可视作左 R̂-模.
将上述构造的环 R̂ 和模 M̂ 分别称为 R 和 M 的 I-adic 完备化. 并且当 R 交换时, R̂ 也是交换环. 之后

我们将说明当 R 是交换 Noether 环时, R̂ 也是交换 Noether 环, [定理2.43].

Example 2.18. 设 p 是素数, 整数环 Z 关于素理想 pZ 的 pZ-adic 完备化 Zp 被称为 p-adic 整数环.

由 [注记2.4],如果左 R-模M 有子模降链 {FkM}∞k=0 和 {IkM}∞k=0 诱导M 上相同拓扑,那么 ∩∞
n=0I

nM =

0 当且仅当 ∩∞
n=0FnM = 0. 并且这时 M 上序列 {xn}∞n=0 在 {IkM}∞k=0 下是 Cauchy 列当且仅当 {xn}∞n=0 在

{FkM}∞k=0 下是 Cauchy 列. 这说明 R̂ 和 M̂ 也可以用与 {Ik}∞k=0, {IkM}∞k=0 导出相同拓扑的降滤来定义. 例
如, 对赋予 Hausdorff 的 I-adic 拓扑的左 R-模 M , 任何子模 X 带有标准降滤 X ⊇ IX ⊇ I2X ⊇ · · · 以及

X ⊇ X ∩ IM ⊇ X ∩ I2M ⊇,

我们将在 [引理2.22] 使用 Artin-Rees 引理证明这两个降滤导出 X 上相同拓扑.
根据 [例2.14], 我们看到要求 R 和 M 满足 I-adic 拓扑 Hausdorff 在交换局部环情形自动满足:

Example 2.19. 设 M 是交换 Noether 局部环 (R,m) 上有限生成模, 那么 m-adic 完备化 R̂ 和 M̂ 存在.

Lemma 2.20 ([Jac09]). 设 R 是含幺环, 有理想 I 以及左 R-模 M 满足 ∩∞
n=0I

n = 0,∩∞
n=0I

nM = 0. 那么标
准映射 R→ R̂, a 7→ {a}∞n=0 和 M → M̂, x 7→ {x}∞n=0 是单加群同态, 且前者是单环同态.

Proof. 如果 x ∈M 满足 {x}∞n=0 ∈ N(M), 那么由 x 是 {x}∞n=0 的极限得到 x = 0.

Remark 2.21. 保持 [引理2.20] 的假设和记号, 记标准映射 jX : X → X̂. 对任何左 R-模同态 f : X → Y ,
我们定义 f̂ : X̂ → Ŷ 满足将每个 {xn}∞n=0 + N(X) ∈ X̂ 映至 {f(xn)}∞n=0 + N(Y ). 先说明这是定义合理
的映射: 如果 {xn}∞n=0 ∈ N(X), 那么对任何自然数 k, 存在正整数 Nk 使得 xn ∈ IkX, ∀n ≥ Nk. 于是也有
f(xn) ∈ IkY, ∀n ≥ Nk. 类似地, 易验证当 {xn}∞n=0 ∈ C(X) 时, {f(xn)}∞n=0 ∈ C(Y ). 所以 f̂ : X̂ → Ŷ 作为映

射定义合理, 这明显也是左 R-模同态. 考虑 X 和 Y 上的 I-adic 拓扑, 那么易知左 R-模同态 f : X → Y 是连

续的. 易见我们有下述交换图:
X X̂

Y Ŷ

jX

f f̂

jY

Lemma 2.22 ([Jac09]). 设 R 是交换 Noether 环, M 是有限生成 R-模且 I 是 R 的理想满足 M 和 R 上

I-adic 拓扑都是 Hausdorff 的. 那么对 M 的任何子模 X, 标准嵌入 ι : X →M 诱导的 ι̂ : X̂ → M̂ 是单射. 并
且 X 上的 I-adic 拓扑就是 M 上 I-adic 拓扑诱导的 X 上子空间拓扑.

10



Proof. 因为 X 是 M 的子模, 所以 X 上的 I-adic 拓扑也是 Hausdorff 的. 下面我们用 Artin-Rees 引理来说
明 X 上任何 Cauchy 列 {xn}∞n=0 ∈ C(X) 如果在 N(M) 中, 则也在 N(X) 中. 首先 [注记1.7] 说明存在正整
数 k0 使得对任何 n ≥ k0, 有 InM ∩X ⊆ In−k0X. 现在 {xn}∞n=0 ∈ N(M) 说明对任何自然数 k, 存在正整数
Nk, 使得当 ℓ ≥ Nk 时 xℓ ∈ Ik+k0M . 于是 xℓ ∈ IkX, ∀ℓ ≥ Nk. 因此 {xn}∞n=0 ∈ N(X), 故 ι̂ 是单射.

对任何自然数 k 和 x ∈ X, 总有 x+ IkX ⊆ x+ (IkM ∩X). 因此 X 赋予 M 上 I-adic 拓扑的子空间拓
扑后的开子集总是 X 上 I-adic 拓扑中的开子集. 反之, 根据 Artin-Rees 引理, 总存在正整数 k0 满足对任何

n ≥ k0 有 InM ∩X = In−k0(Ik0M ∩X). 因此对 x ∈ X 和自然数 ℓ, x+ (Iℓ+k0M ∩X) ⊆ x+ IℓX, 这说明 X

在 I-adic 拓扑下的开子集也是 X 赋予 M 上 I-adic 拓扑的子空间拓扑下的开子集.

依然设 M 是 R 上有限生成左 R-模, I 是 R 的理想满足 R 和 M 上 I-adic 拓扑都是 Hausdorff 的, [命
题2.7]. 定义 Î 是 R̂ 中所有陪集代表元可选为每项都在 I 中的 Cauchy 列的陪集构成的子集, 那么 Î 是 R̂ 的

理想. 对每个自然数 k, 总有 Îk ⊆ Îk(当 R 是交换 Noether 环时, 我们将说明 Îk = Îk, 见 [命题2.33]). 对
每个自然数 k, 也记 FkM̂ 是 M̂ 中所有陪集代表元可选为每项都在 IkM 中的 Cauchy 列的陪集构成的子集,
那么 FkM̂ 是 M̂ 的左 R̂-子模. 当 M = R 时, FkR̂ = Îk. 我们得到 R̂ 的降滤 R̂ ⊇ Î ⊇ Î2 ⊇ · · · 以及 M̂

作为左 R̂-模的子模降滤 M̂ = F0M̂ ⊇ F1M̂ ⊇. 根据 [引理2.3], R̂ 的理想降滤 {Îk}∞k=0 和 M̂ 的 R̂-子模降
滤 {FkM̂}∞k=0 分别诱导 R̂ 和 M̂ 上拓扑 (事实上, 当 M 是交换 Noether 环 R 上有限生成模时, 我们能够证
明这就是 Î-adic 拓扑, 见 [注记2.34]). 那么对任何自然数 k, [引理2.20] 中的标准嵌入 R → R̂ 将 Ik 映至 Îk;
M → M̂ 将 IkM 映至 FkM̂ , 所以标准嵌入 jR : R → R̂ 和 jM : M → M̂ 都是单的连续映射, [引理2.2]. 分别
赋予 jR(R) 和 jM (M) 空间 R̂ 和 M̂ 的子空间拓扑, 那么 jR(R) 和 jM (M) 关于各自加法运算构成拓扑群. 于
是利用 [引理2.2] 知 R 和 jR(R) 同胚, M 和 jM (M) 同胚. 我们有

Lemma 2.23 ([Jac09]). 设 R 是含幺环, M 是有限生成左 R-模, I 是 R 的理想满足 R 和 M 上 I-adic 拓扑
都是 Hausdorff 的. 并设 R̂ 和 M̂ 分别是 R 和 M 的 I-adic 完备化, 并赋予前述 R̂ 的理想降滤 {Îk}∞k=0 和 M̂

的 R̂-子模降滤 {FkM̂}∞k=0 由 [引理2.3] 诱导的拓扑. 那么:
(1) ∩∞

n=0FnM̂ = 0 以及 ∩∞
n=0Î

n = 0, 并且 M̂ 和 R̂ 上拓扑可度量化.
(2) 考虑 [引理2.20] 的标准嵌入 jR : R→ R̂ 和 jM :M → M̂(这可将 R 和 M 分别等同视作 R̂ 和 M̂ 的子集),
那么对每个自然数 k, 有 FkM̂ ∩ jM (M) = jM (IkM). 特别地, 当 M = R 时, 得到 Îk ∩ jR(R) = jR(I

k).

(3) 考虑 [引理2.20] 的标准嵌入 jM : M → M̂ , 则 jM (M) 在 M̂ 中稠密. 特别地, 如果 M 上的 I-adic 拓扑是
完备的, 那么 jM :M → M̂ 是同构. 所以当 R 上的 I-adic 拓扑完备时, jR 给出环同构 R ∼= R̂.
(4) 左 R̂-模 M̂ 关于子模降滤 {FkM̂}∞k=0 诱导的拓扑完备. 特别地, R̂ 关于 {Îk}∞k=0 诱导的拓扑完备.

Proof. (1) 如果 Cauchy 列 {xn}∞n=0 ∈ C(M) 满足对任何自然数 k, 存在每项都在 IkM 中的 Cauchy 列
{ykn}∞n=0 ∈ C(M) 使得 {xn}∞n=0 − {yn}∞n=0 ∈ N(M), 那么这说明对任何自然数 k, 存在正整数 Nk(可不妨
设 Nk ≥ k), 使得对任何 n ≥ Nk 有 xn − yn ∈ IkM . 结合 Nk ≥ k, 可知 n ≥ Nk 时, yn ∈ IkM , 因此
xn ∈ IkM, ∀n ≥ Nk. 至此我们得到对任何自然数 k, 存在正整数 Nk ≥ k 使得 |xn| ≤ 2−k, ∀n ≥ Nk. 于是
{xn}∞n=0 ∈ N(M). 所以 ∩∞

k=0FkM̂ = 0. 当 M = R 时, 得到 ∩∞
k=0Î

k = 0. 再应用 [注记2.12] 即可.
(2) 固定自然数 k, 总有 jM (IkM) ⊆ FkM̂ ∩ jM (M). 如果 x ∈M 满足存在每项都在 IkM 中的 Cauchy 列

{ykn}∞n=0 ∈ C(M)使得 {x}∞n=0−{ykn}∞n=0 ∈ N(M). 所以存在正整数 Nk ≥ k 使得当 n ≥ Nk 时, x−ykn ∈ IkM .
这说明 x ∈ IkM , 由此得到 jM (IkM) = FkM̂ ∩ jM (M). 取 M = R 得到 Îk ∩ jR(R) = jR(I

k).
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(3) 我们通过说明任何 {xn}∞n=0 + N(M) ∈ M̂ , 都是 jM (M) 中某个点列的极限来得到 jM (M) 在 M̂ 中

稠密. 事实上, 对每个自然数 k, 定义 Xk = {xk}∞n=0 + N(M) 为 jM (M) 中点, 那么由 {xn}∞n=0 ∈ C(M), 对
任何自然数 t, 存在正整数 Nt 使得当 n,m ≥ Nt 时, xn − xm ∈ ItM . 于是对任何自然数 t, 当 m ≥ Nt 时,
({xn}∞n=0 +N(M))−Xm 有陪集代表元除前有限项外, 均在 ItM 中, 进而 ({xn}∞n=0 +N(M))−Xm ∈ FtM̂ .
于是得到对任何自然数 t, 存在正整数 Nt 使得只要 m ≥ Nt, 就有 |({xn}∞n=0 + N(M)) −Xm| ≤ 2−t, 这说明
{Xm}∞m=0 ⊆ jM (M) 收敛且极限为 {xn}∞n=0 +N(M). 因此 jM (M) 在 M̂ 中稠密.
如果M 上的 I-adic拓扑完备,那么M 中 Cauchy列都收敛. 而 jM :M → M̂ 满足 |x−y| = |jM (x)−jM (y)|

对任何 x, y ∈M 成立. 因此, 对任何 x̂ ∈ M̂ , 我们已经看到存在 M 中点列 {xn}∞n=0 使得 {jM (xn)}∞n=0 收敛于

x̂, 这迫使 {xn}∞n=0 是 Cauchy 列. 于是若设 xn → x(n → +∞), 则有 jM (xn) → jM (x)(n → +∞). 由极限的
唯一性, 我们得到 x̂ ∈ ImjM , 所以 jM 是满射. 再结合 [引理2.20] 得到 jM 是双射.

(4) 根据 (1), M̂ 关于子模降滤 {FkM̂}∞k=0 诱导的拓扑可度量化. 为叙述方便, 把 {xn}∞n=0 +N(M) ∈ M̂
记作 {xn}∞n=0. 给定 M̂ 中 Cauchy 列 {Xm}∞m=0, 这里 Xm = {xmk }∞k=0 ∈ M̂ . 那么对任何自然数 k, 存
在正整数 Nk(不妨设 Nk ≥ k) 使得对任何自然数指标 n,m, 只要 n,m ≥ Nk, 就有 |Xm − Xn| ≤ 2−k, 即
{xmℓ }∞ℓ=0 − {xnℓ }∞ℓ=0 ∈ FkM̂ . 而 (3) 说明对每个自然数 k, 可选取 xk ∈ M 使得 Xk − {xk}∞ℓ=0 ∈ FkM̂ , 因此当
n,m ≥ Nk 时, {xm}∞ℓ=0 − {xn}∞ℓ=0 也在 FkM̂ 中. 现在对每个自然数 k, 有正整数 Nk 使得当 n,m ≥ Nk 时,
我们有 xn − xm ∈ IkM . 于是 {xk}∞k=0 是 M 中 Cauchy 列. 故 {xℓ}∞ℓ=0 ∈ M̂ . 最后说明 Cauchy 列 {Xm}∞m=0

收敛于 {xℓ}∞ℓ=0 来完成证明. 由于 {xℓ}∞ℓ=0 是 M 中 Cauchy 列, 所以对每个自然数 k, 存在正整数 Lk 使得当

ℓ1, ℓ2 ≥ Lk 时, xℓ1−xℓ2 ∈ IkM . 所以只要m ≥ Lk,那么当 ℓ充分大时,有 xℓ−xm ∈ IkM 以及 xmℓ −xm ∈ IkM .
这说明 m ≥ Lk 时, 对充分大的 ℓ 有 xmℓ − xℓ ∈ IkM . 于是当 m ≥ Lk 时, Xm − {xℓ}∞ℓ=0 ∈ FkM̂ . 总结一下,
对任何自然数 k, 我们得到存在正整数 Lk, 使得当 m ≥ Lk 时, |Xm − {xℓ}∞ℓ=0| ≤ 2−k.

Remark 2.24. 保持 [引理2.23] 的假设和记号, 我们看到当 M 上 I-adic 拓扑完备时, [引理2.20] 意义下
的标准映射 jM 是同构. 反之, 如果 [引理2.20] 中的标准映射 jM 是同构, 那么根据 jM : M → M̂ 满足

|x − y| = |jM (x) − jM (y)| 对任何 x, y ∈ M 成立, 以及 [引理2.23(4)], 可直接验证 M 中任何 Cauchy 列收敛,
即 M 上的 I-adic 拓扑完备. 所以 M 上 I-adic 拓扑完备当且仅当 jM 是同构.

设左 R-模同态 f : X → Y 和 R的理想 I 满足 ∩∞
n=0I

n = 0,∩∞
n=0I

nX = 0,∩∞
n=0I

nY = 0. 根据 [注记2.21],
有左 R-模同态 f̂ : X̂ → Ŷ , 满足 X̂ 和 Ŷ 赋予 [引理2.23] 中考虑的拓扑后 f̂ 连续且下图交换:

X X̂

Y Ŷ

jX

f f̂

jY

下面利用 [引理2.23] 说明 f̂ : X̂ → Ŷ 是左 R̂-模同态. 任取 â ∈ R̂, 根据 [引理2.23(3)], 有 R 中点列 {an}∞n=0

使得 jR(an)→ â(n→ +∞). 任取 x̂ ∈ X̂, 有 f̂(jR(an)x̂) = jR(an)f̂(x̂). 现在由 f̂ 的连续性以及 [注记2.10], 得
到 f̂(âx̂) = âf̂(x̂). 由此得到 f̂ : X̂ → Ŷ 是左 R̂-模同态,称为 f 的完备化. 于是当 R上 I-adic拓扑 Hausdorff
时, (̂−) 定义了 R-Mod 中所有 I-adic 拓扑是 Hausdorff 的模构成的全子范畴到 R̂-Mod 的函子. 例如当 R

是交换 Noether 局部环时, [例2.19] 说明 (̂−) 能够定义有限生成 R-模范畴到 R̂-Mod 的函子.
虽然前面对 R 和 M 的 I-adic 完备化, R̂ 和 M̂ , 的构造是具体的, 但下述 [定理2.25] 表明 R 和 M 的

I-adic 完备化可以视作特殊的逆向极限. 进而也可以用逆向极限给出 I-adic 完备化的等价定义, 这种泛性质定
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义也反映了 I-adic 完备化只要存在, 便在同构意义下唯一.

Theorem 2.25 (I-adic 完备化的逆向极限描述, [AK21]). 设 M 是左 R-模, I 是 R 的理想满足 ∩∞
n=0I

n =

0,∩∞
n=0I

nM = 0. 对任何自然数 i ≤ j, 有标准满模同态 ψji :M/IjM →M/IiM , 这定义了 R-Mod 中的逆向
系 {M/IiM,ψji }N. 对每个自然数 i, 定义 αi : M̂ →M/IiM, {xn}∞n=0 +N(M) 7→ xs + Ii, 这里指标 s 是满足

xk − xs ∈ Ii, ∀k ≥ s 成立的指标 (s 的存在性来自 {xn}∞n=0 是 Cauchy 列, αi 的定义合理性来自 s 的选取). 那
么 αi : M̂ → M/IiM 是左 R-模同态, 并且 (M̂, {αi}i∈N) 是逆向系 {M/IiM,ψji }N 的逆向极限, 即有左 R-模
同构 M̂ ∼= lim←−i∈N

M/IiM . 当 M = R 时, 有环同构 R̂ ∼= lim←−i∈N
R/Ii.

Proof. 对每个指标 i ∈ N, 易见 αi : M̂ → M/IiM 是定义合理的左 R-模同态 (当 M = R 时, 这也是环同
态). 对任何指标 i ≤ j ∈ N, 置 s ∈ N 满足 xk − xs ∈ IjM, ∀k ≥ s. 那么也有 xk − xs ∈ IiM, ∀k ≥ s, 所
以 ψjiαj = αi. 现在任给加群 N 以及加群同态族 {βi : N → M/IiM}i∈N 满足对 i ≤ j 有 ψji gj = gi, 对每个
y ∈ N ,记 gi(y) = xi+I

iM = x′i+I
iM ,那么 {xi}∞i=0 和 {x′i}∞i=0 都是 Cauchy列: 对任何指标 i ≤ j, ψji gj = gi

说明 xj − xi ∈ IiM , 故 |xj − xi| ≤ 1/2i. 由此得到 {xi}∞i=0 是 Cauchy 列, 类似地, {x′i}∞i=0 也是 Cauchy 列.
因为 xi − x′i ∈ IiM, ∀i ∈ N, 所以 {xi − x′i}∞i=0 是收敛于零的 Cauchy 列. 于是我们得到 β : N → M̂, y 7→

{xi}∞i=0 + N(M) 是定义合理的加群同态, 满足 αiβ = βi, ∀i ∈ N. 下面验证满足该条件的加群同态 β 是唯一

的: 如果还有加群同态 β′ : N → M̂ 满足 αiβ
′ = βi, ∀i ∈ N, 那么对每个 y ∈ N , αi(β(y)− β′(y)) = 0. 由此可

直接验证 β(y)− β′(y) = 0 +N(M). 因此 β 是满足 αiβ = βi, ∀i ∈ N 的唯一的加群同态.

M̂ N

M/IiM

M/IjM

αi

αj

βi

βj

β

ψj
i

当 N 进一步是左 R-模, 每个 βi 都是左 R-模同态时, 前面构造的加群同态 β 也是左 R-模同态. 当 M = R 时,
如果 N 进一步是含幺环, 每个 βi 是环同态, 那么前面构造的 β 也是环同态. 故 R̂ ∼= lim←−i∈N

R/Ii.

Remark 2.26. 保持 [定理2.25] 的假设和记号, 对左 R-模 M , 每个自然数 i 对应标准投射 πi :M →M/IiM ,
那么对任何自然数 i ≤ j, 有 ψjiπj = πi. 因此存在唯一的左 R-模同态 π : M → M̂ 使得 αiπ = πi, ∀i ∈ N. 根
据 [定理2.25] 的证明过程, π 就是 [引理2.20] 意义下的标准嵌入, 这里记作 jM . 并回忆 [注记2.24] 指出 M 上

I-adic 拓扑完备当且仅当 jM 是同构. 于是, 在左 R-模 M 和 R 满足 I-adic 拓扑都 Hausdorff 的前提下, M 上
I-adic 拓扑完备的充要条件是使得下图交换的唯一的 R-模同态 jM :M → M̂ 是同构:

M̂ M

M/IiM

M/IjM

αi

αj

πi

πj

jM

ψj
i
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同样地, 满足 I-adic 拓扑 Hausdorff 的环 R 和理想 I, R 上 I-adic 拓扑完备的充要条件是下述交换图确定的
环同态 jR : R→ R̂ 是同构:

R̂ R

R/Ii
αi πi

jR

设 X,Y 是左 R-模, I 是 R 的理想, 满足 R,X, Y 上的 I-adic 拓扑都有分离性. 那么对任何左 R-模同态
f : X → Y , [注记2.21] 意义下的左 R̂-模同态 f̂ : X̂ → Ŷ 满足下图交换:

Ŷ X̂

Y /IiY X/IiX

Y /IjY X/IjX

αi

αj

βi

βj

f̂

f

ψj
i

f

φj
i

因此 f̂ : X̂ → Ŷ 也可以视作 f 诱导的逆向系间自然变换 f : {X/IiX,φji}N → {Y /IiY, ψji }N 的逆向极限.
对左 R-模 M 和 R 的理想 I, 即使 M 关于 I-adic 拓扑没有分离性, 我们依然能够定义 Ab 中的逆向系

{M/IiM,ψji }N(相应地, 逆向系 {R/Ii, ψji }N), 于是得到加法群 lim←−i∈N
M/IiM . 并且注意前面关于逆向极限的

讨论说明只要 M 是左 R-模, I 是 R 的理想, 那么 lim←−i∈N
M/IiM = {{xn}∞n=0|每个xn ∈ M且xn − xn+1 ∈

InM}. 于是 lim←−i∈N
R/Ii 可自然视作含幺环且 lim←−i∈N

M/IiM 是左 lim←−i∈N
R/Ii-模. 一些文献中使用逆向极限

lim←−i∈N
R/Ii 和 lim←−i∈N

M/IiM 分别定义 R 和 M 的 I-adic 完备化来避免 I-adic 拓扑分离性的假设. 而 [定
理2.25] 说明当 R 和 M 上的 I-adic 拓扑满足分离性时, lim←−i∈N

M/IiM 就是前面定义的 M 的 I-adic 完备化
M̂ . 因此我们能够使用逆向极限的工具来导出完备化的一些基本性质 (尤其对指标集为 N 的逆向系时).
设 R 是含幺环, {Mi, ψ

j
i }N 是以自然数集 (N,≤) 为指标集的左 R-模逆向系. 由逆向极限的构造, 若定义

θ′ :
∏
i∈N

Mi →
∏
i∈N

Mi, (xi)i∈N 7→ (xi − ψi+1
i xi+1)i∈N

那么 Kerθ′ 都定义出 {Mi, ψ
j
i }N 的逆向极限 lim←−N

Mi. 如果我们有左 R-模逆向系的短正合列

0 {Ki, θ
j
i }N {Mi, ψ

j
i }N {Ni, φ

j
i}N 0,

{si}i∈N {ti}i∈N

那么对任何自然数 i, 有下述交换图, 满足上下两行正合:

0
∏
i∈N

Ki

∏
i∈N

Mi

∏
i∈N

Ni 0

0
∏
i∈N

Ki

∏
i∈N

Mi

∏
i∈N

Ni 0

(si)i∈N

θ′K

(ti)i∈N

θ′M θ′N

(si)i∈N (ti)i∈N

根据前面的讨论, Kerθ′K = lim←−N
Ki,Kerθ′M = lim←−N

Mi 以及 Kerθ′N = lim←−N
Ni. 根据蛇形引理, 我们得到如下左

R-模正合列

0 lim←−N
Ki lim←−N

Mi lim←−N
Ni Cokerθ′K Cokerθ′M Cokerθ′N 0.

lim←−N
si lim←−N

ti
δ
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特别地, 从上述正合列我们得到逆向极限函子 lim←−N
: Inv(N)→ R-Mod 是左正合的.

如果对任何自然数 n 有 θn+1
n 是满射, 那么对任何自然数 i ≤ j 也有 θji 是满射. 于是知 θ′K :

∏
i∈NKi →∏

i∈NKi, (xi)i∈N 7→ (xi − θi+1
i xi+1)i∈N 是满射. 这说明 Cokerθ′K = 0. 于是由前面讨论得到正合列

0 lim←−N
Ki lim←−N

Mi lim←−N
Ni 0.

lim←−N
si lim←−N

ti

特别地, 如果我们有左 R-模短正合列 0 X Y Z 0,s t 则 X 有子模降滤 X ⊇
s−1(IY ) ⊇ s−1(I2Y ) ⊇ · · · , Z 也有子模降链 Z ⊇ I2Z ⊇ I3Z ⊇ · · · . 则对每个自然数 i, 有短正合列

0 X/s−1(IiY ) Y /IiY Z/IiZ 0,
si ti (2.1)

考虑标准映射 θji : X/s−1(IjY )→ X/s−1(IiY ), ψji : Y /IjY → Y /IiY 和 φji : Z/I
jZ → Z/IiZ, 那么 (2.1) 也

定义出逆向系短正合列, 于是由每个 θji 是满射, 由前面的讨论得到左 R-模短正合列

0 lim←−N
X/s−1(IiY ) lim←−N

Y /IiY lim←−N
Z/IiZ 0.

lim←−N
si lim←−N

ti

如果 R 是交换 Noether 环, Y 是有限生成 R-模, 那么根据 [引理2.22], Artin-Rees 引理保证了前面考虑的 X

上子模降链诱导的拓扑就是 X 上 I-adic 拓扑. 所以我们得到

Theorem 2.27 ([AM69]). 设 R 是交换 Noether 环, I 是理想且给定有限生成 R-模的短正合列

0 X Y Z 0,s t

那么 0 lim←−N
X/IiX lim←−N

Y /IiY lim←−N
Z/IiZ 0

lim←−N
si lim←−N

ti

正合.

特别地,当X,Y, Z上 I-adic拓扑都Hausdorff时,有 R̂-模短正合列 0 X̂ Ŷ Ŷ 0.ŝ t̂

从 [定理2.27] 我们看到, 固定交换 Noether 环 R 的理想 I, 那么从 I-adic 拓扑满足分离性条件的有限生
成 R-模构成的范畴到 R̂-Mod 的完备化函子 (̂−) 保持短正合列. 特别地, 结合 [例2.19] 我们得到

Corollary 2.28. 设 R 是交换 Noether 局部环, (̂−) : R-mod→ R̂-Mod 是正合函子.

Remark 2.29. 事实上, 对交换 Noether 局部环 R 上有限生成模 M , M̂ 总是有限生成 R̂-模, [命题2.33].

Definition 2.30 (完备局部环, [Eis95]). 如果交换 Noether 局部环 (R,m) 上的 m-adic 拓扑是完备的 (或等价
地, [引理2.20] 中的标准嵌入 R→ R̂ 的环同构, 这里 R̂ 是 R 的 m-adic 完备化), 则称 R 是完备局部环.

Example 2.31 ([Mat86]). 设交换 Noether 局部环 (R,m) 是 Artin 的, 那么 R 是完备 Noether 局部环: 这时
存在正整数 ℓ 使得 mℓ = 0, 所以 R 赋予 m-adic 拓扑后是离散度量空间, 并且经 [命题2.11] 度量化后, 任意两
个不同的元素的距离至少为 2−ℓ, 这说明 R 关于 m-adic 拓扑是完备度量空间. Artin 局部环未必是正则的, 例
如域 k 上交换代数 k[x]/(x2), 因此完备 Noether 局部环未必是正则局部环也未必是整区.

Example 2.32. 设 K 是含幺交换环, R = [x1, ..., xn] 是多项式代数, I = (x1, ..., xn). 那么对每个自然数 n,
In 中的非零多项式每个单项式至少是 n 次的, 因此 ∩∞

n=0I
n = 0. 那么 R 关于理想 I 的 I-adic 完备化

R̂ ∼= K[[x1, ..., xn]].
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Proof. 对任给 f(x1, ..., xn) ∈ K[[x1, ..., xn]], 记 fk(x1, ..., xn) 是将 f 删去存在某个变量幂指数严格大于 k 的

单项式后得到的多项式, 那么 βk : K[[x1, ..., xn]] → R/Ik, f(x1, ..., xn) 7→ fk(x1, ..., xn) + Ik 是定义合理的环

同态. 并且对任何自然数 i ≤ j, 有 ψjiβj = βi, 这里 ψji : R/Ij → R/Ii 是 [定理2.25] 中的标准映射. 根据
[定理2.25], 存在环同态 β : K[[x1, ..., xn]] → R̂ 使得 β(f(x1, ..., xn)) = {fk(x1, ..., xn)}∞k=0 + N(R). 现在通过
fk(x1, ..., xn) 的定义以及 K[x1, ..., xn] 中 Cauchy 列可定义出极限形式幂级数可直接验证 β 是同构.

如果 R 关于理想 I 的 I-adic 拓扑是 Hausdorff 的, 对每个自然数 k, 明显有 Îk ⊆ Îk. 下面说明 R 是交换

Noether 环时等号成立. 于是在 R 交换 Noether 的条件下, [引理2.23] 考虑的 R̂ 上拓扑就是 Î-adic 拓扑.

Proposition 2.33 ([Jac09]). 设 R 是含幺环且 M 是有限生成左 R-模, I 是 R 的理想满足 M 和 R 上的

I-adic 拓扑都是 Hausdorff 的. 记 R̂ 和 M̂ 分别是 R 和 M 的 I-adic 完备化, 并用 [引理2.23] 中的标准嵌入
jM :M → M̂ 将 M 视作 M̂ 的子集, 那么 M̂ = R̂M . 特别地, M̂ 是有限生成左 R̂-模.
当 R 进一步是交换 Noether 环时, 对任何自然数 k, 有 Îk = Îk 以及 ÎkM = IkM̂ = ÎkM̂ .

Proof. 因为M 是有限生成左 R-模,所以可设M = Rx1+Rx2+ · · ·+Rxr,并取定 ŷ ∈ M̂ . 根据 [引理2.23(3)],
存在 M 中点列 {yn}∞n=0 使得 {jM (yn)}∞n=0 收敛于 ŷ. 特别地, {yn}∞n=0 ∈ C(M).

因为 {yn}∞n=0 是 Cauchy 列, 所以 yn+1 − yn → 0(n → +∞), 于是存在自然数列 {sn}∞n=0 使得 sn →
+∞(n→ +∞) 且对任何自然数 n 有 yn+1 − yn ∈ IsnM . 所以对每个自然数 n, 可选取 an1, ..., anr ∈ Isn 使得

yn+1 − yn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ anrxr.

于是通过将 yn 表示为 y0 + (y1 − y0) + · · ·+ (yn − yn−1) 得到 Cauchy 列 {bn1}∞n=0, ..., {bnr}∞n=0 ∈ C(R) 使得
yn = bn1x1 + · · ·+ bnrxr, n ≥ 0. 由于 {jR(bn1)}∞n=0, ..., {jR(bnr)}∞n=0 也是 R̂ 中 Cauchy 列, 所以 [引理2.23] 保
证了 R̂ 上 Cauchy 列都收敛, 可设 jR(bnk)→ b̂k(k → +∞). 那么 [命题2.9] 保证了

jM (yn)→ b̂1jM (x1) + · · ·+ b̂rjM (xr)(n→ +∞).

因此如果将 jM (xi) 和 xi 视作等同, 我们得到 ŷ = b̂1x1 + · · ·+ b̂rxr ∈ R̂M .
现在由 R 是 Noether 环且 M 是有限生成左 R-模, 我们看到对任何自然数 k, Ik 和 IkM 作为左 R-模都

是有限生成模. 于是应用前面证明的结果, 得到 Îk = R̂Ik 以及 ÎkM = R̂(IkM). R 的交换性保证了 R̂ 的交换

性, 我们有 ÎkM = R̂(IkM) = Ik(R̂M) = IkM̂ . 取 M = R 得到 Îk = IkR̂ = Îk.

Remark 2.34. 保持 [命题2.33] 的记号和假设, 对交换 Noether 环 R 的理想 I 和有限生成 R-模 M , 因为这
时对任何自然数 k 有 Îk = Îk 以及 ÎkM = ÎkM̂ , 所以 R̂ 和 M̂ 上我们考虑的拓扑就是 Î-adic 拓扑.

Remark 2.35. 设 R 是交换 Noether 环, 理想 I 满足 R 上 I-adic 拓扑是 Hausdorff 的. 根据 [注记2.34] 和
[引理2.23], R̂ 上的 Î-adic 拓扑是完备的. 现在应用 [命题2.15] 得到 Î 含于 R̂ 的 Jacobson 根. 我们也可以应
用 [命题2.16] 得到 R̂/Î 的任何幂等元能够提升为 R̂ 中幂等元.

Corollary 2.36 ([AM69]). 设 R 是交换 Noether 环, I 是 R 的理想, M 是有限生成 R-模满足 R 和 M 上

I-adic 拓扑是 Hausdorff 的. 那么标准 R̂-模同态 R̂⊗RM → M̂, â⊗ x 7→ âx 是同构. 所以对定义在 I-adic 拓
扑 Hausdorff 的有限生成 R-模范畴上的完备化函子 (̂−) 有自然同构 R̂⊗R − ∼= (̂−).

特别地, 当 R 是交换 Noether 局部环时, 任何有限生成 R-模 M 满足标准同构 R̂ ⊗RM ∼= M̂ . 并且这时
完备化函子 (̂−) : R-mod→ R̂-mod 满足自然同构 R̂⊗R − ∼= (̂−).
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Proof. 记 µ : R̂ ⊗RM → M̂ 是标准 R̂-模同态, 根据 [命题2.33], µ 是满射. 而 µR : R̂ ⊗R R → R̂ 明显是同构,
由此可知对任何有限生成自由 R-模 F , µF : R̂ ⊗R F → F̂ 也是同构 (易见 F 上 I-adic 拓扑也是 Hausdorff
的). 对 M , 由 R 的 Noether 条件可取定有限生成 R-模的短正合列 0 K F M 0ι π

使得 F 是自由 R-模. 那么 K,F,M 上 I-adic 拓扑都是 Hausdorff 的, 应用 [定理2.27] 得到短正合列

0 K̂ F̂ M̂ 0.ι̂ π̂

于是我们得到下述交换图, 满足上下两行正合:

R̂⊗R K R̂⊗R F R̂⊗RM 0

0 K̂ F̂ M̂ 0

id⊗ι

µK

id⊗π

µF µM

ι̂ π̂

其中 µF 是同构且 µK 是满射 (因为 K 是有限生成 R-模). 对上图应用蛇形引理得到 µM 是单射.

交换环 R 在乘闭子集 S 处的局部化 RS 是平坦 R-模. 类似地, R 的 I-adic 完备化 R̂ 也是平坦 R-模.

Theorem 2.37 ([AM69]). 设 R 是交换 Noether 环, 有理想 I 满足 R 上 I-adic 拓扑是 Hausdorff 的. 记 R̂

是 R 的 I-adic 完备化. 那么 R̂ 是平坦 R-模.

Proof. 要证 R̂ 是平坦 R-模, 只需证对任何 R 的理想 L, 嵌入 ι : L→ R 满足 id⊗ ι : R̂⊗R L→ R̂⊗R R 是单
射. 由 [推论2.36], 只要说明 ι̂ : L̂→ R̂ 是单射, 而这就是 [引理2.22].

下面我们做些准备后证明当 R 是交换 Noether 环且 R 的理想 I 满足分离条件时, R 的 I-adic 完备化 R̂

也是交换 Noether 环, [定理2.43]. 我们首先在 [推论2.38] 说明相伴分次环 GÎ(R̂) 是交换 Noether 环, 再借助
[推论2.42] 将 GÎ(R̂) 提升至 R̂ 上 (这时 R̂ 上的 Î-adic 拓扑是完备的, [命题2.33] 和 [引理2.23]).

Corollary 2.38 ([Jac09]). 设 R 是交换 Noether 环, I 是 R 的理想满足 ∩∞
k=0I

k = 0, 并记 R̂ 是 R 的 I-adic
完备化. 则有 N-分次环同构 GI(R) ∼= GÎ(R̂). 特别地, GÎ(R̂) 是交换 Noether 环, [例1.13].

Proof. 我们将标准嵌入 R→ R̂ 视作等同, 那么对任何自然数 k, 有 Ik ∩ Îk+1 = Ik+1, [引理2.23(2)]. 下面验证
Ik + Îk+1 = Îk: 只需验证对任何 b̂ ∈ Îk 有 b̂ ∈ Ik + Îk+1. 根据 R 在 R̂ 中的稠密性, [引理2.23(3)], 对前面固
定的自然数 k, 存在 b ∈ R 使得 b̂− b ∈ Îk+1. 于是 b ∈ R ∩ Îk = Ik, [引理2.23(2)]. 由此得到 Ik + Îk+1 = Îk.
现在对任何自然数 k, (利用前面的讨论, [命题2.33] 和 [引理2.23(2)]) 我们有标准加群同构 Îk/Îk+1 =

Îk/Îk+1 = (Ik + Îk+1)/Îk+1 ∼= Ik/(Ik ∩ Îk+1) = Ik/Ik+1. 由此我们得到分次加群同态 GI(R)→ GÎ(R̂), 限制
在每个分次上为加群同构, 并且 GI(R)→ GÎ(R̂) 明显是环同态.

设 (R,m) 是交换 Noether 局部环, 记 R̂ 是 R 的 m-adic 完备化. 那么 [推论2.38] 说明有环同构 R̂/m̂ ∼=
R/m. 特别地, m̂ 是 R̂ 的极大理想. 而 [注记2.35] 说明 m 含于 R̂ 的 Jacobson 根, 所以我们证明了

Proposition 2.39 ([AM69]). 设 (R,m) 是交换 Noether 局部环, 则 R 的 m-adic 完备化 (R̂, m̂) 是局部环.

Remark 2.40. 这时 [引理2.20] 意义下的标准嵌入 jR = (̂−) : R → R̂ 满足 jR(m) ⊆ m̂. 因此 j−1
R (m̂) 作为 R

的包含 m 的真理想, 有 j−1
R (m̂) = m. 特别地, 对任何有限生成 R-模 M , 含于 m 的 M -正则序列 a1, ..., an 导
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出含于 m̂ 的 M̂ -正则序列 â1, ..., ân: 因为 R̂ 是平坦 R-模, [定理2.37], 所以 [引理1.14] 说明 â1, ..., ân 是含于

m̂ 的弱 M̂ -正则序列 (这里也利用了 R̂-模同构 R̂ ⊗R M ∼= M̂ , [推论2.36]). 而 M̂/m̂M̂ ∼= M̂/mM 也说明了

â1, ..., ân 是含于 m̂ 的 M̂ -正则序列.

Lemma 2.41 ([Jac09]). 设 R 是含幺环, M 是左 R-模, R 有理想降滤 R = F0 ⊇ F1 ⊇ · · · (注意这里有
FiFj ⊆ Fi+j), 相应的相伴分次环记作 grR. 并设 M 有子模降滤 M =M0 ⊇M1 ⊇ · · · (这里要求对任何自然数
i, j 有 FiMj ⊆Mi+j) 满足 ∩∞

n=0Fn = 0,∩∞
n=0Mn = 0, 并且 R 关于降链 {Fn}∞n=0 在 [引理2.3] 意义下诱导的拓

扑是完备的 (该拓扑总可度量化, 见 [注记2.12]). 设 grM 是 M 关于降滤 {Mn}∞n=0 的相伴分次模. 如果 grM
是有限生成 grR-模, 那么 M 是有限生成左 R-模.

Proof. 不妨设 M 6= 0, 那么 grM 6= 0, 由条件可设 grM 作为有限生成 grR 的非零齐次生成元集 {x1, ..., xn},
可设每个 xi ∈Mei 但 xi /∈Mei+1(因为所有Mk之交为零). 于是对任何 grM 中的m次齐次元 u在 {x1, ..., xn}
下的线性表示, 可表示为使每个 xi 前的 grR 中系数是 m − ei 次齐次元. 下证 {x1, ..., xn} 可 R-线性张成 M

来得到 M 是有限生成左 R-模. 如果有 u1 6= 0 ∈ M 无法由 {x1, ..., xn} 来 R-线性表出, 那么可设 o(u1) =

m1 ∈ N. 这时 u1 ∈ grM 是 m1 次齐次元,那么存在 a1i ∈ Fm1−ei 使得 u2 = u1−a11x1−· · ·−a1nxn ∈Mm1+1,
记 o(u2) = m2 ≥ m1 + 1. 那么有 a2i ∈ Fm2−ei 使得 u3 = u2 − a21x1 − · · · − an1xn ∈Mm2+1.
重复上述讨论, 可得严格递增的自然数列 m1 < m2 < · · · , M 中元素 {uk}∞k=1 满足 o(uk) = mk, 以及

Fmk−ei 中元素 aki 使得 uk+1 = uk − ak1x1 − · · · − aknxn ∈Mmk+1. 对固定的 1 ≤ i ≤ n, 由 mk 严格递增 (易
见 mk ≥ k − 1, ∀k ≥ 1, 所以 uk+1 ∈Mk) 可直接验证 R 中点列 {a1i + a2i + · · ·+ aℓi}∞ℓ=1 是 Cauchy 列, 因此
由 R 的完备性条件, 有

∑∞
ℓ=1 aℓi ∈ R, 记作 ai. 那么利用前面 uk+1 − uk 的表达, 可直接验证对每个自然数 k

有 u1 − a1x1 − · · · − anxn ∈Mk, 最后由 ∩∞
n=0Mn = 0 得到 u1 − a1x1 − · · · − anxn = 0. 这与 u1 的假设矛盾.

由此得到 M 中元素均可由 {x1, ..., xn} 来 R-线性表出.

Corollary 2.42 ([Jac09]). 设 I 是含幺环 R 的理想, 满足 R 上 I-adic 拓扑是 Hausdorff 且完备的. 如果相伴
分次环 GI(R) 是左 Noether 环, 那么 R 也是左 Noether 环.

Proof. 任取 R的左理想M ,那么M 可视作左 R-模,并且M 有子模降滤M = R∩M ⊇ I∩M ⊇ I2∩M ⊇ · · · ,
因为对任何自然数 i, j 有 Ii(Ij ∩M) ⊆ Ii+j ∩M , 所以该降滤定义出分次左 GI(R)-模 grM , 下面我们说明
grM 作为左 GI(R)-模是有限生成的, 一旦证明该断言, 应用 [引理2.41] 可知 M 是有限生成左 R-模. 进而由
左理想 M 的任意性得到 R 是左 Noether 环. 考虑 grM 到 GI(R) 的标准映射 ι : grM → GI(R), 那么根据
grM 的定义, 易知 ι 是单左 GI(R)-模同态. 于是由 GI(R) 的左理想都有限生成完成断言证明.

Theorem 2.43 ([Jac09]). 设 I 是交换 Noether 环 R 的理想, 满足 R 的 I-adic 拓扑是 Hausdorff 的. 那么 R

的 I-adic 完备化 R̂ 也是交换 Noether 环. 特别地, 根据 [命题2.39], 如果 (R,m) 是交换 Noether 局部环, 那么
R 的 m-adic 完备化 (R̂, m̂) 是交换 Noether 局部环且 R̂ 是平坦 R-模, [定理2.37].

Proof. 根据 [推论2.38], GÎ(R̂) 是交换 Noether 环. 从 [引理2.23] 和 [命题2.33] 我们看到 R̂ 上 Î-adic 拓扑是
Hausdorff 且完备的. 所以可应用 [推论2.42] 导出 R̂ 是交换 Noether 环.

Remark 2.44. 根据 [注记2.34], [引理2.23(4)]和 [定理2.43],我们看到交换 Noether局部环 (R,m)的m-adic完
备化 (R̂, m̂)是完备 Noether局部环. 由于 (R,m)上的不可约模M 满足 AnnRM = m,所以 mnM = 0, ∀n ≥ 1,
说明 M 到自身的 m-adic 完备化 M̂ 的标准映射是满射, 也见 [引理2.20]. 特别地, M̂ 作为 R-模是单模, 所以
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M̂ 也是单 R̂-模. 根据 [推论2.36], 任何有限生成 R-模 X 和其子模 Y , 有 R̂-模同构 X̂/Y ∼= X̂/Ŷ . 因此由前
面关于完备化函子保持 Noether 局部环上单模的讨论, 我们看到: 对任何有合成列的 R-模 M , 如果 M 有合成

列 M =M0 )M1 ) · · · )Mt = 0, 那么 M̂ 作为 R̂-模有合成列 M̂ = M̂0 ) · · · ) M̂t = 0.

设 (R,m) 是交换 Noether 局部环, 那么 [注记2.44] 说明对任何正整数 n, 记 ℓR(R/m
n) 是 R/mn 作为

Artin R-模的长度. 则有 ℓR(R/m
n) = ℓR̂(R̂/m̂

n). 回忆交换 Noether 局部环 (R,m) 的 Krull 维数就是 R 关于

任何 m-准素理想的特征多项式次数, 由此我们证明了

Theorem 2.45 ([AK21]). 对交换 Noether 局部环 (R,m) 及其 m-adic 完备化 R̂, 总有 k.dimR = k.dimR̂.

由于交换 Noether 环 R 的 I-adic 完备化 R̂ 是平坦 R-模, 我们记录

Lemma 2.46. 设 α : R→ S 是交换环间保幺环同态, 并且将 S 通过 α 视作 R-模后, S 是平坦 R-模. 那么对
任何 R-模 M 和 x ∈M , 有 annS(x⊗ 1) = annR(x)S. 特别地, 取 R 是交换 Noether 环, 有理想 I 满足 R 上

I-adic 拓扑是 Hausdorff 的, 并设 S = R̂ 是 R 的 I-adic 完备化, 那么对任何有限生成 R-模 M 有

ÂnnRM = (AnnRM)R̂ = AnnR̂M̂.

Proof. 我们有标准正合列 0 annR(x) R M,x 根据 S的 R-平坦性,对该正合列作用−⊗RS
得到 annS(x⊗ 1) = annR(x)S. 现在我们说明对任何 R 的理想 a1, ..., at 满足 (∩ti=1ai)S = ∩ti=1aiS. 考察

0
t⋂
i=1

ai R
t∏
i=1

R/ai,

对上述正合列作用 −⊗R S 后便得断言. 现在设 M 是交换 Noether 环 R 上有限生成 R-模, 那么取定 M 的有

限生成元集后利用 R̂ 是平坦 R-模, [定理2.37], 得到 (AnnRM)R̂ = AnnR̂M̂. 因为 AnnRM 是有限生成 R-模,
所以 [命题2.33] 说明 ÂnnRM = (AnnRM)R̂.

现在我们把 [定理2.45] 的结论加强到交换 Noether 局部环上的有限生成模的 Krull 维数在完备化下保持.

Corollary 2.47 ([GS71]). 设 (R,m) 是交换 Noether 局部环, M 是非零有限生成 R-模, 并记 R̂ 和 M̂ 为 R

和 M 的 m-adic 完备化, 那么 k.dimRM = k.dimR̂M̂ .

Proof. 现在 R̂ 也是交换 Noether 局部环, [定理2.43], 并且根据定义有 k.dimRM = k.dimR/AnnRM 以及

k.dimR̂M̂ = k.dimR̂/AnnR̂M̂ . 所以由 [定理2.45] 和 [推论2.47] 得到结论.

Example 2.48. 设 K 是交换 Noether 环, 那么形式幂级数环 K[[x1, ..., xn]] 也是 Noether 环, [例2.32]. 并且
K[[x1, ..., xn]] 作为 K[x1, ..., xn]-模是平坦的, [定理2.37].

Corollary 2.49 ([BH93]). 设 (R,m) 是交换 Noether 局部环, R̂ 是 R 的 m-adic 完备化. 那么

dimR/mm/m2 = dimR̂/m̂m̂/m̂2.

特别地, 交换 Noether 局部环 (R,m) 是正则局部环当且仅当 R 的 m-adic 完备化 R̂ 是正则局部环.
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Proof. 从 [注记2.38]得到环同构 Gm(R) ∼= Gm̂(R̂)该标准同构给出环同构 R/m ∼= R̂/m̂以及加群同构 m/m2 ∼=
m̂/m̂2. 由此可知 m/m2 作为 R/m-线性空间的维数与 m̂/m̂2 作为 R̂/m̂-线性空间的维数一致.

现在, [定理2.45] 说明 k.dimR = k.dimR̂ 总成立, 因此 R 是正则局部环当且仅当 R̂ 是正则局部环.

Proposition 2.50 ([Mat80]). 设 R 是交换 Noether 环, I 是 R 的理想, R 上 I-adic 拓扑 Hausdorff, 并且设
I = (a1, ..., an). 那么有环同构 R[[x1, ..., xn]]/(x1 − a1, ..., xn − an) ∼= R̂.

Proof. 有标准同构 R[x1, ..., xn]/(x1 − a1, ..., xn − an) ∼= R, 于是由 [命题2.33] 和 [定理2.27] 得到两边对 I(以
及 I 对应的左边商环的理想) 作完备化给出环同构 R[[x1, ..., xn]]/(x1 − a1, ..., xn − an) ∼= R̂, [例2.32].

2.3 Cohen-Macaulay 性质

本节固定交换 Noether 局部环 (R,m), 并设 R̂ 是 R 的 m-adic 完备化. 那么 R̂ 是平坦 R-模, [定理2.37].
于是对任何有限生成 R-模 M , 由 R̂-模同构 M̂ ∼= R̂⊗RM , [推论2.36], 于是我们可应用 [引理1.16] 得到

Lemma 2.51. 设 M,N 是交换 Noether 局部环 (R,m) 上有限生成模. 则对任何自然数 i 有 R̂-模同构

̂ExtiR(M,N) ∼= Exti
R̂
(M̂, N̂).

Corollary 2.52 ([BH93]). 设 M 是交换 Noether 局部环 (R,m) 上有限生成模, 则 depthRM = depthR̂M̂ .

Proof. 现在 R̂ 是以 m̂ 为极大理想的交换 Noether 局部环, [定理2.43]. 并且 M̂ 是有限生成 R̂-模, [命题2.33].
所以, 根据 [引理2.51] 和 [引理2.20], 我们可应用 [定理1.15] 得到 depthRM = inf{i ∈ N|ExtiR(R/m,M)} =

inf{i ∈ N|Exti
R̂
(R̂/m̂, M̂)} = depthR̂M̂.

Corollary 2.53. 设 M 是交换 Noether 局部环 (R,m) 上有限生成模, 则 inj.dimRM = inj.dimR̂M̂ .

Proof. 与 [推论2.52] 同样地, M̂ 是交换 Noether 局部环 (R̂, m̂) 上有限生成模, 现在由 inj.dimRM = sup{i ∈
N|ExtiR(R/m,M)} = sup{i ∈ N|Exti

R̂
(R̂/m̂, M̂)} = inj.dimR̂M̂ 完成证明.

在 [推论2.49] 我们看到交换 Noether 局部环 (R,m) 是正则局部环的充要条件是 R 的 m-adic 完备化 R̂

是正则局部环. 所以可利用完备化来证明交换 Noether 局部环是正则局部环. 类似地, 有

Proposition 2.54 ([BH93]). 设 M 是交换 Noether 局部环 (R,m) 上有限生成模, 分别记 M̂ 和 R̂ 为 M 和

R 的 m-adic 完备化. 那么有:
(1) M 作为 R-模是 Cohen-Macaulay 模当且仅当 M̂ 作为 R̂-模是 Cohen-Macaulay 模.
(2) R 是 Cohen-Macaulay 环当且仅当 R̂ 是 Cohen-Macaulay 环.
(3) M 作为 R-模是极大 Cohen-Macaulay 模当且仅当 M̂ 作为 R̂-模是极大 Cohen-Macaulay 模.
(4) R 是 Gorenstein 局部环当且仅当 R̂ 是 Gorenstein 局部环.

Proof. (1) 和 (3) 来自 [推论2.47] 和 [推论2.52], (2) 是 (1) 的特殊情况. (4) 来自 [推论2.53].

Definition 2.55 (完全交局部环, [BH93]). 如果交换 Noether 局部环 (R,m) 满足其 m-adic 完备化 R̂ 同构于

某个正则局部环关于一个正则序列生成理想的商, 则称 R 是完全交局部环.
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Theorem 2.56 ([BH93]). 正则局部环是完全交局部环, 完全交局部环是 Gorenstein 局部环.

Proof. 由于正则局部环的完备化依然是正则局部环, [推论2.49], 故正则局部环是完全交局部的. 如果 (R,m)

是完全交局部环, 那么 R̂ 作为 Gorenstein 局部环关于某个正则序列生成理想的商依然是 Gorenstein 局部环,
进而 [命题2.54] 保证了 R 是 Gorenstein 局部环.
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