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为证明代数几何中 Riemann–Roch 定理经典形式的推广, A. Grothendieck 在 [BJG+71] 中给出了下面介
绍的 Grothendieck 群的具体构造. 设 A 是 Abel 范畴使得所有对象同构类构成集合 (例如左 Noether 环上
的有限生成模范畴或者代数上的有限维模范畴), 即 {[X]|X ∈ obA} 是集合 (一些文献称这样的范畴是本质小
的). 以同构类集作自由 Abel 群 F (A), 记 F (A) 的子集

{[X]− [X ′]− [X ′′]|A中有形如 0 X ′ X X ′′ 0 的正合列}

生成的子群为 R(A), 那么可定义出 Abel 群 K(A), 称为 A 的 Grothendieck 群. 为叙述方便, 将 K(A) 中

以同构类 [X] 为代表元的陪集也记作 [X]. 在这一记号下, 易见对任何 A 中对象 X,Y 有 [X ⊕Y ] = [X] + [Y ].

Lemma 0.1. 设 A 是使得 {[X]|X ∈ obA} 构成集合的 Abel 范畴, K(A) 是 A 的 Grothendieck 群. 那
么 K(A) 满足下述泛性质：对任何 Abel 群 G 和定义在同构类集上的映射 f : {[X]|X ∈ obA} → G, 只要
f([X]) = f([X ′]) + f([X ′′]) 对 A 中任何正合列 0 X ′ X X ′′ 0 成立, 那么存在唯一
的加群同态 f̃ : K(A) → G 使得下图交换：

{[X]|X ∈ obA} K(A)

G
f

f̃

回忆若 Abel 范畴 A 中非零对象 X 有长度为 n ≥ 1 的子对象严格链

0 = X0 ⊊ X1 ⊊ · · · ⊊ Xn−1 ⊊ Xn = X,

使得 X0, X1/X0, ..., Xn/Xn−1 均为单对象, 则称上述严格链为 X 的合成列. 与模范畴情形一样可定义有限长
严格子对象链 (对应模范畴中的正规列) 的等价性. 称零对象或有合成列的非零对象为有有限长的. 与模范畴
情形一样, 我们有 Abel 范畴层面的 Jordan-Hölder 定理：

Jordan-Hölder Theorem. 设 A是 Abel范畴, X 是 A中有合成列的非零对象, 则 X 任意两个合成列等价,
即若 X 有合成列

0 = X0 ⊊ X1 ⊊ · · · ⊊ Xn−1 ⊊ Xn = X,
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0 = Y0 ⊊ Y1 ⊊ · · · ⊊ Ym−1 ⊊ Ym = X,

则 n = m 且存在 σ ∈ Sn 使得 Xi/Xi−1
∼= Yσ(i)/Yσ(i)−1.

Proof. 证明较困难, 因为 Abel 范畴间的正合忠实满函子未必保持单对象, 所以这里无法应用 Freyd–Mitchell
嵌入定理, 只能在 Abel 范畴层面应用同构定理直接地证明. 对正整数 n 作归纳. 当 n = 1 时, X 是单对象, 进
而 m = 1, 结论成立. 假设结论在 n− 1(n ≥ 2) 的情形成立. 设 j 是使得 X1 ⊆ Yj 的最小正整数 (首先满足条
件的正整数 j 存在, 例如取 j = m, 故最小正整数也存在), 设 t : X1 → Yj 是 monic 态, 考虑下图：

X1

0 Yj−1 Yj Yj/Yj−1 0

t

l p

因为 X1 不是 Yj−1 的子对象, 所以 pt ̸= 0. 于是由 X1 和 Yj/Yj−1 均为单对象知 pt 是同构. 下面说明

0 ⊊ X2/X1 ⊊ · · · ⊊ Xn/X1 = X/X1

以及

0 ⊊
Y1 +X1

X1

⊊
Y2 +X1

X1

⊊ · · · ⊊ Yj−2 +X1

X1

⊊ Yj/X1 ⊊ Yj+1/X1 ⊊ · · · ⊊ Ym/X1 = X/X1

都是 X/X1 的两个合成列,一旦验证该断言,则由归纳假设便得结论 (第二条合成列与 X 本身合成列的商因子

相比缺少 Yj/Yj−1
∼= X1). 首先由第三同构定理易知 0 ⊊ X2/X1 ⊊ · · · ⊊ Xn/X1 = X/X1 是非零对象 X/X1

的合成列. 利用第二同构定理, 对每个 1 ≤ s ≤ j − 2, 有 (Ys +X1)/X1
∼= Ys/(X1 ∩ Ys), 因为单对象 X1 不是

Ys 的子对象, 所以 X1 ∩ Ys = 0, 进而 (Ys +X1)/X1
∼= Ys. 结合第三同构定理, 易知只需再验证同构

(Yj−1 +X1)/X1
∼= Yj/X1.

考虑交换图

0 X1 Yj−1 +X1
Yj−1+X1

X1
0

0 X1 Yj Yj/X1 0

1X1 α β

其中 α 是 monic 态. 利用五引理可知 β 也是 monic 态, 如果能够说明 Yj/(Yj−1 +X1) = 0, 则 β 的余核是零,
进而可得 β 是同构. 为此, 由第三同构定理, 有下述形式正合列

0 Yj−1+X1

Yj−1
Yj/Yj−1

Yj

Yj−1+X1
0,m e

因为 X1 不是 Yj−1 的子对象, 所以由第二同构定理得到 (X1 + Yj−1)/Yj−1 是非零对象. 结合 Yj/Yj−1 是单对

象可知 m 为同构, 因此 Yj/(Yj−1 +X1) = 0. 结合前面的讨论知结论成立.

Remark 0.2. 证明过程中使用了 Abel范畴版本的基本同构定理：设 A是 Abel范畴, X 是 A中对象, X1, X2

均为 X 的子对象, f : X → Y 是态射. 那么
•(第一同构定理)X/Kerf ∼= Imf .
•(第二同构定理) 总有

X1 +X2

X1

∼=
X2

X1 ∩X2

.

2



•(第三同构定理) 如果 X1 ⊆ X2, 则
X/X1

X2/X1

∼= X/X2.

这里不予以证明, 证明细节可参见我关于 Freyd–Mitchell 嵌入定理注记的笔记.

Proposition 0.3. 如果 Abel 范畴 A 中的对象都是有限长的 (例如有限维代数上的有限维模范畴、群的有限
维表示范畴), 那么当 A 的对象同构类构成集合时, 其 Grothendieck 群是由单对象同构类 (为代表元的陪集)
为基生成的自由 Abel 群. 因此, 对所有对象长度有限的本质小 Abel 范畴, 其 Grothendieck 群可等价地定义
为由单对象同构类全体张成的自由 Abel 群.

Proof. 任取 X ̸= 0 ∈ obA, 设有合成列 0 = X0 ⊊ X1 ⊊ · · · ⊊ Xn−1 ⊊ Xn = X, 那么对每个正整数 1 ≤ k ≤ n,
都有正合列 0 Xk−1 Xk Xk/Xk−1 0. 进而知在 K(A) 中

[X] = [Xn] =

n∑
k=1

[Xk/Xk−1] + [X0].

所以 K(A) 作为 Abel 群可由 {[S]|S是单对象} 生成. 再说明集合 {[S] ∈ K(A)|S是单对象} 的 Z-线性无关性.
对每个单对象同构类 [S](注意, 这里对象 X 的同构类和同构类在 K(A) 中对应的陪集记号上都写作 [X], 需
要区分), 作映射 θ[S] : {[X]|X ∈ obA} → Z 满足 θ[S]([X]) 为 X 的合成列中同构于 [S] 的商因子数目 (零对
象同构类映射至零). Jordan-Hölder 定理保证了 θ[S] 是定义合理的函数并且 θ[S]([X]) = θ[S]([X

′]) + θ[S]([X
′′])

对 A 中任何正合列 0 X ′ X X ′′ 0 成立. 所以由 Grothendieck 群的泛性质可诱导
加群同态, 仍记作 θ[S], 使得 θ[S] 在每个对象同构类 (对应陪集) 处的取值是它合成列中同构于 S 的商因子数

目. 进而对不同构于 S 的单对象 T , 有 θ[S]([T ]) = 0. 现在假设有不同的单对象同构类 [S1], [S2], ..., [Sm] 以及

整数 n1, ..., nm 使得
m∑

k=1

nk[Sk] = 0,

那么对每个 [Sl], 用 θ[Sl] 作用上式可得 nl = 0. 这说明 {[S] ∈ K(A)|S是单对象} 是 Z-线性无关的.
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