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这份笔记主要记录了我在 2023 年 4 月中旬的几天所学习的 Goldie 定理基础知识, 主要参考材料是
[MR87]. Goldie 定理 (见 [定理2.10]) 是研究非交换 Noether 环的重要工具, 它由 Alfred Goldie(英国, 1920-
2005) 于上个世纪 50 年代证明 (见 [Gol58]-[Gol60]), Goldie 也因他的杰出理论被人称为“Lord of the Rings”
. Goldie 通过引入一致模、一致维数以及 Goldie 环的概念发展了他的理论, 右 Goldie 环是右 Noether 环以及
素 PI 环的推广 (见 [例2.2] 和 [推论2.5]). Goldie 定理表明一个含幺环 R 的右商环 Q(即 R 关于全体正则元

构成的乘闭子集 S 的右局部化 RS) 存在且为 Artin 半单环的充要条件是 R 是半素右 Goldie 环. 也就是说,
Goldie 成功刻画了那些右商环存在且商环 Artin 半单的那些环. 更进一步, 含幺环 R 的右商环存在且为 Artin
单环的充要条件是 R 是素右 Goldie 环. 让我们先一督 Goldie 定理：对一个含幺环, 以下四条等价：
• R 是半素右 Goldie 环.
• R 半素, 右奇异理想 ζ(R) = 0 且 R 具有有限右一致维数.
• R 满足对任何右理想 I, I 是本质右理想的充要条件是 I 含某个 R 中正则元.
• R 的右商环 Q 存在且是 Artin 半单环.
这份笔记主要由以下三部分构成：

(1) 基础知识回顾, 内容涵盖本质子模、一致子模、相关素理想、一致维数的概念与基本性质以及非交换局部
化的知识回顾. 其中本质子模、一致模和一致维数的部分是学习 Goldie 定理的必须材料, 非交换局部化与相
关素理想中介绍的内容基本不会在 Goldie 定理证明中用到, 但至少需要知道一个含幺环关于乘闭子集可作局
部化的充要条件, 因此初次阅读可先跳过局部化与相关素理想的小节.
(2)Godie 环的概念与证明 Godie 定理. 我们会看到 Noether 环与素 PI 环都是 Godie 环.
(3)Godie 理论在非交换代数中的基本应用.
由于水平有限, 虽然我全力以赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎大家指出!
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1 预备基础

1.1 本质子模

本节先回顾一些关于本质子模的基本事实, 所有的提及的概念和引理都会在之后用到.
回忆模 M 的子模 N 被称为本质子模, 如果 M 的任何非零子模 X 满足 X ∩N 6= 0. 当 N 是 M 的本质

子模时, 也称 M 是 N 的本质扩张, 记作 N ⊴e M . 若含幺环 R 的右理想 I 作为子模是本质的, 称 I 是 R 的

本质右理想. 例如素环 R 的任何非零双边理想 I 一定是本质右理想 (Goldie 定理的证明中会应用它).

Lemma 1.1. 设 N 是含幺环 R 的幂零理想, 则它的左零化子 lannN = {a ∈ R|aN = 0} 是 R 的本质右理想.

Proof. 不妨设 N 6= 0,任取非零右理想 X,取自然数 k 使 XNk 6= 0, XNk+1 = 0,那么 XNk 6= 0 ⊆ lannN ∩X

表明 lannN 是 R 的本质右理想.

关于本质子模, 这里列出一些基本结论, 注意下述引理的最后一个结论也给了我们一个含幺环 R 是 Artin
半单环的刻画——本质右理想只有自身的环. 我们会在 Goldie 定理的证明过程中应用这一观察.

Lemma 1.2. 设 R 是含幺环, M 是右 R-模, 那么
(1)(传递性) 若 P 是 M 的本质子模, N 是 P 的本质子模, 则 N 是 M 的本质子模.
(2)(取交封闭) 设 N1, N2 均为 M 的本质子模, 那么 N1 ∩N2 也是 M 的本质子模.
(3) 设 N 是 M 的本质子模, x ∈ M , 记 x−1N = {a ∈ R|xa ∈ N}, 那么 x−1N 是 R 的本质右理想.

(4)(有限直和保本质) 设 Ni ⊴e Mi, i = 1, 2, ..., t, 则
t⊕

i=1

Ni ⊴e

t⊕
i=1

Mi.

(5) 任给 M 的子模 N , 存在 M 的子模 N ′ 使得 N ∩N ′ = 0 且 N ⊕N ′ ⊴e M .
(6)(基座的本质子模刻画) 称 M 全体不可约子模之和为 M 的基座 (socle), 记为 socM . 如果 M 不存在不可

约子模, 那么定义 socM = 0. 关于模的基座, 有 socM 是 M 全体本质子模之交. 特别地, M = socM 等价于

M 是仅有的本质子模. 因此对非零模 M 而言, M 的本质子模只有自己的充要条件是 M 是完全可约模.

Proof. (1) 和 (2) 通过定义不难得到. 下证 (3). 任取 R 的非零右理想 I, 如果 xI = 0, 那么 I ⊆ x−1N . 否则
xI 作为 M 的非零子模与 N 之交非零, 由此可知 x−1N ∩ I 6= 0. 这就得到了 (3). 对 (4), 只需验证 t = 2 时

结论成立再归纳地容易完成证明. 现在说明 N1 ⊕N2 是 M1 ⊕M2 的本质子模. 任取 M1 ⊕M2 的子模 Z 6= 0,
不妨设 Z 中有元素 (z1, z2) 满足 z1, z2 6= 0, 那么存在 a ∈ R 使得 z1a 6= 0 ∈ N1. 如果这时 z2a = 0, 那么
(z1, z2)a 6= 0 ∈ N1 ⊕N2. 否则, 对 z2a 6= 0 ∈ M2, 存在 b ∈ R 使得 z2ab 6= 0 ∈ N2, 于是便得到了 (4).

现在说明 (5). 作 S = {X|X是M子模且X ∩ N = 0}, 这是关于包含关系的非空偏序集, 它任何全序子集
有上界, 故应用 Zorn 引理可得 S 的极大元 N ′, 易见 N ∩N ′ = 0 且 N ⊕N ′ ⊴e M .
最后验证 (6). M 的不可约子模必定含于每个本质子模内, 因此若记 T 是 M 全体不可约子模之和, 立即

有 T ⊆ socM . 不妨设 socM 6= 0, 我们通过说明基座是完全可约模来得到 socM ⊆ T . 任取 socM 的子模 S,
应用 (5) 知存在 M 的子模 C 使得 S ⊕C 是 M 的本质子模, 所以 socM = S ⊕ (C ∩ socM), 故 socM 完全可

约. 由此得到 T = socM , 即基座作为 M 所含的最大完全可约子模是全体本质子模之交. 那么 socM = M 等

价于 M 的本质子模只有自己, 而前者等价于 M 是完全可约模.

其中 [引理1.2(4)] 也告诉我们取内射包跟有限直和可交换.
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Corollary 1.3. 设 M1, ...,Mn 是右 R-模, 则 E(M1 ⊕ · · · ⊕Mn) ∼= E(M1)⊕ E(M2)⊕ · · · ⊕ E(Mn).

Proof. 对每个 1 ≤ i ≤ n, 有 Mi ⊴e E(Mi), 所以 M1 ⊕ · · · ⊕Mn 是 E(M1)⊕E(M2)⊕ · · · ⊕E(Mn) 的本质子

模, 而 E(M1)⊕E(M2)⊕ · · · ⊕E(Mn) 作为内射模的有限直和是内射的, 因此 E(M1)⊕E(M2)⊕ · · · ⊕E(Mn)

是 M1 ⊕ · · · ⊕Mn 的内射包.

在上述 [引理1.2(5)] 中, 我们看到 S = {X|X是M子模且X ∩N = 0} 的极大元总存在, 如果 N ′ 是极大元,
那么称 N ′ 是 N 在 M 中的补. 如果 M 的子模 X 是某个子模在 M 中的补, 称 X 是 M 的补子模.

Lemma 1.4. 设 N 是 M 中的补子模且 M 的子模 N ′ ⊇ N . 那么 N ′ 存在非零子模 Y 使得 Y ∩N = 0.

Proof. 设 N 是 X 在 M 中的补, 那么 N ′ ∩X 6= 0, 取 Y = N ′ ∩X 即可.

由此可知, 若模 M 有子模 X ⊊ Y 使得 X 是 Y 的直和因子, 设为 Y = X ⊕ X ′, 若 Y 有补子模 C, 则
X ′ ⊕ C 是 X 的补子模. 也就是说这时可选取 Y 的补子模 C 以及 X 的补子模 C ′ 使得 C ⊊ C ′.

对含幺环 R, 记 F(R) 是 R 所有本质右理想构成的集合, 那么 [引理1.2(1)(2)(3)] 表明

ζ(R) = {a ∈ R|存在E ∈ F(R)使得aE = 0}

是 R 的理想, 称为 R 的右奇异理想 (right singular ideal). 我们以后会说明满足右零化子升链条件的环, 它的
右奇异理想是幂零的 (见 [引理2.7]), 进而知满足右零化子升链条件的半素环的右奇异理想是零.

1.2 一致模

本节我们先介绍一致模, 它是满足任意两个非零子模之交非零的模, 随后说明不含非零子模无限直和的模
M 一定包含某个一致模 (见 [引理1.49]), 并且这样的 M 一定会含有一个本质子模可表示为有限个一致模的直

和 (见 [引理1.50]). 我们将证明, 这样的本质子模, 它的有限一致子模直和分解的直和项数目是固定的 (见 [定
理1.51]), 由此导出模的一致维数的概念, 这是定义右 Goldie 环的必要基础.

Definition 1.5 (一致模). 称非零模 U 是一致的 (uniform), 如果 U 所有非零子模都是 U 的本质子模.

不可约模明显是一致的, 反之不然 (例如 ZZ). 根据定义也可以看到一致模的非零子模仍是一致子模. 我
们指出模的一致性有下面的内部刻画, 由此可见 R 的一致右理想 I 6= 0 满足存在 a, b 6= 0 ∈ I 使 ab 6= 0.

Lemma 1.6. 设 U 是非零右 R-模, 则以下三条等价. (1)U 是一致的. (2)U 不包含一些 (至少两个) 非零子模
的直和. (3) 任给非零元 u1, u2 ∈ U , 存在 r1, r2 ∈ R 使得 u1r1 = u2r2 6= 0.

Proof. (1) 明显蕴含 (2), 要看到 (2) 蕴含 (1), 只需对 U 的每个非零子模 X 应用 [引理1.2(5)] 得到 X 是本质

子模, 即 U 是一致模. (1) 和 (3) 的等价性是明显的.

Proposition 1.7. 设右 R-模 U 是一致的, 那么其内射包 E(U) 是不可分内射模. 反之, 任何不可分内射模 M

都是一致模.因此非零模 U 是一致模当且仅当内射包 E(U) 是不可分内射模.

Proof. 否则, 存在非零子模 W1,W2 使 E(U) = W1 ⊕W2, 于是 W1 ∩ U 6= 0,W2 ∩ U 6= 0, 进而它们作为 U 非

零子模的交 (W1 ∩ U) ∩ (W2 ∩ U) 6= 0, 这与 W1 ∩W2 = 0 矛盾. 现设 M 是不可分内射模, 那么 M 的任何非

零子模 M ′ 满足 M = E(M ′). 这说明 M 的任何非零子模 M ′ 都是 M 的本质子模, 故 M 是一致模.
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回忆非零模 MR 被称为强不可分模, 如果 EndMR 是局部环. 内射模的不可分性有如下刻画.

Theorem 1.8. 设 R 是含幺环, 非零模 M 是内射右 R-模, 那么以下等价:
(1) M 是不可分模.
(2) 对 M 的任何非零子模 M ′ 有 M = E(M ′).
(3) M 是一致模.
(4) 存在一致模 UR 使得 M = E(U).
(5) M 是强不可分模.

Proof. (1)⇒(2): 这时对非零子模 M ′ 有 E(M ′) 是 M 的内射子模, 所以由 M 的不可分性迫使 M = E(M ′).
(2)⇒(3) 来自一致模和内射包的定义. (3)⇒(4): 取 U = M 即可. (4)⇒(5): 需证 EndMR 是局部环, 为此只
需验证任意两个不可逆元素之和依然不可逆. 任取不可逆元 f, g ∈ EndMR. 首先说明 Kerf 6= 0: 若不然, 设
Kerf = 0, 那么 M ∼= Imf , 于是 Imf 作为 M 的内射子模是 M 的直和因子 (因为 f 不是同构所以 Imf 是真

子模). 设一致模 UR 使得 M = E(U), 那么 U 可以表示为两个非零子模的直和, 这与 U 是一致模矛盾. 由此
知 Kerf 6= 0, 同理 Kerg 6= 0. 因此 Kerf 与 Kerg 和 U 的交集都是非零模. 现在

Ker(f + g) ⊇ (Kerf ∩ U) ∩ (Kerg ∩ U) 6= 0,

因此 f + g 不是同构, 这说明 f + g 是 EndMR 中不可逆元.

Remark. 交换仿射代数上的强不可分内射模一般不是有限维模. 例如域 k 上多项式代数 R = k[x] 有不可分

内射模 Q = k(x), Q 是无限维模 (并且当 k 是无限域时易见 Q 不是有限生成 R-模).

Example 1.9. 因为不可约模是一致的, 所以不可约模的内射包总是 (强) 不可分内射模.

利用 Bass-Papp 定理可以得到 Noether 环上的内射模总能够分解为一些不可分内射模的直和.

Proposition 1.10. 设 R 是右 Noether 环, 那么任何内射右 R-模 M 是一些不可分内射模的直和.

Proof. 注意任何非零内射模 ER必定存在 (非零)不可分内射子模,因为取 x 6= 0 ∈ E,考虑内射包 E(xR) ⊆ E,
我们用反证法说明 E(xR) 含有不可分内射子模. 若不然, 则存在非零真内射子模 I11, I12 使得 E(xR) =

I11 ⊕ I12, I11 不是不可分内射子模表明存在 I11 的非零真内射子模 I21, I22 使得 I11 = I21 ⊕ I22, 如此继续, 递
归地可得到非零内射子模序列 {Ik1}k≥1 以及 {Ik2}k≥1 使得 I1 = I11 ⊕ I12, Ik1 = Ik+1,1 ⊕ Ik+1,2, ∀k ≥ 1. 易见

I1 = I12 ⊕ I22 ⊕ · · · ⊕ In2 ⊕ In1, ∀n ≥ 1.

所以我们有 E(xR) 的子模严格升链 I12 ⊊ I12 ⊕ I22 ⊆ I12 ⊕ I22 ⊕ I32 ⊊ · · · , 它诱导 xR 的子模严格升链

I12 ∩ xR ⊊ (I12 ⊕ I22) ∩ xR ⊆ (I12 ⊕ I22 ⊕ I32) ∩ xR ⊊ · · ·

这与 xR 是 Noether 模矛盾. 因而 E(xR) 有不可分内射子模, 这也说明 E 有不可分内射子模. 现在我们说明
内射模 M 是一些不可分内射模的直和. 不妨设 M 6= 0, 考虑集合

S = {{Mi}i∈Λ|{Mi}i∈Λ是M的不可分内射子模族且
∑
i∈Λ

Mi = ⊕i∈ΛMi}
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那么根据前面的讨论知道 (S,⊆) 是非空偏序集, 可直接验证它任何全序子集有上界, 所以应用 Zorn 引理知 S

有极大元 {Mi}i∈Λ. 依 Bass-Papp定理, 右 Noether环上任何一族内射右模的直和仍内射, 所以 ⊕i∈ΛMi 是 M

的直和因子, 设为 M = E ⊕ (⊕i∈ΛMi), 假设 E 6= 0, 则由前面的讨论知道 E 有不可分内射子模, 这会与子模
族 {Mi}i∈Λ 的极大性矛盾, 所以 E = 0, 从而 M = ⊕i∈ΛMi.

Corollary 1.11. 设 R 是右 Noether 环, MR 有限生成. 那么 E(M) 是有限多个不可分内射模的直和.

Proof. 根据 [命题1.10], E(M) 可分解为一些不可分内射模的直和, 设为 E(M) =
⊕
i∈Γ

Ei, 那么存在有限多个

i1, ..., im ∈ Γ 使得 M ⊆ Ei1 ⊕ · · · ⊕ Eim . 注意 M ⊴e E(M), 所以也有 M ⊴e Ei1 ⊕ · · · ⊕ Eim . 这说明

E(M) = Ei1 ⊕ · · · ⊕ Eim .

Remark. 例如对 R 的素理想 P , 取 M = R/P , 那么 E(R/P ) 可分解为有限多个不可分内射模的直和. 之后
得到 Goldie 定理后我们会看到该不可分内射模的直和分解中所有的直和项两两同构 (见 [命题3.5]).

1.3 局部化：回首基本概念

本节简要回顾非交换环与其上模的局部化构造和基本性质. 先回忆右局部化的定义.

Definition 1.12. 设 R 是含幺环, S 是 R 的一个乘闭子集, 称二元组 (RS , λ)(其中 RS 是环, λ : R → RS 是

环同态) 是 R 关于 S 的右局部化, 如果满足：
(1) 任给 s ∈ S, λ(s) 在 RS 中可逆;
(2) 每个 RS 中元素可表为 λ(a)λ(s)−1 的形式;
(3) Kerλ = {a ∈ R|存在s ∈ S使得as = 0}.

Remark. 局部化本身是从 R 出发构造一个“更大”的环让乘闭子集 S 中元素均成为可逆元, 因此 (1) 的要
求是自然的. 这里的定义 (2)-(3) 在交换层面是交换局部化的直接事实. 我们可以这么理解定义中的 (3)：如果
右局部化存在, 我们把 RS 中的元素 λ(a)λ(s)−1 形式上写作 a/s, 那么 λ(a) = a/1. RS 的零元应当是 0/1, 因
此 a ∈ Kerλ 应当意味着在 RS 中 a/1 = 0/1. 因此应当在“适当通分”后分子分母相同. 即存在 u ∈ R 和

v ∈ R 使得 au = 0v = 0, u = 1u = 1v = v ∈ S. 故 a ∈ Kerλ ⇔ 存在 s ∈ R 使得 as = 0. 我们也指出这里的右
局部化 RS 即便存在也有可能是零环 (这是交换代数中的共识), 易见 RS = 0 当且仅当 0 ∈ S.

回忆含幺环 R 的一个乘闭子集 S 被称为右 Ore 集, 如果对任何 a ∈ R, s ∈ S, 有 sR ∩ aS 6= ∅. 容易验
证当右局部化 RS 存在时, S 必为右 Ore 集. 如果 S 是 R 的右 Ore 集, 那么对任何右 R-模 M , M 的 S-挠部
分 tS(M) = {x ∈ M |存在s ∈ S, 使得xs = 0} 是 M 的子模. 原因是对每个 x1, x2 ∈ tS(M), 设 s1, s2 ∈ S 使

x1s1 = x2s2 = 0. 因为 S 满足右 Ore 条件, 存在 a ∈ R, t ∈ S 使得 s1a = s2t = u ∈ S, 从而 x1u = x2u = 0,
即 (x1 − x2)u = 0, 所以 x1 − x2 ∈ tS(M). 下面再说明 x1r ∈ tS(M), ∀r ∈ R. 同样由右 Ore 条件, 存在
b ∈ R, v ∈ S 使 s1b = rv,于是 x1rv = 0. 这就说明了 tS(M)是M 的 R-子模. 进而知含幺环 R的右 Ore集 S

满足 R 上任何右模的 S-挠部分仍为子模. 有时也称 tS(M) 是 M 关于 S 的挠子模 (一些文献中记作 assMS).
特别地, tS(R) = {a ∈ R|存在s ∈ S使得as = 0} 是 R 的右理想, 故 tS(R) 是 R 的理想 (容易验证当右局部化
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RS 存在时, S ⊆ R = R/tS(R) 中元素均为正则元). 事实上, 如果含幺环 R 的乘闭子集 S 满足对任何右 R-模
M , 集合 tS(M) = {x ∈ M |存在s ∈ S, 使得xs = 0} 总是子模, 那么 S 必定满足右 Ore 条件, 即我们有：

Proposition 1.13. 对含幺环 R 以及乘闭子集 S, S 满足右 Ore 条件 ⇔ 任何右 R-模 M 满足 tS(M) 是子模.

Proof. 前面已经证过必要性. 充分性：设所有右 R-模M 满足 tS(M)是子模,我们需要说明对每个 a ∈ R, s ∈ S

有 aS ∩ sR 6= ∅. 考虑右 R-模 M = R/sR, 那么 1 ∈ tS(M), 于是由 tS(M) 是子模知 tS(M) = M , 故对
a ∈ M , 存在 t ∈ S 使得 at ∈ sR, 得证.

回忆非交换环局部化理论的基本结果是：对含幺环 R 以及一个乘闭子集 S, 右 (经典) 商环 (RS , λ) 存在

的充要条件是 S 是右 Ore 集且 S = {s + tS(R)|s ∈ S} 中元素均为 R = R/tS(R) 中的正则元. 我们指出, 当
S 满足右 Ore 条件时, S 的正则性条件可以被替换成：

Lemma 1.14. 设 S 是含幺环 R 的右 Ore 集, 则 S ⊆ R = R/tS(R) 是由一些正则元构成的充要条件是对任

何 a ∈ R, s ∈ S, 如果 sa = 0, 那么存在 t ∈ S 使得 at = 0.

Proof. 必要性：当 sa = 0 时, 在 R 中 a = 0, 进而存在 t ∈ S 使得 at = 0. 充分性：首先 S 中元素总是 R 中

的左正则元, 故只需验证每个 s ∈ S 均为右正则元. 设 a ∈ R 使得 sa ∈ tS(R), 那么存在 u ∈ S 使得 sau = 0,
对 au ∈ R 再次使用条件, 得存在 v ∈ S 使得 auv = 0, 因此取 t = uv ∈ S, 便有 at = 0.

Remark. 因此 S 是 R 中一些正则元构成的充要条件是 R 中每个可以被 S 中元素 s 左乘零化的元素 a, 都
可以被 S 中某个元素 t 右乘零化. 总而言之, 要使 R 关于乘闭子集 S 的右局部化 RS 存在, 本质上只要满足：
• 每个“左分式”s−1a(a ∈ R, s ∈ S) 都可以调整成“右分式”bt−1, 即 s−1a = bt−1, 整理即得右 Ore 条件.
• 对 a ∈ R, a 能被 S 中某元素“左零化”蕴含 a 能被 S 中某元素“右零化”.

Example 1.15. 设 R 是含幺环, 若乘闭子集 S ⊆ Z(R), 那么 RS 存在. 这时设 λ : R → RS 是局部化映射,
那么对 a, b ∈ R, s, t ∈ S, λ(a)λ(s)−1 = λ(b)λ(t)−1 当且仅当存在 u ∈ S 使得 (at− sb)u = 0. 若进一步 S 是由

R 的一些中心正则元构成的乘闭子集, 那么 λ 是单射, 这时 as−1 = bt−1 的充要条件是 at = sb. 并且与交换情
形一样, 对含于中心的乘闭子集 S, 对 R 的任意真理想 I, 记 S 是 S 对应在 R/I 中的乘闭子集, 那么

φ : (R/I)S → RS/IS , (a+ I)(s+ I)−1 7→ as−1 + IS

是定义合理的环同构, 即这时关于理想作商和对中心乘闭子集作局部化可交换.

Remark. 这里指出如果含幺环 R 作为中心 Z = Z(R) 上的模是有限生成模或者 R 是素环, 那么任何中心乘
闭子集 S ⊆ Z(默认 0 /∈ S)满足 RS 的中心就是 ZS . 当 R是素环时, Z 是整区,易验证局部化映射 λ : R → RS

是单射, 由此易得 Z(RS) = ZS . 如果 RZ 是有限生成模, 可设 a1, ..., am ∈ R 满足 R = Za1 + · · · + Zam. 任
取 λ(a)λ(s)−1 ∈ Z(RS), 有 λ(a)λ(b) = λ(b)λ(a), ∀b ∈ R. 因此对每个正整数 1 ≤ j ≤ m, 存在 sj ∈ S 使得

(aaj − aja)sj = 0. 那么 as1 · · · sm ∈ Z. 因此 λ(a)λ(s)−1 = λ(as1 · · · sm)λ(ss1 · · · sm)−1 ∈ ZS .

含幺交换环在乘闭子集处局部化的素谱会与该环素谱中和乘闭子集不相交的素理想子集间有天然双射.
含幺环在中心乘闭子集处的局部化仍保留这一性质.
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Proposition 1.16. 设 R 是含幺环, 若乘闭子集 S ⊆ Z(R), 那么有双射

φ : {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅} → SpecRS , P 7→ PS ,

其中 PS = {λ(p)λ(s)−1|p ∈ P, s ∈ S}, 这里 λ : R → RS 是局部化映射. φ 的逆映射将每个 RS 的素理想 q 映

至 {a ∈ R|存在s ∈ S使得λ(a)λ(s)−1 ∈ q}. 如果赋予 {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅} 素谱 SpecR 上 Zariski 拓扑的
子空间拓扑、SpecRS 上 Zariski 拓扑, 则双射 φ 给出同胚.

Proof. 任取 R 的素理想 P , 并设 P ∩ S = ∅. 易验证 PS 是 RS 的理想, 下证 PS 是真理想. 如果存在
p ∈ P, s ∈ S 使得 λ(1) = λ(p)λ(s)−1, 那么存在 u ∈ S 使得 (p− s)u = 0. 进而 us ∈ P , 这和 P ∩ S = ∅ 矛盾.
再说明 PS 是 RS 的素理想. 任何 RS 中理想都具备 IS 的形式, 这里 I 是 R 的理想, 所以只需验证若 R 的理

想 I, J 满足 ISJS ⊆ PS , 则 IJ ⊆ P 即可. 利用 S ⊆ Z(R) 易验证任何 a ∈ IJ 满足存在 s ∈ S 使得 as ∈ P .
于是 aRs ⊆ P , 因此 P 是素理想以及 s /∈ P 蕴含 a ∈ P , 这说明 IJ ⊆ P . 以上讨论表明 φ 是定义合理的映

射. 如果 R 的素理想 P,Q 满足均与 S 不相交以及 PS = QS , 那么易验证任何 p ∈ P 满足存在 u ∈ S 使得

pu ∈ Q, 类似前面的讨论由 pRu ⊆ Q 得到 p ∈ Q. 于是 P ⊆ Q, 类似可验证 Q ⊆ P , 因此 φ 是单射. 任取 RS

的素理想 q, 定义 Q = {a ∈ R|存在s ∈ S使得λ(a)λ(s)−1 ∈ q}, 那么 Q 是 R 的理想且 QS = q. 通过 q 是真理

想易见 Q ∩ S = ∅. 如果 R 的理想 I, J 满足 IJ ⊆ Q, 则 ISJS ⊆ QS = q. 故 IS ⊆ QS 或 JS ⊆ QS . 不妨设
IS ⊆ QS = q, 那么根据 Q 的定义得到 I ⊆ Q. 所以 Q 是素理想, 这说明 φ 是单射.
最后说明 φ 是同胚. 任何 SpecRS 中闭集形如 V (IS) 的形式, I 是 R 的理想. 不妨设 I ∩ S = ∅, 那么可

直接验证 φ−1(V (IS)) = V (I) ∩ {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅}, 所以 φ 是连续映射. 再说明 φ 是闭映射. 不妨设 I

是 R 的与 S 不相交的理想, 则有 φ(V (I) ∩ {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅}) = V (IS), 因此 φ 是闭映射.

当右 Ore 集 S 满足 S = {s+ tS(R)|s ∈ S} 中元素均为 R = R/tS(R) 中的正则元 (或者按照前面的刻画,
S 满足对任何 a ∈ R, 若有 s ∈ S 使得 sa = 0, 则有 t ∈ S 使得 at = 0) 时, 也称 S 是 R 的右分母集. 沿用这
个术语：含幺环 R 关于乘闭子集 S 能作右局部化的充要条件是 S 是右分母集. 含幺环 RS 一旦能够关于乘闭

子集 S 作右局部化, 那么 R 到 RS 有标准保幺环同态, 故 R 具有 IBN 性质蕴含 RS 也具有 IBN 性质.
与交换代数中一样, 当我们有了 R 的右分母集 S, 我们也可以去对任何一个右 R-模去作右局部化 MS . 为

了构造 MS , 我们简单回顾 RS 构造过程并做一些准备. 记 F 是 R 所有与 S 相交非空的右理想构成的集合,
即 F = {I|I是右理想且I ∩ S 6= ∅}. 注意 R ∈ F . 固定记号 R = R/tS(R), 易知

Lemma 1.17. 设 R 是含幺环, S 是右分母集, 那么 F = {I|I是右理想且I ∩ S 6= ∅} 满足对任何 I, J ∈ F 与
α ∈ HomR(I, R), 有 I ∩ J ∈ F 以及 α−1(J) = {a ∈ I|α(a) ∈ J + tS(R)/tS(R)} ∈ F .

Proof. 任取 s1 ∈ I ∩ S, s2 ∈ J ∩ S, 则存在 a ∈ R, t ∈ S 使 s1a = s2t ∈ S. 进而 s2t ∈ S ∩ I ∩ J . 设
α(s1) = b+ tS(R), 那么存在 v ∈ S, c ∈ R 使得 bv = s2c, 于是 α(s1v) = s2c+ tS(R) ∈ J .

回忆在 RS 的构造中 (这里遵循 [MR87], 类似于交换代数的构造可见 [GJ85]), 我们考虑了集合

W =
∪
I∈F

HomR(I, R),

在其上赋予了二元关系 ∼: 对 α1 ∈ HomR(I1, R), α2 ∈ HomR(I2, R) ∈ W , 定义 α1 ∼ α2 当且仅当存在

J ⊆ I1 ∩ I2 使得 α1 和 α2 在 J 上取值相同. 随后在商集 RS = W/ ∼ 上定义了自然加法和乘法, 其中
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α1 ∈ HomR(I1, R), α2 ∈ HomR(I2, R) 所在等价类的乘法定义为 [α1][α2] = [γ], 这里 γ : α−1
2 (I1) → R, c 7→

α1α2(c)(严格地, α2α1(c) 指, 设 α2(c) = b + tS(R) ∈ I1, 记 α1(b) 为 α2α1(c), 这明显定义合理). 随后可直接
验证 RS 关于上述运算构成含幺环 (可能是零环), 并且有自然保幺环同态 λS : R → RS , 其中对每个 a ∈ R,
λS(a)是 a在 R 上决定的左乘变换对应的同态 al : R → R, x 7→ ax所在的等价类. 易见 KerλS = tS(R). 每个
s ∈ S,对应在 RS 中的元素 λS(s)在 RS 中可逆,其逆元为 α : sR → R, sx 7→ x所在等价类. 这里 α : sR → R

定义合理的原因是, 若 x1, x2 ∈ R 满足 sx1 = sx2, 在 R 中 s(x1 − x2) = 0, 再利用 S 中元素均为 R 中正

则元可得 x1 = x2. 因为这里的 α : sR → R 定义合理, 所以它是右 R-模同态是明显的. 要看到 (RS , λS) 是

R 的右商环, 还需说明每个 RS 中元素可表为形如 λS(a)λS(s)
−1, a ∈ R, s ∈ S 的形式. 对每个 [α] ∈ RS , 这

里 α : I → R, 取 s ∈ I ∩ S 并记 α(s) = b + tS(R), 可直接计算验证 [α] = λS(b)λS(s)
−1. 因此通过上述构

造确实可得 R 关于右分母集 S 的右局部化 (RS , λS). 于是下面模的局部化构造基本上就是“例行公事”. 记
M = M/tS(M), 根据之前的讨论它是定义合理的右 R-商模, 并且 M 可自然地视作右 R-模. 考虑集合

T =
∪
I∈F

HomR(I,M),

在 T 上如下定义二元关系“∼”：对 α1 ∈ HomR(I1,M), α2 ∈ HomR(I2,M) ∈ T , 定义 α1 ∼ α2 当且仅当存

在 J ⊆ I1 ∩ I2 使得 α1 和 α2 在 J 上取值相同. 明显 ∼ 是 T 上等价关系, 记 α 所在的等价类为 [α]. 对
α1 ∈ HomR(I1,M), α2 ∈ HomR(I2,M) ∈ T , 定义 [α1] + [α2] = [β], 其中 β 是 T 中在 I1 ∩ I2 上取值与 α1 +α2

一致的右 R-模同态. 易见 (T/ ∼,+) 是定义合理的加法群. 记 MS = T/ ∼, 对每个 x ∈ M , 定义 θS(x) 是

α : R → M,a 7→ xa所在的等价类, 那么 θS(x)定义合理 (不依赖于右理想 I1 ∈ F 的选取), 于是得到加群同态
θS : M → MS , 易见 KerθS = {x ∈ M |存在s ∈ S使得xs = 0} = tS(M). 接下来我们为 MS 赋予右 RS-模结构：

MS ×RS → MS , ([α], [β]) 7→ [γ],

这里 α : I1 → M,β : I2 → R 均为右 R-模同态, γ : β−1(I1) → M, c 7→ α(b), 其中 α(c) = b+ tS(R)(易验证 γ

是定义合理的右 R-模同态). 根据 [引理1.17], 通过直接地计算验证可知上面的数乘作用作为映射定义合理并
且给出了加群 MS 上的右 RS-模结构. 需要指出, 与 RS 类似地, 每个 MS 中元素都可以表示为 θS(x)λS(s)

−1

的形式, 为记号简明常记作 xs−1 或 x/s(验证过程与 RS 情形完全类似, 任取 [α] ∈ MS , 这里 α : I → M , 取
s ∈ I ∩ S, 并记 α(s) = x+ tS(M), 那么可直接计算得到 [α]λS(s) = θS(x), 再利用 λS(s) 是 RS 中可逆元得到

结论). 利用 MS 上的右 RS-模结构, 我们当然可以利用环同态 λS : R → RS 也给 MS 一个右 R-模结构：

MS ×R → MS , (x, a) 7→ xλS(a).

一旦 MS 赋予上述右 R-模结构, 通过前面 θS : M → MS 的定义可直接计算验证 θS 是右 R-模同态, 即有
θS(xs) = θS(x)s = θS(x)λS(s), ∀x ∈ M, s ∈ S. 总结一下, 我们上述构造的右 RS-模 MS 满足：

• 有标准映射 θS : M → MS 是右 R-模同态且 KerθS = tS(M) = {x ∈ M |存在s ∈ S使得xs = 0}.
• 对于上述标准映射, MS 中任何元素可表示为 θS(x)λS(s)

−1 的形式.
易见当 0 ∈ S 时 MS = 0. 与交换情形一样, MS 具有下述泛性质.

Proposition 1.18. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, M 是右 R-模, 那么对上述构造的二元组
(MS , θS), 有：对任何右 RS-模 X 和右 R-模同态 φ : M → X, 存在唯一的右 RS-模同态 φ : MS → X
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使得下图交换：

M MS

X

θS

φ
φ

Proof. 命 φ : MS → X, θS(x)λS(s)
−1 7→ φ(x)λS(s)

−1,下面说明 φ作为映射定义合理. 如果有 θS(x)λS(s)
−1 =

θS(x
′)λS(s

′)−1, 即 θS(x)λS(s)
−1λS(s

′) = θS(x
′). 设 λS(s)

−1λS(s
′) = λS(a)λS(t)

−1, 于是 θS(x)λS(a) =

λS(x
′)λS(t), 因为 θS 是右 R-模同态, 所以此时有 θS(xa) = θS(x

′t), 进而存在 u ∈ S 使得 (xa − x′t)u =

0. 由此知 (φ(x)a − φ(x′)t)u = 0. 进而 φ(x)λS(a) = φ(x′)λS(t), 即 φ(x)λS(a)λS(t)
−1 = φ(x′), 于是

φ(x)λS(s)
−1λS(s

′) = φ(x′), 由此得到 φ 作为映射定义合理. 类似地, 可直接计算说明 φ 是右 RS-模同态.
φ 的唯一性是明显的, 因为 MS 中元素均可表为 θS(x)λS(s)

−1 的形式.

Definition 1.19 (模的局部化). 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, M 是右 R-模. M 在乘闭子集 S 处

的右局部化是指满足下述条件的二元组 (MS , θS):
• MS 是右 RS-模, θS 是右 R-模同态.
• 对任何右 RS-模 X 和右 R-模同态 φ : M → X, 存在唯一的右 RS-模同态 φ : MS → X 使得下图交换：

M MS

X

θS

φ
φ

Remark. 由局部化的泛性质定义立即得到只要存在必定在同构有意义下唯一. 而我们前面花了很大篇幅所构
造的二元组 (MS , θS) 正说明了存在性 (由 [命题1.18] 便知) 且 KerθS = {x ∈ M |存在s ∈ S使得xs = 0}. 设
(RS , λS) 是 R 关于右分母集 S 的右局部化, 模的局部化也可以如下等价地定义：设 R 是含幺环, 乘闭子集 S

是右分母集, M 是右 R-模. M 在乘闭子集 S 处的右局部化是指满足下述条件的二元组 (MS , θS):
• MS 是右 RS-模, θS 是右 R-模同态, MS 中元素均可表为 θS(x)λS(s)

−1 的形式.
• KerθS = tS(M) = {x ∈ M |存在s ∈ S使得xs = 0}.
可直接验证该定义蕴含前面泛性质定义, 前面说明过模局部化的存在性, 因此这两个定义等价.

模的 (非交换) 局部化也有交换代数中类似的通常性质成立.

Lemma 1.20. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, M 是右 R-模. 设 (RS , λ), (MS , θ) 分别是 R,M 关于

S 的右局部化, 则有右 RS-模同构 ηM : MS → M ⊗R RS 使得 ηM (θ(x)λ(s)−1) = x⊗ λ(s)−1, ∀x ∈ M, s ∈ S.

Proof. 易知 f : M×RS → MS , (x, α) 7→ θ(x)α是 R-平衡映射,所以存在唯一的加群同态 ξM : M⊗RRS → MS

使得下图交换：

M ×RS M ⊗R RS

MS

⊗

f
ξM

同时, 对右 R-模同态 g : M → M ⊗R RS , x 7→ x ⊗ λ(1), 由局部化的泛性质知存在唯一的右 RS-模同态
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ηM : MS → M ⊗R RS 使得下图交换：

M MS

M ⊗R RS

θ

g ηM

易验证 ηM 和 ξM 互为逆映射且 ηM (θ(x)λ(s)−1) = x⊗ λ(s)−1, ∀x ∈ M, s ∈ S.

Remark. 由此可见标准映射 g : M → M ⊗R RS , x 7→ x⊗ 1RS
的核也是 M 的 S-挠部分：

tS(M) = {x ∈ M |存在s ∈ S, 使得xs = 0}.

Lemma 1.21. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, M,N 是右 R-模且 f : M → N 是右 R-模同态.
记 (MS , θM ), (NS , θN ) 是 M,N 关于 S 的右局部化. 那么存在唯一的右 RS-模同态 fS : MS → NS 使得

fS(θM (x)λ(s)−1) = θM (f(x))λ(s)−1, ∀x ∈ M, s ∈ S.

Proof. 作右 R-模同态 f̃ : M → NS , x 7→ θN (f(x)), 那么存在唯一的右 RS-模同态 fS : MS → NS 使得

M MS

NS

θM

f̃
fS

交换. 不难看出这里诱导的 fS 就是所求同态.

Remark. 该引理表明我们可以像交换代数中一样去定义局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS .

Corollary 1.22. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, (−)S : Mod-R → Mod-RS 是局部化函子, 那么有
自然同构 (−)S ∼= −⊗R RS .

Proof. 定义 η : M 7→ ηM : MS → M ⊗R RS , 这里 ηM 来自 [引理1.20], 为右 RS-模同构. 为说明 η 是局部化函

子 (−)S 到张量函子 −⊗R RS 的自然同构, 还需验证 η 的自然性, 这通过直接计算不难得到.

一般局部化函子不保持模的不可约性, 在局部化环 RS 上不可约的模视作 R-模也未必不可约.

Example 1.23 (局部化不保持不可约性). 设 Z/2Z 是不可约 Z-模, 考虑其在素理想 3Z 处的局部化, 得到零
模, 故不可约模在素理想处的局部化未必不可约. 若 M 是含幺交换环 R 在乘闭子集 S 处局部化 RS 上的不

可约模, 也未必能保证 M 视作 R-模仍不可约. 例如考虑 R = Z 在所有非零整数构成的乘闭子集 S 处的局部

化 RS = Q, 那么 Q 作为自身上模自然是不可约的, 但 Q 作为 Z-模有无穷多非平凡子模.

Definition 1.24 (S-挠模). 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, M 是右 R-模, 如果 tS(M) = M , 即对
任何 x ∈ M , 存在 s ∈ S 使得 xs = 0, 则称 M 是 S-挠模 (S-torsion). 如果 M 满足能够被 S 中某个元素零

化的元素只有零, 即 tS(M) = 0, 称 M 是 S-无挠 (S-torsionfree). 任何右 R-模 M , M/tS(M) 总是 S-无挠.

Lemma 1.25. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集且 j : N → M 是右 R-模间的本质单同态. 如果 N 是

S-无挠的, 那么 M 也是 S-无挠的.
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Proof. 这时 j(N) ∩ tS(M) = tS(j(N)) = 0, 故由 j(N) 是 M 的本质子模知 tS(M) = 0.

Remark. 该引理说 S-无挠模的本质扩张还是 S-无挠的.

Proposition 1.26. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, M 是右 R-模, 则以下三条等价：
(1) M 是 S-挠模. (2) MS = 0. (3) M ⊗R RS = 0.

Proof. 在 [引理1.20] 中我们已经看到 MS
∼= M ⊗R RS , 所以 (2) 与 (3) 的等价性不言自明. 下证 (1)⇔(2). 考

虑局部化定义中的标准映射 θ : M → MS ,则每个MS 中元素均可表为 θ(x)λ(s)−1 的形式并且 Kerθ = tS(M).
那么 MS = 0 ⇔ θ(x) = 0, ∀x ∈ M ⇔ Kerθ = M ⇔ M = tS(M), 由此得到 (1) 与 (2) 等价.

Example 1.27. 设 R 是 (非交换) 整环, 若 R 的正则元集是右 Ore 集, 称 R 是右 Ore 整环. 一般整环的正
则元集是乘闭子集但未必满足右 Ore 条件, 例如域 k 上的自由代数 k〈x, y〉, 它不是右 Ore 整环. 现在设 R 是

整环, 从 [引理1.6] 我们可知 RR 是一致模的充要条件是 R 是右 Ore 整环. 特别地, 整区作为自身上的模明显
是一致的. 前面我们提到对含幺环 R 的右 Ore 集 S, R 上任何右模关于该乘闭子集的挠部分仍是子模. 故若
R 的正则元全体是右 Ore 集, 那么任何右 R-模 M 的挠部分 t(M) = {x ∈ M |存在正则元a ∈ R使得xa = 0}
是 M 的子模, 这覆盖了抽象代数中的经典结果.

在交换代数中我们知道局部化函子是正合的, 这个事实在非交换世界仍成立.

Proposition 1.28. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, (−)S : Mod-R → Mod-RS 是局部化函子, 那么
(−)S : Mod-R → Mod-RS 是共变加性正合函子. 特别地, RS 是平坦左 R-模.

Proof. 由定义便知 (−)S : Mod-R → Mod-RS 是共变加性函子. 我们只需验证局部化函子是正合函子. 自然
同构 (−)S ∼= − ⊗R RS 表明 (−)S 是右正合函子, 故只需说明局部化函子保持单射. 如果有单右 R-模同态
f : X → Y , 我们必须说明 fS : XS → YS 是单射. 设 θX : X → XS , θY : Y → YS , λ : R → RS 是局部化定

义中的标准映射, 那么 fS(θX(x)λ(s)−1) = θY (f(x))λ(s)
−1, ∀x ∈ X, s ∈ S. 如果 α = θX(x)λ(s)−1 ∈ XS 满足

fS(α) = 0, 那么 θY (f(x)) = 0. 进而存在 u ∈ S 使得 f(x)u = 0, 即 f(xu) = 0. 因为 f 是单射, 所以 xu = 0,
这表明 θ(x) = 0, 进而 α = 0. 这就得到 fS 是单射, 故 (−)S : Mod-R → Mod-RS 是正合函子.

对 R,M 在 S 处的局部化 (RS , λ), (MS , θ), 固定记 λ(a)λ(s)−1 为 as−1, 记 θ(x)λ(s)−1 为 xs−1. 在交换
代数中, 我们熟知含幺交换 Noether 环上模的本质扩张在局部化下仍保持. 在非交换层面, 有

Proposition 1.29. 设含幺环 R是右 Noether的, j : N → M 是本质单同态, S 是 R的右分母集且 S ⊆ Z(R),
则 jS : NS → MS 仍为本质单同态.

Proof. 因为 (−)S 是正合函子, 所以 jS 仍单, 只需再说明 jS(NS) 是 MS 的本质子模. 任取 x1−1 6= 0 ∈ MS(那
么对任何 t ∈ S 有 xt 6= 0), 需要说明 jS(NS)∩ (x1−1)RS 6= 0. 这里使用反证法, 假设 jS(NS)∩ (x1−1)RS = 0.
取 {annR(xs)|s ∈ S} 中的极大元 annR(xt), t ∈ S(因为这里元素的零化子是右理想, 所以通过 R 的右 Noether
条件可保证取到极大元), 那么 j(N) ∩ xtR 6= 0. 设 R 的右理想 I 满足 j(N) ∩ xtR = xtI. 那么可设
I = a1R+ a2R+ · · ·+ anR, 进而 xtak1

−1 = 0, ∀1 ≤ k ≤ n. 于是存在 u ∈ S 使得 xtaku = 0, ∀1 ≤ k ≤ n(这里
对所有的 k 能够取到一个公共的 s 可以直接由 S ⊆ Z(R) 保证, 或者用右 Ore 条件). 因而 xtuI = 0. 这意味
着 I ⊆ ann(xtu) = ann(xt)(这里用到 ann(xt) 的极大性以及 u ∈ Z(R)), 所以 xtI = 0, 得到矛盾.

12



Remark. 一般地, 非交换 Noether 环上模的本质扩张未必在局部化下保持, 具体例子可见 [GJ88]. 之后我们
将利用该命题在 [推论1.46] 中证明右 Noether 环上的右模取内射包和关于中心乘闭子集作局部化可交换.

Lemma 1.30. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, 那么局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS 满足对

任何右 RS-模 X 都存在右 R-模 M 使得 X ∼= MS(本质满性). 并且任何右 RS-模间的右 R-模同态 f : X → Y

都可天然视作 RS-模同态.

Proof. 任何右 RS-模 X 可天然视作右 R-模, 故取 M = X. 则有 X ∼= M ⊗R RS
∼= MS . 现取定右 RS-模

间的右 R-模同态 f : X → Y , 那么 f(xas−1)s = f(xas−1s) = f(xa), ∀a ∈ R, s ∈ S. 从而 f(xas−1) =

f(x)as−1, ∀as−1 ∈ RS . 即 f 是右 RS-模同态.

局部化函子也可以和直和可交换.

Proposition 1.31. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, 那么局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS 与

任意直和可交换. 即对任何右 R-模族 {Mα}α∈Λ 有右 RS-模同构 (
⊕
α∈Λ

Mα)S ∼=
⊕
α∈Λ

(Mα)S .

Proof. 验证想法与交换情形完全类似. 作右 R-模同态

f :
⊕
α∈Λ

Mα →
⊕
α∈Λ

(Mα)S , (xα)α∈Λ 7→ (xα1
−1)α∈Λ,

由 f 可诱导右 RS-模同态 F : (
⊕
α∈Λ

Mα)S →
⊕
α∈Λ

(Mα)S , 再用余积泛性质可自然地构造 F 的逆映射.

Corollary 1.32. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, 那么对任何自由右 R-模 M , MS 是自由右 RS-模.

Proof. 设 M ∼=
⊕
i∈I

R(作为右 R-模), 则 MS
∼= (

⊕
i∈ I

R)S ∼=
⊕
i∈ I

RS(作为右 RS-模).

Corollary 1.33. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, 那么对任何投射右 R-模 P , PS 是投射右 RS-模.

Proof. 因为 P 是投射模, 故它为某个自由模的直和因子, 设 F = P ⊕ L, 其中 F 是自由右 R-模. 进而
FS

∼= PS ⊕ LS , 这说明 PS 是某个自由右 RS-模的直和因子, 进而 PS 投射.

Remark. 对有限生成自由右 R-模 F , 明显 FS 也是有限生成模, 进而是有限生成自由右 RS-模. 于是对任何
有限生成投射右 R-模 P , 局部化 PS 也是有限生成投射右 RS-模.

Corollary 1.34. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, 那么对任何右 R-模 M 有 p.dim(MS)RS
≤

p.dimMR. 特别地, 由 [引理1.30] 知 r.gl.dimRS ≤ r.gl.dimR.

Proof. 由局部化函子的正合性以及投射模作局部化后不改变投射性, 可知 MR 的投射分解关于 S 作局部化后

可得 MS 作为右 RS-模的一个投射分解, 由此得 p.dim(MS)RS
≤ p.dimMR.

最后我们指出局部化保持 Noether 性质与 Artin 性质来结束本节. 给定含幺环 R 和右分母集 S, 那么对
RS 任何理想 J, 若记 I = {a ∈ R|存在s ∈ S使as−1 ∈ J}, 那么 I 是 R 的右理想且 J = IS . 这一观察表明

Proposition 1.35. 设 R 是含幺环, 乘闭子集 S 是右分母集, 那么 I 7→ IS 给出 R 的右理想格 L(R) 到 RS

右理想格 L(RS) 的偏序满射 π, 且存在偏序映射 j : L(RS) → L(R) 使得 πj = idL(RS). 特别地, 当 R 是右

Noether(Artin) 环时, RS 也是右 Noether(Artin) 环.
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1.4 局部化：无挠与内射性

本节所讨论的内容并不会在 Godie 定理证明过程中用到, 因此初次阅读可以跳过. 在上一节中我们看到
非交换环 R 如果关于一个乘闭子集 S 能够作局部化, 即 S 是右分母集, 那么我们还是可以对每个右 R-模 M

关于 S 作局部化, 进而定义出局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS , 它是加性共变正合函子, 满足自然同
构 − ⊗R RS

∼= (−)S , 和任意直和可交换, 保持模的自由性与投射性等. 本节我们来考虑局部化对应的挠理论
(torsion theory). 一般地, 一个 Abel 范畴 A 的非空全子范畴 S 被称为 Serre 子范畴, 若对任何 A 中短正合
列 0 X ′ X X ′′ 0 , X 在 S 中当且仅当 X ′ 与 X ′′ 都在 S 中. 容易证明一个 Abel
范畴的非空全子范畴 S 是 Serre 子范畴当且仅当 S 对取子对象、商对象、扩张对象封闭. 在 [命题1.26] 中我
们看到一个右 R-模关于一个右分母集 S 是挠模当且仅当 MS = 0. 这让我们立即看到：

Proposition 1.36. 设 S 是含幺环 R 的右分母集, 则 S-挠模全体构成的 Mod-R 的全子范畴是 Serre 子范畴.

例如, 在代数拓扑中同调群与同伦群计算的需要使得挠 Abel 群或者对于某个素数 p 的 p-挠群有研究的必
要. 若取 R = Z, S = Z − {0}, 那么 S-挠模就是经典意义下的挠 Abel 群. 取 R = Z, S = {1, p, p2, ...}, 那么
S-挠模就是 p-挠 Abel 群. 根据上述命题可知, 挠 Abel 群全子范畴和 p-挠 Abel 群全子范畴都是 Ab 的 Serre
子范畴. 因此这些被广泛关注的挠对象都可以被纳入 Serre 子范畴框架下研究. 容易验证：

Proposition 1.37. 设 S 是含幺环 R 的右分母集, 取 S-挠部分天然定义出共变加性函子 tS : Mod-R →
Mod-R, 它把每个右 R-模 M 对应到它的 S-挠部分 tS(M), 每个右 R-模同态 f : X → Y 对应到限制映射

tS(f) = f | : tS(X) → tS(Y ), x 7→ f(x). 则 tS : Mod-R → Mod-R 是左正合函子.

称一个右 R-模 M 是 S-可除的, 如果对任何 x ∈ M 和 s ∈ S, 存在 y ∈ M 使 x = ys. 例如, 当 R = Z,
S = Z− {0} 时, S-可除模就是可除 Abel 群. 一个基本的观察是

Lemma 1.38. 设 S 是含幺环 R 的右分母集, 则任何右 RS-模作为右 R-模都是 S-无挠且 S-可除的.

Proof. 任取 x ∈ tS(M), 那么存在 s ∈ X 使得 xs = 0, 于是 x = xss−1 = 0. 所以 MR 是 S-无挠模. 任取
z ∈ M 和 s ∈ S, 有 z = zs−1s, 所以 M 是 S-可除的.

Remark. 因此每个右 R-模局部化函子 (−)S : Mod-R → Mod-RS 下的像作为右 R-模是 S-无挠的.

Proposition 1.39. 设 S 是含幺环 R 的右分母集, M 是右 R-模. 如果 M 既 S-无挠又 S-可除, 则局部化定
义中的标准映射 θ : M → MS , x 7→ x1−1 是右 R-模同构.

Proof. M 的 S-无挠性保证了 θ 单, M 的 S-可除性保证了 θ 满.

Remark. 若取 M = R, S 是由一些正则元构成的右 Ore 集, 那么局部化映射 λ : R → RS , a 7→ a1−1 单.

在 [命题1.28] 中我们看到 RS 作为左 R-模是平坦的, 所以下面的引理立即告诉我们任何内射右 RS-模作
为右 R-模是 S-无挠且内射的 (我们前面已经看到任何右 RS-模作为右 R-模都是 S-无挠的).

Lemma 1.40. 设 α : R → T 是保幺环同态, 于是 T 有自然的 R-T 双模结构并且任何右 T -模可天然视作右
R-模. 如果 RT 平坦 (即这里的环扩张平坦), 那么任何内射右 T -模作为右 R-模也内射.
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Proof. 任取内射右 T -模 Q. 考虑自然同构 HomR(−, QR) ∼= HomR(−,HomT (RTT , QT )) ∼= HomT (− ⊗R

T,QT ) ∼= HomT (−, QT )(−⊗R T ) 是正合函子的合成. 这说明 QR 是内射模.

Remark. 该引理表明平坦扩张可反向保持模的内射性. 最平凡的情况, 例如任何整区 R 的商域 F 上线性空

间 V 总是内射的, 将 V 视作 R 上的模是内射 R-模.

因为任何内射右 RS-模作为右 R-模是 S-无挠且内射的, 所以我们可以说任何内射右 RS-模都是由某个
S-无挠且内射的右 R-模关于 S 作局部化得到的. 反之, 我们也关心对内射右 R-模 M , 何时局部化能够保持模
的内射性, 即何时 MS 是内射右 RS-模.

Proposition 1.41. 设 S 是含幺环 R 的右分母集, M 是内射右 R-模. 那么当 M 是 S-无挠时, MS 是内射右

RS-模. 这仅为充分条件, 例如当 R 是含幺交换 Noether 环时, 任何内射 R-模 M 的局部化 MS 是内射 RS-模,
但 M 未必是 S-无挠的. 例如取 R = Z, S = Z−{0}, M = Q/Z, 易知 M 是可除 Abel 群, 所以为内射 Z-模但
是 M 是 S-挠模. 即有可能会出现 MR 是内射 S-挠模但 MS 也是内射 RS-模的情况!

Proof. 我们断言MR 是可除 S-模,一旦证明该断言,利用 [命题1.39]立即得到MS 作为右 R-模是内射模,进而
由 [引理1.30] 可知结论成立. 现在我们来证明 MR 是可除 S-模. 任取 s ∈ S, x ∈ M , 作 f : sR → M, sa 7→ xa,
先说明 f 定义合理. 如果 a1, a2 ∈ R 使得 sa1 = sa2, 两边作用局部化同态 λ : R → RS , 利用 λ(s) 可逆可得

a1 − a2 ∈ Kerλ = tS(R). 故存在 t ∈ S 使得 (a1 − a2)t = 0, 这蕴含在 M 中 xa1t = xa2t. 因为 M 是 S-无挠
的, 所以 xa1 = xa2, 这就说明 f : sR → MS 是定义合理的右 R-模同态. 进而由 MR 是内射模知 f 可延拓为

R 到 M 的模同态, 由此可知存在 y ∈ M 使得 x = ys.

Remark. 证明过程告诉我们 S-无挠的内射右 R-模是 S-可除的. 前面提到交换 Noether环上的内射模关于乘
闭子集作局部化仍是内射模,一般在非交换层面结论不成立, K. R. Goodearl与合作者在 [GJ85]中对任何非交
换 Noether 单整环构造了反例, 他们在文中指出结论在 FBN 环 (见 [定义3.1]) 情形成立. 不过对于右 Noether
环 R, 如果乘闭子集 S ⊆ Z(R), 我们稍后会在 [命题1.45] 中证明任何内射右 R-模关于乘闭子集 S 作右局部化

后是内射 RS-模.

Corollary 1.42. 设 S 是含幺环 R 的右分母集, X 是右 RS-模, 那么 X 作为右 RS-模是内射模的充要条件是
存在 S-无挠的内射右 R-模 M 使得 X ∼= MS(作为右 RS-模).

在 [引理1.25] 中我们看到 S-无挠模的本质扩张还是 S-无挠的, 特别地, 任何 S-无挠模 MR 的内射包

E(M) 是 S-无挠的内射右 R-模. 反之, 任何 S-无挠的内射右 R-模是自身的内射包, 所以

Proposition 1.43. 设 S 是含幺环 R 的右分母集, M 是右 R-模, 那么 M 是 S-无挠的内射模当且仅当 M 是

某个 S-无挠右 R-模的内射包.

由此, 可以说 Mod-RS 中任何内射右 RS-模都可由某个 S-无挠的右 R-模取内射包再作局部化得到的. 在
本节最后我们介绍右 Noether 环上内射性、内射包与在中心乘闭子集处局部化的关系.

Lemma 1.44. 设 R 是含幺环, C 是 R 的中心子环, S ⊆ C 是乘闭子集, M 是有限表现右 R-模, 那么对任何
右 R-模 N , 有 CS-模同构 (HomR(M,N))S ∼= HomRS

(MS , NS).
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Proof. 对任何右 R-模 X,Y , 总能定义出下述定义合理的 CS-模同态 (这里 (HomR(X,Y ))S 是 CS-模):

ηX,Y : (HomR(X,Y ))S → HomRS
(XS , YS),

f

s
7→ ηX,Y (

f

s
) : XS → YS , x/t 7→ f(x)/st.

且对任何正整数 l, 易验证有 ηRl,N : (HomR(R
l, N))S → HomRS

(Rl
S , NS) 是 CS-模同构. 现设 M 有自由表现

Rm Rn M 0α β , 那么可验证有下面的 CS-模同态的交换图：

0 (HomR(M,N))S (HomR(R
n, N))S (HomR(R

m, N))S

0 HomRS
(MS , NS) HomRS

((Rn)S , NS) HomRS
((Rm)S , NS)

(β∗)S

ηM,N

(α∗)S

ηRn,N ηRm,N

(βS)∗ (αS)∗

上图上下两行正合, 再由 ηRn,N 与 ηRm,N 是同构可得 ηM,N 是同构.

因为右 Noether 环上任何有限生成右 R-模都有有限表现, 所以 [引理1.44] 使我们能够证明

Proposition 1.45. 设含幺环 R 是右 Noether 环, E 是内射右 R-模, 那么对 R 的任何中心乘闭子集 S(默认
RS 6= 0) 有 ES 是内射右 RS-模.

Proof. 根据 Baer 判别法, 只需证明对 RS 的任何右理想 J 以及右 RS-模同态 g : J → ES , 都存在右 RS-模同
态 g : RS → ES 使得下图交换:

0 J RS

ES

ι

g
g

设 R 的右理想 I 满足 J = IS . 那么根据 [引理1.44], 总存在右 R-模同态 f : I → E 以及 v ∈ S 使得 fv−1 对

应 �g ∈ HomRS
(IS , ES). 即有 g(bs−1) = f(b)s−1v−1, ∀s ∈ S, b ∈ I. 因为 E 是内射右 R-模, 所以存在右 R-模

同态 f : R → E 使得 f |I = f . 现在定义 g = (f)Sv
−1, 易验证 g 是满足要求的右 RS-模同态.

Corollary 1.46. 设含幺环 R 是右 Noether 环, S 是 R 的中心乘闭子集. 那么对任何右 R-模 M , 取内射包与
作局部化可交换, 即有右 RS-模同构 (ER(M))S ∼= ERS

(MS).

Proof. 设 i : M → ER(M) 是标准嵌入, 这是本质单同态. 在 [命题1.29] 中已经说明 iS : MS → (ER(M))S 依

然是本质单同态. 由 [命题1.45], (ER(M))S 是内射右 RS-模. 所以 (ER(M))S ∼= ERS
(MS).

1.5 一致维数：基本概念

Definition 1.47 (有限一致维数). 若模 M 不含非零子模的无限直和, 那么称该模具有有限一致维数.

具有有限一致维数的模它的子模一定也具有有限一致维数. 无限维线性空间没有有限一致维数.

Example 1.48. 一致模、Artin 模和 Noether 模都有有限一致维数.

在正式地引入一致维数的概念 (见 [定义1.52]) 前, 我们需要对一致模有更进一步的认识.

Lemma 1.49. 若非零模 M 有有限一致维数, 那么它含有一个一致子模. 故 Noether 模总含有一个一致子模.
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Proof. 假设 M 没有一致子模, 那么 M 所有子模都不是一致的, 于是对每个子模 N 6= 0, 它作为一个不是一致
模的模, 必定存在 N 的非零子模 N1, N2 使得 N ⊇ N1 ⊕N2. 那么 M 包含两个非零子模的直和 M1 ⊕M2, 而
M2 也包含两个非零子模的直和 M21 ⊕M22, 进而 M ⊇ M1 ⊕M21 ⊕M22. 如此继续, 我们得到 M 包含无限个

非零子模的直和, 这与 M 具有有限一致维数矛盾.

Lemma 1.50. 设 M 具有有限一致维数, 那么 M 包含一个本质子模 X 使得 X 是有限个一致子模的直和.

Proof. 如果 M = 0, 结论不证自明. 下设 M 6= 0, 那么 [引理1.49] 表明 M 含一致子模. 即集合

S =

{
t⊕

i=1

Ui|Ui是M的一致子模, t ≥ 1

}
6= ∅,

现在我们用反证法证明 S 中含有本质子模. 若不然对每个
m⊕
i=1

Ui ∈ S, 根据 [引理1.2(5)] 知存在 M ′ 使得

M ′ ∩
(

m⊕
i=1

Ui

)
= 0 且

(
m⊕
i=1

Ui

)⊕
M ′ 是本质子模, 那么 M ′ 6= 0, 所以 [引理1.49] 表明 M ′ 含一致子模 Um+1,

于是
m+1⊕
i=1

Ui ∈ S, 重复上述讨论, 得到 M 含有非零子模的无限直和, 矛盾. 故 S 中有本质子模.

根据前面的引理, 如果模 M 具有有限一致维数, 那么它必定含有一个形如有限个一致子模直和的本质
子模, 设为

m⊕
i=1

Ui. 那么对 M 所包含的任何非零子模的直和
r⊕

i=1

Mi(这里每个 Mi 6= 0) 必有 r ≤ m. 因为

W =
r⊕

i=2

Mi 不是本质子模, 所以 [引理1.2(4)] 蕴含存在某个 Ui, 不妨设 i = 1, 使得 W ∩ U1 = 0(否则, 对每个

Ui, Ui 的非零子模都是 Ui 本质子模, 进而 W =
r⊕

i=2

Mi 满足每个 W ∩Ui 是 Ui 本质子模, 从而
m⊕
i=1

(Ui ∩W ) 是

m⊕
i=1

Ui 的本质子模, 这导致 W 是 M 的本质子模), 现在我们得到直和 U1

⊕(
r⊕

i=2

Mi

)
, 再对 W 重复上述讨论

便看到 r ≤ m. 现在我们可以给出

Theorem 1.51. 设模 M 有有限一致维数,
m⊕
i=1

Ui 是一些一致模的直和且是 M 的本质子模. 那么

(1) M 包含的任何非零子模的直和
r⊕

i=1

Mi 满足 r ≤ m, 即直和项数目不超过 m.

(2) M 任意一些一致子模的直和 W =
s⊕

i=1

Vi, W 是本质子模的充要条件是 s = m.

Proof. 前面的讨论已经证明了 (1), 现在来说明 (2). (2) 的必要性由 (1) 立即得到, 只需验证充分性. 假设
W =

s⊕
i=1

Vi 不是本质子模, 那么应用 [引理1.2(5)] 得到存在非零子模 T 使得 W ⊕T 是本质子模, 进而 M 包含

一个直和项数目为 m+ 1 的非零子模直和, 这和 (1) 的结果矛盾. 因此 s = m 时 W 是本质子模.

于是上述定理表明, 对具有有限一致维数的模 M(例如 Noether 模), 它的可表示为有限个一致模直和的本
质子模

m⊕
i=1

Ui, 其直和项数目 m 是 M 的不变量, 由此就引出一致维数的概念.

Definition 1.52 (一致维数). 设 M 是模, 如果 M 不包含非零子模无限直和, 设 M 有本质子模
m⊕
i=1

Ui, 其中

Ui 均为一致模, 称 m 为 M 的一致维数或 Goldie 维数. 若 M 包含非零子模的无限直和, 称 M 的一致维数

是 +∞. 记 M 的一致维数为 u.dimRM . 具有有限一致维数的模确实一致维数有限. 同构的模一致维数相同.
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如果右 R-模 M 具有有限一致维数, 设 u.dimRM = m, 那么存在有限个一致模的直和
m⊕
i=1

Ui 使得它是 M

的本质子模, 进而由本质子模的传递性可得
m⊕
i=1

Ui 是 E(M) 的本质子模, 所以

E(M) = E(
m⊕
i=1

Ui) =
m⊕
i=1

E(Ui),

这里最后一个等式成立的原因是 [推论1.3]. 由此知 E(M) 可表示为 m 个不可分内射模的直和. 我们证明了

Proposition 1.53. 设 M 是右 R-模, m ∈ N. 那么 u.dimRM = m ⇔ E(M) 是 m 个不可分内射模的直和.

Example 1.54. 设 R 是右 Noether 环, IR 是内射右 R-模并设 I 可分解为有限多个不可分内射模的直和

I = E1 ⊕ · · · ⊕ En(例如, 根据 [推论1.11], 当 I 是某个有限生成 R-模的内射包). 那么 u.dimRI = n.

Example 1.55. 设 R = ∆ 是除环, 那么 ∆ 上有限维线性空间的一致维数就是其线性维数.

Example 1.56. 设 R 是 Artin 单环, 那么存在正整数 n 和除环 ∆ 使得 R ∼= Mn(∆). 易见 Mn(∆) 作为自身

上左模可分解为 n 个不可约模的直和. 因此 Mn(∆) 作为自身上模的一致维数就是 n. 从而 u.dimRR = n.

1.6 相关素理想

这节介绍相关素理想的概念和基本性质, 它们并不会在 Goldie 定理的证明中用到, 初次阅读可跳过本节.
若右 R-模 M 6= 0 满足对任何非零子模 M ′ 有 AnnRM = AnnRM

′, 则称 M 是素模. 注意到不可约模总是素
模, 因此素模可视作不可约模的推广. 不可约模的非零子模只有自身, 依然是不可约模. 根据素模的定义可知
素模的任何非零子模依然是素模. 固定含幺环 R. 下面的引理表明素模的零化子总是素理想.

Lemma 1.57. 设 MR 是素模, 则 AnnRM 是 R 的素理想.

Proof. 因为M 6= 0,所以 AnnRM 是 R的真理想. 任取 R的理想 A,B 使 AB ⊆ AnnRM ,假设 A ⊈ AnnRM ,
那么 MA 是 M 的非零子模, 于是 B ⊆ AnnR(MA) = AnnRM , 所以 AnnRM 是素理想.

Remark. 我们知道含幺环上不可约模的零化子总是本原理想. 在特殊的环类场景本原理想与极大理想等价.

Example 1.58. 设 R 上非零右 R-模 M 满足 AnnRM 是 R 的极大理想, 则 M 是素模.

Proof. 因为 M 6= 0, 所以 AnnRM 是 R 的真理想. 任取 M 的非零子模 N , 有 AnnRM ⊆ AnnRN ⊊ R, 因此
AnnRM 的极大性迫使 AnnRM = AnnRN . 这表明 M 是素模.

Remark. 特别地, 单环上任何非零模都是素模. 注意模的零化子是极大理想并不能表明模的不可约性.

Definition 1.59 (相关素理想). 设 R 是含幺环, M 是右 R-模, 如果 R 的素理想 P 满足存在 M 的素子模 N

使得 P = AnnRN ,则称 P 是M 的相关素理想 (associated prime). M 所有相关素理想构成集合记作 Ass(M).

Remark. 我们将在 [命题1.63(5)] 中说明满足双边理想升链的环上的非零模总有相关素理想.

Example 1.60. 当 MR 是不可约模时, Ass(M) = {AnnRM}.
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Example 1.61. 设 I 是 R 的理想, 那么右 R-模 R/I 是素模当且仅当 I 是素理想. 这时, AnnR(R/I) = {I}.

Remark. 如果记含幺环 R 上素右 R-模同构类全体构成的类为 P(R), 则 P(R) → SpecR, [MR] 7→ AnnRM

是满射. 任何极大理想关于该满射的原像类是所有以该极大理想为零化子的模同构类全体.

在交换代数中, 含幺交换环 R 上模 M 的一个相关素理想 P 是指形如 annR(x), x ∈ M 的素理想. 下面我
们说明非交换情形的相关素理想是交换情形的推广.

Proposition 1.62. 设 R 是含幺交换环, M 是 R-模. 则素理想 P 是 M 某个素子模零化子的充要条件是存

在 x ∈ M 使得 P = annR(x).

Proof. 必要性：设 P = AnnRN , N 是M 的素子模,任取 x 6= 0 ∈ N ,有 P = AnnRN = AnnR(Rx) = annR(x).
充分性：这时 M 有个同构于 R/P 的子模, 故由 [例1.61] 知 R/P 是以 P 为零化子的素子模.

下面是一些相关素理想集的常用性质.

Proposition 1.63. 设 R 是含幺环, MR 是右 R-模. 那么
(1) 对任何 M 的子模 M ′ 有 Ass(M ′) ⊆ Ass(M).
(2) 对任何 M 的本质子模 M ′ 有 Ass(M ′) = Ass(M). 特别地, 总有 AssE(M) = Ass(M).
(3) 对任给 R-模正合列 0 M ′ M M ′′ 0α β , 有 Ass(M) ⊆ Ass(M ′) ∪ Ass(M ′′).

(4) 对 R-模 M1, ...,Mn 有 Ass(M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn) =
n∪

i=1

AssMi.

(5) 若 R 满足双边理想升链条件 (例如 R 是单边 Noether 环), 那么 M 6= 0 当且仅当 Ass(M) 6= ∅.
(6) 若 M 是一致模 (例如不可分内射模, 见 [命题1.7]), 那么 |Ass(M)| ≤ 1.

Proof. (1) 是明显的, (2) 由 E(M) 的素子模 X 和 M 之交是 M 的素子模立即得到. 现在说明 (3), 任取
P ∈ AssM 并设 M 的素子模 N 满足 AnnRN = P . 如果 N ∩ Imα 6= 0, 那么 M ′ 含有一个零化子是 P 的素

子模, 结论成立. 如果 N ∩ Imα = 0, 那么把 β 限制于 N 上是单的, 由此知 β(N) 是 M ′′ 的素子模且 β(N) 的

零化子是 P . 所以 P ∈ Ass(M ′′), 这就证明了 (3). 由 (1) 与 (3) 立即得到 (4).
(5) 只需验证必要性. 考虑 R 的非空理想集 S = {AnnRN |N 6= 0 ⊆ M}, 由条件知 S(关于包含关系) 有极

大元 AnnRN0, 根据 N0 的选取知 N0 是 M 的素子模, 从而 Ass(M) 6= ∅.
(6) 如果 Ass(M) = ∅, 结论直接成立. 下设 Ass(M) 6= ∅, 任取 P1 = AnnRN1, P2 = AnnRN2 ∈ AssM ,

其中 N1, N2 是素子模. 那么 N1 ∩N2 6= 0 既是 N1 子模又是 N2 子模保证了 P1 = Ass(N1 ∩N2) = P2.

Corollary 1.64. 设 MR 具有有限一致维数 (例如 Noether 模), 则 AssM 是有限集且 |AssM | ≤ u.dimM .

Proof. 若 u.dimM = m, 那么存在有限个一致模的直和
m⊕
i=1

Ui 使得它是 M 的本质子模, 进而由本质子模的

传递性可得
m⊕
i=1

Ui 是 E(M) 的本质子模, 所以 E(M) = E(
m⊕
i=1

Ui) =
m⊕
i=1

E(Ui), 那么应用 [命题1.7] 以及 [命

题1.63(2)(4)(6)]知相关素理想集 AssM = AssE(M)是有限集并且证明过程表明 |AssM | ≤ m = u.dimM .

Corollary 1.65. 设 R 是右 Noether 环, 那么任何一致模右 R-模的相关素理想集恰好只有一个元素.

Remark. 相关素理想是单点集的模通常被称为 cotertiary 模.

Example 1.66. 设含幺环 R 有素理想 P , 那么 E(R/P ) 是 cotertiary 模, Ass(E(R/P )) = {P}.
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在本节最后记录一些交换场景相关素理想集的通用性质. 对含幺交换环 R 上的模 M , 我们已经在 [命
题1.62] 中看到 P ∈ AssM 的充要条件是存在 x 6= 0 ∈ M 使得 P = annR(x). 在交换代数中通常使用该等价
刻画作为相关素理想的原始定义. 当 R 是交换 Noether 环时, 我们能够对 AssM 说更多.

Lemma 1.67. 设 R 是交换 Noether 环, M 是非零有限生成 R-模, 记 Z(M) 是 M 在 R 中的零因子集. 那么
(1) 集合 {ann(x)|x 6= 0 ∈ M} 中的任何一个零化子都含于该集合的某个极大元 (也是 M 的相关素理想) 中,
该集合的极大元是有限的, 并且 Z(M) 就是这有限个极大零化子之并;
(2) 对任何理想 I ⊆ Z(M), 存在 P ∈ Ass(M) 使得 I ⊆ P .

Proof. (1) 先说明对每个 x 6= 0 ∈ M , ann(x) 一定包含于集合 {ann(x)|x 6= 0 ∈ M} 的某个极大元中. 考虑集
合 {ann(y)|x 6= 0 ∈ M, ann(x) ⊆ ann(y)}, 那么它非空, 故由 R 是 Noether 环知该理想集有极大元, 这证明了
第一个结论. 易见 Z(M) =

∪
x ̸=0∈M

ann(x), 所以 Z(M) 可表为 {ann(x)|x 6= 0 ∈ M} 所有极大元之并 (容易验

证每个极大元都是素理想, 故是 M 的相关素理想). 因此我们要验证的只有 {ann(x)|x 6= 0 ∈ M} 的极大元数
目有限. 若不然, 设 {ann(xi)|xi 6= 0 ∈ M, i ∈ Λ} 是极大元全体, 其中指标集 Λ 是无限集. 考虑所有 xi 生成的

子模 N , 那么 N 作为 M 的子模是有限生成的, 设 N 可由 xi1 , xi2 , ..., xin 生成, 那么

AnnR(N) =
n∩

k=1

ann(xik) ⊆ ann(y), ∀y ∈ N.

取 y = xin+1
, in+1 ∈ Λ 使得 xin+1

6= xik , k = 1, 2, ..., n, 那么
n∩

k=1

ann(xik) ⊆ ann(xin+1
), 于是由素理想性

质知存在某个 k 使得 ann(xik) ⊆ ann(xin+1
), 再由极大性得到 ann(xik) = ann(xin+1

), 得到矛盾. 所以集合
{ann(x)|x 6= 0 ∈ M} 中的极大元数目有限.

(2) 设 {ann(x1), ..., ann(xm)} 是集合 {ann(x)|x 6= 0 ∈ M} 的极大元全体, 那么

I ⊆ Z(M) = ann(x1) ∪ ann(x2) ∪ · · · ∪ ann(xm),

因为每个 ann(xk) 是素理想, 所以存在某个 k0 使得 I ⊆ ann(xk0
).

Remark. 根据 [推论1.64], 交换 Noether 环上有限生成模的相关素理想集是有限集.

如果 R 是含幺交换 Noether 环, S 是 R 的乘闭子集, M 是 R-模, 我们可以搞清楚局部化后的模 MS 作

为 R-模的相关素理想集与 M 的相关素理想集之间的关系. 并且相关素理想一定在支集内.

Lemma 1.68. 设 R 是含幺交换 Noether 环, S 是 R 的乘闭子集, M 是 R-模 (不需要有限生成). 那么:
(1) 我们有 AssR(MS) = AssR(M) ∩ {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅}, 即局部化 MS 的相关素理想集就是 M 相关素

理想集中那些与 S 不相交的素理想全体.
(2) 对任意素理想 P , P ∈ AssR(M) 的充要条件是 PP ∈ AssRP

(MP ).
(3) AssM ⊆ SuppM 且 SuppM 中的极小元都在 AssM 中. 特别地, 当 M = R 时, Spec(R) = SuppR 中任何
极小元, 即 R 的所有极小素理想, 都是 R 作为 R-模的相关素理想.

Proof. (1)这个结论的证明可直接验证得到. 具体地,任取 P ∈ AssR(MS),可设 x/s ∈ MS 使得 ann(x/s) = P ,
则 P 与 S 不交. 下面说明 P 是 M 某个元素的零化子. 因为 P 是有限生成理想, 可设 P = (p1, ..., pt), 对每
个 pi, 存在 ui ∈ S 使得 uipix = 0, 那么 pi ∈ ann(u1u2 · · ·utx), i = 1, ..., t, 从而 P = ann(u1u2 · · ·utx), 故
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P ∈ AssR(M) 且与 S 不交. 另一方面, 如果 P ∈ AssR(M) 且与 S 不相交, 那么存在 x ∈ M 使得 ann(x) = P ,
任取 t ∈ S, 易验证 P = ann(tx/t).

(2) 我们使用 (1) 所证明的等式来证明 (2). 必要性: 由 P ∩ (R − P ) = ∅ 得 P ∈ AssR(MP ), 设
P = annR(x/s), 有 PP = annRP

(x/s), 所以 PP ∈ AssRP
(MP ). 充分性: 如果 PP ∈ AssRP

(MP ), 设 PP =

annRP
(x/s), 则 P = annR(x/s), 故由 (1) 知 P ∈ AssR(M).

(3)任取 P ∈ AssM ,则M 有子模与 R/P 同构,于是有正合列 0 R/P M,α 因为 RP 作为 R-

模平坦,所以有 RP -模正合列 0 RP ⊗R R/P RP ⊗R M
idRP

⊗α
,故得形如 0 RP/PP MP

的 RP -模正合列, 由此知 MP 6= 0, 于是 AssM ⊆ SuppM .
下证 SuppM 中的极小元 P 都在 AssM 中, 根据 (2) 知只要证 PP ∈ AssRP

(MP ) 即可. 这时 MP 6= 0 且

P 的选取方式保证了对任何素理想 Q ⊊ P 有 MQ = 0, 这导致 (MP )QP
= 0. 于是知 Supp(MP ) = {PP}, 因

此 AssRP
(MP ) 非空且前面证明的 AssRP

(MP ) ⊆ Supp(MP ) 迫使 AssRP
(MP ) = {PP}, 得证.

回忆交换代数中对准素子模也有相关素理想的概念, 这和我们刚刚介绍的相关素理想是有关系的. 事实上
很容易验证对含幺交换 Noether 环 R 上的有限生成模 M , 真子模 N 是以 Q 为相关素理想的准素子模当且仅

当 Ass(M/N) = {Q}: 必要性是明显的, 因为对每个 x /∈ N , 有
√

ann(x+N) = Q, 而 Ass(M/N) 非空, 任
何 P ∈ Ass(M/N) 满足 P =

√
P = Q. 充分性: 对每个 x ∈ M −N , 相关素理想集 Ass(R(x +N)) 6= ∅, 故

Ass(R(x+N)) = {Q}. 所以 Supp(R(x+N))的极小元唯一,就是 Q,从而由 Supp(R(x+N)) = V (AnnR(R(x+

N))) = V (ann(x+N)) 得到 Q =
√

ann(x+N). 即 Q =
√

ann(x+N), ∀x ∈ M −N , 于是由 M 是有限生成

模得到
√

AnnR(M/N) = Q. 容易验证对每个 a ∈ R 所诱导的 M/N 上左乘变换 al : M/N → M/N 不是单

同态就是幂零同态, 故 N 是以 Q 为相关素理想的准素子模.

Example 1.69. 设含幺交换 Noether 环 R 有根理想 I, 则 AssR(R/I) 就是含 I 的极小素理想全体.

Proof. 不妨设 I 是真理想且 P1, ..., Pr 是全体含 I 极小素理想, 则对每个 Pi, 取 x ∈
∩
j ̸=i

Pj − Pi, 易验证

Pi = annR(x + I) ∈ AssR(R/I). 反之, 若 Q = annR(x + I) 是相关素理想, 那么 x /∈ I, 于是存在 Pi 使得

x /∈ Pi, 由此得到 Q = annR(x+ I) ⊆ Pi, 再由 Pi 的极小性迫使 Q = annR(x+ I) = Pi 是极小素理想.

Remark. 这时可以给相关素理想一个几何解释. 设 k 是代数闭域, X ⊆ k
n 是非空仿射簇, 那么理想 I(X) 是

根理想并且多项式环 R = k[x1, ..., xn] 中包含 I(X) 的极小素理想全体对应 X 的不可约分支. 而前面的讨论
我们看到, 坐标环 O(X) = R/I(X) 作为 R-模的相关素理想集 AssR(O(X)) 就是含 I(X) 的极小素理想全体.
故相关素理想对应了仿射簇的不可约分支. 所故可把相关素理想集视作仿射簇不可约分支的推广.

1.7 一致维数：通用性质

对任何模 M , 我们已经定义了它的一致维数 u.dimRM . 当 M 不包含非零子模无限直和时, 它有有限的一
致维数, 并且该维数表示 M 的可表示为有限个一致子模直和的本质子模直和项数目. 根据 [定理1.51], 对具有
有限一致维数的模, 它所包含的任何有限直和, 直和项数目都被该模的一致维数控制. 本节主要介绍一些关于
一致维数的基本性质, 它们是后续证明 Goldie 定理的基本工具.

Lemma 1.70. 设 M,M1,M2 是模, 那么
(1)M 的一致维数是 1 当且仅当 M 是一致模.
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(2)M 的一致维数是 0 当且仅当 M = 0.
(3) 若 M 有一致维数 n, 那么它的任何子模 N 满足 u.dimRN ≤ n. 等号成立当且仅当 N 是本质子模.
(4)(一致维数保有限直和)u.dimR(M1 ⊕M2) = u.dimRM1 + u.dimRM2.
(5)M 有有限一致维数的充要条件是 M 满足补子模升链条件. 事实上 u.dimRM 就是补子模链的最大长度.

Proof. (1) 充分性明显. 必要性：假设 M 不是一致的, 则存在非零子模 M ′ 不是本质子模, 于是存在非零子模
C 使得 M ′ ⊕ C 是 M 的本质子模, 这和 u.dimRM = 1 矛盾. (2) 由一致维数的定义即得.

(3) 首先 N 作为具有有限一致维数的模的子模也具有有限一致维数. 如果 N 的一致维数至少是 n+1, 那
么 N 包含 n + 1 个非零子模的直和, 这和 [定理1.51(1)] 矛盾. 故 u.dimRN ≤ n. 下面再说明 u.dimRN = n

当且仅当 N 是本质子模. 若 u.dimRN = n, 那么存在 N 的一致子模 V1, ..., Vn 使得
n⊕

i=1

Vi 是 N 的本质子模,

由 u.dimRM = n 以及 [定理1.51] 可见
n⊕

i=1

Vi 是 M 的本质子模, 从而 N 包含一个子模是 M 的本质子模, 这

说明 N 是本质的. 反之, 若 N 是本质子模, 并设 M 的一致子模 U1, ..., Un 使
n⊕

i=1

Ui 是 M 的本质子模, 那么

每个 Ui ∩N 6= 0 它是 N 的一致子模, 从而 N 包含非零子模的直和
n⊕

i=1

Ui ∩N , 这说明 u.dimRN ≥ n.

(4) 如果 M1,M2 中有一个一致维数不是有限的, 结论直接成立. 下设 M1,M2 均有有限一致维数, 于是由
[引理1.2] 知 M1 ⊕M2 有个本质子模可表为 u.dimRM1 + u.dimRM2 个一致子模的直和.

(5) 根据 [引理1.4], 对每个补子模 X, 若有子模 X ′ 真包含 X, 那么 X ′ 会有非零子模 Y 使得 Y ∩X = 0,
即产生直和 X ⊕ Y . 所以, 当 M 的一致维数 u.dimRM = n < +∞ 时, M 的任何补子模链长度不会超过

n. 否则, 若有补子模严格升链 X0 ⊊ X1 ⊊ · · · ⊊ Xn+1, 会产生直和项数为 n + 1 的非零子模的直和, 这将与
u.dimRM = n 矛盾. 由此我们看到当 M 的一致维数有限时, 任何补子模严格升链长度被一致维数控制, 进而
M 满足补子模升链条件. 反之, 假设 M 没有有限的一致维数, 即 M 包含非零子模的无限直和, 设 M 包含非

零子模的无限直和
∞⊕
i=1

Mi, 对每个 t ≥ 1,
∞⊕
i=t

Mi 真包含
∞⊕

i=t+1

Mi, 故可选取
∞⊕

i=t+1

Mi 的补子模 Ct+1 以及选取

∞⊕
i=t

Mi 的补子模 Ct 使得 Ct ⊊ Ct+1(事实上, 对选定的 Ct, 考虑 Ct+1 = Mt ⊕ Ct 即可). 于是我们得到补子模

严格升链, 得到矛盾. 因此 M 不含非零子模的无限直和, 即它具有有限一致维数. 目前我们已经说明一个模具
有有限一致维数的充要条件是它满足补子模升链条件. 而前面证明过程表明

• 若 u.dimRM = n, 则 M 任何补子模严格升链长度不超过 n.

• 若 M 包含非零子模的直和
n⊕

i=1

Mi, 那么可得长度是 n 的补子模升链 C1 ⊊ · · · ⊊ Cn−1 ⊊ Cn ⊊ M .

• 若 M 包含非零子模的无限直和, M 有无限长的补子模严格升链.

由此可见模 M 的一致维数 u.dimRM 就是补子模链的最大长度.

Remark. 特别地, 结论 (1) 和 (4) 表明如果一个完全可约模可分解为 t 个不可约模直和, 那么 t 就是该完全

可约模的一致维数. 结论 (4) 还表明任何模与其本质扩张具有相同的一致维数.

当我们把含幺环 R 视作自身上的右模 RR 来讨论一致维数时, 把 u.dimRR 记为 r.u.dimR 或 u.dimR.

Example 1.71. 设 R 是右 Noether 环, 那么 r.u.dimR < +∞.
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Example 1.72. 设 H 是四元数环, 它是中心单代数. 我们有 u.dimH = 1. 因为 H 是除环 (也是 R 上有限维
单代数), 所以 H 上不可分内射模同构类只有一个, 即 H 作为自身上右模所在的同构类. 这时 H 作为 R 上内
射模的一致维数为 u.dimRH = 4. 之后会在 [命题1.76] 中看到更一般的一致维数关系.

Remark. 一般地, 如果含幺环 R 是 Artin 半单环, 那么 R 上的 (非零) 模都是完全可约的, 也都是内射模. 因
此 R 上的不可分内射模就是 R 上单模. 如果 R = Mn(k) 是域上矩阵代数, 那么 R 上的不可约模作为 k-模的
一致维数是 n.

下述引理不仅告诉我们含幺环 R 的右商环 Q 如果存在, 那么 R 和 Q 的一致维数同时有限或同时无限,
也提供了证明环/右商环 (如果存在) 中右理想是本质右理想的手段.

Lemma 1.73. 设 R 是含幺环, S 是由一些正则元构成的右 Ore 集 (这时局部化的标准映射 λ : R → Q 是单

射), 那么有右局部化 Q = RS . 对 R 的右理想 I 和 Q 的右理想 J , 记 IS = {as−1|a ∈ I, s ∈ S} 是 Q 的右理

想, J ∩R = λ−1(J) = {b ∈ R|存在s ∈ S使bs−1 ∈ J} 是 R 的右理想. 则有
(1) I 是 R 的本质右理想当且仅当 IS 是 Q 的本质右理想.
(2) J 是 Q 的本质右理想当且仅当 R ∩ J 是 R 的本质右理想.
(3) r.u.dimQ = r.u.dimR.

Proof. 利用 S 中元素均为正则元, 容易验证 R 的任何右理想 I1, I2, 有 I1 ∩ I2 = 0 ⇔ (I1)S ∩ (I2)S = 0. 特别
地, 对右理想 I1, 有 I1 = 0 ⇔ (I1)S = 0. 此外, Q 的任何右理想 J1 总满足 J1 = (J1 ∩ R)S , 故 (1)(2) 明显成
立. 为了看到 (3) 成立, 只需注意下面两个容易验证的事实.

• 对 R 的任何右理想族 {Iα}α∈Λ, (
∑
α∈Λ

Iα)S =
∑
α∈Λ

(Iα)S . 且
∑
α∈Λ

Iα 是直和当且仅当
∑
α∈Λ

(Iα)S 是直和.

• 对 R 的非零右理想 U , U 是一致模当且仅当 US 作为右 Q-模是一致的.

在本节最后我们讨论当含幺环 R 在中心子环 C 上是有限生成模时, 右 R-模的一致维数与其作为 C-模的
一致维数间的关系. 以下结论并不会在 Goldie 定理证明中用到, 初次阅读可跳过.
为叙述方便, 下面固定记号 R 是 C 上模有限代数, 并且 R = Ca1 + · · ·+Cat. MR 是右 R-模, 那么 M 可

视作 C-模. 对 M 的任何 C-子模 N , 记集合 {x ∈ M |xai ∈ N} 为 Na−1
i , 这是 M 的 C-子模. 考虑 C-模同态

j : M/Na−1
i → M/N, x+Na−1

i 7→ xai +N,

易见这是单射并且 j 诱导 M/Na−1
i 的 C-子模格到 M/N 的 C-子模格的保序嵌入.

现在固定 M 的 C-子模, 记 b(N) 是 N 包含的 M 的最大 R-子模, 称为 N 的界. 下面说明

Lemma 1.74. 总有 b(N) =
t∩

i=1

Na−1
i . 如果进一步 N 是 M 作为 C-模的本质 C-子模, 那么每个 Na−1

i 是 M

的本质 C-子模. 这时 b(N) 也是 M 的本质 C-子模. 进而 b(N) 是 M 的本质 R-子模.

Proof. 等式 b(N) =
t∩

i=1

Na−1
i 可直接验证, 这里仅说明等号右边是左边的子集. 任取 x ∈

t∩
i=1

Na−1
i , 那么

xai ∈ N, ∀1 ≤ i ≤ t. 于是 xR ⊆ N . 特别地, xR ⊆ b(N), 这说明 x ∈ b(N). 下面设 N 是 M 的本质 C-子模.
任取 M 的非零 C-子模 X, 如果 Xai = 0, 那么 X ⊆ Na−1

i . 如果 Xai 6= 0, 那么由条件 Xai ∩ N 6= 0, 于是
X ∩Na−1

i 6= 0. 由此知 Na−1
i 是 M 的本质 C-子模. 其余是明显的.
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Lemma 1.75. 集合 {N ⊆ M |N是M的C-子模且b(N) = 0} 作为关于包含关系的非空偏序集存在极大元.

Proof. 记 S = {N ⊆ M |N是M的C-子模且b(N) = 0}, 由 0 ∈ S 知 (S,⊆) 是非空偏序集. 下面用 Zorn 引理说
明 (S,⊆) 中存在极大元. 任取其全序子集 {Ni}i∈Γ, 那么

∪
i∈Γ

Ni 也是 M 的 C-子模. 下面通过验证

b(
∪
i∈Γ

Ni) =

t∩
j=1

(∪
i∈Γ

Ni

)
a−1
j = 0

来说明 (S,⊆) 满足 Zorn 引理使用条件. 任取 x ∈ b(
∪
i∈Γ

Ni), 对每个 1 ≤ j ≤ t 有某个 ij ∈ Γ 使得 xaj ∈ Nij .

于是由 {Ni}i∈Γ 全序知存在某个 1 ≤ j0 ≤ t 使得 xaj ∈ Nij0
, ∀1 ≤ j ≤ t. 于是知 x ∈ b(Nij0

) = 0.

Proposition 1.76. 设 R是中心子环 C 上模有限代数,设 R = Ca1+· · ·+Cat,并给定右 R-模M , u.dimRM =

d. 根据 [引理1.75], 可选取 {N ⊆ M |N是M的C-子模且b(N) = 0} 中关于包含关系的极大元, 记作 N . 则:
(1) u.dimC(M/N) ≤ d ≤ u.dimCM ≤ dt.
(2) 如果 MR 是不可约模, 那么 MC 是完全可约模并且长度至多为 t, 即有 1 ≤ ℓC(M) ≤ t. 并且将 MC 分解

为不可约 C-模直和 (只可能是有限多项) 后, 直和项两两同构.
(3) 如果 MR 是有限长的模, 那么 MC 也是有限长的模.

Proof. (1) 从 [定理1.51] 不难看到 u.dimRM ≤ u.dimCM . 假设 u.dimC(M/N) ≥ d+ 1, 那么 M 存在真包含

N 的 C-子模 X1, ..., Xk, k ≥ d+1使得在M/N 中有 X1⊕· · ·⊕Xk,其中 Xi = Xi/N . 因为 N 的极大性,所以
每个 Xi 满足 b(Xi) 6= 0, 是 M 的非零 R-子模. 因为 M 作为 R-模的一致维数是 d, 所以存在某个 1 ≤ j ≤ k,
使得 b(Xj)∩ (

∑
i ̸=j

b(Xi)) 6= 0. 于是 N ⊇ Xj ∩ (
∑
i ̸=j

Xi) 6= 0. 即 N 包含某个非零 R-模, 这与 b(N) = 0 矛盾. 因

此 u.dimC(M/N) ≤ d. 考虑之前引入的 C-子模格间的保序嵌入 j : M/Na−1
i → M/N, x+Na−1

i 7→ xai +N ,

那么 j 保持 C-子模的有限直和表明 u.dimCM/Na−1
i ≤ u.dimCM/N ≤ d. 结合

t∩
i=1

Na−1
i = 0(见 [引理1.74])

知 M 到
t⊕

i=1

M/Na−1
i 的标准映射是 C-模嵌入, 所以 u.dimCM ≤ u.dimC

t⊕
i=1

M/Na−1
i ≤ dt.

(2)这时条件选取的 C-模 N 就是 M 的极大 C-子模. 因此 j : M/Na−1
i → M/N, x+Na−1

i 7→ xai+N 是

C-模嵌入表明 M/Na−1
i 不是零模就是不可约 C-模. 所以结合刚刚指出的 M 作为 C-模可嵌入

t⊕
i=1

M/Na−1
i

知 M 是完全可约 C-模. 并且由
t⊕

i=1

M/Na−1
i 作为完全可约 C-模可分解为不超过 t 个不可约模的直和知其长

度不超过 t. 所以 MC 的长度也不超过 t. 注意到只要 M/Na−1
i 6= 0, 就有 C-模同构 M/Na−1

i
∼= M/N . 因此

由 Krull-Schmidt 定理知 MC 分解为有限多个不可约 C-模, 直和项间两两同构.
(3) 如果 MR 有有限长, 不妨设 M 6= 0. 设 M 有合成列 M = M1 ⊋ M2 ⊋ · · · ⊋ Ms ⊋ Ms+1 = 0. 由 (2)

知 Ms 和 Ms−1/Ms 作为 C-模都有有限长, 于是 Ms−1 作为 C-模也有有限长. 同理结合 Ms−2/Ms−1 是不可

约 R-模得到它作为 C-模有有限长. 依次类推可得 M 作为 C-模有有限长.

Remark. 如果设 t 是 R 作为有限生成 C-模的最小生成元集数目, 那么 [例1.72] 表明 u.dimCM ≤ dt 可能取

到等号. 例如我们设 RC 是秩为 t 的自由模, 那么总有 u.dimRM ≤ u.dimCM ≤ (u.dimRM)(rankCR).

Example 1.77. 设 k 是域, R = M2(k) ⊕ M3(k). 那么 R 是 Artin 半单环, 因此不可约模等价于不可分内射
模. 这时 R 共有两个极大理想 M2(k)⊕ 0 以及 0⊕ M3(k). 对应 0⊕ k

3 和 k
2 ⊕ 0 所在的不可约模同构类. 分

别记上述两个不可分内射 R-模为 E1, E2. 那么若 C = k, 则 u.dimCE1 = 3, u.dimCE2 = 2.
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2 Goldie 定理

2.1 Goldie 环

本节介绍右 Goldie 环的概念和基本性质, 它是接下来讨论的基本对象. 之前提到, Goldie 定理说含幺环
R 存在右商环 Q 并且 Q 是 Artin 半单的充要条件是 R 是半素右 Goldie 环. 在引入下面 Goldie 环的定义后,
我们马上可以看到该命题的必要性证明 (见 [命题2.3]).

Definition 2.1 (Goldie 环). 若含幺环 R 满足右零化子升链条件且 r.u.dimR < +∞, 称 R 是右 Goldie 环.

Example 2.2. 因右 Noether 环 R 满足补子模和右零化子升链条件, 故 R 是右 Goldie 环.

设 λ : R → RS 是右局部化定义中的环同态, 若 S 是由 R 的一些正则元构成的乘闭子集, 那么 λ 是单射,
即 R 可嵌入右局部化 Q = RS . 下面我们来看看当 Q 存在时, Q 的特性可反过来蕴含 R 的哪些信息.

Proposition 2.3. 若含幺环 R 有一些正则元构成的乘闭子集 S 使得右局部化 Q = RS 存在, 那么
(1) 如果 Q 是右 Goldie 环, 那么 R 也是右 Goldie 环.
(2) 如果 Q 是 Artin 半单环, 那么 R 是半素右 Goldie 环.
(3) 如果 Q 是 Artin 单环, 那么 R 是素右 Goldie 环.

Proof. 由于 Q = RS 存在, 所以乘闭子集 S 是由一些正则元构成的右 Ore 集.
(1)设 Q是右 Goldie环, 那么 [引理1.73(3)]表明 R 有有限右一致维数. 对任给 R 的右零化子 rannRX ⊊

rannRY , 其中 X,Y 是 R 的子集, 易验证 rannQX ⊊ rannQY . 于是由 Q 满足右零化子升链条件保证了 R 也

满足右零化子条件, 所以 R 是右 Goldie 环.
(2) 由于 Q 是右 Artin 的, 所以也是右 Goldie 环, 于是 (1) 的结果表明 R 是右 Goldie 环. 下面验证 R 是

半素环. 为此, 我们说明 R 没有非零幂零理想. 设 N 是幂零理想, 需要说明 N = 0. [引理1.1] 表明 lannN 是
本质右理想. 因为 S 是 R 的由一些正则元构成右 Ore 集, 故 [引理1.73(1)] 说 (lannN)S 是 Q 的本质右理想.
而 Q 是 Artin 半单环蕴含 (lannN)S 是直和因子, 于是知 Q = (lannN)S . 从而 lannN 中有正则元, 故 N = 0.

(3) 和 (2) 类似地, 易知 R 是右 Goldie 环. 为了得到 R 是素环, 我们说明对任何非零理想 I, J ⊆ R 有

IJ 6= 0. 设 λ : R → Q 是右局部化的嵌入映射, 那么 λ(I) 在 Q 中生成的理想是 Q, 由此可以看到 λ(I) 在 Q

中生成的左理想也是 Q: 具体地, 利用 RS 中有限个元素都有公分母, 可设 1Q =
n∑

i=1

λ(ri)λ(si)
−1λ(ai)λ(d)

−1,

其中 si, d 是正则元, ai ∈ I, ri ∈ R. 那么 λ(d) 作为 Q 中可逆元在 λ(I) 生成的左理想内. 由此知 Qλ(I) = Q,
同样地, 有 Qλ(J) = Q. 现在, 利用 Qλ(IJ) = Qλ(I)λ(J) = Qλ(J) = Q 便可看到 IJ 6= 0.

Example 2.4. 任何整区 R 关于所有正则元构成的乘闭子集 S 的商环 RS 就是它的商域, 即 RS 是域, 所以
整区总是右 Goldie 环. 而整区未必是 Noether 的, 所以我们可以构造是右 Goldie 环但不 Noether 的例子.

给定含幺交换环 K 上的素 PI 代数 R(例如素 PI 环), Posner 定理表明 R 的关于非零中心正则元全体的

右局部化存在并且是其中心上的有限维中心单代数, 进而是 Artin 单代数. 所以 [命题2.3(3)] 告诉我们

Corollary 2.5. 含幺交换环 K 上的素 PI 代数 R 是右 Goldie 环. 特别地, 素 PI 环是右 Goldie 环.
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2.2 Goldie 定理

在正式证明 Goldie 定理前, 还需做一些准备. 称环的右零化子集中极大元为极大右零化子.

Lemma 2.6. 设含幺环 R 满足右零化子升链条件, 那么
(1) 每个极大右零化子形如 rann(a).
(2) 对每个 b ∈ R, 存在正整数 m 使得 rann(bm) = rann(bm+1) = · · · , 此时 bmR ∩ rann(bm) = 0.
(3) R 的任何诣零左 (右) 理想会包含一个非零幂零左 (右) 理想.

Proof. (1) 是明显的. (2) 正整数 m 的存在性由右零化子升链条件保证. 容易验证 bmR ∩ rann(bm) = 0. 最
后证明 (3), 以左为例. 设 L 是非零诣零左理想, 取 rann(a) 是 {rann(a)|a 6= 0 ∈ L} 中极大元, 下面通过说明
aya = 0, ∀y ∈ R来得到 Ra是非零幂零左理想. 对 y ∈ R, 设正整数 k 使 (ya)k = 0, (ya)k−1 6= 0, 那么 rann(a)
的极大性迫使 rann(a) = rann(ya)k−1, 因此 aya = 0.

Remark. 特别地, 半素右 Goldie 环不含非零的诣零单边理想.

Lemma 2.7. 设 R 是满足右零化子升链条件的含幺环, 那么它的右奇异理想 ζ(R) = {a ∈ R|存在E ∈
F(R)使得aE = 0}, 其中 F(R) 是 R 的本质右理想集, 是幂零理想. 特别地, 若进一步 R 是半素的 (例如
R 是半素右 Goldie 环), 有 ζ(R) = 0

Proof. 记 I = ζ(R), 那么由 R 满足右零化子升链条件知对充分大的正整数 n 有 rannIn = rannIn+1. 下证
In+1 = 0. 假设 In+1 6= 0, 取 {rann(a)|a ∈ I, Ina 6= 0} 的极大元 rann(a). 对每个 b ∈ I, 由奇异理想的定义知
rann(b) 是 R 的本质右理想, 那么 rann(b)∩ aR 6= 0, 那么 rann(a) 的选取方式迫使 Inba = 0. 因此 In+1a = 0,
从而 Ina = 0, 矛盾! 因此 In+1 = 0, 得证.

Lemma 2.8. 设 R 是具有有限右一致维数且奇异理想 ζ(R) = 0 的半素环 (例如半素右 Goldie 环, 之后我们
会看到这是半素右 Goldie 环的等价刻画). 那么 R 的任何右正则元 c 是正则元且 cR 是 R 的本质右理想.

Proof. c 的右正则性使 RR 的子模 cR 和 R 同构, 故 u.dim(cR) = u.dimR, 进而 [引理1.70(3)] 表明 cR 是 R

的本质右理想. 因为 ζ(R) = 0, 所以 lann(cR) = 0, 那么 lann(c) = 0, 从而 c 是正则元.

下述命题在半素右 Goldie 环层面建立了本质右理想和正则元之间的联系.

Proposition 2.9 (Goldie). 设 R 是具有有限右一致维数且右奇异理想 ζ(R) = 0 的半素环, 那么
(1) 对 R 的右理想 I, I 包含一个元素 c 使得 rann(c) ∩ I = 0.
(2) 对 R 的右理想 I, I 是本质的当且仅当 I 包含 R 的一个正则元.
特别地, 半素右 Goldie 环的一个右理想是本质右理想当且仅当它包含一个正则元.

Proof. (1) 我们分两步来证明满足条件的 c 的存在性.
Step1. 我们先说明当 IR 是一致模时, 存在 c ∈ I 满足条件. 事实上, 因为 I 是一致模, 所以存在 I 中非

零元 c, d 使得 cd 6= 0. 下面说明 V = rann(c) ∩ I 是零. 假设 V 6= 0, 那么 V 是 I 的本质子模, 从而对上述非
零元 d, 有 d−1V = {a ∈ R|da ∈ V }(回忆 [引理1.2(3)]) 是 R 的本质右理想. 而 cd(d−1V ) = 0 以及 ζ(R) = 0

让我们得到了矛盾. 因此 V = rann(c) ∩ I = 0. 所以当 I 是一致模时, 满足条件的 c 存在.
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Step2. 对一般的情形, 不妨设 I 6= 0. 因为 R 具有有限右一致维数, 所以 R 的任何非零右理想有有限

一致维数, 于是 [引理1.49] 告诉我们 R 的任何非零右理想包含某个一致子模. 那么 I 包含一致子模 U1, 于是
存在 a1 ∈ U1 使得 rann(a1) ∩ U1 = 0. 如果 rann(a1) ∩ I = 0, 取 c = a1 即可. 否则, 对 R 的非零右理想

rann(a1) ∩ I, 包含一致模 U2, 那么同样存在 a2 ∈ U2 使得 rann(a2) ∩ U2 = 0. 注意这时有

a1R⊕ a2R⊕ (rann(a1) ∩ rann(a2) ∩ I) ⊆ I

(具体地, 首先 a1R ⊕ (rann(a1) ∩ I) ⊆ I, 在 rann(a1) ∩ I 中有直和分解 a2R ⊕ (rann(a1) ∩ rann(a2) ∩ I)). 如
果这里 rann(a1) ∩ rann(a2) ∩ I = 0, 那么 c = a1 + a2 满足条件. 重复上述讨论, 因为 R 具有有限右一致维数,
因此上述讨论在有限步后终止. 具体地, 在第 k 步得到

a1R⊕ a2R⊕ · · · ⊕ akR⊕ (rann(a1) ∩ rann(a2) ∩ · · · ∩ rann(ak) ∩ I) ⊆ I

不妨设此时已稳定, 那么 rann(a1) ∩ rann(a2) ∩ · · · ∩ rann(ak) ∩ I = 0. 选取 c =
k∑

i=1

ai 即可.

(2) 必要性：设 I 是本质右理想, 由 (1) 可选取 c ∈ I 使得 rann(c)∩ I = 0, 进而 rann(c) = 0, 这说明 c 是

右正则元, 现在应用 [引理2.8], 得到 c 是正则元. 充分性：设 c ∈ R 是正则元, [引理2.8] 表明 cR 是本质右理

想, 所以 I 也是本质右理想.

含幺环 R 在全体正则元构成的乘闭子集处的右局部化 Q 若存在, 则称 Q 是 R 的右 (经典) 商环. 例如右
Ore 整区的右商环是除环. 现在我们可以给出主定理——Goldie 定理的证明.

Theorem 2.10 (Goldie 定理). 设 R 是含幺环, 那么以下四条等价：
(1) R 是半素右 Goldie 环.
(2) R 半素, 右奇异理想 ζ(R) = 0 且 R 具有有限右一致维数.
(3) R 满足对任何右理想 I, I 是本质右理想的充要条件是 I 含某个 R 中正则元.
(4) R 的右商环 Q 存在且是 Artin 半单环.
更进一步, 含幺环 R 是素右 Goldie 环的充要条件是右商环 Q 存在且 Q 为 Artin 单环.

Proof. 在 [引理2.7] 中已证 (1)⇒(2). [命题2.9(2)] 中已证 (2)⇒(3). [命题2.3(2)] 中已证 (4)⇒(1). 所以我们只
要验证 (3)⇒(4). 要说明右商环的存在性, 只需说明 R 的所有正则元构成的乘闭子集 S 是右 Ore 集. 下证 S

满足右 Ore 条件, 即对任给 a ∈ R, d ∈ S 有 aS ∩ dR 6= ∅. 这时正则元 d 满足 dR 是 R 的本质右理想, 应
用 [引理1.2(3)] 立即得到 a−1(dR) 是 R 的本质右理想, 于是得到 a−1(dR) 包含一个正则元 c, 即 ac ∈ dR, 所
以 aS ∩ dR 6= ∅. 由此得到右商环 Q 存在. 再通过说明 QQ 是完全可约模来得到 Q 是 Artin 半单环. 从 [引
理1.2(6)] 我们看到只需验证 Q 的本质右理想 J 只有 Q 自身. 根据 [引理1.73(2)] 得到 R ∩ J 是 R 的本质右

理想, 所以由条件 J ∩R 包含 R 的一个正则元 c, 于是 J 包含一个 Q 的可逆元, 故 J = Q.
最后我们来说明 R 是素右 Goldie 环的充要条件是右商环 Q 存在且是 Artin 单环. [命题2.3(3)] 中已证充

分性. 必要性：这时 Q 已经是 Artin 半单环, 只要说明 Q 单. 任取 Q 的非零理想 X, 那么 R ∩X 是 R 的非

零理想, 进而由 R 是素环得到 R ∩X 是本质右理想. 同样由 [命题2.9(2)] 得 R ∩X 含 R 的一个正则元, 所以
X 含 Q 中可逆元, 由此得到 X = Q. 因此 Q 是单环.

Remark. 因为素环的非零理想总是本质右理想, 故右 Noether 素环的非零理想有正则元.
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Example 2.11. 因为半素右 Noether 环一定是半素右 Goldie 环, 所以半素右 Noether 环的右商环存在且是
Artin 半单环. 特别地, 右 Noether 整环关于非零元全体构成的乘闭子集可作局部化. 即右 Noether 整环是右
Ore 整环 (回忆 [例1.27]). 我们当然也可以不使用 Goldie 定理直接地去说明右 Noether 整环是右 Ore 整环：
只需说明对右 Noether 整环 R 中任何非零元 a, b, 有 aR ∩ bR 6= 0 即可. 若不然, 设 aR ∩ bR = 0, 我们说明这
会导致

∞∑
n=0

bnaR 是右理想直和, 进而 R 有右理想严格升链, 得到矛盾. 假设
∞∑

n=0

bnaR 不是直和, 那么存在不

全为零的元素

rs, rs+1, ..., rt−1, rt ∈ R(s < t, rs, rt 6= 0)

使得 bsars + bs+1ars+1 + · · ·+ btart = 0, 这蕴含 ars ∈ aR ∩ bR, 但 ars 6= 0, 得到矛盾. 类似地, 素右 Noether
环也有右商环, 并且右商环是 Artin 单环, 进而知右 Noether 环关于素理想的商总有右商环, 且其中心是域.

2.3 Order 理论初步

如果含幺环 Q 的任何正则元都是可逆元, 则称 Q 是商环 (ring of quotients). 易见 Q 是商环当且仅

当它是自身关于正则元全体的右 (左) 局部化 (即 Q 的右商环存在且局部化映射是同构). 例如 Artin 环总
是商环. 考虑连续函数环 T = C[0, 1], 那么 x − 1/2 是 T 中正则元但不是可逆元, 所以 T 不是商环. 存
在非 Artin 的商环, 例如考虑集合 A = [0,+∞), 考虑幂集 Q = P(A), 对任何 X,Y ∈ Q, 由 X + Y =

(X − Y )∪ (Y −X), X · Y = X ∩ Y 可赋予 Q 上含幺交换环结构, 零元为 ∅, 幺元为 A, 不难看出 Q 中任何非

幺元的元素都不是正则元, 即幺元是唯一的正则元. 记 In = P([n,+∞)), 那么 In 是 Q 的理想并且给出 Q 的

理想严格降链 I1 ⊋ · · · ⊋ · · · ⊋ In ⊋ In+1 ⊋ · · · . 所以 Q = P(A) 是非 Artin 的交换商环.

Example 2.12. 设含幺环 R 的正则元集为 S, 并设右商环 Q = RS 存在, 那么右商环是商环.

Proof. 需要验证任何正则元 as−1 ∈ Q 满足 a ∈ S 来得到 Q 是商环. 任给非零元 b ∈ R, 由 as−1 是 Q 中正则

元知 ba 6= 0. 因为 sb 6= 0, 因此 ab = (as−1)(sb) 6= 0. 由此得到 a 是 R 中正则元, 这蕴含 as−1 可逆.

Remark. 因此一个含幺环 Q 是商环当且仅当 Q 是某个含幺环的右商环.

Definition 2.13. 设 Q 是商环, 如果 Q 的子环 R(未必含幺) 满足任何 Q 中元素形如 as−1, 其中 a, s ∈ R, 则
称 R 是 Q 中的右 order. 如果 Q 的子环 R 满足任何 Q 中元素形如 s−1a, 其中 a, s ∈ R, 则称 R 是 Q 中的

左 order. 如果 Q 的子环 R 既是 Q 中右 order 又是左 order, 则称 R 为 Q 中 order.

Remark. 根据定义, 如果 R 是商环 Q 中的右 order, 那么 Q 的任何包含 R 的含幺子环也是 Q 的右 order.

Remark. 在代数数论中, 设 L 是代数数域并设 n = [L : Q], 如果 L 的含幺子环 O 是秩为 n 的自由 Abel 群,
则称 O 是 L 的 order. L 的整数环 OL 总是 L 的 order, 并且任何 L 的 order 都是 Z 的整扩张, 这说明 OL

是 L 中最大的 order, 因此也把 OL 称为 L 的 maximal order. “order”一词源于 Dedekind 对 OL 的命

名. 数论中人们研究 order 的主要动机是它可以覆盖很多与代数数域的整数环性质类似但未必是 Dedekind 整
区的例子. 设 D 是既不是 0也不是 1的无平方因子整数, 二次域 K = Q(

√
D) 的整数环 OK 满足 OK = Z[ω],

其中

ω =

(1 +
√
D)/2, D ≡ 1(mod 4)

√
D, D ≡ 2, 3(mod 4).
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并注意到 Frac(Z[
√
D]) = Frac(Z[(1 +

√
D)/2]) = Q(

√
D). 现取 D = 5, 那么 K = Q(

√
5) 的整数环 OK =

Z[(1+
√
5)/2] ⊋ Z[

√
5]. 因为 Z[

√
5] ⊆ Q(

√
5)不是整闭扩张,所以 Z(

√
5)不是 Dedekind整区. 特别地, Z(

√
5)

和 Z[(1+
√
5)/2] 是不同构的整区, 但它们具有同构的商域. 这里 Z[

√
5] 是秩为 2 的自由 Abel 群, 因此 Z[

√
5]

是 Q(
√
5) 中的 order. 一般地, 如果 D 满足 D ≡ 1(mod 4), 那么 Z[

√
D] ⊊ Z[(1 +

√
D)/2] 并且 Z[

√
D] 是秩

为 2 的自由 Abel 群. 同样 Z[
√
D] ⊊ Q(

√
D) 不是整闭扩张说明 Z[

√
D] 不是 Dedekind 整区, 因此 Z[

√
D] 是

异于 Q(
√
D) 的整数环的 order. 所以考虑代数数域的 order 使得我们可以研究比其整数环更丰富却享有类似

性质的整环类. 设 O 是代数数域 L 的含幺子环且满足 ZO 是有限生成模, 那么 O 是 L 中 order 的充要条件
是 O 所生成 L 的 Q-子空间是 L. 因此在非交换代数领域, 人们使用此刻画来推广 order 的概念: 设 K 是域,
R 是 K 的含幺子环 (所以 R 是整区), A 是有限维 K-代数, Λ 是 A 的含幺子环并且是有限生成 R-模. 如果
KΛ = A(即 Λ 在 A 中生成的 K-子空间是 A), 则称 Λ 是 A 中的 R-order. 如果取 K = Q, R = Z, A 是代数
数域 L, 那么 L 中的 Z-order 就是 L 中的 order. 例如考虑整区 R 及其商域 K, 那么 Mn(R) 是 Mn(K) 中的

R-order. 如果 G 是有限群, 那么群代数 RG 是 KG 中的 R-order. 更一般地, 就有上面定义里商环中 order 的
概念. 并且商环中的 order 概念覆盖了非交换代数中的经典定义: 首先, 有限维 K-代数 A 作为 Artin 环是商
环. 其次, 因为 KΛ = A, 所以对任何 a ∈ A, 存在 k1, ..., km ∈ K,λ1, ..., λm ∈ Λ 使得 a = k1λ1 + · · · + kmλm.
设 kj = sjt

−1
j , 这里 sj , tj ∈ R, 那么化简可知存在 λ ∈ Λ 使得 λ(t1 · · · tm1Λ)

−1 = a, 这说明如果 Λ 是有限维

K-代数 A 中的 order, 则 Λ 也是商环 A 中的 order.

Proposition 2.14. 设 R 是 Noether整区, K 是 R 的商域且 A是有限维 K-代数. 那么 A中总存在 R-order.

Proof. 任取 A 的一个 K-基, 并作该基生成的有限生成 R-模 M . 命 Λ = {a ∈ A|aM ⊆ M}, 易见 Λ 是 A 的

含幺子环, Λ 是有限生成 R-模并且 Λ ⊇ R. 下证 Λ 是 A 中 R-order. 只需证明对任何 b ∈ A, 存在 r ∈ R 使得

rb ∈ Λ. 取 RM 的一个有限生成元集 {m1, ...,mt}, 对每个 mi, 不难看到存在 ri ∈ R 使得 ribmi ∈ M(因为 M

作为集合包含一个 A 的 K-基). 取 r = r1 · · · rt 即可.

Example 2.15. 设含幺环 R 的右商环 Q 存在. 那么 R 是 Q 中右 order. 如果 R 的左、右商环都存在, 设为
Q, 那么 R 是 Q 中的 order. 前面我们已经看到 Z[

√
5] 和 Z[(1 +

√
5)/2] 有公共的商域 Q(

√
5), 所以 Z[

√
5] 和

Z[(1 +
√
5)/2] 都是 Q(

√
5) 中 order. 即商环中的 order 可能不唯一. 命

R =

(
Z Z
0 Z

)
, Q =

(
Q Q
0 Q

)

那么 R 是 Q 中 order 且 Q 是 Artin 环, 通过下面的 [命题2.16] 可知 Q 是 R 的右商环.

Proposition 2.16. 设 R 是商环 Q 中的右 order, 记 S = {Q中可逆元} ∩R, 那么 Q = RS . 如果进一步 Q 是

右 Artin 的或者 R 是 Q 中 order, 则 S 就是 R 所有正则元构成的集合. 这时 Q 是 R 的右商环.

Proof. 因为 S 中元素都是 Q 中正则元, 因此 S 是 R 的正则元集的子集. 记 λ : R → Q 是标准嵌入, 那么
λ(S) = S 在 Q 中可逆并且由 R 是右 order 知 Q 中元素都可以表示为 as−1 = λ(a)λ(s)−1, a ∈ R, s ∈ S 的形

式. 0 = Kerλ = {a ∈ R|存在s ∈ S使得as = 0}, 因此 (Q,λ) 是 R 关于 S 的右局部化, 即 Q = RS .
下设 Q 进一步是右 Artin 环. 前面已经指出 S 中元素都是 R 中正则元. 所以下面需要验证 R 中正则元

都是 Q 中可逆元. 因为 Q 是右 Artin 的, 所以只要验证任何 R 中正则元 a 是 Q 中右正则元即可. 任取 Q 中

非零元素 x, 因为 R 是右 order, 所以可设 x = bt−1 6= 0 ∈ R, t ∈ S, 进而 ax = abt−1 6= 0. 这说明 a 可逆.
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最后, 设这时 R 是商环 Q 中的 order. 任给 R 中正则元 a, 为了说明 a 是 Q 中可逆元, 只需验证 a 是

Q 中正则元. 任取非零元 x ∈ Q, 需要验证 ax, xa 6= 0. 因为 R 是 order, 所以存在 b, c ∈ R, u, v ∈ S 使得

x = bu−1 = v−1c. 那么 ax = abu−1 6= 0, xa = v−1ca 6= 0. 因此 S 就是 R 的正则元集.

Remark. 特别地, 商环中的任意两个 order(右 Artin 环中任意两个右 order) 具有相同的商环.

Example 2.17. 设 R 是素 PI 环, 记其中心为 Z, S = Z − {0} 是中心正则元集. 根据 Posner 定理, RS 是其

中心 ZS 上的有限维中心单代数, 故 RS 是商环. 这时 λ : R → RS , a 7→ a1−1 是单环同态. 所以 R 是商环 RS

中的 order. 特别地, 如果素环 R 在其中心 Z 上是有限生成模, 那么 R 是有限维 ZS-代数 RS(中心单代数) 中
的 order. 例如取 R 是整区, 则 Z = R 是素 PI 环, RS 就是整区的商域 Q, 那么该素 PI 环的例子便是整区是
其商域中的 order 的非交换推广. 反之, 如果含幺环 R 是某个有限维中心单代数中的 order, 那么 R 一定是素

环: 根据 Goldie 定理, R 的右商环存在且右商环是 Artin 单环的充要条件是 R 为素右 Goldie 环可知 R 是素

环. 因为 Q 是有限维代数, 所以 Q 是 PI 环, 因此 R 是素 PI 环. 即有限维中心单代数中的 order 都是素 PI
环. 于是结合 Posner 定理可知 R 是素 PI 环的充要条件是 R 的右商环存在且为有限维中心单代数.

设 R 是商环 Q 中的 order, 那么 [命题2.16] 表明 R 中正则元均在 Q 中可逆且 Q 就是 R 的右商环. 反之,
如果 R 存在右商环 Q, 设局部化映射 λ : R → Q 并将 R 与 λ(R) 视作等同, 那么 [例2.12] 表明 R 是商环 Q

中的右 order. 所以研究商环 Q 中的 order 本质上就是研究左、右商环存在且为 Q 的环. 回到数论场景, 设 L

是代数数域, O 是 L 中的 order(即 O 生成的 L 的 Q-线性子空间就是 L), 那么 L 中任何元素都可以表示为

as−1 的形式, 其中 a ∈ O, s ∈ Z ⊆ O. 之前我们也已经看到这时商环 L 的子环 O 就是该商环中的 order. 因
此 O 的商域就是 L. 研究代数数域 L 中 order 可以理解为研究所有商域是 L 的整区.

Lemma 2.18. 设 R 是右商环 Q 中的右 order, S 是 Q 中的子环. 如果存在 Q 中可逆元 a, b 使得 aRb ⊆ S,
那么 S 也是 Q 的右 order.

Proof. 设 Q有可逆元 a, b使得 aRb ⊆ S. 任取 q ∈ Q,那么由 R是右 order知存在 r, t ∈ R使得 a−1qa = rt−1.
那么 q = art−1a−1 = (arb)(atb)−1. 根据条件, 这里 arb, atb ∈ S, 因此 S 是 Q 中的右 order.

Remark. 如果取 a = b = 1, 我们也可以看出 Q 的包含 R 的含幺子环是 Q 中右 order.

Proposition 2.19. 设含幺环 R 是素右 Goldie 环, I 是 R 的非零理想, S 是 R 的含幺子环满足 I ⊆ S. 那么
S 也是素右 Goldie 环并且 S 和 R 有相同的右商环.

Proof. 根据 Goldie 定理, R 存在右商环 Q 且为 Artin 单环. 因为 R 是素环, 所以 I 是 R 的本质右理想, 进而
由 [定理2.10(3)] 知 I 包含 R 的某个正则元, 记作 c. 因此由 Q 是商环 (见 [例2.12]) 知 c 为 Q 的可逆元. 于
是由 cR ⊆ S 以及 [引理2.18] 便知 S 是 Q 中右 order. 应用 [命题2.16] 便知 Q 是 S 的右商环. 最后由 Goldie
定理, S 作为右商环存在且是 Artin 单环的环必为素右 Goldie 环.

Definition 2.20 (等价 orders). 设 Q 是商环, R1, R2 都是 Q 中右 order. 如果存在 Q 中可逆元 a1, a2, b1, b2

使得 a1R1b1 ⊆ R2 且 a2R2b2 ⊆ R1, 那么称 R1 与 R2 是等价的, 记作 R1 ∼ R2.

Example 2.21. 设 Q = Q(
√
5), R1 = OQ, R2 = Z[

√
5], 那么 R1 ∼ R2.

下面的引理表明代数数域中任意两个 Z-orders 等价 (与代数数域的整数环比较).
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Lemma 2.22. 设 Q 是商环, R1, R2 是 Q 中等价的 orders 并且 R1 ⊆ R2. 那么存在 Q 中可逆元 a, b ∈ R1 使

aR2b ⊆ R1.

Proof. 因为 R1, R2 是等价的 orders, 所以存在 Q 中可逆元 u, v 使得 uR2v ⊆ R1. 命 u = as−1, v = bt−1, 这里
a, b, s, t ∈ R1. 这时 aR2b ⊆ as−1R2b ⊆ R1t ⊆ R1.

固定商环 Q, 那么 Q 中所有右 order 间的等价确实是等价关系. 因此每个右 order 都在唯一的等价类中
(在数论场景, 代数数域所有的 Z-order 在同一个等价类中). 如果 Q 中右 orderR 是其所在等价类中的极大元,
则称 R 是 maximal 右 order. 类似可定义 maximal 左 order 和 maximal order 的概念.

Proposition 2.23. 设含幺环 R 是单右 Goldie 环, 那么 R 是 (右商环中的)maximal 右 order.

Proof. 如果存在和 R 等价的 order S ⊇ R, 那么由 [引理2.22] 知存在非零元 a, b ∈ R 使得 aSb ⊆ R. 特别地,
RaSbR ⊆ R. 于是 (RaR)S(RbR) ⊆ R. 结合 R 是单环便得 R = S.

Example 2.24. 特征为零的域上的 Weyl 代数都是 maximal order.

下面做一些准备后证明素右 Goldie 环如果是 maximal 右 order, 那么其中心是整闭整区 (见 [定理2.26]).
称整区 R是完全整闭的,如果 Q = FracR满足对任何 a 6= 0, q ∈ Q, aqn ∈ R对所有正整数 n成立蕴含 q ∈ R.

Lemma 2.25. 设 R 是整区. 如果 R 是完全整闭的, 那么 R 是整闭的. 如果 R 进一步是 Noether 的, 那么 R

是整闭性蕴含完全整闭性. 特别地, 对 Noether 整区, 整闭性与完全整闭性等价.

Proof. 设 R 是完全整闭整区, 并记 Q 是 R 的商域. 任取 R 上整元 q ∈ Q, 那么 R[q] 是有限生成 R-模. 所以
存在 a 6= 0 使得 aR[q] ⊆ R. 特别地, aqn ∈ R, ∀n ≥ 1. 所以由 R 的完全整闭性知 q ∈ R. 这就证明了 R 是

整闭整区. 现在设 R 是 Noether 整闭整区, 下证 R 是完全整闭的. 如果 a 6= 0, q ∈ Q 满足 aqn ∈ R, ∀n ≥ 1,
那么 aR[q] ⊆ R. 于是在 Q 中有 R[q] ⊆ Ra−1. 注意到 Ra−1 是 Noether 环 R 上的循环模, 所以 R[q] 也是

Noether 模. 特别地, R[q] 是有限生成模. 这说明 q 是 R 上整元, 于是由 R 的整闭性得到 q ∈ R.

Theorem 2.26. 设 R 是素右 Goldie 环, 中心为 Z. 如果 R 是 maximal 右 order, 那么 Z 是整闭整区..

Proof. 根据 [引理2.25], 若能证明 Z 是完全整闭整区, 便有结论成立. 下证 Z 是完全整闭整区. 设 a 6= 0, q ∈
FracZ 满足 aqn ∈ Z, ∀n ≥ 1. 根据 Goldie 定理, 这时 R 的右商环 Q 存在且为 Artin 单环, R[q] 自然是 Q 的

右 order, 并且 R[q] ∼ R. 因此由 R 是 maximal 右 order 便知 R = R[q]. 特别地, q ∈ Z.

Corollary 2.27. 设 R 是整区, 那么 R 是 maximal order 的充要条件是 R 完全整闭.

Proof. 必要性来自 [定理2.26] 的证明过程. 下证充分性: 设 R′ 是 R 的商域中与 R 等价的 order 并且满足
R′ ⊇ R. 并注意 R ∼ R′ 也说明存在 a 6= 0 ∈ R 使得 aR′ ⊆ R. 任取 q ∈ R′, 那么 aqn ∈ R, ∀n ≥ 1. 所以由 R

是完全整闭整区可知 q ∈ R. 这说明 R = R′.

Example 2.28. 如果含幺环 R 是右 Noether 素环或素 PI 环 (见 [推论2.5]), 那么当 R 是 maximal 右 order
时, R 的中心是整闭整区.
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3 Goldie 理论的应用

3.1 Noether PI 蕴含 FBN

Definition 3.1. 如果一个素环 R 的任何本质右理想都含有一个非零理想, 则称该素环是右有界的 (right
bounded). 如果含幺环 R 满足对任何素理想 P , 商环 R/P 都是右有界环, 则称 R 是右全有界的 (right
fully bounded). 类似可定义左有界素环与左全有界环的概念. 如果一个素环既是左有界的又是右有界的, 称该
素环有界. 如果一个含幺环既是右全有界环又是左全有界环, 称该环是全有界的 (fully bounded). 将右全有界
的右 Noether 环简称为右 FBN 环. 全有界的双边 Noether 环简称为 FBN 环.

本节的目标是说明右 Noether PI 环是右 FBN 环. 在 [推论2.5] 中我们看到素 PI 环是右 Goldie 环, 因此
由 Goldie 定理, 素 PI 环的任何本质右理想都会含 R 的某个正则元. 回忆对含幺环 K 上一个 PI 代数 A(可以
没有 1A), 如果 A 满足某个次数为 d ≥ 1 的首一多项式 f ∈ K〈x1, ..., xn〉, 那么 A 满足 K 上某个次数不超过

d 的首一多重线性多项式 (见我的 PI 代数笔记). 我们利用这个工具先证明：

Proposition 3.2. 设含幺环 R 是 PI 的, a ∈ R, 那么对充分大的正整数 n, 右理想 anR+ rann(an) 一定包含
R 的某个非零理想.

Proof. 考虑集合 S = {l ∈ Z≥1|存在某个l次首一多重线性多项式使得对某个正整数k, akR满足该多项式}, 因
为 R 是 PI 环, 所以 S 非空, 由良序原理, 存在 S 中最小元 l, 设它对应 akR 满足的首一多重线性多项式

g(x1, x2, ..., xl) ∈ Z〈x1, x2, ..., xl〉, 那么一方面, 由 anR ⊆ akR, ∀n ≥ k 知对每个正整数 n ≥ k, anR 也满足 g;
另一方面, 根据 l 的选取, 任何 anR(n ≥ k) 不会满足次数严格低于 l 的首一多重线性多项式. 不妨设 g 表达

式中项 x1 · · ·xl 的系数是 1. 现在我们将 g 如下拆分：g(x1, ..., xl) = x1g1(x2, ..., xl) + g2(x1, ..., xl), 其中 g1 是

以 x2, ..., xl 为变量的首一多重线性多项式, g2 是每项不以变量 x1 为首的多重线性多项式 (在证明 Köthe 猜
想在 PI 环层面成立时, 我们也用过这个技术). 那么对任何 r1, ..., rl ∈ R, 有

0 = g(anr1, a
2nr2, ..., a

2nrl) = (anr1)g1(a
2nr2, ..., a

2nrl) + g2(a
nr1, ..., a

2nrl), ∀n ≥ k.

根据前面的讨论, g1 作为次数严格低于 l 的首一多重线性多项式不能零化 a2nR, 故可选取适当 r2, ..., rl ∈ R

使 g1(a
2nr2, ..., a

2nrl) 6= 0. 记 s = g1(a
2nr2, ..., a

2nrl) 6= 0, a2nt = g2(a
nr1, ..., a

2nrl) ∈ R(这里 s 依赖于 n), 则

anr1s+ a2nt = 0 ⇒ an(r1s+ ant) = 0, ∀r1 ∈ R,n ≥ k.

因此对充分大的正整数 n, Rs ⊆ anR+ rann(an),因为包含关系右边也是右理想,所以 RsR ⊆ anR+ rann(an).
即对充分大的正整数 n, anR+ rann(an) 会包含一个非零理想 RsR.

Corollary 3.3. 设含幺环 R 是 PI 环, a ∈ R 满足 rann(a) = 0, 那么 aR 包含某个非零理想.

Proof. 因为 a 的右零化子是平凡的, 所以对任何首一多重线性的多项式 g ∈ Z〈x1, x2, ..., xl〉, aR 满足 g 当且

仅当对所有的 k ≥ 1 有 akR 满足 g. 这意味着在前一命题证明过程中所构造的集合 S 的最小元 l 所对应的首

一多重线性多项式 g 可以零化每个 akR(k ≥ 1). 所以在前一命题证明过程中可取 n = k = 1 来得到 aR 会包

含一个非零理想.

现在我们可以给出 PI 环是右全有界环的证明. 回忆一个半素 PI 环任何非零理想会和中心之交非零.
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Theorem 3.4. 设 R 是 PI 环, 那么对每个素理想 P , 有 R/P 是右有界环, 即 R/P 任何本质右理想都包含一

个非零理想. 从而知 PI 环是右全有界环. 特别地, 右 Noether PI 环是右 FBN 环.

Proof. 只要证素 PI 环是右有界环即可. Posner 定理告诉我们素 PI 环是右 Goldie 素环, 从而 Goldie 定理保
证了素 PI 环的任何本质右理想会包含一个正则元, 于是 [推论3.3] 表明该正则元生成的右理想必定包含某个
非零理想. 故素 PI 环的任何本质右理想会包含某个非零理想.

根据交换代数中的 Matlis 理论, 交换 Noether 环 R 的不可分内射模同构类全体 I(R) 与素谱 SpecR 间
有标准的双射 α : SpecR → I(R), P 7→ [E(R/P )]. 在非交换场景, 如果 R 是右 Noether 环, 对 P ∈ SpecR, 一
般内射模 E(R/P ) 不是不可分模, 根据 [命题1.10], E(R/P ) 可分解为一些不可分内射模的直和. 我们有

Proposition 3.5. 设 R 是右 Noether 环, P ∈ SpecR. 设内射模 E(R/P ) 有 (强) 不可分内射模分解
⊕
i∈Γ

Ei,

那么对任给 i, j ∈ Γ 有 Ei
∼= Ej . 并注意由 [推论1.65] 可知 AssEi = {P}.

Proof. 这时 R/P 作为右 Noether 素环是素右 Goldie 环, 所以根据 Goldie 定理, R/P 的右商环 Q 存在并且

是 Artin 单环. 易见 Q 作为右 R/P -模是 R/P 的本质扩张, 作为 R-模依然是本质扩张. 所以作为 R-模有
E(Q) = E(R/P )(这里内射包对 R-模取). 因为 Q 是 Artin 单环, 所以可以分解为有几个极小右理想的直和,
设为 Q = L1 ⊕ · · · ⊕ Lt. 于是 [推论1.3] 保证了 E(Q) = E(L1)⊕ · · · ⊕E(Lt) 给出 E(Q) 的不可分内射模直和

分解 (回忆 [例1.9]), 由 Krull-Schmidt 定理的证明过程可知每个 Ei 都同构于某个 E(Lj), 而 Artin 单环只有
一个不可约模同构类, 所以对任给 i, j ∈ Γ 有 Ei

∼= Ej .

Remark. 根据证明过程以及 Krull-Schmidt 定理, 任给右 Noether 环 R 的素理想 P , 内射模 E(R/P ) 都

可以唯一地分解为有限多个两两同构的不可分内射模的直和. 并且分解的直和项数目就是 u.dimRE(R/P ).
如果 R 有中心子环 C 使得 CR 是有限生成模. 命 p = P ∩ C. 那么 Rp/Pp

∼= (R/P )C−p. 注意到 R/P

这时是模有限素环, 因此 C − p 作为中心乘闭子集均由 R/P 中正则元构成. 现在应用 [引理1.73(3)] 可知
u.dimRp/Pp = u.dimR/P = u.dimQ, 其中 Q 表示 R/P 的右商环. 注意到 Pp ∩ Cp = pCp 以及 Pp 是 Rp 的

极大理想, 这时 Rp/Pp 是 Artin 单环. 所以根据 [例1.56], 记 n = u.dimR/P = u.dimQ = u.dimRER(R/P ),
则存在除环 ∆ 使得 Rp/Pp

∼= Mn(∆). 并且 ∆ 是 Cp/pCp 上有限维可除代数.

Remark. 根据证明过程可知对右 Noether 环 R 和素理想 P , E(R/P ) 是不可分内射模当且仅当 R/P 是右商

环是自身上不可约右模. 这也等价于 R/P 的右商环是除环. 这又等价于 P 是 R 的完全素理想. 通常, 即便 R

是右 Noether 素环, 也未必存在完全素理想. 例如考虑 n ≥ 2 并取 R = Mn(k), 这里 k 是域. 这也说明对右
Noether 素环 R, 一般地, 有可能对所有的素理想 P 都有 u.dimRE(R/P ) ≥ 2.

Example 3.6. 设 R 是代数闭域 k 上仿射模有限代数, 在中心子代数 C 上是有限生成模. 设 M 是 R 的极大

理想, 那么 m = M ∩ C 是 C 的极大理想. 下面说明 u.dimR/M 就是 M 对应的 R 的不可约表示的 k-线性维
数. 注意到 C/m 是仿射交换代数且是域, 所以 k = C/m. 于是由 R/M 是 C/m 上有限维单代数知存在正整

数 n 使得 R/M ∼= Mn(k), 因此 u.dimR/M = n 就是 R/M 的不可约表示的 k-线性维数.

Corollary 3.7. 设 R 是右 Noether 环, 记不可分内射右 R-模同构类全体为 I(R), 那么

Φ : I(R) → SpecR, [ER] 7→ AssE

是满射.
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Remark. 当 R 是右 Artin 环时, 可直接证明上述映射 Φ 是双射: 设 R/JacR 可分解为 n 个 Artin 单环的
直和, 那么这蕴含 R 有 n 个不可约模同构类, 进而 |SpecR| = n. 设 R 的一个不可约模同构类代表元集为

{V1, ..., Vn}, 那么 E(Vi) ∼= E(Vj) ⇔ Vi = Vj(只要 E(Vi) ∼= E(Vj), 那么 Vi 在同构 E(Vi) ∼= E(Vj) 下的同

态像与 Vj 相交非零). 因此 {E(V1), ..., E(Vn)} 是两两不同构的不可分内射模构成的集合. 下面说明任何不可
分内射模一定同构于某个 E(Vi). 任取不可分内射右 R-模 E, 并取定 x 6= 0 ∈ E, 那么 xR 作为有限生成右

R-模有合成列, 所以 E 包含某个不可约模 Vi. 于是 E(Vi) 是含于 E 的不可分内射模, 结合 E 的不可分性迫

使 E = E(Vi). 因此我们得到 {E(V1), ..., E(Vn)} 就是 I(R) 的一个代表元集. 因此 |I(R)| = n 保证了 Φ 是

双射. 根据上述证明过程不难看到对一般的含幺环 R, 如果 R 有不可约模同构类的代表元集 {Vi|i ∈ Γ}, 那
么 {E(Vi)|i ∈ Γ} 是两两不同构的不可分内射模构成的集合, 该集合在 Φ 下的像就是 maxSpecR. 并且对右
Noether 环 R 上的任何有限长不可分内射模 IR, 总存在不可约模 VR 使得 I ∼= E(V ).

现在设右 Noether 环 R 在中心子环 C 上是有限生成模. 我们关心不可分内射右 R-模作为 C-模的相关素
理想集. 首先我们需要 [GN02] 中给出的下述观察

Lemma 3.8. 设 R 是右 Noether 环并且是中心子环 C 上有限生成模, ER 6= 0 是不可分内射模. 那么对 C 的

任何乘闭子集 S(要求 0 /∈ S 以保证 CS 6= 0) 有: 如果存在 s ∈ S 和 x 6= 0 ∈ E 使得 xs = 0, 那么作为 RS-模
有 ES = 0. 并且总有 |AssCE| ≤ 1.

Proof. 现设存在 s ∈ S 和 x 6= 0 ∈ E 使得 xs = 0. 那么由 ER 是不可分内射模知 ER(xR) = E. 对等式两边
关于 S 作局部化得到 ES

∼= (ER(xR))S ∼= ERS
((xR)S)(最后一个同构式来自 [推论1.46]). 而条件 xs = 0 说

明 (xR)S = 0, 因此 ES = 0. 下证 |AssCE| ≤ 1. 假设存在 p 6= q 都在 AssCE 中, 不妨设 p ⊈ q, 那么可选取
t ∈ p− q. 因为 p ∈ AssCI, 所以存在 x 6= 0 ∈ E 使得 xt = 0. 现在 t ∈ C − q 意味着 Eq = 0. 但从 [引理1.68]
中我们已经看到 AssCE ⊆ SuppCE. 因此 q ∈ AssCE 蕴含 Eq 6= 0, 得到矛盾.

Corollary 3.9. 设 R 是右 Noether 环并且是中心子环 C 上有限生成模, ER 6= 0 是不可分内射模. 那么
|AssRE| = |AssCE| = 1 并且若记 AssRE = {P}. 那么 AssCE = {P ∩ C}.

Proof. 因为 ER 是右 Noether 环上一致模, 所以 |AssRE| = 1, |AssCE| = 1 来自 [引理3.8]. 现在设 AssRE =

{P}, 那么存在 ER 的素子模 NR 满足 P = AnnRN . 于是对任何 x 6= 0 ∈ N 有 P = AnnR(xR). 由此不难看
出 P ∩ C = annC(x). 所以 AssCE = {P ∩ C}.

Remark. 如果在推论条件下进一步要求 RC 是投射模, 那么 [引理1.40] 表明 ER 作为 C-模也是内射的. 记
p = C ∩ P , 这时由上述推论以及交换代数中的 Matlis 定理立即得到

EC
∼=
⊕
i∈Γ

EC(C/p).

[命题1.76(1)] 表明这里指标集 Γ 是有限的 (因为这时 u.dimCE 有限). 同理也有 u.dimCER(R/P ) < +∞.

3.2 Jacobson 环

在 Hilbert 零点定理证明过程中, 域上的仿射代数满足任何素理想都可以表示为一些极大理想之交这一性
质起到了至关重要的作用. 下面 Jacobson 环概念便是这一捕捉特性后的非交换推广.
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Definition 3.10. 称含幺环 R 是 Jacobson 环, 如果对任何素理想 P , P 总可以表示为一些本原理想之交.

Remark. 由此立即看到含幺交换环 R 是 Jacobson 环当且仅当每个素理想是一些极大理想之交.

Basic Observation. 设 R 是含幺环, 则 R 是 Jacobson 环的充要条件是对任何素理想 P , R/P 是半本原环.

本节的主要目标是应用 Goldie 定理证明适当条件下的右 Noether 代数是 Jacobson 环 (见 [命题3.15]), 在
此之前先来看一些基本例子. 之前已经提到域上交换仿射代数是 Jacobson 环的雏形：

Example 3.11. 域上的仿射交换代数是 Jacobson 环.

Proof. 这里证明更强的断言：设 A 是域 k 上仿射交换代数, 则任何理想 I 的根理想是所有包含 I 的极大理想

之交. 记 A 的 Rabinowitsch 素谱是 SpecrabA = {P ∈ SpecA|存在极大理想m ⊆ A[x]使得P = A ∩ m}, 那么
这时 maxSpecA = SpecrabA ⊆ SpecA, 故只需验证

√
I 包含 Rabinowitsch 素谱中所有含 I 素理想之交. 这里

记 Rabinowitsch 素谱中所有含 I 素理想之交是 T , 那么对每个 a ∈ T , 有 J = (I, ax − 1) = A[x], 所以存在
s1, ..., sm ∈ I, f1(x), ..., fm(x), g(x) ∈ A[x] 使得 f1(x)s1 + · · · + fm(x)sm + g(x)(ax − 1) = 1. 于是在 Laurent
多项式环 A[x, x−1] 中有

f1(x
−1)s1 + · · ·+ fm(x−1)sm + g(x−1)(ax−1 − 1) = 1,

在上式两边适当乘上 x 的某个正整数幂后知存在 g1(x), ..., gm(x), h(x) ∈ A[x], l ∈ Z≥1 使得 g1(x)s1 + · · · +
gm(x)sm + h(x)(a− x) = xl, 所以 a ∈

√
I, 进而 T ⊆

√
I.

Example 3.12. 设 k 是域, 则 A = k[x1, x2, ...]/({xixj |i, j ≥ 1}) 是非 Noether 的 Jacobson 局部环.

Proof. A明显非 Noether. 注意到 A唯一的素理想是 (x1, x2, ...)/({xixj |i, j ≥ 1}), 故是 Jacobson局部环.

Example 3.13. 设 k 是域, 则交换 Noether 局部代数 A = k[[x]] 不是 Jacobson 环.

Proof. 注意到 A 唯一的极大理想是 (x), 而零理想是素理想, 所以 A 不是 Jacobson 环.

Example 3.14. 任何单边 Artin 环是 Jacobson 环.

Proof. 只需注意到单边 Artin 的素理想集和极大理想集相同.

Basic Observation. 设 R 是 Jacobson 环, 则 R 的局部闭素理想均为本原理想.

Proof. 如果 P 是局部闭素理想, 那么由 P 可以表为所有包含 P 的本原素理想之交可知一定存在某个本原素

理想和 P 相同. 特别地, P 是本原理想.

Proposition 3.15. 设 k-代数 A 是右 Noether 的, 且 dimkA < |k|, 那么 A 是 Jacobson 环.

Proof. 如果 k 是有限域, 那么 A 是有限集, 进而是 Artin 代数, 所以这时 A 是 Jacobson 环. 下设 k 是无限

域, 此时 |k| = |k×|. 下面断言 JacA 是诣零理想, 一旦证明该断言立即得到对每个 A 的素理想 P , A/P 是半
本原代数, 原因是如果 Jac(A/P ) 6= 0, 由 A/P 是右 Noether 素环知 Jac(A/P ) 作为本质右理想总存在正则元,
这将与 Jac(A/P ) 是诣零理想矛盾. 下面证明 JacA 是诣零理想. 任取 c ∈ JacA, 我们有 |k×| 个不同的元素
c− α, α ∈ k, 并且由 c− α = −α(1− α−1c) 知这些元素都可逆, 注意到此时 {(c− α)−1|α ∈ k

×} 是 k-线性相
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关的, 所以 c 是 k 上代数元. 设 c 满足 k 上首一多项式 xm + αm−1x
m−1 + · · ·+ α1x+ α0(αi ∈ k), 因为 c 不

可逆所以 α0 = 0, 不妨设 m ≥ 2. 从而 cm +αm−1c
m−1 + · · ·+α1c = 0. 设 l ≥ 1 是满足 αl 6= 0 的最小正整数,

则 (1 + α−1
l cm−l + · · ·+ α−1

l αl+1c)c
l = 0, 注意 1 + α−1

l cm−l + · · ·+ α−1
l αl+1c 是 A 中可逆元, 故 c 幂零.

Corollary 3.16. 设域 k 不可数, 那么任何右 Noether 仿射 k-代数是 Jacobson 环.
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