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Frobenius代数是表示论与非交换代数等领域中具有良好对偶性质和同调性质的代数,近年人们发现 Frobe-
nius 代数与 2 维拓扑量子场论间有密切的联系. 这份笔记简要记录 Frobenius 代数的基本概念与性质.

1 Frobenius 代数

本节固定 K 是含幺交换环与 K-代数 A. 我们考虑的所有 A-模都赋予自然的对称 K-K 双模结构. 注意
此时 HomK(A,K) 上有自然的 A-K 双模与 K-A 双模结构.

Lemma 1.1. 对 K-代数 A, 以下四条等价:
(1) 作为 K-Mod 到 A-Mod 的函子有自然同构 A⊗K − ∼= HomK(KAA,−).
(2) KA 是有限生成投射 K-模且作为 A-K 双模, 有同构 A ∼= HomK(KAA,K).
(3) KA 是有限生成投射 K-模且作为 K-A 双模, 有同构 A ∼= HomK(AAK ,K).
(4) 存在 K-模同态 τ : A→ K 以及 A 中元素 x1, ..., xn, y1, ..., yn 使得

n∑
i=1

xiτ(yia) =
n∑
i=1

τ(axi)yi = a, ∀a ∈ A.

如果 A 满足上述等价条件之一, 则称 A 是 K 上 Frobenius 代数. 易见当 K 自内射时, A 也是内射 K-模.

Proof. (1)⇒(2): 设有自然同构 η : A ⊗K − → HomK(A,−). 将 η 作用 K 和 KAA, 我们得到左 A-模同
构 ηK : A ⊗K K → HomK(A,K)(由此得到 A-K 双模同构 A ∼= HomK(KAA,K)) 以及 ηA : A ⊗K A →
HomK(KAA,K AA). 并注意任何 b ∈ A 决定的右乘变换 br : A→ A 作为 K-模同态满足 ηAbr = brηA 表明 ηA

是 A-A 双模同构. 现在我们有下面的 A-A 双模同构序列

HomK(KAA,K)⊗K A A⊗K K ⊗K A A⊗K A EndKA.
ηK⊗idA ∼= ηA

命 ψ : HomK(A,K) ⊗K A → EndKA 是上述双模同构列的合成. 下面我们说明 ψ(f ⊗ a)(y) = f(y)a, ∀f ∈
HomK(A,K), a ∈ A 来得到 A 是有限生成投射 K-模. 任给 f ∈ HomK(A,K), 设 b ∈ A 满足 η(b ⊗ 1) = f ,
那么 ψ(f ⊗ a) = ηA(b ⊗ a) = bηA(1 ⊗ 1)a. 记 i : K → A 是 K-代数 A 的结构映射, 那么由 η 的自然性得

i∗ηK = ηA(idA ⊗ i), 两边作用 1⊗ 1 ∈ A⊗K K 得到 ηA(1⊗ 1) = iηK(1⊗ 1). 注意到 i∗ 是左 A-模同态, 于是

ψ(f ⊗ a) = bi∗(ηK(1⊗ 1))a = i∗(ηK(b⊗ 1))a = (if)a.
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因此 ψ(f ⊗ a)(y) = f(y)a, ∀f ∈ HomK(A,K), a ∈ A.
(2)⇒(3): 对 A-K 双模同构 A ∼= HomK(KAA,K) 作用对偶函子 HomK(−,KK) 并结合 A 是有限生成投

射 K-模具有自反性立即得到 K-A 双模同构 A ∼= HomK(AAK ,K).
(3)⇒(4): 设有 K-A 双模同构 ψ : A→ HomK(AAK ,K) 并记 τ = ψ(1). 设 KA 作为有限生成投射模有对

偶基 {x1, ..., xn} ⊆ A, {x∗1, ..., x∗n} ⊆ HomK(A,K), 那么存在 y1, ..., yn ∈ A 使得 ψ(yi) = x∗i , ∀1 ≤ i ≤ n. 于是
x∗i = τyi, ∀1 ≤ i ≤ n. 注意到对任何 a ∈ A 有 a = x∗1(a)x1 + · · ·+ x∗n(a)xn = τ(y1a)x1 + · · ·+ τ(yna)xn. 下面
我们需要说明对任何 a ∈ A 有 a = τ(ax1)y1 + · · ·+ τ(axn)yn. 考虑 A-A 双模同构序列

A⊗K A A⊗K HomK(AAK ,K) EndKA.
idA⊗ψ ∼=

将上述映射序列的合成记作 φ : A⊗K A→ EndKA, 那么可直接计算 ψ(a⊗ b) : A→ A, y 7→ aτ(by). 易见

φ−1(h) =

n∑
i=1

h(xi)⊗ x∗i , ∀h ∈ EndKA.

所以 b⊗ a =
n∑
i=1

bτ(axi)⊗ yi, ∀a, b ∈ A. 固定 a, 由 b 的任意性得到 a =
n∑
i=1

τ(axi)yi.

(4)⇒(1): 对每个 K-模 M , 定义 ηM : A ⊗K M → HomK(A,M), a ⊗ m 7→ (aτ)m. 这里 (aτ)m : A →
M, b 7→ τ(ba)m. 可直接计算验证 ηM 是左 A-模同态并且

ζM : HomK(A,M) → A⊗K M, f 7→
n∑
i=1

xi ⊗ f(yi)

是 ηM 的逆映射. 因此 ηM 是左 A-模同构. 也容易直接验证对任何 K-模同态 h :M → N , 下图交换:

A⊗K M HomK(A,M)

A⊗K N HomK(A,N)

ηM

idA⊗h h∗

ηN

因此定义 η : obK-Mod →
∪

M∈obK-Mod
HomA(A⊗K M,HomK(A,M)),M 7→ ηM 给出自然同构.

Remark 1.2. 根据 (4)⇒(1) 的证明过程, 如果 K-模同态 τ : A → K 以及 A 中元素 x1, ..., xn, y1, ..., yn 满足

(4),那么 ηK 诱导左 A-模同构 A→ HomK(A,K), a 7→ aτ . 这时 ({xi}ni=1, {τyi}ni=1)和 ({yi}ni=1, {xiτ}ni=1)均给

出 A作为有限生成投射 K-模的对偶基. 如果 K-代数 A是 Frobenius代数, 称满足 (4)的 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1)

为 Frobenius 系, τ 是 Frobenius 同态 (型), ({xi}ni=1, {τyi}ni=1) 是对偶基.

回忆 K-模 V 上的 K-双线性型 µ : V × V → K 被称为非退化的, 如果 µ(a, b) = 0, ∀b ∈ V 蕴含 a = 0 且

µ(a, b) = 0, ∀a ∈ V 蕴含 b = 0. 如果 K 是域, 有限维 K-线性空间 V 上的双线性型 µ 是非退化的当且仅当

µ(a, b) = 0, ∀b ∈ V 蕴含 a = 0. 如果K-代数 A上双线性型 µ : A×A→ K 满足 µ(ab, c) = µ(a, bc), ∀a, b, c ∈ A,
则称 µ 是结合的. 我们指出 Frobenius 代数上总存在非退化结合的双线性型.

Proposition 1.3. 设 K-代数 A 是 Frobenius 代数, 那么 A 上存在非退化结合的双线性型.

Proof. 这时 A 是有限生成投射 K-模且有左 A-模同构 θ : A→ HomK(A,K), 定义

〈−,−〉 : A×A→ K, (a, b) 7→ θ(b)(a),
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易见这是 K-双线性型. 并且若 a ∈ A 满足 〈a, b〉 = 0, ∀b ∈ A, 则 f(a) = 0, ∀f ∈ HomK(A,K). 那么用 KA 的

对偶基作用 a 易知 a = 0. 如果 a ∈ A 满足 〈b, a〉 = 0, ∀b ∈ A, 那么 θ(a) = 0, 再结合 θ 是同构得到 a = 0.

Remark 1.4. 如果记左模过程中左 A-模同构 θ 在 1 上的作用为 τ , 那么过程中所构造的双线性型满足

τ(a) = 〈a, 1〉, ∀a ∈ A.

反之, 对在系数环上有限生成自由的代数, 其上存在结合的非退化双线性型并不意味着是 Frobenius 代数.

Example 1.5 (朱瑞鹏). 考虑 K = C[x] 上 3 阶矩阵代数的子代数

Λ =



f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 f(x), g(x), h(x) ∈ C[x]

 ⊆ M3(C[x]).

容易验证 Λ 确实是 M3(K) 的 K-子代数, 它作为 P.I.D. 上自由模的子模自然是自由的. 具体地, Λ 有 K-基I3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , X1 =


0 x 0

0 0 x

x 0 0

 , X2 =


0 0 x

x 0 0

0 x 0


 .

可直接验证矩阵的经典迹诱导的双线性型 〈−,−〉 : Λ × Λ → K, (A,B) 7→ tr(AB) 是非退化的. 下面说明不存
在 Λ 到 HomK(Λ,K) 的左 Λ-模同构. 假设有左 Λ-模同构 φ : Λ → HomK(Λ,K), 那么 φ(1) 是 HomK(Λ,K)

作为左 Λ-模的生成元. 设 φ(1) 在 I3, X1, X2 上的作用分别为 a(x), b(x), c(x) ∈ K. 那么

φ


f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 (I3) = f(x)a(x) + g(x)b(x) + c(x)h(x),

φ


f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 (X1) = x2h(x)a(x) + f(x)b(x) + xg(x)c(x),

φ


f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 (X2) = x2g(x)a(x) + xh(x)b(x) + f(x)c(x).

因为 φ 是满射, 所以 x 不整除 b(x), c(x). 那么总存在 z1, z2 ∈ C ⊆ K 使得 x 也不整除 z1b(x)− z2c(x). 现在
定义 Λ 到 K 的 K-模同态 δ 满足 δ(I3) = 1, δ(X1) = z2, δ(X2) = z1. 注意到 x 整除 δ(c(x)X1 − b(x)X2), 所以
这时我们看到 x 也整除 z2c(x)− z1b(x), 矛盾. 因此 Λ 不是 K 上 Frobenius 代数.

虽然 [例1.5] 表明即使是在系数环上有限生成自由的代数具有非退化双线性型也未必是 Frobenius 代数.
但当系数环是域时, 明显有

Lemma 1.6. 设 A 是域 k 上代数, 则 A 是 Frobenius 代数 ⇔ A 有限维且 A 上有非退化结合双线性型.
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[引理1.6] 使得我们能够构造出许多 Frobenius 代数的例子. 例如域上有限维矩阵代数 Mn(k) 上的经典迹

诱导的双线性型 〈−,−〉tr : Mn(k)× Mn(k) → k, (A,B) 7→ tr(AB) 既是非退化的也是结合的, 所以域上矩阵代
数是 Frobenius 的. 有限群 G 在域 k 上的群代数 kG 上有非退化结合的双线性型

〈−,−〉 : kG× kG→ k, (
∑
g∈G

agg,
∑
h∈G

ahh) 7→
∑
gh=1

agbh,

因此 kG 也是 Frobenius 代数. 在 Hopf 代数场景, 可以用有限维 Hopf 代数上的非零积分构造其上非退化结
合双线性型来看到有限维 Hopf 代数均是 Frobenius 代数 [Mon93, p.18, Theorem 2.1.3].

2 Nakayama 自同构

本节仍固定含幺交换环 K, 并设 K-代数 A 是 Frobenius 代数. 设 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1) 是 A 的 Frobenius
系, 即 τ : A→ K 是 K-模同态且 x1, ..., xn, y1, ..., yn ∈ A 满足

n∑
i=1

xiτ(yia) =
n∑
i=1

τ(axi)yi = a, ∀a ∈ A.

根据 Frobenius 等价定义的证明过程, 我们已经看到 Θ : A → HomK(A,K), a 7→ aτ 是左 A-模同构. 利用
({xi}ni=1, {τyi}ni=1) 也是 A 作为有限生成投射 K-模的对偶基易知 A→ HomK(A,K), a 7→ τa 是右 A-模同构.
对每个 a ∈ A, 因为 τa ∈ HomK(A,K), 所以存在唯一的 µ(a) ∈ A 使得 µ(a)τ = τa. 由此得到映射

µ : A → A, a 7→ µ(a), 易知这是 K-代数同态. 如果 a ∈ A 满足 µ(a) = 0, 那么 τ(xa) = 0, ∀x ∈ A. 这说明
a = 0, 于是知 µ 是单射. 任给 b ∈ A, 存在 a ∈ A 使得 bτ = τa, 所以 b = µ(a). 这产生下述概念.

Definition 2.1. 设 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1) 是 Frobenius 代数 A 的 Frobenius 系. 称由 µ(a)τ = τa, ∀a ∈ A(即
τ(bµ(a)) = τ(ab), ∀a, b ∈ A) 确定的代数自同构 µ 为 A 上的 Nakayama 自同构.

Remark 2.2. 如果 (τ ′, {x′i}ni=1, {y′i}ni=1) 是 Frobenius 代数 A 的另外的 Frobenius 系, 那么同样有 Nakayama
自同构 µ′. 我们说明这时 µ 和 µ′ 相差某个 A 中可逆元决定的内自同构. 首先注意到 A 中元素决定的右乘变

换诱导标准 K-反代数同构 A ∼= End(AAK), 所以任何 A 上左 A-模自同构都是由 A 中某个可逆元的右乘变换

决定的. 现在 τ : A→ HomK(A,K) 和 τ ′ : A→ HomK(A,K) 的逆映射的合成给出 A 上左 A-模自同构, 因此
存在 A 中可逆元 d 使得 τ = τ ′dr, 这里 dr 是右乘变换. 换句话说我们得到 τ = dτ ′. 因此对每个 a ∈ A, 有

µ(a)dτ ′ = µ(a)τ = τa = dτ ′a = dµ′(a)τ ′,

这说明 µ′(a) = d−1µ(a)d, ∀a ∈ A. 所以不同的 Frobenius 系产生的 Nakayama 自同构相差一内自同构.

Remark 2.3. 设 µ : A → A 是 Frobenius 系 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1) 确定的 Nakayama 自同构, 那么可赋予 A

上新的右 A-模结构: A×A→ A, (a, b) 7→ aµ(b). 我们把 A 视作具有标准左 A-模结构与 Nakayama 自同构给
出的右 A-模结构的 A-A 双模, 记作 Aµ. 可直接验证这时左 A-模同构 Θ : Aµ → HomK(A,K), a 7→ aτ 成为

A-A 双模同构. 因此 Nakayama 自同构可将 Frobenius 代数与对偶模的单边模同构“修正”成双模同构.

Remark 2.4. 对 Frobenius 系 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1), 同样可借助右 A-模同构 Ψ : A → HomK(A,K), a 7→ τa

来定义 Nakayama 自同构的概念. 这时定义的 Nakayama 自同构与前面的定义产生的自同构互为逆映射. 并
且此时 Ψ 确定的 Nakayama 自同构 µ 给出 A 上新的左模结构使得 Ψ 给出双模同构 µA ∼= HomK(A,K).
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3 对称 Frobenius 代数

本节固定含幺交换环 K 上的代数 A 并设 A 是有限生成投射 K-模.

Definition 3.1. 如果 A 满足存在 A-A 双模同构 A ∼= HomK(A,K), 则称 A 是对称 Frobenius 代数.

Remark 3.2. 对称 Frobenius 代数是特殊的 Frobenius 代数. 并注意 A-A 双模同构 Θ : A → HomK(A,K)

产生的 K-模同态 τ = Θ(1) 是 A 到 K 的非退化迹映射. 在 [例1.5] 中我们看到存在某个 P.I.D., 记作 K, 上的
代数 A 是 K 上有限生成自由模并且存在 A 到 K 的非退化迹映射但 A 不是 K 上 Frobenius 代数.

对有限维代数, 我们仍能用非退化双线性型来刻画对称 Frobenius 代数.

Proposition 3.3. 设 A 是域 k 上代数, 那么 A 是对称 Frobenius 代数 ⇔ A 是有限维代数并且 A 上存在对

称的非退化结合双线性型. 这也是对称 Frobenius 代数命名之由.

Proof. 必要性由 A-A 双模同构 Θ : A → Homk(A,k) 诱导的 k-双线性型 〈a, b〉 = Θ(b)(a) = (Θ(1)b)(a) =

(bΘ(1))(a) 对称结合非退化便知. 充分性: 如果 A 上存在非退化对称结合双线性型 〈−,−〉 : A×A→ k, 那么

Θ : A→ Homk(A,k), a 7→ 〈a,−〉

给出 A 到 Homk(A,k) 的 A-A 双模同构.

Remark 3.4. 对任何 K-代数 A(不需要有限生成投射), A 到 K 的任何迹映射 tr : A → K 诱导标准的对称

双线性型 〈−,−〉tr : A × A → K, (a, b) 7→ tr(ab). 因此如果域 k 上有限维代数上有 (诱导的双线性型) 非退化
的迹映射, 那么 A 是对称 Frobenius 代数. 这一观察使我们立即看到域上矩阵代数和有限群决定的群代数均
为对称 Frobenius 代数. J. E. Humphreys 在 [Hum78] 中证明了有限维 Hopf 代数如果是对称 Frobenius 代数,
那么一定是 unimodular 的. 因此存在非对称 Frobenius 的有限维 Hopf 代数.
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