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这份笔记主要用于记录本质小的局部有限 k-线性 Abel 范畴 Deligne 张量积的存在性和一些基本性质, 证
明方法遵循曹宇航的处理 [Cao26]. 由于水平有限, 难以避免笔记中存在不足与错误, 欢迎提出宝贵建议.
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1 基本性质

1.1 约定与记号

以下固定域 k. 所有的线性空间, 代数和线性 Abel 范畴均默认定义在基域 k 上. 将 ⊗k 简写为 ⊗. 代数
A 上左模 X,Y 之间的左 A-模同态全体构成的集合记作 HomA(X,Y ), 左 A-模范畴和有限维左 A-模范畴分别
被写作 A-Mod 和 A-mod. 余代数 C 上右余模 V,W 间的右 C-余模同态全体构成的集合记作 HomC(V,W ).
余代数 C 上的有限维右 C-余模范畴被记作 comod-C. 之后会自由地使用 Sweedler 记号.
如无特别说明, 默认考虑的范畴如无特别说明都默认是本质小范畴. k-线性 Abel 范畴间谈论的函子默认

是 k-线性函子. 有限 k-线性 Abel 范畴都等价于某个有限维 k-代数的有限维模范畴. 根据 Freyd-Mitchell 嵌
入定理 [Fre64, Mit64], 对域 k 上任何 (本质小的) k-线性 Abel 范畴 A, 总存在 k-代数 B 和正合忠实满的

k-线性函子 A → B-Mod(也见 [EGNO15, Remark 1.3.9]). Takeuchi 在 [Tak77, Theorem 5.1] 得到域 k 上任

何 (本质小的) 局部有限 k-线性 Abel 范畴都等价于某个 k 上余代数 C 的有限维右余模范畴 comod-C.
如果 A,B 都是 k-线性 Abel 范畴, 记 Rex(A,B) 是 A 到 B 所有 k-线性右正合函子构成的范畴 (态射为

函子间的自然变换). 如果 A,B, C 都是 k-线性 Abel 范畴, 将 A × B 到 C 的所有 k-线性双右正合函子 (在每
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个变量上右正合) 构成的范畴记作 BiRex(A × B, C). 易见若有 k-线性等价的 k-线性 Abel 范畴 A ∼= A′ 和

B ∼= B′, 那么对 k-线性 Abel 范畴 C 有等价 BiRex(A× B, C) ∼= BiRex(A′ × B′, C).

1.2 Deligne 张量积的定义

Definition 1.1 ([Del90, EGNO15]). 设 A,B 是 (本质小的) k-线性 Abel 范畴. 称 k-线性 Abel 范畴 A ⊠ B
和双右正合函子 ⊠ : A × B → A ⊠ B(即 ⊠ ∈ ob BiRex(A × B,A ⊠ B)) 构成的二元组 (A ⊠ B,⊠) 为 A 和 B
的 Deligne 张量积, 如果对任何 (本质小的) k-线性 Abel 范畴 C, 函子

⊠∗ : Rex(A⊠ B, C) → BiRex(A× B, C), T 7→ T⊠

是范畴等价. 特别地, (A⊠ B,⊠) 一旦存在, 便在 k-线性等价下唯一. 常将 (A⊠ B,⊠) 简写为 A⊠ B.

Remark 1.2. 一般 k-线性 Abel 范畴的 Deligne 张量积可能不存在 [LF13, §4.1]. 我们将在 [定理1.3] 看到局
部有限 k-线性 Abel 范畴的 Deligne 张量积总存在 (并且也是局部有限的).

设 A,B 是 k-线性 Abel范畴. 因为 Deligne张量积的定义中要求 ⊠∗ 是等价, 所以若 C 是 k-线性 Abel范
畴且 F : A× B → C 是双右正合函子, 那么存在自然同构下唯一的右正合函子 F̃ : A⊠ B → C 使得 F ∼= F̃⊠.
即有右正合函子 F̃ : A⊠ B → C 使得下面的函子图在相差某个自然同构意义下交换:

A× B A⊠ B

C

⊠

F F̃

Deligne 张量积定义中 ⊠∗ 是忠实函子说明: 如果右正合函子 F,G : A⊠ B → C 之间有自然变换 η, ζ : F → G

满足 ηX⊠Y = ζX⊠Y 对所有 A 中对象 X 和 B 中对象 Y 成立, 那么 η = ζ.
Deligne 张量积定义中 ⊠∗ 是满函子说明: 如果右正合函子 F,G : A ⊠ B → C 满足有 F⊠ 到 G⊠ 的自然

变换 η, 那么可唯一地诱导自然变换 η̃ : F → G 使得 η̃X⊠Y = ηX⊠Y 对所有 A 中对象 X 和 B 中对象 Y 成立.
设 A,B, Ã, B̃ 满足 Deligne 张量积 A⊠ B, Ã⊠ B̃ 存在. 那么对任何右正合函子 F : A → Ã 和右正合函子

G : B → B̃, 我们有双右正合函子 ⊠(F,G) : A× B → Ã⊠ B̃, (X,Y ) 7→ F (X)⊠ F (Y ). 由 Deligne 张量积的定
义, 存在在自然同构意义下唯一的右正合函子 F ⊠G : A⊠ B → Ã⊠ B̃ 使得 (F ⊠G)⊠ ∼= ⊠(F,G).

1.3 Deligne 张量积的存在性

从 Deligne张量积的定义出发不难看到两个 k-线性 Abel 范畴的 Deligne张量积一旦存在, 便在 k-线性等
价下唯一. 下面我们处理局部有限 k-线性 Abel 范畴的 Deligne 张量积的存在性, 证明方法来自 [Cao26].

Theorem 1.3 ([Del90, Cao26, LF13]). 设 k 是域, A,B 是 k 上局部有限 k-线性 Abel 范畴. 那么 A,B 的
Deligne 张量积 (A ⊠ B,⊠) 存在, 并且 A ⊠ B 是 (本质小的) 局部有限 k-线性 Abel 范畴. 这时, 如果 X1, X2

是范畴 A 中对象,Y1, Y2 是范畴 B 中的对象, 那么典范线性映射

HomA(X1, X2)⊗ HomB(Y1, Y2) → HomA⊠B(X1 ⊠ Y1, X2 ⊠ Y2), f ⊗ g 7→ f ⊠ g (1.1)

是线性同构. 若进一步要求 A,B 都是有限 k-线性 Abel 范畴, 那么 A⊠ B 也是有限 k-线性 Abel 范畴.
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在正式给出证明前, 先简要概述 [定理1.3] 的证明思想, 证明分为两步:
首先我们将证明当 A,B 都是有限 k-线性 Abel 范畴时, A,B 的 Deligne 张量积 (A ⊠ B,⊠) 存在. 这时

A,B 都 k-线性等价于某有限维 k-代数的有限维模范畴. 因此可不妨设 A = A-mod,B = B-mod, 其中 A,B

都是有限维代数. 我们会通过说明 A ⊗ B-mod 带上张量积函子 ⊗ : (A-mod) × (B-mod) → (A ⊗ B)-mod 构
成 (A⊠ B,⊠) 来得到 k-线性 Abel 范畴情形下 Deligne 张量积的存在性. 特别地, 如果 C,D 都是域 k 上的有

限维余代数. 记 TC : comod-C → C∗-mod 是典范 k-线性等价 (每个右 C-余模 V 对应到对偶余代数 C∗ 上的

左模 TC(V ) = V , 左 C∗-模结构来自 f · v =
∑

(v) f(v(1))v(0), 其中 f ∈ C∗ 且 v ∈ V ). 则有函子交换图:

(comod-C)× (comod-D) (C∗-mod)× (D∗-mod)

comod-(C ⊗D) (C∗ ⊗D∗)-mod

(TC ,TD)

⊗ ⊗

TC⊗D

(1.2)

这里将典范代数同构 (C ⊗D)∗ ∼= C∗ ⊗D∗ 视作等同. 于是我们看到: 一旦证明 (A ⊗ B-mod,⊗) 是有限维代

数 A,B 上有限维模范畴的 Deligne 张量积, (1.2)蕴含任何有限维余代数 C,D 的有限维右余模范畴的 Deligne
张量积由 (comod-(C ⊗D),⊗) 给出, 其中 ⊗ : (comod-C)× (comod-D) → comod-(C ⊗D) 是张量函子.
随后我们会处理 A,B 是任意两个 (本质小的) 局部有限 k-线性 Abel 范畴时, (A ⊠ B,⊠) 的存在性证明.

根据 [Tak77, Theorem 5.1], A,B 作为本质小的局部有限 k-线性 Abel 范畴, 都 k-线性等价于某余代数上有限
维右余模范畴. 设有 k 上的余代数 C,D 使得有 k-线性等价 A ∼= comod-C 以及 B ∼= comod-D. 因此要验证
A ⊠ B 的存在性, 可不妨设 A = comod-C 以及 B = comod-D. 根据余代数基本定理, 任何有限维右 C-余模
(V, δV ) 满足存在 C 的有限维子余代数 C(V ) 使得 δV : V → V ⊗ C(V ). 反之, 任何 C 的有限维子余代数 C̃

上的右余模可自然视作 C 上右余模. 因此如果记 I = {C的有限维子余代数} 并对 α ∈ I 记 α 为 Cα, 那么

ob(comod-C) =
⋃
α∈I

ob(comod-Cα). (1.3)

将 I 通过子余代数的包含关系赋予偏序: α ≤ β ⇔ Cα ⊆ Cβ. 由余代数基本定理可知对任何 α, β ∈ I, 总有
γ ∈ I 使得 Cα + Cβ ⊆ Cγ . 因为子余代数之交还是子余代数, 所以 Cα ∩ Cβ ∈ I. 任取有限维右 C-余模 V,W ,
那么存在 C 的有限维子余代数 Cα 和 Cβ 使得 V 是右 Cα-余模, W 是右 Cβ-余模. 任取包含 C 的 Cα, Cβ 的

有限维子余代数 Cγ , 那么 V,W 都可视作右 Cγ-余模. 对任何右 C-余模同态 f : V → W , 我们有交换图:

V W

V ⊗ Cγ W ⊗ Cγ

V ⊗ C W ⊗ C

f

δV |

δV

δW |

δW
f⊗id

f⊗id

因此我们得到 k-线性同构 HomC(V,W ) → HomCγ (V,W ), f 7→ f . 结合(1.3), 范畴 comod-C 的所有信息都被
承载于有限 k-线性 Abel 范畴族 {comod-Cα}α∈I . 这使得我们能够借助有限 k-线性 Abel 范畴 Deligne 张量
积的存在性来导出 comod-C 和 comod-D 的 Deligne 张量积的存在性 (与有限情形一样, 这时 Deligne 张量积
就是 (comod-(C ⊗D),⊗), 其中 ⊗ : (comod-C)× (comod-D) → comod-(C ⊗D) 是张量函子).
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Proof of Theorem 1.3. 先处理 A,B 都是有限 k-线性 Abel 范畴时, (A ⊠ B,⊠) 的存在性. 根据前面的讨论,
这时可不妨设 A = A-mod,B = B-mod, 其中 A,B 都是有限维代数. 下证 A ⊗ B-mod 带上张量积函子
⊗ : (A-mod) × (B-mod) → (A ⊗ B)-mod 构成 (A ⊠ B,⊠) 是 Deligne 张量积. 任取本质小的局部有限 k-线
性 Abel 范畴 C. 根据 Freyd-Mitchell 嵌入定理, 存在域 k 上代数 C(未必是有限维代数) 和忠实满正合 k-
线性函子 ι : C → C-Mod. 我们断言对任何双右正合函子 F : (A-mod) × (B-mod) → C, 存在右正合函子
F̃ : (A⊗B)-mod → C-Mod 使得下面的函子图在相差某自然同构意义下交换:

(A-mod)× (B-mod) (A⊗B)-mod

C C-Mod

⊗

F F̃

ι

(1.4)

一旦证明该断言, 便能够直接得到 ⊗∗ : Rex((A⊗B)-mod, C) → BiRex((A-mod)× (B-mod), C) 是本质满函子:
设有自然同构 φ : ιF → F̃⊗. 对任何有限维左 (A⊗B)-模 M , 取定 M 作为 (A⊗B)-模的一个有限表现:

(A⊗B)m (A⊗B)n M 0.

对上述正合列作用函子 F̃ 得到交换图:

F̃ ((A⊗B)m) ∼= F̃ (A⊗B)m F̃ ((A⊗B)n) ∼= F̃ (A⊗B)n F̃ (M) 0

ιF (A,B)m ιF (A,B)n

φm
(A,B)φm

(A,B)

这说明 Coker(ιF (A,B)m → ιF (A,B)n) ∼= F̃ (M). 考虑 C-Mod 的全子范畴:

ι(C) := {N ∈ obC-Mod |存在 C中对象 Y 使得 N ∼= ι(Y )}.

那么前面的讨论说明 F̃ : (A ⊗ B)-mod → C-Mod 可视作函子 F̃ : (A ⊗ B)-mod → ι(C). 于是对自然同
构 ιF ∼= F̃⊗ 两边复合上 ι : C → ι(C) 的拟逆函子 (记作 ι−1) 得到自然同构 F ∼= (ι−1F̃ )⊗, 其中 ι−1F̃ :

(A⊗B)-mod → C 是右正合函子. 故 ⊗∗ : Rex((A⊗B)-mod, C) → BiRex((A-mod)× (B-mod), C) 本质满.
现在证明前面的断言. 为此只需说明对任何双右正合函子 Γ : (A-mod)× (B-mod) → C-Mod, 都存在右正

合函子 Γ̌ : (A⊗B)-mod → C-Mod 满足有自然同构 Γ ∼= Γ̌⊗. 注意到 Γ(A,B) 有典范的 C-(A⊗B) 双模结构:
任何 a ∈ A 对应的 A 上右乘变换记作 ra : A → A. 那么 ra : A → A 是左 A-模同态. 任何 b ∈ B 的右乘变

换给出左 B-模同态 rb : B → B. 任何二元组 (a, b) ∈ A× B 给出左 C-模同态 Γ(ra, rb) : Γ(A,B) → Γ(A,B).
于是 Γ 的双线性性诱导 k-线性映射 A ⊗ B → EndCΓ(A,B), a ⊗ b 7→ Γ(ra, rb). 易见这诱导 Γ(A,B) 上的

C-(A ⊗ B) 双模结构. 下面验证 Γ̌ := Γ(A,B) ⊗A⊗B − 是所需函子. 任取有限维左 A-模 X 和有限维左 B-模
Y 的有限表现 Ap f→ Aq f ′

→ X → 0 以及 Bs g→ Bt g′

→ Y → 0. 那么由 Γ 的双右正合性得到正合列

Γ(Aq, Bs) Γ(Aq, Bt) Γ(Aq, Y ) 0,
Γ(1,g) Γ(1,g′) (1.5)

Γ(Ap, Y ) Γ(Aq, Y ) Γ(X,Y ) 0.
Γ(f,1) Γ(f ′,1) (1.6)

于是 Γ(Ap, Bt)⊕ Γ(Aq, Bs)
(Γ(f,1),Γ(1,g))−→ Γ(Aq, Bt) 的余核对象

Γ(Aq, Bt)

ImΓ(f, 1) + ImΓ(1, g)
∼= Γ(Aq, Y )/Im(f, 1) ∼= Γ(X,Y ). (1.7)
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这里第一个同构来自正合列(1.5), 第二个同构来自正合列(1.6). 同构序列(1.7)的合成由同态 Γ(f ′, g′) 诱导. 因
此我们有左 C-模正合列 Γ(Ap, Bt) ⊕ Γ(Aq, Bs)

(Γ(f,1),Γ(1,g))−→ Γ(Aq, Bt)
Γ(f ′,g′)→ Γ(X,Y ) → 0. 另一方面, 前面取

定的左 A-模 X 和左 B-模 Y 的有限表现视作复形, 取张量积可得正合列

(Ap ⊗Bt)⊕ (Aq ⊗Bs) Aq ⊗Bt X ⊗ Y 0.
f⊗id+id⊗g f ′⊗g′

(1.8)

注意到(1.8)也是左 A⊗B-模正合列. 因此我们有左 C-模正合列

(Γ(A,B)⊗A⊗B (A
p⊗Bt))⊕(Γ(A,B)⊗A⊗B (A

q⊗Bs)) → Γ(A,B)⊗A⊗B (A
q⊗Bt) → Γ(A,B)⊗A⊗B (X⊗Y ) → 0.

因为我们有典范左 C-模同构 Γ(A,B)⊗A⊗B (A⊗B) ∼= Γ(A,B), 所以对任何正整数 m,n 都有典范同构

φm,n : Γ(Am, Bn)
∼=→ Γ(A,B)⊗A⊗B (Am ⊗Bn)

使得对任何正整数对 (m,n), (k, ℓ) 以及左 A-模同态 η : Am → Ak 和左 B-模同态 ξ : Bn → Bℓ 有交换图:

Γ(Am, Bn) Γ(A,B)⊗A⊗B (Am ⊗Bn)

Γ(Ak, Bℓ) Γ(A,B)⊗A⊗B (Ak ⊗Bℓ)

Γ(η,ξ)

φm,n

id⊗A⊗B(η⊗ξ)

φk,ℓ

(1.9)

现在对有限维左 A-模 X 和有限维左 B-模 Y , 由前面取定的有限表现, 得到交换图:

Γ(Ap, Bt)⊕ Γ(Aq, Bs) Γ(Aq, Bt)

(Γ(A,B)⊗A⊗B (Ap ⊗Bt))⊕ (Γ(A,B)⊗A⊗B (Aq ⊗Bs)) Γ(A,B)⊗A⊗B (Aq ⊗Bt)

(φp,t,φq,s) φq,t (1.10)

下行同态的余核是 Γ(A,B) ⊗A⊗B (X ⊗ Y ), 上行同态的余核是 Γ(X,Y ), 所以我们得到唯一的左 C-模同态
φX,Y : Γ(X,Y ) → Γ(A,B)⊗A⊗B (X ⊗ Y )(根据五引理, 这是 C-模同构!) 使得下图交换:

Γ(Aq, Bt) Γ(X,Y )

Γ(A,B)⊗A⊗B (Aq ⊗Bt) Γ(A,B)⊗A⊗B (X ⊗ Y )

φq,t

Γ(f ′,g′)

φX,Y

id⊗(f ′⊗g′)

由图(1.9)的交换性易知 φX,Y : Γ(X,Y )
∼=→ Γ(A,B)⊗A⊗B (X ⊗ Y ) = Γ̌(X ⊗ Y ) 关于每个变量自然, 断言得证.

因此前面的讨论证明了 ⊗∗ : Rex((A ⊗ B)-mod, C) → BiRex((A-mod) × (B-mod), C) 是本质满函子. 再
说明 ⊗∗ 还是忠实满函子: 如果右正合函子 F,G : (A ⊗ B)-mod → C 之间的自然变换 η, ξ : F → G 满足

ηX⊗Y = ξX⊗Y 对所有有限维左 A-模 X 和有限维左 B-模 Y 成立, 那么 η(A⊗B)ℓ = ξ(A⊗B)ℓ 对任何正整数 ℓ 成

立. 现在对任何有限维左 A ⊗ B-模的有限表现作用函子 F,G, 利用 η(A⊗B)ℓ = ξ(A⊗B)ℓ 便知 ⊗∗ 是忠实函子.
类似地, 通过考虑每个有限维 A⊗B-模取定有限表现容易验证 ⊗∗ 是满函子. 于是我们证明了:

有限维代数的有限维模范畴 A-mod 和 B-mod 的 Deligne 张量积存在且由 ((A⊗B)-mod,⊗) 给出.
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此外, 对任何有限维左 A-模 X1, X2 和有限维左 B-模 Y1, Y2, 我们说明下述映射是同构:

θ : HomA(X1, X2)⊗ HomB(Y1, Y2) → HomA⊗B(X1 ⊗ Y1, X2 ⊗ Y2), f ⊗ g 7→ f ⊗ g. (1.11)

映射 θ 是单射是明显的: 如果 θ(
∑

k fk ⊗ gk) = 0, 不妨设 {fk} 是 k-线性无关的, 那么对任给 y ∈ Y1 和

χk ∈ Homk(Y2,k) 有
∑

k fkχk(gk(y)) = 0. 于是 χk(gk(y)) = 0 迫使 gk(y) = 0, ∀y ∈ Y2. 因此
∑

k fk ⊗ gk = 0.
现在说明映射 θ 是同构. 先处理 X1 = A 的情形. 任取左 (A ⊗ B)-模同态 φ : A ⊗ Y1 → X2 ⊗ Y2. 设

X2 的 k-基 {x21, ..., x2t}. 对任何 y ∈ Y1, 对每个指标 1 ≤ k ≤ t 有唯一的元素 gk(y) ∈ X2 使得 φ(1 ⊗ y) =∑
k x2k ⊗ gk(y). 易见 gk : Y1 → Y2 是左 B-模同态. 于是命左 A-模同态 fk : A → X2, 1 7→ x2k 得到

φ(1⊗ y) = (
∑

k fk ⊗ gk)(1⊗ y) 对任何 y ∈ Y1 成立. 因此 θ(
∑

k fk ⊗ gk) = φ. 于是不难看到当 X1 是有限生

成自由左 A-模时, θ 是同构. 现在记 θ 为 θX1
来强调 X1 的选取. 对 X1 可取定有限表现

At As X1 0 .

分别对上述正合列作用 HomA(−, X2)⊗ HomB(Y1, Y2) 和 HomA⊗B(−⊗ Y1, X2 ⊗ Y2) 得到交换图:

0 HomA(X1, X2)⊗ HomB(Y1, Y2) HomA(A
s, X2)⊗ HomB(Y1, Y2) HomA(A

t, X2)⊗ HomB(Y1, Y2)

0 HomA⊗B(X1 ⊗ Y1, X2 ⊗ Y2) HomA⊗B(A
s ⊗ Y1, X2 ⊗ Y2) HomA⊗B(A

t ⊗ Y1, X2 ⊗ Y2)

θX1 θAs θAt

因此由五引理可知 θX1
是同构. 我们证明了(1.11)定义的映射是 k-线性同构. 这也说明典范线性映射(1.1)在

A,B 都是有限 k-线性 Abel 范畴时成立. 因此定理结论对有限 k-线性 Abel 范畴成立.
再进一步处理更一般情形 Deligne 张量积的存在性证明前指出: 函子交换图(1.2)说明如果 C,D 均是有限

维余代数, 那么 (comod-(C ⊗D),⊗) 是有限维右余模范畴 comod-C 和 comod-D 的 Deligne 张量积.
下面我们证明 A,B 是任意本质小的局部有限 k-线性 Abel 范畴时, 它们的 Deligne 张量积存在. 根据之

前的讨论, 由 Takeuchi 定理可不妨设 A = comod-C 以及 B = comod-D, 其中 C,D 是域 k 上的余代数.
作指标集 Λ = I × J , 其中 I, J 分别是 C 和 D 的有限维子余代数集. 对每个 α ∈ Λ 记 α = (α1, α2). 根

据(1.3), 范畴 (comod-C) × (comod-D) 的对象类是每个 α ∈ Λ 对应的范畴 (comod-Cα1
) × (comod-Dα2

) 的

对象类关于指标 α ∈ Λ 的并. 此外, 对任何有限维右 C-余模 V1, V2 和有限维右 D-余模 W1,W2, 总存在指标
α = (α1, α2) ∈ Λ 使得 HomCα1 (V1, V2) = HomC(V1, V2),HomDα2 (W1,W2) = HomD(W1,W2) 以及

HomCα1⊗Dα2 (V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2) = HomC⊗D(V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2).

根据典范线性映射(1.1)是同构对有限 k-线性 Abel 范畴的 Deligne 张量积成立可知

HomCα1 (V1, V2)⊗ HomDα2 (W1,W2) → HomCα1
⊗Dα2 (V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2), f ⊗ g 7→ f ⊗ g

是线性同构. 于是典范线性映射 HomC(V1, V2)⊗ HomD(W1,W2) → HomC⊗D(V1 ⊗ V2,W1 ⊗W2) 是线性同构.
所以如果我们能够证明 (comod-(C ⊗D),⊗) 是 comod-C 和 comod-D 的 Deligne 张量积, 那么(1.1)是线性同
构对任意 (本质小的) 局部有限 k-线性 Abel 范畴的 Deligne 张量积都成立.
我们需要验证对任何 k-线性 Abel 范畴 C, 函子 ⊗∗ : Rex(comod-(C ⊗ D), C) → BiRex((comod-C) ×

(comod-D), C), F 7→ F⊗ 是范畴等价. 先说明 ⊠∗ 是忠实满函子. 注意到 C ⊗D 的任何有限维子余代数都含于
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某个形如 Cβ1
⊗Dβ2

的有限维子余代数中, 所以任何有限维右 C-余模 V 和有限维右 D-余模 W 满足存在指标

β = (β1, β2) ∈ Λ使得 V ⊗W 是 Cβ1
⊗Dβ2

上的有限维右余模. 于是由任何右正合函子 F : comod-(C⊗D) → C
可限制为右正合函子 Fβ : comod-(Cβ1

⊗Dβ2
) → C 可知任意两个右正合函子 F,G : comod-(C ⊗D) → C 之间

的自然变换 η, ξ : F → G 如果满足 ηX⊗Y = ξX⊗Y 对任何有限维右 C-余模 X 和有限维右 D-余模 Y 成立, 那
么 ηZ = ξZ 对任何 comod-(Cβ1

⊗Dβ2
)成立. 特别地, (1.3)蕴含 η = ξ. 这说明 ⊗∗是忠实函子. 固定右正合函子

F,G : comod-(C⊗D) → C. 如果对任何右 C-余模 V 和右D-余模W ,对应态射 ηV⊗W : F (V⊗W ) → G(V⊗W )

满足 ηV,W 关于变量 V,W 均自然, 那么对每个指标 β ∈ Λ, 存在唯一的自然变换 η̃β : Fβ → Gβ(这里 Fβ 和

Gβ 表示函子在 comod-(Cβ1
⊗Dβ2

) 上的限制) 使得 η̃βX⊗Y = ηX⊗Y 对所有有限维右 Cβ1
-余模 X 和有限维右

Dβ2
-余模成立. 而任意指标 α, β ∈ Λ 满足存在 γ ∈ Λ 使得 Cα1

⊗Dα2
, Cβ1

⊗Dβ2
⊆ Cγ1

⊗Dγ2
, 所以 {η̃β}β∈Λ

可合理地定义自然变换 η̃ : F → G 使得 η̃ 在每个 comod-(Cβ1
⊗Dβ2

) 上的限制为 η̃β. 特别地, η̃X⊗Y = ηX⊗Y

对任何有限维右 C-余模 X 和有限维右 D-余模 Y 成立. 所以 ⊗∗ 是忠实满函子.
最后需要验证 ⊗∗ 是本质满函子. 任取双右正合函子 Γ : (comod-C) × (comod-D) → C. 对每个指标

α = (α1, α2) ∈ Λ, 记 Γα 是 Γ 在 (comod-Cα1
) × (comod-Dα2

) 上的限制函子, 那么 Γα 也是双右正合函

子. 那么由 (comod-(Cα1
⊗ Dα2

),⊗) 是 comod-Cα1
和 comod-Dα2

的 Deligne 张量积可知存在右正合函子
Γ̃α : comod-(Cα1

⊗Dα2
) → C 和自然同构 φα : Γ̃α⊗ → Γα. 对任何指标 α ≤ β ∈ Λ(即 α1 ≤ β1 且 α2 ≤ β2),

Γβ 同样诱导右正合函子 Γ̃β 和自然同构 φβ : Γ̃β⊗ → Γβ. 于是由前面证明的 ⊗∗ 是忠实满函子表明 Γ̃β 在

comod-(Cα1
⊗Dα2

) 上的限制函子 Γ̃β|α 作为右正合函子, 和 Γ̃α 之间存在唯一的自然同构 θαβ : Γ̃β|α
∼=→ Γ̃α 使

得 φ−1
α φβ = θαβ⊗. 即对任何有限维右 Cα1

-余模 X 和有限维右 Dα2
-余模 Y 有交换图

Γ̃β(X ⊗ Y ) Γ̃α(X ⊗ Y )

Γ(X,Y )

(φβ)X,Y

(θαβ)X⊗Y

(φ−1
α )X,Y

(1.12)

特别地, 如果还有指标 γ ∈ Λ 满足 α ≤ β ≤ γ, 我们便得到交换图

Γ̃γ(X ⊗ Y ) Γ̃β(X ⊗ Y ) Γ̃α(X ⊗ Y )

Γ(X,Y ) Γ(X,Y )

(θβγ)X⊗Y

(φγ)X,Y

(φβ)X,Y

(θαβ)X⊗Y

(φ−1
β )X,Y

id
(φ−1

α )X,Y

上述交换图和 ⊗∗ 是忠实函子得到对任何指标 α ≤ β ≤ γ ∈ Λ 有下面的等式成立:

θαγ = θαβθβγ . (1.13)

下面我们来定义右正合函子 Γ̃ : comod-(C ⊗D) → C 使得有自然同构 Γ̃⊗ ∼= Γ 来完成 ⊗∗ 是范畴等价的

证明. 对任何有限维右 (C ⊗D)-余模 Z, 总有指标 α ∈ Λ 使得 Z 是右 Cα1
⊗Dα2

-余模. 我们对每个 Z 取定

满足这一要求的一个指标 α, 再定义 Γ̃(Z) = Γ̃α(Z), 得到映射 Γ : ob comod-(C ⊗D) → ob C. 对任何两个有限
维右 (C ⊗D)-余模 X,Y , 设指标 β, γ ∈ Λ 满足 Γ̃(X) = Γ̃β(X) 以及 Γ̃(Y ) = Γ̃γ(Y ). 利用(1.13)易知对任何右
C ⊗D-余模同态 f : X → Y , 下面态射序列的合成不依赖于 Λ 中满足 δ ≥ β, γ 的指标 δ 的选取:

Γ̃(X) = Γ̃β(X) Γ̃δ(X) Γ̃δ(Y ) Γ̃γ(Y ) = Γ̃(Y )�
θ−1
βδ Γ̃δ(f) θγδ (1.14)
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将态射序列的合成(1.14)记作 Γ̃(f) : Γ̃(X) → Γ̃(Y ). 那么得到定义合理的 k-线性函子 Γ̃ : comod-(C⊗D) → C.
对任何有限维右 C ⊗ D-余模的短正合列 0 → X ′ f→ X

g→ X ′′ → 0. 设指标 α, α′, α′′ ∈ Λ 满足 Γ̃(X ′) =

Γ̃α′(X ′), Γ̃(X) = Γ̃α(X), Γ̃(X ′′) = Γ̃α′′(X ′′). 那么由函子 Γ̃ 的定义得到对任何指标 δ ≥ α, α′, α′′ 下图交换:

Γ̃(X ′) Γ̃(X) Γ̃(X ′′)

Γ̃δ(X
′) Γ̃δ(X) Γ̃δ(X

′′) 0

θ−1

α′δ

Γ̃(f)

θ−1
αδ

Γ̃(g)

θ−1

α′′δ

Γ̃δ(f) Γ̃δ(g)

(1.15)

因为 Γ̃δ 是右正合函子, 所以 Γ̃ 是右正合的 k-线性函子. 最后再说明有自然同构 Γ̃⊗ ∼= Γ 完成证明. 任取有限
维右 C-余模 X 和有限维右 D-余模 Y , 设 Γ̃(X ⊗ Y ) = Γ̃α(X ⊗ Y ). 定义 ζX,Y = φα : Γ̃(X ⊗ Y ) → Γ(X,Y ).
那么 ζX,Y 是同构. 如果还有有限维右 C-余模 X ′ 和有限维右 D-余模 Y ′, 并设 Γ̃(X ⊗ Y ) = Γ̃β(X ⊗ Y ). 那么
对任何指标 δ ≥ α, β 以及右 C-余模同态 f : X → X ′ 和右 D-余模同态 g : Y → Y ′ 有交换图:

Γ̃(X ⊗ Y ) Γ(X,Y )

Γ̃δ(X ⊗ Y )

Γ̃δ(X
′ ⊗ Y ′)

Γ̃(X ′ ⊗ Y ′) Γ(X ′, Y ′)

Γ̃(f⊗g)

ζX,Y =(φα)X,Y

(θ−1
αδ )X⊗Y

Γ(f,g)Γ̃δ(f⊗g)

(φδ)X,Y

(θβδ)X′⊗Y ′ (φδ)X′,Y ′

ζX′,Y ′=(φβ)X′,Y ′

这里上下表面三角形的交换性来自(1.12). 因此 ζ : Γ̃⊗
∼=→ Γ 是自然同构.

根据 [定理1.3] 的证明过程, 我们得到:

Corollary 1.4 ([EGNO15]). 设 A,B 是域 k 上有限维代数, C,D 是域 k 上余代数. 那么:

(1) 二元组 ((A⊗B)-mod,⊗) 是有限维模范畴 A-mod 和 B-mod 的 Deligne 张量积.

(2) 二元组 (comod-(C ⊗D),⊗) 是有限维余模范畴 comod-C 和 comod-D 的 Deligne 张量积.

Example 1.5. 设 A,B 是域 k 上的局部有限 k-线性 Abel 范畴. 那么有交换分量次序的典范函子 (12) : A×
B → B×A, (X,Y ) → (Y,X)是双正合函子. 所以诱导 (自然同构下唯一)右正合函子 (依然记作 (12))A⊠B →
B ⊠A 将每个形如 X ⊠ Y 的对象对应到 Y ⊠X, 态射也有明显的对应.

1.4 双正合函子诱导正合函子

设 A,B 是域 k 上的 (本质小的) 局部有限 k-线性 Abel 范畴. 那么 [定理1.3] 说明 Deligne 张量积
(A⊠ B,⊠) 存在并且也是局部有限的 k-线性 Abel 范畴. 特别地, 对任何 k-线性 Abel 范畴 C 和双右正合函子
F : A×B → C 有自然同构意义下唯一的右正合函子 F̃ : A⊠B → C 使得 F̃⊗ ∼= F . 下面我们说明当基域是代
数闭域且 F 是双正合函子时, 诱导的函子 F̃ : A⊠ B → C 是正合函子.
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Proposition 1.6 ([Cao26, Del90]). 设 k是代数闭域, A,B是局部有限 k-线性 Abel范畴. 如果 F : A×B → C
是双正合函子, 那么满足 F̃⊗ ∼= F 的右正合函子 F̃ : A⊠ B → C 是正合函子.

Proof. 易见只需处理 A,B 都是有限 k-线性 Abel 范畴的情形: 一旦证明有限情形诱导的函子 F̃ 是正合的, 利
用 [定理1.3] 证明过程中的交换图(1.15)可将局部有限情形约化到有限情形来得到诱导的右正合函子 F̃ 是正合

的. 所以我们可不妨设 A = A-mod,B = B-mod, 其中 A,B 都是有限维代数. 并且由 [定理1.3] 证明过程中的
图(1.4)可知可不妨设 C = C-Mod, 这里 C 是某个 (未必有限维的)k-代数.
设 F 是双正合函子, 这时诱导的右正合函子 F̃ : (A⊗ B)-mod → C-Mod 自然同构于某个 C-(A⊗ B) 双

模 N 决定的张量函子 N ⊗A⊗B −. 因此我们只需要证明 N 是平坦右 (A⊗B)-模.
因为 F 是双正合函子,所以由自然同构 F (X,Y ) ∼= N⊗A⊗B (X⊗Y ) ∼= (N⊗AX)⊗BY ∼= (N⊗BY )⊗X(这

里 X 是有限维左 A-模, Y 是有限维左 B-模, 这里自然同构指关于变量 X 和变量 Y 都自然) 可知 N ⊗B Y

作为右 A-模以及 N ⊗A X 作为右 B-模都平坦 (首先 (N ⊗A X)⊗B − 和 (N ⊗B Y )⊗A − 作为有限维模范畴
上的函子正合, 再利用平坦性的基本判别法, 例如张量积保持代数的有限生成左理想的嵌入是单射便知). 利用
前面的自然同构 N ⊗A⊗B (X ⊗ Y ) ∼= (N ⊗A X) ⊗B Y 可知对任何有限维左 A-模 M 和有限维左 B-模 U , 有
群同构 TorA⊗B

1 (N,M ⊗ U) = H1(N ⊗L
A⊗B (M ⊗ U)) ∼= H1(N ⊗L

A⊗B (P • ⊗Q•)) ∼= H1((N ⊗A P •)⊗B Q•) =

H1((N ⊗A M)⊗B Q•) = H1((N ⊗A M)⊗L
B U) = Tor1B(N ⊗A M,U) = 0, 其中 P • → M → 0 和 Q• → U → 0

分别是 M 和 U 的有限生成投射分解. 特别地, 由于 A ⊗ B 上的不可约模都同构于某个不可约 A-模和不可
约 B-模的张量积 (这里需要基域是代数闭域), 所以 TorA⊗B

1 (N,S) = 0 对任何不可约左 A⊗ B-模 S 成立. 由
此立即得到 TorA⊗B

1 (N,Y ) = 0 对任何有限生成左 A⊗ B-模 Y 成立. 因为 Tor 函子与正向极限可交换, 所以
TorA⊗B

1 (N,Y ) = 0 对所有左 A⊗B-模 Y 成立. 由此得到 N 是平坦右 (A⊗B)-模.
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