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这份笔记简要记录 Clifford 代数 (在 [Cli78] 中被引入) 的基本性质和初步的结构理论, 主要参考文献是
[Jac09]. Clifford 代数广泛地出现在数学与物理的各个分支. 这里我关心 Clifford 代数的原因是其结构理论能
够在某些代数闭域上有限维代数的不可约表示分类上规避许多繁琐的具体计算. 由于水平有限, 虽然我全力以
赴, 但还是无法避免笔记中存在不足与错误, 欢迎给我提出宝贵建议, 谢谢.

1 基本性质

1.1 Clifford 代数

本节固定域 k. 我们先介绍域 k上有限维线性空间 V 带上一个二次型 Q都能对应一 k-代数 Cl(V,Q), [定
义1.1], 这是我们主要关心的 Clifford 代数. 随后记录一些 Clifford 代数的基本性质和低维情况 (当 dimk V =

1, 2 并且 Q 非退化场景的 Clifford 代数的结构. 例如我们将看到 chark 6= 2 时, 带有非退化二次型 Q 的 2 维

线性空间的 Clifford 代数是广义四元数代数). 在本节的最后, 我们记录一些技术性引理, 它们将在之后被应用
于证明 Clifford 代数的结构定理, [定理1.15].

回忆域 k 上有限维线性空间 V 上的二次型是指满足下面两个条件的映射 Q : V → k:

(QF1) 对任何 α ∈ k, x ∈ V 有 Q(αx) = α2Q(x);

(QF2) 若定义 B(x, y) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y), x, y ∈ V , 那么 B : V × V → k 是双线性函数.

不难看到二次型 Q : V → k 产生的双线性函数 B : V × V → k 自动是对称的: B(x, y) = B(y, x) 对所有

x, y ∈ V 成立. 并且 B(x, x) = 2Q(x) 对所有 x ∈ V 成立. 因此当 chark 6= 2 时,

Q(x) =
1

2
B(x, x)

可从对称双线性函数 B 出发重塑二次型 Q. 并且 (保持 chark 6= 2 的假设) 如果 V 有 k-基 {e1, ..., en} 时,
A = ( 1

2
B(ei, ej))n×n 是对称矩阵, 满足对任何 x =

∑n
i=1 αiei ∈ V , 有

Q(x) = (α1, ..., αn)A(α1, ..., αn)
T .

我们再指出有限维线性空间 V 上的二次型在 V 的子空间 U 上的限制定义了 U 上二次型. 如果 Q 诱导的对

称双线性函数 B 是非退化的, 我们常称 Q 也是非退化的.
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Definition 1.1 ([Jac09]). 设 V 是域 k 上的有限维空间, 带有二次型 Q : V → k, 定义 KQ 是张量代数 T (V )

的子集 v ⊗ v −Q(v)1, v ∈ V 生成的理想. 称 Cl(V,Q) := T (V )/KQ 是 (V,Q) 决定的 Clifford 代数.

Remark 1.2. 如果有限维空间 V 带有的二次型 Q = 0, 那么 Clifford代数的定义恰是 V 的外代数的定义. 这
时有代数同构 Cl(V,Q) ∼= E(V ). 因此一般的 Clifford 代数 Cl(V,Q) 可以理解为外代数 E(V ) 的某种 “形变”.

设 Q 是有限维空间 V 上的二次型. 对每个 v ∈ V , 记 v = v +KQ ∈ Cl(V,Q). 我们也会考虑典范线性映
射 i : V → Cl(V,Q), v 7→ v. 那么 i(V ) 是 Clifford 代数 Cl(V,Q) 的一个生成元集 (之后我们会在 [定理1.15]
看到典范映射 i : V → Cl(V,Q) 是单射). 关于 Clifford 代数有如下泛性质:

Proposition 1.3 (Clifford 代数的泛性质, [Jac09]). 设 V 是域 k 上的有限维空间, 带有二次型 Q : V → k.
那么对任何 k-代数 A 和 k-线性映射 f : V → A, 只要 f(v)2 = Q(v)1 对所有 v ∈ V 成立, 就存在唯一的 k-代
数同态 f : Cl(V,Q) → A 使得下图交换:

V Cl(V,Q)

A

f

i

f

Proof. 因为 i(V ) 是 Cl(V,Q) 作为 k-代数的生成元集, 所以只需处理满足条件的代数同态 f : Cl(V,Q) → A

的存在性. 首先 f : V → A 诱导代数同态 g : T (V ) → A 使得 g(v) = f(v), ∀v ∈ V . 因此 g(v ⊗ v) = f(v)2 =

Q(v)1 = g(Q(v)1), ∀v ∈ V . 这说明代数同态 g 可诱导代数同态 f : Cl(V,Q) → A 使得 fi = f .

在 Clifford 代数 Cl(V,Q) 的定义理想 KQ 中, 包含所有形如

(v + w)⊗ (v + w)−Q(v + w)1 = v ⊗ w + w ⊗ v + v ⊗ v + w ⊗ w −Q(v + w)1,

其中 v, w ∈ V , 的元素. 而 v ⊗ v −Q(v)1, w ⊗ w −Q(w)1 ∈ KQ, 所以

v ⊗ w + w ⊗ v + (Q(v) +Q(w)−Q(v + w))1 = v ⊗ w + w ⊗ v −B(v, w)1 ∈ KQ, (1.1)

对所有 v, w ∈ V 成立. 根据(1.1), 在 Clifford 代数 Cl(V,Q) 中总有 vw +wv = B(v, w)1. 结合 v2 = Q(v)1 知

Lemma 1.4 ([Jac09]). 设 V 是有限维 k-线性空间. 若 V 有生成元集 {u1, ..., un}, 那么集合

{1, ui1ui2 · · ·uir | i1 < i2 < · · · < ir, 1 ≤ r ≤ n}

是 Clifford 代数 Cl(V,Q) 作为 k-线性空间的一个生成元集. 特别地, 若 dimk V = n, 则 dimk Cl(V,Q) ≤ 2n.

下面我们主要谈论基域特征不是 2 的场景下 Clifford 代数的基本性质. 首先我们确定 1 维空间 V 带上满

足诱导对称双线性函数 B 非退化的二次型 Q : V → k 的 Colifford 代数的结构.

Example 1.5 ([Jac09]). 设基域 chark 6= 2, V = ku 是 1 维线性空间. 假设 B : V × V → k 是非退化双线性

型, 那么对基元 u ∈ V 有 Q(u) 6= 0. 命 A = k[t]/(t2 −Q(u)), 是多项式代数 k[t] 的商代数, 那么 dimkA = 2

并且标准线性映射 f : V → A, u 7→ t 根据 [命题1.3] 诱导代数同态 f : Cl(V,Q) → A. 这明显是满代数同态.
所以由 [引理1.4] 得到的 dimk Cl(V,Q) ≤ 2 迫使 f : Cl(V,Q) → A 是代数同构. 如果 Q(u) 不是 k 中的平方

元素 (这时 k 不可能是代数闭域!), 那么 t2 −Q(u) 便是 k 上的不可约多项式. 于是 Cl(V,Q) 是域. 如果 Q(u)

是 k 中的平方元素, 那么 t2 − Q(u) 作为无重根的多项式 (因为 chark 6= 2) 自然可分解为两个不同的首一一
次多项式的乘积, 这蕴含 k-代数同构 Cl(V,Q) ∼= k⊕ k.
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设基域 chark 6= 2且 V 是 k上 n维线性空间. 这时基域条件使得 k上任何 n阶对称阵都合同于某个对角

阵. 这说明对任何非退化双线性型 Q : V → k,我们总能够选取适当的 V 的基 {u1, ..., un}使得 (B(ui, uj))n×n

是主对角线元素均非零的对角阵 (例如当 n = 2 时, 我们能够适当选取 V 的 k-基 {u, v} 使得 B(u, v) = 0 且

Q(u)Q(v) 6= 0). 下面我们用前面的观察来确定带上非退化二次型的 2 维线性空间的 Clifford 代数的结构.

Example 1.6 ([Jac09]). 设基域 chark 6= 2 且 V 是 k 上 2 维线性空间, 带有非退化的二次型 Q. 这时可选取
V 的基 {u, v} 使得 B(u, v) = 0 且 Q(u)Q(v) 6= 0. 记 Q 在子空间 ku 上的限制二次型是 Q′, 并设 C ′ 是 ku

带上 Q′ 的 Clifford 代数. 根据 [例1.5], C ′ 有 k-基 {1, u} 满足 u2 = Q(u)1. 考虑 M2(C
′) 中的矩阵

u′ =

(
u 0

0 −u

)
, v′ =

(
0 1

Q(v)1 0

)
.

直接计算表明 u′v′ + v′u′ = 0, (u′)2 = Q(u)1 以及 (v′)2 = Q(v)1. 所以 u′, v′ 所生成的 M2(C
′) 的子代数 A 满

足 A = k1+ku′+kv′+ku′v′. 由 {1, u}是 C ′ 的 k-基不难验证 {1, u′, v′, u′v′}是 A的 k-基. 因此 dimkA = 4.
考虑线性映射 f : V → A 满足 f(u) = u′, f(v) = v′, 那么直接计算表明 f(x)2 = Q(x)1, ∀x ∈ V . 因此 [命

题1.3] 蕴含有唯一的代数同态 f : Cl(V,Q) → A 使得 f(u) = u′, f(v) = v′. 于是 f : Cl(V,Q) → A 是满代数

同态. 结合 dimk Cl(V,Q) ≤ 4, [引理1.4], 可知 f : Cl(V,Q) → A 是代数同构.

Remark 1.7. 设基域 chark 6= 2, V 是 k 上有限维线性空间, 带有 (可以退化的) 二次型 Q. 如果 V 有 k-基
{u1, ..., un}, 那么借助 Cl(V,Q) 中 uiuj + ujui = B(ui, uj)1 不难验证 Cl(V,Q) 作为 k-代数可等价地描述为由
u1, ..., un 生成, 并由下面的生成关系确定的代数: u2i = Q(ui), uiuj + ujui = B(ui, uj)1, 其中 1 ≤ i, j ≤ n. 例
如, 取 α, β ∈ k

×, 域 k 上由 u, v 生成, 并有关系 u2 = α, v2 = β 以及 uv+ vu = 0 给出非退化的 Clifford 代数.

Definition 1.8 (广义四元数代数, [Jac09]). 设 k 是特征不为 2 的域, 称 k-代数 A 是广义四元数代数, 如果满
足有 α, β ∈ k

× 使得 A 作为 k-代数可由 i, j 生成, 并满足下面的关系:

i2 = α1 6= 0, j2 = β1 6= 0, ij = −ji. (1.2)

我们说明带有非退化二次型的 2 维线性空间的 Clifford 代数都是广义四元数代数.

Lemma 1.9 ([Jac09]). 设 k 是特征不为 2 的域, V 是 k 上 2 维线性空间, 带有二次型 Q 满足诱导的对称双

线性函数 B 非退化. 那么 Clifford 代数 Cl(V,Q) 是域 k 上的广义四元数代数.

Proof. 这是 [例1.6] 的讨论的直接推论.

Lemma 1.10 ([Jac09]). 特征不是 2 的域 k 上的广义四元数代数是 k 上的 4 维中心单代数.

Proof. 由生成关系(1.2)可知 k上广义四元数代数 A作为 k-空间可由 {1, i, j, ij}生成. 下面我们验证 {1, i, j, ij}
是 k-线性无关的. 如果有 k 中元素 a, b, c, d 使得 a+ bi+ cj+ dij = 0. 在等式两边右乘 i−1 = α−1i 得到

aα−1i+ bα−11− cα−1ij+ dα−1iji = 0.

对上式两边左乘 i 得到 a1 + bi− cj− dij = 0. 结合 a+ bi+ cj+ dij = 0 得到 a1 + bi = 0 以及 cj+ dij = 0. 对
a1 + bi = 0 左乘 j 并右乘 j−1 = β−1j 可得 a1 − bi = 0, 进而 a1 = bi = 0. 类似可证 cj = dij = 0. 由此得到
a = b = c = 0. 对 dij = 0 左乘 i 可得 d = 0. 这就证明了 {1, i, j, ij} 是 A 的 k-基. 如果 A 有真理想 I, 那么
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A/I 也满足广义四元数代数的定义, 进而有 dimk(A/I) = 4. 因此 I = 0, 这迫使 A 是单代数. 最后验证 A 的

中心是 k1: 如果 a1 + bi+ cj+ dij 是 A 的中心元, 那么该元素和 i 可交换蕴含 c = d = 0. 而 a1 + bi 和 j 可交

换蕴含 b = 0. 所以 A 的中心就是 k1. 至此证明了 A 是 k 上 4 维中心单代数.

我们将 [引理1.10] 应用于带有非退化二次型的 2 维线性空间的 Clifford 代数立即得到:

Corollary 1.11 ([Jac09]). 设 k 是特征不为 2 的域, V 是 k 上 2 维线性空间, 带有二次型 Q 满足诱导的对称

双线性函数 B 非退化. 则 Cl(V,Q)是域 k上 4维中心单代数. 特别地,当 k是代数闭域时, Cl(V,Q) ∼= M2(k).

下面依然设 k 是特征不为 2 的域, V 是 k 上 n 维线性空间带有二次型 Q. 这时 B : V × V → k 作为对

称双线性函数, 我们可以考虑判别式

∆B := det(B(ui, uj))n×n ∈ k,

其中 {u1, ..., un} 是 V 的一个 k-基. 易验证 ∆B 关于 V 不同基的选取相差某个非零常数的平方. 并且 B 非退

化当且仅当 ∆B 6= 0. 对 V 的任何子空间 U , 我们可以定义 U 关于对称双线性函数 B 的正交补

U⊥ := {v ∈ V | B(v, U) = 0}.

不难看到 U⊥ 是 V 的子空间并且 U ∩ U⊥ = {x ∈ U | B(x, U) = 0} 说明 B|U 非退化蕴含 U ∩ U⊥ = 0.

Lemma 1.12 ([Jac09]). 设 k 是域, V 是 k 上有限维线性空间, 有子空间 U 以及 V 上对称双线性函数

B : V × V → k 在 U 上的限制非退化. 那么 V = U ⊕ U⊥.

Proof. 命 φ : V → U∗, v 7→ B(v,−), 那么 φ 是线性映射且 Kerφ = U⊥. 因为 B 在 U 上的限制是非退化的,
所以 φ 是满射. 进而 dimk U

⊥ + dimk U = dimk V . 现在结合 U ∩ U⊥ = 0 得到结果.

Remark 1.13. 我们说明在 [引理1.12] 的假设与记号下, B 在 U⊥ 上的限制也非退化: 如果 y ∈ U⊥ 满足

B(U⊥, y) = 0, 那么 V = U ⊕ U⊥ 蕴含 B(V, y) = 0, 这迫使 y = 0.

Lemma 1.14 ([Jac09]). 设 k 是特征不是 2 的域, V 是 k 上有限维线性空间, dimk V ≥ 3, 且带有非退化二次
型 Q(即相应的对称双线性函数 B 是非退化的). 设 U 是 V 的 2 维线性子空间满足 B 在 U 上的限制是非退

化的, 那么根据 [引理1.12], 有 V = U ⊕ U⊥. 记 Q′ 和 Q′′ 分别是 Q 在 U 和 U⊥ 上的限制. 则有代数同构

Cl(V,Q) ∼= Cl(U,Q′)⊗ Cl(U,−∆′
BQ

′′), (1.3)

其中 ∆′
B ∈ k

× 是 B 限制在 U 上对称双线性函数的判别式.

Proof. 记典范映射 i′ : U → Cl(U,Q′), y 7→ y′ 以及 i′′ : U⊥ → Cl(U⊥,−∆′
BQ

′), z 7→ z′′. 因为 U 是 2 维

线性空间且带上 B 的限制是非退化的, 可应用 [例1.6] 的讨论, 存在 U 的 k-基 {u, v} 满足 B(uv) = 0 且

Q(u)Q(v) 6= 0. 记 d = 2uv ∈ Cl(V,Q). 由于总有 u2 = Q(u)1, v2 = Q(v)1, uv + vu = 0, 所以

d
2
= 4uvuv = −4Q(u)Q(v)1 = −B(u, u)B(v, v)1 = −∆′

B1.

由于 U 中元素都可以表示为 u, v 的 k-线性组合,所以可直接验证对任何 y ∈ U ,有 yd+dy = 0. 对任何 y ∈ U

和 z ∈ U⊥, B(y, z) = 0 说明 yz + zy = 0. 进而 zd = dz. 特别地, 在 Cl(V,Q) 中我们有

y(dz) = (dz)y 以及 (dz)2 = −∆′
BQ(z)1. (1.4)
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因此由 [命题1.3], 我们得到代数同态 φ : Cl(U,Q′) → Cl(V,Q), y′ 7→ y 以及代数同态 ψ : Cl(U,−∆′
BQ

′′) →
Cl(V,Q), z′′ 7→ dz. 进而得到线性映射 θ : Cl(U,Q′)⊗Cl(U,−∆′

BQ
′′) → Cl(V,Q), y′ ⊗ z′′ 7→ φ(y′)ψ(z′′) = ydz,

从(1.4)可知 θ 是代数同态. 下面我们通过构造 θ 的逆映射来证明 θ 是代数同态 (注意这里 θ(y′⊗1) = y), 来导
出代数同构(1.3). 现在考虑 Cl(U,Q′) 中的元素 d′ = u′v′, 那么可直接计算得到对任何 y ∈ U 有 d′y′+ y′d′ = 0

以及 (d′)2 = −∆′
B1.特别地, ∆′

B 6= 0蕴含 d′ 是 Cl(U,Q′)中的可逆元. 对元素 y′⊗1+(d′)−1⊗z′′ ∈ Cl(U,Q′)⊗
Cl(U,−∆′

BQ
′′), 我们计算 (y′⊗ 1+ (d′)−1⊗ z′′)2 = (y′)2⊗ 1+1⊗ ((∆′

B)
−1z′′)2 = (Q(y)+Q(z))1 = Q(y+ z)1.

因此 [命题1.3] 诱导代数同态 τ : Cl(V,Q) → Cl(U,Q′)⊗ Cl(U,−∆′
BQ

′′), y + z 7→ y′ ⊗ 1 + (d′)−1 ⊗ z′′.
最后, 在代数生成元层面验证不难得到 θ 与 τ 互为逆映射.

1.2 Clifford 代数的结构定理

本节我们证明 Clifford 代数的结构定理:

Theorem 1.15 ([Jac09]). 设 k 是特征不是 2 的域, V 是 k 上 n 维线性空间并带有二次型 Q. 则

(1) 有 dimk Cl(V,Q) = 2n, 且如果 V 有 k-基 {u1, ..., un}, 那么集合

{1, ui1ui2 · · ·uir | i1 < i2 < · · · < ir, 1 ≤ r ≤ n}

是 Clifford 代数 Cl(V,Q) 作为 k-线性空间的 k-基. 特别地, 典范映射 V → Cl(V,Q), v 7→ v 是单射.

(2) 如果二次型 Q 诱导的对称双线性函数 B 是非退化的, 那么: 当 n 是偶数时, Cl(V,Q) 是中心单代数. 当
n = 2k + 1 是奇数时, 若 (−1)k2∆B 不是 k 中的平方元素, 则 Cl(V,Q) 是中心为 2 维域的单代数; 若
(−1)k2∆B 是 k 中的平方元素, 则 Cl(V,Q) 是两个同构的中心单代数的直和. 故 Cl(V,Q) 总是半单的.

Proof. 要证明 (1), 只需说明 dimk Cl(V,Q) = 2n, 原因是 [引理1.4] 我们已经看到如果 V 有 k-基 {u1, ..., un},
那么集合 {1, ui1ui2 · · ·uir | i1 < i2 < · · · < ir, 1 ≤ r ≤ n} 可 k-线性张成 Clifford 代数 Cl(V,Q).
先处理 Q 诱导的对称双线性函数 B 非退化的情形. 我们对正整数 n 作归纳证明结论. 当 n = 1 时, 结论

来自 [例1.5]. 当 n = 2 时, 结论来自 [例1.6]. 假设结论对维数不超过 n − 1(n ≥ 3) 的情形结论都成立. 取定
V 的 2 维子空间 U , 则 V = U ⊕ U⊥ 且 B 在 U,U⊥ 上的限制都非退化, [引理1.12] 和 [注记1.13]. 现在应用
[引理1.14] 得到 dimk Cl(V,Q) = (dimk Cl(U,Q′))(dimk Cl(U,−∆′

BQ
′′)), 由归纳假设得到 dimk Cl(V,Q) = 2n.

由此证明了 B 非退化时, dimk Cl(V,Q) = 2n. 下面我们依然设 B 是非退化的, 来处理 (2).
设 B 是非退化的对称双线性函数. 当 n 是偶数时, 对 n 作归纳证明 Cl(V,Q) 是中心单代数. 如果

n = 2, 那么结论来自 [推论1.11]. 假设结论对不超过 n − 2(n ≥ 4) 的偶数成立, 那么由代数同构 Cl(V,Q) ∼=
Cl(U,Q′)⊗ Cl(U,−∆′

BQ
′′), 归纳假设, 以及域上两个有限维中心单代数在基域上的张量代数依然中心单, 得到

结论. 现在设 n = 2k+1 是奇数. 我们对奇数 n 作归纳证明 (2) 的结论成立: 当 n = 1 时, 结论来自 [例1.5] 的
讨论. 这时 Cl(V,Q) ∼= Cl(U,Q′)⊗Cl(U,−∆′

BQ
′′)是 4维中心单代数 Cl(U,Q′)和 2k−1 = 2(k−1)+1维空间

带上非退化二次型给出的 Clifford 代数 Cl(U,−∆′
BQ

′′) 的张量积. 记 ∆′′
B 是 B 在 U⊥ 上限制的对称双线性函

数的判别式. 那么二次型 −∆′
BQ

′′ 对应的判别式是 (−∆′
B)

n−2∆′′
B. 根据归纳假设, Cl(U,−∆′

BQ
′′) 的代数结构

分两种情况,来自 (−1)k−12(−∆′
B)

n−2∆′′
B 是否是 k中平方元素. 由 U⊕U⊥ 是正交的直和分解, ∆B = ∆′

B∆
′′
B.

于是可化简 (−1)k−12(−∆′
B)

n−2∆′′
B = (−1)n−3(∆′

B)
n−3(−1)k∆B. 因为 n− 3 这时是偶数, 所以

(−1)k2∆B 是 k 中的平方元素当且仅当 (−1)k−12(−∆′
B)

n−2∆′′
B 是平方元素.
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因为中心单代数和单代数的张量积代数是单代数,所以归纳假设保证了当 (−1)k2∆B 不是平方元素时, Cl(V,Q)

是单代数, 并且中心维数是 2. 当 (−1)k2∆B 是平方元素时, 4 维中心单代数与两个同构的中心单代数的直和
作张量得到的张量代数依然是两个同构的中心单代数的直和, 因此我们证明了 (2) 成立.

最后需要处理 B 退化场景下 dimk Cl(V,Q) = 2n 成立. 考虑 R = {x ∈ V | B(x, V ) = 0}. 设 V 有子空

间 U 满足 V = R⊕ U . 那么 B 在 U 上的限制非退化 (如果 u ∈ U 满足 B(u, U) = 0, 那么 B(u, V ) = 0 蕴含

u ∈ R. 这迫使 u = 0). 现在定义 W = R⊕ U ⊕R∗ 并置

Q̃(z + y + f) = Q(z) +Q(y) + f(z),

其中 z ∈ R, y ∈ U, f ∈ R∗. 则 Q̃ :W → k 是二次型, 并且对应的对称双线性函数

B̃(z + y + f, z′ + y′ + f ′) = B(z, z′) +B(y, y′) + f(z′) + f ′(z),

不难验证这是非退化的并且是 Q 的延拓. 因此我们可以对 Cl(W, Q̃) 应用非退化情形的已经证明的结果, 得到
它的典范 k-基 (由 W 的基诱导). 现在设 V 有 k-基 {u1, ..., un}, 那么这可扩充为 W 的 k-基, 于是知典范映
射 Cl(V,Q) → Cl(W, Q̃) 将集合 X = {1, ui1ui2 · · ·uir | i1 < i2 < · · · < ir, 1 ≤ r ≤ n} 映至 Cl(W, Q̃) 的某个

k-基的子集. 这说明 X 是 Cl(V,Q) 的 k-线性无关子集. 结合 [引理1.4] 便完成 (1) 的证明.

Remark 1.16. 根据 [定理1.15(1)], 特征不是 2 的域 k 上的有限维线性空间 V 带上任何二次型 Q 对应的

Clifford 代数 Cl(V,Q) 满足典范映射 i : V → Cl(V,Q) 是线性嵌入, 因此我们总可默认 V ⊆ Cl(V,Q).

注意到 [定理1.15(2)] 为我们提供了 Q 非退化时, Clifford 代数 Cl(V,Q) 充分多的结构信息.

Corollary 1.17 (代数闭域上非退化二次型场景的 Clifford 代数结构定理). 设 k 是特征不是 2 的代数闭

域, n 是正整数, 并设 V 是 n 维线性空间带有非退化二次型 Q. 当 n = 2m 是偶数时, 有 k-代数同构
Cl(V,Q) ∼= M2m(k); 当 n = 2m+ 1 是奇数时, 有代数同构 Cl(V,Q) ∼= M2m(k)⊕ M2m(k).

Proof. 当 n 是偶数时, [定理1.15(2)] 说明 Cl(V,Q) 是 2n 维中心单代数. 而 k 是代数闭域逼迫 Cl(V,Q) ∼=
M2m(k). 当 n = 2m+1 是奇数时, k 是代数闭域保证了 (−1)k2∆B 是 k 中的平方元素. 所以 [定理1.15(2)] 说
明 Cl(V,Q) 是两个同构的中心单代数的直和. 这迫使 Cl(V,Q) ∼= M2m(k)⊕ M2m(k).

1.3 Clifford 代数作为外代数的滤形变

回忆域 k 上带有升滤 F0A ⊆ F1A ⊆ · · · 的代数 A 如果有分次代数 B 满足有分次代数同构 B ∼= grA, 那
么称 A 是 B 的滤形变, 这里 grA 是关于升滤 F•A 作的相伴分次环. 我们说明

Proposition 1.18. 设 k 是特征不是 2 的域, V 是 n 维线性空间, 带有二次型 Q, 并设 C = Cl(V,Q) 是相应

的 Clifford 代数. 对每个自然数 k, 记 FkC 是 C 中所有长度不超过 k 的关于 V 的单项式张成的 k-子空间, 记
grC 是 C 关于代数升滤 F•C 的相伴分次代数. 则有分次代数同构 grC ∼= E(V ), 其中 E(V ) 是 V 的外代数.

Proof. 对任何 x ∈ V , 在 C 中有 x2 = Q(x)1, 这来自 Clifford 代数的定义. 于是 x2 = 0 ∈ F2C/F1C. 这说明
有唯一的代数同态 φ : E(V ) → grC 满足 φ(x) = x, ∀x ∈ V . 于是 [推论1.15(1)] 蕴含 φ 将 E(V ) 的某个 k-基
映为 C 的某个 k-基, 这说明 φ 是单射. 而 φ 明显是满射, 所以 φ 给出分次代数同构 grC ∼= E(V ).

根据 [命题1.18], Clifford 代数 Cl(V,Q) 可视作滤形变意义下外代数 E(V ) 的 “量子化”.
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1.4 应用 Clifford 代数的一个算例

设 k 是特征不是 2, 3 的代数闭域, 设 A 是 k 上由 g, x1, x2 生成, 由下面的生成关系定义的 k-代数:

g6 = 1, gxi = −xig, x1x2 = −x2x1, x2i + g2 = 1,

这里 1 ≤ i ≤ 2. 利用钻石引理可知 A 有 k-基:

{grxϵ11 xϵ22 | t1, t2 ∈ Z, 0 ≤ r ≤ 5, ϵ1, ϵ2 ∈ {0, 1}} (1.5)

因此 dimkA = 24. 下面我们计算 A(在 k 上) 所有不可约表示的维数.
易知 g2 是 A 的中心元, 命 C = k[g2] ⊆ A 是 g2 生成的中心子代数, 则 maxSpecC = {(g2 − 1), (g2 −

ω), (g2 − ω3)}(这里 ω 6= 1 ∈ k 满足 ω3 = 1). 对每个 µ ∈ {1, ω, ω2}, 记 mµ = (g2 − µ) ∈ maxSpecC. 要确定
A 所有不可约表示的维数, 只需处理所有 Aµ := A/mµA 的不可约表示维数.
现在(1.5)蕴含对每个 m ∈ maxSpecC 有 A/mA 是 k 上的 8 维代数. 所以 dimkAµ = 8. 分情况处理:

µ = 1 这时在 A1 中 x1
2 = x2

2 = 0 说明 (x1, x2) ⊆ Jac(A1). 故 dimkA1/Jac(A1) ≤ 2. 而 A1 明显有两个不同

的特征 (均在 x1, x2 上取值为零, 在 g 上取值为 ±1), 这说明 A1 共有两个 1 维不可约表示等价类.

µ = ω 命 Q 是线性空间 V = kx1 ⊕ kx2 上满足 Q(xi) = 1− ω2 以及 B(xi, xj) = 0 的二次型 (明显非退化), 记
C1 是 (V,Q) 的 Clifford 代数. 则 Aω

∼= C1#k[Z2], 其中 Z2 是 2 阶循环群. 由 chark 6= 2 以及 [引理1.9]
得到 Aω 是 8 维半单代数, 且 Aω 明显没有 1 维表示. 这迫使 Aω/Jac(Aω) ∼= M2(k)⊕ M2(k).

µ = ω2 . 类似 µ = ω 的讨论可证 Aω2/Jac(Aω2) ∼= M2(k)⊕ M2(k).

1.5 Clifford 代数的 Jacobson 根

本节固定 k 是特征不为 2 的域, V 是域 k 上 n 维线性空间, 并带有二次型 Q. 根据 [定理1.15(2)], 当 Q

诱导的对称双线性函数 B 非退化时, 相应的 Clifford 代数总是有限维半单代数. 下面我们讨论 B 退化的情形.
保持前面的假设与记号. 命 R := {v ∈ V | B(v, V ) = 0}, 这是 V 的子空间且 B 非退化的充要条

件是 R = 0. 命 Q : V /R → k, v = v + R 7→ Q(v). 因为 Q(v) = 1
2
B(v, v), 所以一旦 v, w ∈ V 满足

v − w ∈ R, 就有 Q(v − w) = 0. 进而 Q(v) = Q(w + (v − w)) = B(w, v − w) + Q(w) + Q(v − w) =

Q(w). 这说明 Q : V /R → k 是定义合理的映射. 于是 Q 是 V /R 上的二次型并且诱导的对称双线性函数

B : (V /R)× (V /R) → k, (v +R,w +R) 7→ B(v, w) 自然是非退化的. 注意到 V /R = 0 当且仅当 Q = 0(因为
chark 6= 2). 我们可不妨设 Q 6= 0: 否则, Q = 0 时, Clifford 代数 Cl(V,Q) 就是外代数, 这是 Cl(V,Q) 作为有

限维连通分次代数的 Jacobson 根自然是余 1 维的, 并且 Cl(V,Q)/Jac(Cl(V,Q)) = k.
下面我们总假设 Q 6= 0. 于是 V /R 6= 0, 且前面的讨论得到半单 Clifford 代数 Cl(V /R,Q). 根据 [命

题1.3], 我们有典范代数同态 π : Cl(V,Q) → Cl(V /R,Q) 使得 π(v) = v = v + R, ∀v ∈ V . 易见 π 是满代数

同态. 易见 R ⊆ Cl(V,Q) 生成的 Cl(V,Q) 的理想 L 是 Ker(π) 的子集. 并且 Cl(V /R,Q) 是半单代数说明

Jac(Cl(V,Q)) ⊆ Ker(π). 下面我们验证 L = Ker(π).
对任何 x 6= 0 ∈ R, 满足 xv + vx = 0 ∈ Cl(V,Q) 对所有 v ∈ V 成立, 并且 x 是 Cl(V,Q) 中的幂零元. 因

此 L 是幂零理想. 我们有定义合理的典范代数同态 τ : Cl(V /R,Q) → Cl(V,Q)/L, v 7→ v + L, 它明显是 π 诱
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导的代数同态 π̌ : Cl(V,Q)/L → Cl(V /R,Q) 的逆映射. 所以我们得到代数同构 Cl(V,Q)/L ∼= Cl(V /R,Q) 以

及 L = Ker(π). 特别地, 前面的讨论说明 Ker(π) 是幂零理想, 这蕴含 Ker(π) ⊆ Jac(Cl(V,Q)). 故

Jac(Cl(V,Q)) = Ker(π).

我们得到代数同构
Cl(V,Q)

Jac(Cl(V,Q))
∼= Cl(V /R,Q). (1.6)

根据 [定理1.15], 等式(1.6)两边的 k-线性维数是 2r, 其中 r = dimk(V /R). 那么 r 也可以描述为对称双线性

函数 B 的 Gram 矩阵的秩: 设 T 是 B 关于 V 的某个 k-基定义的 Gram 矩阵 (设 rankT = t), 那么将 T

合同对角化后可知存在 V 的 k-基 {β1, ..., βt, βt+1, ..., βn} 使得 β1, ..., βt 张成的子空间和 R 之交为零空间, 且
βt+1, ..., βn ∈ R. 这迫使 R = kβt+1 ⊕ · · · ⊕ kβn. 因此 t = r.
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