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在 2022年 12月至 2023年 3月中下旬,我使用 [BH98]来学习 Cohen-Macaulay环相关知识. 虽然交换代
数并不是我的研究方向,但不可避免需要查阅一些交换代数基本工具. 因此我通过这份文档来整理一些交换代
数中的经典内容 (但不含交换代数的入门内容). 正文主要分为三部分：
(1)正则序列理论介绍,其中包含 Koszul复形与 Koszul同调的性质、Hilbert合冲定理的证明.
(2)Cohen-Macaulay环理论介绍,并包含正则局部环与Gorenstein环的性质、Cohen-Macaulay局部环的 canon-
ical模存在性与唯一性的讨论、局部上同调简介. 前两部分的主要参考文献是 [BH98].
(3)零散地记录一些基础知识回顾与经典交换代数中一些结论的加强及非交换版本推广.
由于水平有限,虽然我全力以赴,但还是无法避免笔记中存在不足与错误,欢迎给我提出宝贵建议.
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1 正则序列与深度

本章主要介绍交换代数中正则序列理论,正则序列是交换代数中的有力工具,它引出的一个基本概念便是
深度 (见 [定义1.32]). 关于深度,我们会介绍 Auslander-Buchsbaum公式 ([定理1.64]),它联系起了模的投射
维数与深度. 本章最后介绍 Koszul复形及其基本性质, Koszul复形的同调可用于判断交换 Noether局部环中
序列的是否正则 ([推论1.114]). Koszul复形也可用于证明 Hilbert合冲定理 (见 [定理1.118]).

1.1 正则序列

本节主要介绍正则序列的概念与基本性质.

Definition 1.1 (正则元,零因子). 设 R是含幺交换环,M 是 R-模,若 a ∈ R满足对任何 x 6= 0 ∈ M 有 ax 6= 0,
则称 a是一个M -正则元 (regular element),否则称 a是一个M -零因子. 有时我们把M 在 R中全体零因子构

成的集合记作 Z(M).

如果M = R,便得到含幺交换环中正则元的概念,关于含幺交换环的正则元,我们有

Proposition 1.2. 设 R是含幺交换环, P 是 R的极小素理想,那么 R的任何正则元 a满足 a /∈ P .

Proof. 这时 RP 有唯一的素理想 PP . 所以如果 a ∈ P ,那么 a/1 ∈ PP = N(RP )是幂零元,从而存在 s ∈ R − P

和正整数m使得 sam = 0. 设 n是使得 san = 0的最小正整数,那么 san−1 6= 0,所以 a是零因子,矛盾.

Definition 1.3 (M -正则序列). 设R是含幺交换环,M是R-模,如果R中序列 {ai}ni=1(有时也记为 a1, a2, ..., an)
满足 a1是M -正则元, a2是M/a1M -正则元, ..., an是M/(a1, ..., an−1)M -正则元,则称 {ai}ni=1是弱M -正则序
列 (weakM -regular sequence). 如果 {ai}ni=1是弱M -正则序列且M/(a1, ..., an)M 6= 0,则称 {ai}ni=1是M -正
则序列 (M -regular sequence).

Remark 1.4. 如果理想 I 有M -正则元 a,并不意味着 a给出一个含于 I 的M -正则序列！因为M/aM 有可能

是零模 (如取 I =M = R, a = 1). 所以验证序列的正则性不能忘记验证M/(a1, ..., an)M 6= 0.

如果有 R-模同构M ∼=M ′,容易证明序列 a1, a2, ..., an是M -正则序列等价于该序列是M ′-正则序列.

Example 1.5. 设K 是含幺交换环, R = K[x1, ..., xn]是多项式环,则 x1, ..., xn是 R-正则序列.

Proof. 明显 x1 是 R-正则元,下证 x2 是 R/(x1)-正则元：如果 g(x1, ..., xn) ∈ R满足 x2g(x1, ..., xn) ∈ (x1),则
x2g(0, x2, ..., xn) = 0,从而 g(0, x2, ..., xn) = 0,这蕴含着 g(x1, ..., xn) ∈ (x1). 一般地,有 xk+1 是 R/(x1, ..., xk)-
正则元 (这里 k ≤ n−1)：当 h(x1, ..., xn) ∈ R满足 xk+1h(x1, ..., xn) ∈ (x1, ..., xk)时,有 h(0, ..., 0, xk+1, ..., xn) =

0,因为K[x1, ..., xn] = K[xk+1, ..., xn][x1, ..., xk],可设

h(x1, ..., xn) =
∑

j1,...,jk

aj1···jk(xk+1, ..., xn)x
j1
1 · · ·xjkk , aj1···jk(xk+1, ..., xn) ∈ K[xk+1, ..., xn].

对上式两边代入 x1 = · · · = xk = 0得到当 j1 = j2 = · · · = jk = 0时 aj1···jk(xk+1, ..., xn)是零多项式, 所以
h(x1, ..., xn) ∈ (x1, ..., xk). 由此得 x1, ..., xn是弱 R-正则序列,再由 (x1, ..., xn)是真理想即得结果.

下面的例子说正则序列不一定每项都是正则元.
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Example 1.6 (正则序列未必每项是正则元). 设 k是域, R = k[x, y, z]/((x− 1)z),那么 x, (x− 1)y是 R-正则序
列,但 (x− 1)y是零因子 (其他例子可参考 The Stacks project例 10.68.3).

Proof. 因为 (x− 1)y 是零因子是明显的, 这里仅验证 x, (x− 1)y 是 R-正则序列. 如果多项式 f(x, y, z) 使得

xf(x, y, z) ∈ ((x − 1)z), 即存在多项式 g(x, y, z) 使 f(x, y, z) = (x − 1)zg(x, y, z), 这里 x − 1 与 z 是不相伴

的不可约多项式, 所以由 k[x, y, z] 是 U.F.D. 可知 f(x, y, z) 能被 (x − 1)z 整除. 这就说明了 x 是 R-正则元.
还需说明 (x− 1)y 是 R/xR-正则元. 如果多项式 f(x, y, z) 满足 (x− 1)y · f(x, y, z) ∈ xR, 那么存在多项式
g(x, y, z), h(x, y, z) 使得 (x − 1)yf(x, y, z) − xg(x, y, z) = (x − 1)zh(x, y, z). 易知 x − 1 整除 g(x, y, z), 所以
可设 g(x, y, z) = (x − 1)g′(x, y, z), 进而得到 yf(x, y, z) − xg′(x, y, z) = zh(x, y, z), 设 f(x, y, z) = a0(y, z) +

a1(y, z)x+ · · ·+ at(y, z)x
t,那么 a0(y, 0) = 0,这说明 z整除 a0(y, z),而 R中 z = xz,所以 a0(y, z)在 R中可被

x整除. 进而 f(x, y, z)在 R中可被 x整除,即 f(x, y, z) ∈ xR. 所以 (x− 1)y是 R/xR-正则元.

作为一个序列,正则序列的重排一般来说未必能保持正则性.

Example 1.7 (正则序列的重排未必正则). 设K 是域, R = K[x, y, z],那么 x, y(1− x), z(1− x)是 R-正则序列,
但 y(1− x), z(1− x), x不是 R-正则序列.

Proof. y(1 − x), z(1 − x), x 不是 R-正则序列以及 x, y(1 − x) 是 R-正则序列的验证是容易的. 这里仅验证
z(1 − x)是 R/(x, y(1 − x))-正则元. 注意到 (x, y(1 − x)) = (x, y), 我们说明若 z(1 − x)f(x, y, z) ∈ (x, y), 则
f(x, y, z) ∈ (x, y). z(1− x)f(x, y, z) ∈ (x, y)表明 zf(0, 0, z) = 0,从而 f(0, 0, z) = 0,设 f(x, y, z) = a0(x, y) +

a1(x, y)z+· · ·+as(x, y)zs,那么在K[z]中 0 = a0(0, 0)+a1(0, 0)z+· · ·+as(0, 0)zs,进而 ai(0, 0) = 0, ∀0 ≤ i ≤ s,
这说明每个 ai(x, y) ∈ (x, y). 因此 f(x, y, z) ∈ (x, y).

在适当条件下正则序列的重排仍正则 (下述命题不会在之后的主要定理证明中用到).

Proposition 1.8. 设 R是含幺交换 Noether局部环,M 是有限生成 R-模,并给定M -正则序列 a1, a2, ..., an,则
对任何置换 σ ∈ Sn有 aσ(1), aσ(2), ..., aσ(n)是M -正则序列.

Proof. 记m是R唯一的极大理想. 因为任何置换总可分解为有限个相邻对换乘积,故只需证 σ = (i i+1)的情形

即可. 下证 a1, ..., ai−1, ai+1, ai, ai+2, ..., an 是M -正则序列. 易见只需验证 ai+1 是M/(a1, ..., ai−1)M -正则元与
ai 是M/(a1, ..., ai−1, ai+1)M -正则元即可. 即验证左乘变换 (ai+1)l : M/(a1, ..., ai−1)M → M/(a1, ..., ai−1)M

与 (ai)l : M/(a1, ..., ai−1, ai+1)M → M/(a1, ..., ai−1, ai+1)M 都是单射. 下面证明左乘变换 (ai+1)l 的核是零.
我们断言 Ker(ai+1)l = aiKer(ai+1)l, 一旦证明该断言则由 ai ∈ m以及 Nakayama引理得到 Ker(ai+1)l = 0.

设 x ∈ M/(a1, ..., ai−1)M 使得 ai+1x ∈ (a1, ..., ai−1)M , 则 x ∈ (a1, ..., ai)M , 可设 x =
i∑
l=1

alyl, 那么在

M/(a1, ..., ai−1)M 中 x = aiyi, 易见 yi ∈ Ker(ai+1)l, 所以 Ker(ai+1)l = aiKer(ai+1)l, 断言得证. 最后我
们通过证明 Ker(ai)l = ai+1Ker(ai)l 来说明 ai 是 M/(a1, ..., ai−1, ai+1)M -正则元. 设 x ∈ M 使得 aix ∈
(a1, ..., ai−1, ai+1)M ,可设 aix = a1y1 + · · · + ai−1yi−1 + ai+1yi+1,于是 yi+1 ∈ (a1, ..., ai)M ,所以存在 z ∈ M

使得 ai(x− ai+1z) ∈ (a1, ..., ai−1)M ,所以 x− ai+1z ∈ (a1, ..., ai−1)M ,这也就是 x ∈ (a1, ..., ai−1, ai+1)M ,所以
Ker(ai)l = 0,即 (ai)l 是单射.

下面的引理用于证明 [推论1.11],我们在以后会常应用 [推论1.11].
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Lemma 1.9. 设R,S是含幺交换环,M 是R-模,N 是 S-模, ϕ : R→ S是保幺环同态,用 ϕ给出N 上R-模结构.
如果 RN 平坦,那么对任何弱M -正则序列 a1, ..., an有 {ai}ni=1 ⊆ R是弱M ⊗RN -正则序列, {ϕ(ai)}ni=1 ⊆ S是

弱M ⊗R N -正则序列.

Proof. 因为 ϕ(ai) 在 N 上的数乘作用与 ai 在 N 上的数乘作用一致, 所以只要验证 {ai}ni=1 是弱 M ⊗R N -正
则序列即可. 因为 a1 是 M -正则元, 所以 a1 诱导的左乘变换 (a1)l : M → M 是单 R-模同态, 于是由 RN

平坦可得单 R-模同态 (a1)l ⊗ 1N : M ⊗R N → M ⊗R N . 所以 a1 是 M ⊗R N -正则元. 同理 (a2)l ⊗ 1N :

M/a1M ⊗RN →M/a1M ⊗RN 是单 R-模同态,利用自然同构 (M/a1M)⊗RN ∼= (M ⊗RN)/a1(M ⊗RN)可

知 a2是 (M ⊗R N)/a1(M ⊗R N)-正则元. 如此继续讨论即可.

Remark 1.10. 上述引理证明中的自然同构 (M/a1M)⊗R N ∼= (M ⊗R N)/a1(M ⊗R N)并不依赖于 N 的平坦

性. 它之所以成立本质上是因为：对含幺交换环 R上的模M,N 与理想 I ,我们总有短正合列

0 IM M M/IM 0

借助张量函子 − ⊗R N 的右正合性得到正合列 IM ⊗R N M ⊗R N (M/IM)⊗R N 0
j⊗idN p⊗idN .

虽然 IM ⊗R N 与M ⊗R N 本身没有 (包含)关系,但同态 j ⊗ idN 的像集恰好是 I(M ⊗R N).

回忆含幺交换环 R上模M 的支集 (support)是指 SuppM = {P ∈ Spec(R)|MP 6= 0},易知M = 0的充

要条件是 SuppM = ∅. 回忆 M = 0 当且仅当对 R 的任何极大理想 m 有 Mm = 0, 因此当 M 6= 0 时, 支集
SuppM 中总含有 R的极大理想. 当M 是有限生成 R-模时,可直接验证 SuppM = V (AnnRM),也就是说当
M 有限生成时, SuppM 是闭集 (特别地,将 R视作 R-模总有 SuppR = SpecR).下述推论说关于有限生成模
支集中的素理想作局部化保持该素理想中正则序列的正则性.

Corollary 1.11. 设 R 是含幺交换环, M 是有限生成 R-模, P ∈ SuppM , 那么对任何含于 P 的 M -正则序列
x1, x2, ..., xn,有 x1/1, x2/1, ..., xn/1是MP -正则序列.

Proof. 因为 RP 作为 R-模平坦,所以 [引理1.9]表明 x1/1, x2/1, ..., xn/1是弱M ⊗R RP -正则序列. 利用M ⊗R

RP ∼=MP 可得 x1/1, x2/1, ..., xn/1是弱MP -正则序列. 假设MP/PPMP = 0,由Nakayama引理得到MP = 0,
矛盾. 所以MP/PPMP 6= 0,特别地,有MP/(x1/1, x2/1, ..., xn/1)MP 6= 0.

Proposition 1.12. 设 R 是含幺交换环, M 是 R-模, a1, a2, ..., an 是弱 M -正则序列, 那么对任何 R-模正合列
M2 M1 M0 M 0,

f g h
有 R-模正合列

M2/(a1, ..., an)M2 M1/(a1, ..., an)M1 M0/(a1, ..., an)M0 M/(a1, ..., an)M 0.
f̃ g̃ h̃

Proof. 只要证n = 1的情形即可,归纳地可得一般情形. 对每个R-模L,命 ηL : L/a1L→ L⊗RR/(a1), x 7→ x⊗1,
且对任何 R-模同态 ϕ有下图交换：

L/a1L L⊗R R/(a1)

L′/a1L
′ L′ ⊗R R/(a1)

φ̃

ηL

φ⊗idR/(a1)

ηL′
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于是得到交换图：

M2/a1M2 M1/a1M1 M0/a1M0 M/a1M 0

M2 ⊗R R/(a1) M1 ⊗R R/(a1) M0 ⊗R R/(a1) M ⊗R R/(a1) 0

f̃

ηM2

g̃

ηM1

h̃

ηM0 ηM

f⊗idR/(a1)
g⊗idR/(a1)

h⊗idR/(a1)

因为张量函子 −⊗R R/(a1)右正合,所以要证明 n = 1时的结论只要验证 Imf̃ = Kerg̃. Imf̃ ⊆ Kerg̃由条件中
的 gf = 0直接得到,最后验证 Kerg̃ ⊆ Imf̃ . 如果 x1 + a1M1 ∈ Kerg̃,那么 g(x1) ∈ a1M0. 可设 x0 ∈ M0 使得

g(x1) = a1x0,于是由 a1是M -正则元得到 h(x0) = 0,因此存在 y1 ∈M1使得 g(y1) = x0,所以 g(x1−a1y1) = 0

蕴含着存在 x2 ∈M2使得 x1 − a1y1 = f(x2),即 x1 + a1M1 ∈ Imf̃ .

要保持更长的正合列,我们需要更强的条件. 下面的命题将会在为Auslander-Buchsbaum公式 ([定理1.64])
的证明做准备时中用到.

Proposition 1.13. 设 R是含幺交换环, (C, d)是正合的 R-模正复形

· · · Cn Cn−1 · · · C1 C0 0
dn dn−1 d2 d1

那么对 R中序列 a1, ..., an,如果对每个自然数 k它都是弱 Ck-正则序列,那么有正合复形

· · · Cn/(a1, ..., an)Cn · · · C1/(a1, ..., an)C1 C0/(a1, ..., an)C0 0
d̃n d̃2 d̃1

Proof. 只要证 n = 1的情形即可,归纳地可得一般情形. 根据 [命题1.12],我们得到正合列

C3/a1C3 C2/a1C2 C1/a1C1 C0/a1C0 0.
d̃3 d̃2 d̃1

下证对任何 i ≥ 2,模同态序列 Ci+1/a1Ci+1 Ci/a1Ci Ci−1/a1Ci−1

˜di+1 d̃i
正合. 事实上,正合列

Ci+1 Ci Ci−1 Imdi−1 0
di+1 di di−1|

满足 a1也是 Imdi−1-正则元,故由 [命题1.12]便知 Ci+1/a1Ci+1 Ci/a1Ci Ci−1/a1Ci−1

˜di+1 d̃i
正合.

下面简要回顾一下相伴分次环、模的概念. 对含幺环 R的理想 I 以及一个左 R-模,有天然降滤

R = I0 ⊇ I ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ In ⊇ · · · ,M = I0M ⊇ IM ⊇ · · · ⊇ InM ⊇ · · · .

置 GI(R) =
∞⊕
n=0

In/In+1, GI(M) =
∞⊕
n=0

InM/In+1M .易知 GI(R) and GI(M)均为加群.则可赋予 GI(R)如下

环结构. 定义
(an)

∞
n=0 · (bn)∞n=0 = (

∑
i+j=n

aibj)
∞
n=0, ∀(an)∞n=0, (bn)

∞
n=0 ∈ GI(R).

易验证上述运算定义合理且使 GI(R)成为含幺环. 类似地,可通过定义

GI(R)×GI(M) → GI(M), ((an)
∞
n=0, (xn)

∞
n=0) 7→ (

∑
i+j=n

aixj)
∞
n=0
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来使 GI(M)成为左 GI(R)-模. 分别称 GI(R)和 GI(M)为相伴与理想 I 的分次环以及分次模. 交换代数中一
个经典结论便是当 R是交换Noether环, I 是理想且M 是有限生成 R-模时,有GI(R)是Noether环且GI(M)

是有限生成 GI(R)-模. 我们以下述定理结束本节 (初次阅读可略过, 后续仅在 [定理2.42]用到, 不会影响其余
结论的证明阅读).

Theorem 1.14 (Rees). 设 R是含幺交换环,M 是 R-模, I = (a1, ..., an) ⊆ R,这里 a1, ..., an 是M -正则序列,那
么对 d次齐次多项式 F ∈M [x1, ..., xn],如果 F (a1, ..., an) ∈ Id+1M ,则 F 的系数均在 IM 中.

Proof. 对正则序列 a1, ..., an 的长度 n作归纳. 当 n = 1时,如果 d次齐次多项式 F (x1) ∈ M [x1]满足 F (a1) ∈
Id+1M ,设 F (x1) = mxd1,则mad1 ∈ Id+1M . 因为 I = (a1),故有m′ ∈M 使得mad1 = ad+1

1 m′,利用 a1 是M -正
则元得m = a1m

′ ∈ IM ,即 n = 1时结论成立. 假设结论对 n− 1(n ≥ 2)的情形成立,现断言：
Claim. 这时 an是M/(a1, ..., an−1)

kM -正则元,其中 k是任意正整数.
当 k = 1 时, 条件即得结论. 假设结论对 k − 1(k ≥ 2) 的情形成立, 为叙述方便, 固定记号 J = (a1, ..., ak−1),
要证 an 是 M/JkM -正则元. 任取 y ∈ M 使得 any ∈ JkM , 由对 k 的归纳假设, 这时 y ∈ Jk−1M , 所以存
在 k − 1 次齐次多项式 g ∈ M [x1, ..., xn−1] 使得 y = g(a1, ..., an−1). 那么 g̃ = ang 是 k − 1 次齐次多项式且

g̃(a1, ..., an−1) = 0. 对齐次多项式 g̃ 以及正则序列 a1, ..., an−1 应用 n − 1 情形的归纳假设, 可得 g̃ 系数全在

JM 中. 于是由 an 是M/JM -正则元立即得到 g系数全在 JM 中. 所以 y = g(a1, ..., an−1) ∈ JkM ,进而 an 是

M/JkM -正则元. 断言得证.
下面我们对齐次多项式 F 的次数 d 作归纳来证明当正则序列长度是 n 时结论成立. 当 d = 0 时, F 是

常数多项式, 结论直接成立. 假设结论对次数为 d − 1(d ≥ 1) 的齐次多项式成立, 我们来证明 F 次数为 d

时, 如果 F (a1, ..., an) ∈ Id+1M , 则 F 的系数均在 IM 中. 事实上, 可以不妨设 F (a1, ..., an) = 0(原因如下：
首先 F (a1, ..., an) ∈ Id+1M 说明存在 d + 1 次齐次多项式 g(x1, ..., xn) ∈ M [x1, ..., xn] 使得 F (a1, ..., an) =

g(a1, ..., an), 设 g =
n∑
i=1

xigi, 这里 gi 可能是零多项式, 那么 F −
n∑
i=1

aigi 是零化点 (a1, ..., an) 的 d 次齐次多

项式, 若能说明它系数均在 IM 中, 则 F 各系数自然也在 IM 中). 故只要证 F (a1, ..., an) = 0 时结论成立即

可. 设 F (x1, ..., xn) = G(x1, ..., xn−1) + xnH(x1, ..., xn), 其中 G ∈ M [x1, ..., xn−1] 是 d 次齐次多项式, H 是
d − 1 次齐次多项式, 那么 G(a1, ..., an−1) ∈ JdM . 于是由 an 是 M/JdM -正则元 (前面断言证明的事实) 知
H(a1, ..., an) ∈ JdM . 对 H 应用关于 d作的归纳假设, H 各项系数在 IM 中. 还需说明 G(x1, ..., xn−1)的各项

系数也在 IM 中. 为此,注意存在 H ′(x1, ..., xn−1) ∈ M [x1, ..., xn−1]使得 H(a1, ..., an) = H ′(a1, ..., an−1),所以
n− 1元 d次齐次多项式 G(x1, ..., xn−1) + anH

′(x1, ..., xn−1)在 (a1, ..., an−1)处取值是零. 由 n− 1情形归纳假

设得到 G(x1, ..., xn−1)各项系数在 IM 中,由此即得结果.

1.2 级与深度

本节我们先定义极大正则序列, 再做一系列准备 (主要是 [引理1.24]到 [引理1.28])后证明本节的主定理
[定理1.29],进而导出含幺交换Noether环 R的理想 I 在有限生成 R-模M 上的级、含幺交换Noether局部环
上有限生成模的深度的概念,并简单介绍一些基本性质,部分结论是为之后 Auslander-Buchsbaum公式 (具体
见 [定理1.64])的证明做准备的.

Definition 1.15 (极大正则序列). 设 R是含幺交换 Noether环,M 是 R-模, a1, a2, ..., an 是M -正则序列,如果
不存在 an+1 ∈ R使得 a1, a2, ..., an+1是M -正则序列,则称 a1, a2, ..., an是极大M -正则序列. 若 I 是 R的理想,
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a1, a2, ..., an 是 M -正则序列, (a1, a2, ..., an) ⊆ I 且不存在 an+1 ∈ I 使得 a1, a2, ..., an+1 是 M -正则序列, 则称
a1, a2, ..., an是含于理想 I 的极大M -正则序列.

根据极大正则序列的定义,我们可以理解为它是“已经饱和的”并无法再扩充的正则序列,之后我们将证
明在适当条件下理想 I包含的任何两个极大正则序列具有相同的长度 (参见 [定理1.29],若 I不包含任何M -正
则元,我们认为 I 包含的极大M -正则序列长度是 0). 在进一步观察极大正则序列的特性前,先说明在含幺交换
Noether环中任何正则序列总可扩充为极大正则序列. 想法是朴素的：如果我们已经有了含于 I的M -正则序列
a1, a2, ..., an,如果它本身是极大的,我们不需要做任何事. 如果它不是极大的,可添加一个 I 中M -正则元 an+1

让 a1, a2, ..., an, an+1 成为含于 I 的M -正则序列,于是得到理想严格升链 (a1, a2, ..., an) ( (a1, a2, ..., an, an+1).
如此继续讨论,由 R的Noether性保证了有限步后该讨论终止,即 I 不再有M -正则元来继续扩充序列,那么也
就得到了极大M -正则序列,我们把这一想法用严格的语言写下来就是下面的证明.

Proposition 1.16 (Noether环中正则序列可扩充为极大正则序列). 设 R是含幺交换 Noether环, I 是理想,M
是 R-模,那么对任何含于理想 I 的正则序列 a1, a2, ..., an,总存在含于 I 的极大M -正则序列 b1, b2, ..., bm 使得

m ≥ n, bi = ai, i = 1, 2, ..., n.

Proof. 设 S = {{xi}li=1|l ≥ n, {xi}li=1是含于I的M -正则序列且xi = ai, i = 1, 2, ..., n},那么 {ai}ni=1 ∈ S 表明 S

非空. 在 S 上定义二元关系 {xi}li=1 ≤ {yi}si=1 ⇔ l ≤ s且 xi = yi, i = 1, 2, ..., l. 那么 (S,≤)是非空偏序集. 假
设 (S,≤)不存在极大元,那么可构造 (S,≤)中关于二元关系的严格升链 {a1i}n1

i=1 < {a2i}n2

i=1 < {a3i}n3

i=1 < · · · .
于是得到理想严格升链 (a11, ..., a1n1

) ( (a21, ..., a2n2
) ( · · · ,这与 R的 Noether性矛盾. 于是得到 (S,≤)有极

大元 {bi}mi=1,它是含于 I 的极大M -正则序列.

Remark 1.17. 通过上述命题, 我们知道对含幺交换 Noether 环 R 的理想 I 与有 R-模 M , 只要 I 中含有某个

M -正则序列, I就含有某个极大M -正则序列,需要指出, I中任意两个极大M -正则序列一般来说长度是不一样
的 (见 [例1.31]),但在适当条件下可以保证 I 中所有极大M -正则序列有公共长,这也是本节主定理 [定理1.29]
要说的事实. 关于极大正则序列我们有下面基本的观察.

Lemma 1.18. 设 R是含幺交换环, M 6= 0是 R-模, a1, ..., an是M -正则序列. 那么对理想 I = (a1, ..., an),序列
a1, ..., an就是含于 I 的极大M -正则序列.

Proof. 这时M/IM 是非零模且 I 中任何元素都是M/IM -零因子.

Example 1.19. 设 K 是域, 那么多项式环 R = K[x1, ..., xn] 中序列 x1, ..., xn 是含于理想 (x1, ..., xn) 的极大

R-正则序列 (该序列的 R-正则性见 [例1.5]).

回忆含幺交换环R上的模M 的一个相关素理想 P 是指可表示为M 某个元素零化子的素理想,具体地,就
是形如 P = annR(x), x ∈ M 的素理想. 我们把M 全体相关素理想构成的集合记作 AssR(M)或 Ass(M). 下
面对相关素理想的一些基本性质进行简要回顾. 对相关素理想基本性质很熟悉的读者可跳过 [引理1.20]与 [引
理1.21]. 下面的引理是之后众多命题证明中所需基本工具.

Lemma 1.20. 设 R是含幺交换Noether环,M 是非零有限生成 R-模,记 Z(M)是M 在 R中的零因子集. 那么
(1)集合 {ann(x)|x 6= 0 ∈M}中的任何一个零化子都含于该集合的某个极大元 (也是M 的相关素理想)中,该
集合的极大元是有限的,并且 Z(M)就是这有限个极大零化子之并;
(2)对任何理想 I ⊆ Z(M),存在 P ∈ Ass(M)使得 I ⊆ P .
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Proof. (1)先说明对每个 x 6= 0 ∈ M , ann(x)一定包含于集合 {ann(x)|x 6= 0 ∈ M}的某个极大元中. 考虑集
合 {ann(y)|x 6= 0 ∈ M, ann(x) ⊆ ann(y)},那么它非空,故由 R是 Noether环知该理想集有极大元,这证明了
第一个结论. 易见 Z(M) =

⋃
x ̸=0∈M

ann(x),所以 Z(M)可表为 {ann(x)|x 6= 0 ∈M}所有极大元之并 (容易验证

每个极大元都是素理想,故是M 的相关素理想). 因此我们要验证的只有 {ann(x)|x 6= 0 ∈ M}的极大元数目
有限. 若不然,设 {ann(xi)|xi 6= 0 ∈ M, i ∈ Λ}是极大元全体,其中指标集 Λ是无限集. 考虑所有 xi 生成的子

模 N ,那么 N 作为M 的子模是有限生成的,设 N 可由 xi1 , xi2 , ..., xin 生成,那么 AnnR(N) =
n⋂
k=1

ann(xik) ⊆

ann(y), ∀y ∈ N . 取 y = xin+1
, in+1 ∈ Λ使得 xin+1

6= xik , k = 1, 2, ..., n,那么
n⋂
k=1

ann(xik) ⊆ ann(xin+1
),于是由

素理想性质知存在某个 k使得 ann(xik) ⊆ ann(xin+1
),再由极大性得到 ann(xik) = ann(xin+1

),得到矛盾. 所以
集合 {ann(x)|x 6= 0 ∈M}中的极大元数目有限.

(2)设 {ann(x1), ..., ann(xm)}是集合 {ann(x)|x 6= 0 ∈M}的极大元全体,那么

I ⊆ Z(M) = ann(x1) ∪ ann(x2) ∪ · · · ∪ ann(xm),

因为每个 ann(xk)是素理想,所以存在某个 k0使得 I ⊆ ann(xk0).

证明过程还告诉我们更多：交换 Noether环上模M 的相关素理想集 Ass(M) = ∅ ⇔M = 0.
如果 R是含幺交换 Noether环, S 是 R的乘闭子集,M 是 R-模,我们可以搞清楚MS 作为 R-模的相关素

理想集与M 的相关素理想集之间的关系. 并且相关素理想一定在支集内.

Lemma 1.21. 设 R是含幺交换 Noether环, S 是 R的乘闭子集,M 是 R-模.
(1)我们有 AssR(MS) = AssR(M) ∩ {P ∈ SpecR|P ∩ S = ∅},即局部化MS 的相关素理想集就是M 相关素

理想集中那些与 S 不相交的素理想全体.
(2)对任意素理想 P , P ∈ AssR(M)的充要条件是 PP ∈ AssRP

(MP ).
(3)AssM ⊆ SuppM 且 SuppM 中的极小元都在 AssM 中. 特别地,当M = R时, Spec(R) = SuppR中任何
极小元,也就是 R的所有极小素理想,都是 R作为 R-模的相关素理想.
(4) 若 M 6= 0 是有限生成模, 则存在形如 0 = M0 ( M1 ( · · · ( Mt = M 且每个 Mi+1/Mi

∼= R/Pi, 其中
Pi ∈ SuppM 的子模链.
(5)设有形如 0 M ′ M M ′′ 的正合列,那么 AssM ⊆ AssM ′⋃AssM ′′.
(6)设M 是有限生成模,那么 AssM 是有限集.

Proof. (1)这个结论的证明可直接验证得到. 具体地,任取 P ∈ AssR(MS),可设 x/s ∈ MS 使得 ann(x/s) = P ,
易见P 与 S不交 (验证它). 下面说明P 是M某个元素的零化子. 因为P 是有限生成理想,可设P = (p1, ..., pt),
对每个 pi,存在 ui ∈ S 使得 uipix = 0,那么 pi ∈ ann(u1u2 · · ·utx), i = 1, ..., t,从而 P = ann(u1u2 · · ·utx),故
P ∈ AssR(M)且与 S 不交. 另一方面,如果 P ∈ AssR(M)且与 S 不相交,那么存在 x ∈ M 使得 ann(x) = P ,
任取 t ∈ S,有 P = ann(tx/t)(验证它),得证.

(2) 我们使用 (1) 所证明的等式来证明 (2). 必要性：由 P ∩ (R − P ) = ∅ 得 P ∈ AssR(MP ), 设 P =

annR(x/s), 有 PP = annRP
(x/s)(验证它), 所以 PP ∈ AssRP

(MP ). 充分性：如果 PP ∈ AssRP
(MP ), 设

PP = annRP
(x/s),则 P = annR(x/s)(验证它),故 P ∈ AssR(M).
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(3)任取 P ∈ AssM ,则M 有子模与 R/P 同构,于是有正合列 0 R/P M,
α

因为 RP 作为 R-

模平坦,所以有RP -模正合列 0 RP ⊗R R/P RP ⊗RM
idRP

⊗α
,故得形如 0 RP/PP MP

的 RP -模正合列,由此知MP 6= 0,于是 AssM ⊆ SuppM .
下证 SuppM 中的极小元 P 都在 AssM 中,根据 (2)知只要证 PP ∈ AssRP

(MP )即可. 这时MP 6= 0且 P

的选取方式保证了对任何素理想 Q ( P 有MQ = 0,这导致 (MP )QP
= 0(验证它),于是知 Supp(MP ) = {PP},

因此 AssRP
(MP )非空迫使 AssRP

(MP ) = {PP},得证.
(4)由条件M 是非零 Noether模,首先 AssM 6= ∅,所以取 P0 ∈ AssM ⊆ SuppM ,则 P0 = ann(x)满足

M1 = Rx是 M 的非零子模并且 M1/M0
∼= R/P0. 如果 M1 = M , 结论成立. 否则, M/M1 是非零模, 取它的

相关素理想 P1 = ann(x1 +M1) ∈ SuppM ,那么M2 = Rx1 +M1 满足M2/M1
∼= R/P1. 如此继续,由M 的

Noether性知有限步后可得到满足条件的子模链.
(5)设有正合列 0 M ′ M M ′′α β ,不妨设M 6= 0,可取 P ∈ AssM ,设M 有子模 N 使

得 N ∼= R/P ,如果 N
⋂
α(M ′) = 0,那么 β 在 N 上的限制是单射,从而 P ∈ AssM ′′. 如果 N

⋂
α(M ′) 6= 0,那

么由 Ass(N
⋂
α(M ′))是 AssN = {P}的非空子集得到 P ∈ AssM ′.

(6)不妨设M 6= 0,利用 (4),得到子模链 0 = M0 ( M1 ( · · · ( Mt = M ,满足每个Mi+1/Mi
∼= R/Pi,

其中 Pi ∈ SuppM . 考察正合列 0 Mt−1 Mt Mt/Mt−1 , 应用 (5) 可以看到 AssM ⊆
AssMt−1

⋃
{Pt−1},再对Mt−1作相同的讨论,如此继续,得到 AssM ⊆ {P0, P1, ..., Pt−1}.

回忆交换代数中对准素子模也有相关素理想的概念,这和我们刚刚介绍的相关素理想是有关系的. 事实上
很容易验证对含幺交换 Noether环 R上的有限生成模M ,真子模 N 是以 Q为相关素理想的准素子模当且仅

当 Ass(M/N) = {Q}: 必要性是明显的, 因为对每个 x /∈ N , 有
√

ann(x+N) = Q, 而 Ass(M/N) 非空, 任
何 P ∈ Ass(M/N)满足 P =

√
P = Q. 充分性: 对每个 x ∈ M − N ,相关素理想集 Ass(R(x + N)) 6= ∅,故

Ass(R(x+N)) = {Q}. 所以 Supp(R(x+N))的极小元唯一,就是Q,从而由 Supp(R(x+N)) = V (AnnR(R(x+
N))) = V (ann(x+N))得到 Q =

√
ann(x+N). 即 Q =

√
ann(x+N), ∀x ∈ M −N ,于是由M 是有限生成

模得到
√

AnnR(M/N) = Q. 容易验证对每个 a ∈ R所诱导的M/N 上左乘变换 al :M/N →M/N 不是单同

态就是幂零同态,故 N 是以 Q为相关素理想的准素子模.

Example 1.22. 设含幺交换 Noether环 R有根理想 I ,则 AssR(R/I)就是含 I 的极小素理想全体.

Proof. 不妨设 I 是真理想且 P1, ..., Pr 是全体含 I 极小素理想, 则对每个 Pi, 取 x ∈
⋂
j ̸=i

Pj − Pi, 易验证 Pi =

annR(x + I) ∈ AssR(R/I). 反之,若 Q = annR(x + I)是相关素理想,那么 x /∈ I ,于是存在 Pi 使得 x /∈ Pi,由
此得到 Q = annR(x+ I) ⊆ Pi,再由 Pi的极小性迫使 Q = annR(x+ I) = Pi是极小素理想.

这时可以给相关素理想一个几何解释. 设 k是代数闭域, X 6= ∅ ⊆ Ank 是仿射簇,那么理想 I(X)是根理想

并且多项式环 R = k[x1, ..., xn]中包含 I(X)的极小素理想全体对应 X 的不可约分支. 而前面的讨论我们看到,
坐标环 A(X) = R/I(X)作为 R-模的相关素理想集 AssR(A(X))就是含 I(X)的极小素理想全体. 由此可见在
这个背景下相关素理想对应了仿射簇的不可约分支. 所以在某种意义下我们可以把相关素理想集视作仿射簇
不可约分支的推广. 在一些文献 (如 [Mat87])中, 对交换 Noether环的理想 I , 把 Ass(R/I)中元素称为 I 的

prime divisors. 关于相关素理想所需基本准备到此完成.
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接下来 [引理1.24]到 [引理1.28]主要是为了本节主定理 [定理1.29]的证明作准备. 其中 [引理1.24]说含
幺交换环上有有限表现的模M 和任意 R-模 N 满足对 (M,N)取 Hom函子和取局部化函子是可交换的,这里
先回顾一下有限表现的定义. 对这部分内容很熟悉的读者可直接跳至 [引理1.27].

Definition 1.23 (自由表现,有限表现). 对含幺环 R上的左 R-模M ,称形如

⊕j∈JR ⊕i∈IR M 0

的正合列为M 的一个自由表现. 如果M 有个自由表现满足 I, J 是有限 (非空)指标集,则称M 是有限表现的.
故有有限表现的模M 是指存在形如

⊕m
j=1R ⊕n

i=1R M 0

的正合列的模.

Lemma 1.24 (交换环上有限表现模取Hom与局部化可交换). 设 R是含幺交换环, S 是乘闭子集,M 是有限表
现 R-模,那么对任何 R-模 N ,有 RS-模同构 (HomR(M,N))S ∼= HomRS

(MS , NS).

Proof. 对任何 R-模 X,Y ,总能定义出下述定义合理的 RS-模同态：

ηX,Y : (HomR(X,Y ))S → HomRS
(XS , YS),

f

s
7→ ηX,Y (

f

s
) : XS → YS , x/t 7→ f(x)/st.

且对任何正整数 l,有 ηRl,N : (HomR(R
l, N))S → HomRS

(RlS , NS)是 RS-模同构 (验证它). 现设M 有自由表

现 Rm Rn M 0
α β ,那么有下面的交换图 (验证该图确实交换)：

0 (HomR(M,N))S (HomR(R
n, N))S (HomR(R

m, N))S

0 HomRS
(MS , NS) HomRS

((Rn)S , NS) HomRS
((Rm)S , NS)

(β∗)S

ηM,N

(α∗)S

ηRn,N ηRm,N

(βS)∗ (αS)∗

上图上下两行正合,再由 ηRn,N 与 ηRm,N 是同构可得 ηM,N 是同构.

Example 1.25. 设 R是含幺交换环, P 是秩为 1的有限生成投射 R-模,那么标准映射 α : R → EndRP, a 7→ al

是 R-模同构,其中 al 表示 a ∈ R所决定的M 上左乘变换.

Proof. 根据局部整体性质,只需证明 α在 R的每个极大理想处的局部化是同构. 任取 R的极大理想 m,那么由
Mm是秩为 1的自由 Rm-模明显有 αm是同构.

Remark 1.26. 特别地,含幺交换环上秩为 1的有限生成投射模是忠实的. 所以交换环上可逆双模 (左右模结构
一致)等价于秩为 1的有限生成投射生成子等价于秩为 1的有限生成投射模.

Lemma 1.27. 设 R是含幺交换 Noether环, M,N 是有限生成 R-模,如果 HomR(N,M) = 0,那么 Ann(N)包

含M -正则元.
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Proof. 不妨设 N 是非零模. 我们说明当结论不成立时会导出 HomR(N,M) 6= 0. 假设 Ann(N) 中元素都是

M -零因子, 即 Ann(N) ⊆ Z(M), 那么 [引理1.20(2)] 表明存在 P ∈ Ass(M), 使得 Ann(N) ⊆ P . 于是 P ∈
Supp(N)(回忆对有限生成模 N ,有 V (Ann(N)) = Supp(N)),故 NP 是非零有限生成 RP -模,利用 Nakayama
引理得NP/PPNP 是非零RP -模,它可视作域RP/PP 上线性空间,这说明HomRP /PP

(NP/PPNP , RP/PP ) 6= 0,
于是

HomRP
(NP/PPNP , RP/PP ) 6= 0,

进而 HomRP
(NP , RP/PP ) 6= 0. 下面说明 HomRP

(NP ,MP ) 6= 0,因为 P ∈ Ass(M),所以存在单 R-模同态 j :

R/P → M ,作局部化得单 RP -模同态 jP : (R/P )P → MP ,结合 RP/PP ∼= (R/P )P 知 HomRP
(NP ,MP ) 6= 0.

而N是有限表现的,故应用 [引理1.24]得HomRP
(NP ,MP ) ∼= (HomR(N,M))P 6= 0,这也就说明HomR(N,M) 6=

0,矛盾.

Lemma 1.28. 设 R是含幺交换环, M,N 是 R-模,如果 x1, ..., xn 是包含在 Ann(N)中的弱M -正则序列,那么
有 R-模同构 HomR(N,M/(x1, ..., xn)M) ∼= ExtnR(N,M).

Proof. 对弱M -正则序列的长度 n作归纳来证明结论. 当 n = 1时,有正合列

0 M M M/x1M 0,
x1 p

其中 x1指 x1所决定的M 上左乘变换,这下面的导出 Ext群长正合列

0 HomR(N,M) HomR(N,M) HomR(N,M/x1M) Ext1R(N,M) Ext1R(N,M) · · ·
(x1)∗ p∗

易见 HomR(N,M) = 0(验证它),并且 Ext1R(N, x1) : Ext1R(N,M) → Ext1R(N,M)就是 N 上左乘 x1 的变换经

Ext1R(−,M)作用所得同调模间的同态,进而 x1 ∈ Ann(N)表明 Ext1R(N, x1)是零同态,故有 R-模同构：

HomR(N,M/x1M) ∼= Ext1R(N,M),

故 n = 1 时结论成立. 假设结论对 n − 1(n ≥ 2) 的情形成立, 即有模同构 HomR(N,M/(x1, ..., xn−1)M) ∼=
Extn−1

R (N,M),那么利用 xn是M/(x1, ..., xn−1)M -正则元知 Extn−1
R (N,M) = 0,于是有长正合列

0 Extn−1
R (N,M/x1M) ExtnR(N,M) ExtnR(N,M) · · · ,

并注意到 ExtnR(N, x1) = 0,所以有 R-模同构 Extn−1
R (N,M/x1M) ∼= ExtnR(N,M).

现在对 Extn−1
R (N,M/x1M)以及弱M/x1M -正则序列 x2, ..., xn应用 n− 1情形归纳假设知

Extn−1
R (N,M/x1M) ∼= HomR(N, (M/x1M)/((x1, ..., xn)M/x1M)).

最后再利用模的同构定理可知 HomR(N,M/(x1, ..., xn)M) ∼= ExtnR(N,M).

上述引理证明中 x1 决定M 上的左乘变换经 Ext函子 Ext1R(N,−)作用后得到的同态就是由 N 上左乘 x1

的变换经 Ext1R(−,M)作用所得同态的细节如下：取定 N 的投射分解

· · · Cn Cn−1 · · · C1 C0 N 0,
dn dn−1 d2 d1 ε
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那么同态 Ext1R(N, x1)是由下述复形间的链映射所诱导的：

0 HomR(C0,M) HomR(C1,M) · · · HomR(Cn−1,M) HomR(Cn,M) · · ·

0 HomR(C0,M) HomR(C1,M) · · · HomR(Cn−1,M) HomR(Cn,M) · · ·

(x1)∗ (x1)∗ (x1)∗ (x1)∗

而同态 Ext1R(x1,M)可由下述复形间的链映射诱导：

0 HomR(C0,M) HomR(C1,M) · · · HomR(Cn−1,M) HomR(Cn,M) · · ·

0 HomR(C0,M) HomR(C1,M) · · · HomR(Cn−1,M) HomR(Cn,M) · · ·

(x1)
∗ (x1)

∗ (x1)
∗ (x1)

∗

而这两个链映射是相同的,故导出同调间的同态也一致.
下面给出本节主定理及其证明,我们将从它的结论自然引出“级”的概念 (参见 [定义1.32]).

Theorem1.29 (Rees). 设R是含幺交换Noether环,M是有限生成R-模, I是R的理想满足 IM 6=M , x1, ..., xn
是包含在 I 中的极大M -正则序列,那么 n = min{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}. 所以在该定理条件下包含在 I

中的所有极大M -正则序列长度相同.

Proof. 我们分 n = 0(即理想 I 不含任何M -正则元)与 n ≥ 1两种情况处理.
Case1.当 n ≥ 1时,对每个 0 ≤ i ≤ n− 1,由 [引理1.28]我们得到 R-模同构

ExtiR(R/I,M) ∼= HomR(R/I,M/(x1, ..., xi)M),

而 I 有 M/(x1, ..., xi)M -正则元 xi+1 ∈ I = AnnR(R/I), 因此 ExtiR(R/I,M) = 0, ∀0 ≤ i ≤ n − 1. 因为
x1, ..., xn 是包含在 I 中的极大 M -正则序列且 M 6= IM , 所以 I 中元素均为 M/(x1, ..., xn)M -零因子 (注意,
如果 IM = M ,那么 x1, ..., xn 是含于 I 的极大M -正则序列并不意味着 I 没有M/(x1, ..., xn)M -正则元,因为
这时我们总能说不存在 xn+1 ∈ I 使得 x1, ..., xn, xn+1 是M -正则序列,但有可能会发生 I 中有元素 xn+1 使得

x1, ..., xn, xn+1是弱M -正则序列的情况),因此 [引理1.27]表明 HomR(R/I,M/(x1, ..., xn)M) 6= 0,那么

ExtnR(R/I,M) ∼= HomR(R/I,M/(x1, ..., xn)M) 6= 0.

这也说明了这时 n = min{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}.
Case2.当n = 0时, I中元素均是M -零因子,从而 [引理1.27]表明HomR(R/I,M) 6= 0,即Ext0R(R/I,M) 6=

0,所以这时也有min{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0} = 0 = n.

Example 1.30. 若含幺交换 Noether环 R上的有限生成模M 以及 R的理想 I 满足 IM = M , Rees定理失效,
min{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}并不能给出含于 I 的极大M -正则序列的长度. 例如取 R = k[x1, ..., xn]是域

k上多项式环,M = I = R,则 IM =M , x1, ..., xn自然是含于 I 的 R-正则序列,并且是极大 R-正则序列. 但这
时对每个自然数 i ≥ 0, ExtiR(R/I,M) = ExtiR(0,M) = 0. 一般地,只要 IM = M 就有 ExtiR(R/I,M) = 0, ∀i ∈
N.见 [命题1.33].

Example 1.31 (IM = M 时极大正则序列长度可能不同). 设 k 是域, K = k[[x]]是形式幂级数环,考虑多项式
环 R = K[y] = k[[x]][y],因为 k[[x]]是 Noether环,所以 R也是 Noether环. 取 I =M = R,那么 IM =M . 这
时 x, y与 xy − 1都是含于 I 的极大 R-正则序列,具有不同的长度.
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Proof. 可直接验证 x, y是 R-正则序列,再由 R/(x, y) ∼= k得到 (x, y)是 R的极大理想,所以 x, y是极大 R-正则
序列. 而 k[[x]]在乘闭子集 S = {1, x, x2, ...}处的局部化 k[[x]]S 同构于 k[[x]][y]/(xy − 1)(一般地,若 A是含幺

交换环, s ∈ S,则 A在乘闭子集 S = {1, s, s2, ...}处的局部化总同构于 A[y]/(sy − 1)),这里 k[[x]]S 的素理想只

有零理想,所以 k[[x]][y]/(xy − 1)是域,进而得到 (xy − 1)是 R = k[[x]][y]的极大理想,故 xy − 1是极大 R-正
则序列. 这样我们就得到了两个含于 I = R但长度不同的极大 R-正则序列.

总结一下, Rees定理告诉我们对交换Noether环R上的任何有限生成模M 以及理想 I ,只要 IM 6=M ,就
有含于 I 的任何两个极大M -正则序列具有相同的长度. IM 6=M 保证了任何两个极大正则序列长度不仅相同

并且由min{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}给出. 于是当 IM 6=M 时自然可引入下述概念.

Definition 1.32 (级). 设 R是含幺交换 Noether环, I 是 R的理想, M 是有限生成 R-模,如果 IM 6= M ,定义
grade(I,M) = min{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0},否则定义 grade(I,M) = +∞. 称 grade(I,M)为 I 在M 上

的级(grade). 在一些文献中称 grade(I,M)是 I 在M 上的深度.

当 IM 6= M 时, 我们已经知道 grade(I,M) 的实际意义是 I 所含所有极大 M -正则序列的公共长. 那
么当 IM = M 时, 为什么定义 grade(I,M) = +∞? 下面我们将说明当 IM = M 时, 对所有的自然数 i 有

ExtiR(R/I,M) = 0,即集合 {i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}是空集,于是集合 {i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}不论
IM 与M 是否相同,在 Z = Z∪ {±∞}中取下确界都能与我们定义的 grade(I,M)一致. 所以我们在 IM =M

时定义 grade(I,M) = +∞就可保证下述等式总成立：

grade(I,M) = inf{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}.

Proposition 1.33. 设 R 是含幺交换 Noether 环, I 是理想, M 是有限生成 R-模, 那么当 IM = M 时, 有
ExtiR(R/I,M) = 0, ∀i ∈ N.

该命题的证明依赖于下面两个引理 (熟悉的读者可直接跳过 [引理2.4]与 [引理1.36]的证明).

Lemma 1.34 (交换 Noether环上有限生成模取 Ext与局部化可交换). 设 R是含幺交换 Noether环, S 是 R的

乘闭子集,那么对任何有限生成 R-模M 与 R-模 N ,有 RS-模同构

(ExtnR(M,N))S ∼= ExtnRS
(MS , NS).

Proof. 设 · · · F1 F0 M 0,
d2 d1 ε

是M 的 R-自由表示,每个 Fi 是有限生成模 (递归地不
难构造这样的自由表示),要证明的只有下述RS-模复形的 n次上同调是 ExtnRS

(MS , NS),原因是对R-模同态序
列 A B C

f g ,只要 gf = 0,就有 KergS/ImfS ∼= (Kerg/Imf)S(验证它).

0 (HomR(F0, N))S (HomR(F1, N))S (HomR(F2, N))S · · ·
(d∗1)S (d∗2)S

对任何 R-模 X,Y ,作下述 RS-模同态：

ηX,Y : (HomR(X,Y ))S → HomRS
(XS , YS),

f

s
7→ ηX,Y : XS → YS , x/t 7→ f(x)/st.

由 [引理1.24]知当 X 有有限表现时 ηX,Y 是同构. 对取定的M 的自由表示 (F, d, ε)作用局部化函子 (−)S ,得
到MS 的 RS-自由表示： · · · (F1)S (F0)S MS 0,

(d2)S (d1)S εS
故得 RS-模复形：

0 HomRS
((F0)S , NS) HomRS

((F1)S , NS) HomRS
((F2)S , NS) · · ·

(d1)
∗
S (d2)

∗
S
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可直接验证下图交换：

0 (HomR(F0, N))S (HomR(F1, N))S (HomR(F2, N))S · · ·

0 HomRS
((F0)S , NS) HomRS

((F1)S , NS) HomRS
((F2)S , NS) · · ·

(d∗1)S

ηF0,N

(d∗2)S

ηF1,N ηF2,N

(d1)
∗
S (d2)

∗
S

即 ηF,N 给出复形 ((HomR(F,N))S , (d
∗)S)到 (HomRS

(FS , NS), d
∗
S)的链映射. 因为 Fi是Noether环R上的有

限生成模,所以 Fi 有有限表现,从而每个 ηFi,N 是同构. 于是我们得到 ((HomR(F,N))S , (d
∗)S)的 n次上同调

作为 RS-模同构于 ExtnRS
(MS , NS).

Remark 1.35. 事实上这个结论也告诉我们对含幺交换 Noether环 R上的内射模 Q与 R的乘闭子集 S, QS 作

为RS-模总是内射的,即此时内射性关于局部化封闭. 证明如下：对任给R的理想 I ,有 Ext1R(R/I,Q) = 0,那么
Ext1RS

(RS/IS , QS) = 0,考察短正合列 0 IS RS RS/IS 0 ,它导出 Ext群长正合列,

由此可得短正合列 0 HomRS
(RS/IS , QS) HomRS

(RS , QS) HomRS
(IS , QS) 0 ,通

过 Baer判别法可知 QS 是内射 RS-模. 当 R不是 Noether环时,该结论未必成立.

Lemma 1.36. 设 R是含幺交换环, I 是理想,M 是有限生成 R-模. 如果 IM =M ,那么

Supp(R/I) ∩ SuppM = ∅.

Proof. 假设存在素理想 P ∈ Supp(R/I) ∩ SuppM ,那么 IP 是 RP 的真理想且MP 是非零有限生成 RP -模,满
足 IPMP =MP . 利用 Nakayama引理立即得到矛盾.

现在我们给出 [命题1.33]的证明,即说明对含幺交换 Noether环 R及其理想 I ,如果有限生成模M 满足

IM =M 时,则 ExtiR(R/I,M) = 0, ∀i ∈ N.

Proof. 根据 [引理2.4],对任何素理想 P ,有 RP -模同构 (ExtiR(R/I,M))P ∼= ExtiRP
((R/I)P ,MP ),所以有

Supp(ExtiR(R/I,M)) ⊆ SuppM ∩ Supp(R/I) = ∅.

这说明 ExtiR(R/I,M) = 0.

综上讨论,我们可把交换 Noether环 R的理想 I 在有限生成模M 上的级等价地定义为

grade(I,M) = inf{i ∈ Z≥0|ExtiR(R/I,M) 6= 0}.

不过我们还需牢记当 IM 6= M 时,级 grade(I,M)是含于 I 的极大M -正则序列的公共长,这种视角能让我们
在处理级时更好地想象. 例如当理想 I ⊆ J 时,可马上看到 grade(I,M) ≤ grade(J,M).

当我们考虑的级局限在下述特殊情形,我们称之为深度.

Definition 1.37 (深度). 设 (R,m)是含幺交换Noether局部环,剩余类域记作 k = R/m,那么对有限生成R-模
M ,称 grade(m,M)为M 的深度 (depth),并记作 depthM .

使用 [定理1.29]完全相同证明方法,可以得到：
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Corollary 1.38. 设 R是含幺交换 Noether环, M,N 是有限生成 R模. 如果 AnnRN 满足 AnnR(N)M 6= M ,
那么min{i ∈ Z≥0|ExtiR(N,M) 6= 0}就是含于 AnnRN 的极大M -正则序列的公共长. 当 AnnR(N)M =M(或
等价地, AnnRN + AnnRM = R)时,有 ExtnR(N,M) = 0, ∀n ≥ 0. 总之我们有 grade(AnnRN,M) = inf{i ∈
Z≥0|ExtiR(N,M) 6= 0}. Rees最早用 grade(AnnRM,R)来定义M 的级.

Proof. 设 AnnR(N)M 6= M 并给定含于 AnnRN 的极大 M -正则序列 x1, ..., xn. 当 n = 0 时, AnnRN 中
元素均是 M -零因子, 所以 [引理1.27] 表明 HomR(N,M) 6= 0, 即 Ext0R(N,M) 6= 0, 所以当 n = 0 时结论

成立. 当 n ≥ 1 时, 应用 [引理1.28] 我们得到 R-模同构 ExtiR(N,M) ∼= HomR(N,M/(x1, ..., xi)M), 这里
0 ≤ i ≤ n − 1. 再结合 AnnR(N) 有 M/(x1, ..., xi)M -正则元得到 ExtiR(N,M) = 0, ∀0 ≤ i ≤ n − 1. 下面说
明 ExtnR(N,M) 6= 0. 由 x1, ..., xn的极大性迫使 AnnRN 中的元素都是M/(x1, ..., xn)M -零因子,所以再次应用
[引理1.27]得到 ExtnR(N,M) ∼= HomR(N,M/(x1, ..., xn)M) 6= 0.
现在处理 AnnR(N)M = M 的情形, 这时存在 a ∈ AnnRN, b ∈ AnnRM 使得 1 = a + b, 所以由

aExtnR(M,N) = bExtnR(M,N) = 0(验证它)即得 ExtnR(M,N) = 0.

注意到当M 6= 0时, Nakayama引理保证了 mM 6= M ,所以含幺交换 Noether局部环上的非零有限生成
模的深度总是有限的. 下面是含幺交换 Noether环上有限生成模短正合列中模的级之间的关系,我们以后将应
用它证明 Auslander-Buchsbaum公式 (见 [定理1.64]).

Proposition 1.39 (短正合列中模的级). 设 R是含幺交换 Noether环, I 是 R的理想,

0 M ′ M M ′′ 0

是有限生成 R-模短正合列,则有
• grade(I,M) ≥ min{grade(I,M ′), grade(I,M ′′)}.
• grade(I,M ′) ≥ min{grade(I,M), grade(I,M ′′) + 1}.
• grade(I,M ′′) ≥ min{grade(I,M ′)− 1, grade(I,M)}.

Proof. 条件的短正合列导出 Ext群长正合列：

Exti−1
R (R/I,M ′) Exti−1

R (R/I,M) Exti−1
R (R/I,M ′′) ExtiR(R/I,M ′)

仅验证第一个不等式. 当 grade(I,M ′) = +∞时, ExtiR(R/I,M ′) = 0, ∀i ≥ 0. 所以

ExtiR(R/I,M) ∼= ExtiR(R/I,M ′′), ∀i ≥ 0,

所以 grade(I,M) = grade(I,M ′′),结论成立. 同理可证当 grade(I,M ′′) = +∞的情形.
现设 grade(I,M ′), grade(I,M ′′) 都有限, 如果 ExtiR(R/I,M ′) = 0 且 ExtiR(R/I,M ′′) = 0, 那么必有

ExtiR(R/I,M) = 0,由此得到 grade(I,M) ≥ min{grade(I,M ′), grade(I,M ′′)}.

下面是关于级的一些基本事实,我们也会在 [定理1.64]的证明中使用它.

Lemma 1.40. 设 R是含幺交换 Noether环, I 是理想,M 是有限生成 R-模,那么
(1)grade(I,M) = inf{depthMP |P ∈ V (I)}. 特别地, grade(I,M) = grade(

√
I,M).

(2)如果 a1, ..., an是含于 I 的M -正则序列,那么

grade(I/(a1, ..., an),M/(a1, ..., an)M) = grade(I,M/(a1, ..., an)M) = grade(I,M)− n.
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(3)如果 N 是有限生成 R-模且 SuppN = V (I),那么 grade(I,M) = inf{i ∈ N|ExtiR(N,M) 6= 0}. 特别地,当
I = AnnRN 时, grade(AnnRN,M) = inf{i ∈ N|ExtiR(N,M) 6= 0}.

Proof. (1) 不妨设 V (I) 6= ∅, 否则结论直接成立 (回忆空集在扩张实数系 R = R ∪ {+∞,−∞} 中取上确界
是 +∞). 我们的证明分为两步, 先说明不等式 grade(I,M) ≤ grade(P,M) ≤ depthMP , ∀P ∈ V (I) 来得到

grade(I,M) ≤ inf{depthMP |P ∈ V (I)}. 再分 IM =M 与 IM 6=M 两种情形证明结论.
Step1. 现在要说明的是 grade(I,M) ≤ grade(P,M) ≤ depthMP , ∀P ∈ V (I). 如果 PM = M , 那么由

Nakayama引理可得MP = 0. 所以这时不等式明显成立. 下设 PM 6= M ,那么 IM 6= M . 这时 grade(I,M)

就是含于 I 的极大 M -正则序列的长度, 该正则序列也含于 P , 所以 grade(I,M) ≤ grade(P,M). 因为当
P ∈ SuppM 时, 含于 P 的 M -正则序列 x1, x2, ..., xn 可以保证 x1/1, x2/1, ..., xn/1 是 MP -正则序列 (回忆
[推论1.11]), 因此我们有 grade(P,M) ≤ depthMP (当 P /∈ SuppM 时, 不等式右边是 +∞, 直接成立). 故
grade(I,M) ≤ depthMP , ∀P ∈ V (I).

Step2. 下面说明 grade(I,M) = inf{depthMP |P ∈ V (I)}. 如果 IM = M , 那么对任何 P ∈ V (I), 有
PM = M , 进而 MP = 0, 所以 grade(I,M) = inf{depthMP |P ∈ V (I)} = +∞. 下设 IM 6= M 以及

n = grade(I,M). 对含于 I 的极大M -正则序列 a1, ..., an,有 I 中元素均为M/(a1, ..., an)M -零因子,所以 [引
理1.20(2)]表明存在P ∈ Ass(M/(a1, ..., an)M)使得 I ⊆ P . 故 [引理1.21(2)]表明PP ∈ Ass(M/(a1, ..., an)M)P .
结合 RP -模同构 (M/(a1, ..., an)M)P ∼= MP/(a1, ..., an)MP 得到 PP 中的元素都是MP/(a1/1, ..., an/1)MP -零
因子并且P ∈ SuppM . 通过 [推论1.11]我们知道 a1, ..., an作为含于P 的M -正则序列保证了序列 a1/1, a2/1, ..., an/1

是含于 PP 的MP -正则序列. 因此,前面的讨论告诉我们 a1/1, a2/1, ..., an/1是含于 PP 的极大MP -正则序列,
这也说明了 n = depthMP . 故 grade(I,M) = inf{depthMP |P ∈ V (I)}.

(2) 记 I = I/(a1, ..., an),M = M/(a1, ..., an)M , 容易验证 IM = M ⇔ IM = M ⇔ I ·M = M 以及

b1, ..., bm是含于 I 的M -正则序列当且仅当 b1, ..., bm是含于 I 的M -正则序列. 因此

grade(I/(a1, ..., an),M/(a1, ..., an)M) = grade(I,M/(a1, ..., an)M).

下证最后一个等号. 易见 grade(I,M/(a1, ..., an)M) = +∞等价于 grade(I,M) = +∞. 以下设

grade(I,M/(a1, ..., an)M) = l < +∞,

则有含于 I 的极大M -正则序列 b1, ..., bl,从而 a1, ..., an, b1, ..., bl 是含于 I 的极大M -正则序列,所以

grade(I,M) = n+ l.

(3)这时
√
I =

√
AnnRN ,所以由 (2)可不妨设 I = AnnRN . 这就是 [推论1.38]阐述的事实.

Proposition 1.41. 设 (R,m)和 (S, n)都是交换 Noether局部环,环同态 ϕ : R → S 满足 ϕ(m) = n. 现在设M

是 S-模满足M 经 ϕ视作 R-模后M 是非零有限生成 R-模. 那么 depthRM = depthSM . 特别地,如果 R,S 都

是 Noether局部环, R是 S 的子环且 S 是有限生成 R-模,则 depthRS = depthSS.

Proof. 如果M 作为R-模有含于m的极大M -正则序列 a1, ..., an,那么 ϕ(a1), ..., ϕ(an)是含于 n的M 作为 S-模
的正则序列 (Nakayama引理保证了M 6= ϕ(a1)M + · · ·+ ϕ(an)M). 这说明 depthRM ≤ depthSM .
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根据 [引理1.40(2)], M/(a1, ..., an)M 作为 R-模的深度是 0. 所以如果能够证明M/(ϕ(a1), ..., ϕ(an))M =

M/(a1, ..., an)M 作为 S-模的深度是 0, 那么由 [引理1.40(2)] 便知 M 作为有限生成 S-模的深度是 n, 进而
depthRM = depthSM . 下证 X =M/(ϕ(a1), ..., ϕ(an))M 作为 S-模的深度是 0来完成证明.
注意到对任何 p ∈ AssSM , 只要 p 6= n, 就有 ϕ−1(p) 6= m(设 x ∈ M 使得 annS(x) = p, 那么作为 S-

模有 Sx ∼= S/p. 于是由 M 作为 R-模是 Noether 模知 S/p 经 ϕ 作为 R/ϕ−1(p)-模也 Noether. 进而环扩张
R/ϕ−1(p) → S/p是有限的. 特别地,这也是整扩张. 所以 ϕ−1(p) = m蕴含 p是 S 的极大理想),所以根据 Rees
定理,X作为非零有限生成R-模的深度是 0表明HomR(R/m, X) 6= 0. 所以存在 x 6= 0 ∈ X使得 annR(x) = m.
于是知 ϕ−1(annS(x)) = m. 根据 [引理1.20(1)],存在 X 的相关素理想 p使得 p ⊇ annS(x).进而 ϕ−1(p) ⊇ m.
因为 ϕ−1(p)是 R的真理想,所以 ϕ−1(p) = m. 根据前面的观察,这迫使 p = n. 所以 X 作为非零有限生成 S-模
有相关素理想 n. 这说明 n中不含 X-正则元. 因此 depthSX = 0.

Proposition 1.42. 设 (R,m) 是交换 Noether 局部环, S 是交换 Noether 环满足有环同态 ϕ : R → S 使得

I = ϕ(m)S 是 S 的真理想. 现在设M 是 S-模满足M 经 ϕ视作 R-模后M 是有限生成 R-模且M 6= IM . 那么
depthRM = grade(I,M).

Proof. 设 depthRM = n,那么可设有含于 m的M -正则序列 a1, ..., an. 这给出M 作为 S-模有含于 I 的M -正
则序列 ϕ(a1), ..., ϕ(an). 所以 depthRM ≤ grade(I,M). 根据 [引理1.40(2)], X = M/(a1, ..., an)M 作为 R-
模的深度是 0, 所以如果能够证明 X = M/(ϕ(a1), ..., ϕ(an)) 作为 S-模的级 grade(I,X) = 0, 那么我们便知
depthRM = grade(I,M).根据 Rees定理, HomR(R/m, X) 6= 0,所以存在 x 6= 0 ∈ X 使得 annR(x) = m. 这说
明 ϕ−1(annS(x)) = m. 这说明 annS(x)是真理想且 I ⊆ annS(x). 根据 [引理1.20(1)],存在 X 作为 S-模的相
关素理想 P 使得 P ⊇ annS(x).于是 ϕ−1(P ) ⊇ m. 现在 P 是X 作为 S-模的相关素理想说明 grade(P,X) = 0.
因此由 grade(I,X) ≤ grade(P,X)迫使 grade(I,X) = 0. 于是 grade(I,M) = n.

Corollary 1.43. 设 A是交换 Noether环,有 Noether子环 C 满足 A是有限生成 C-模. 那么对 C 的任何极大

理想 m有 depthCm
Am = grade(mAm, Am).

Proof. 因为 Am 是 Cm 上非零有限生成模,所以 Nakayama引理保证了 Am 6= mAm. 所以应用 [命题1.42]便得
到 depthCm

Am = grade(mAm, Am).

Proposition 1.44. 设 (R,m)是交换Noether局部环,M 是非零有限生成 R-模满足 depthM ≥ 1. 那么M 的任

何非零子模 N 满足 depthN ≥ 1.

Proof. 若不然,则m中元素都是N 的零因子,所以应用 [引理1.20]得到m ∈ AssRN . 于是m ∈ AssRM ,这说明
depthM = 0,得到矛盾.

Corollary 1.45. 设 (R,m)是交换 Noether局部环, M,N 是非零有限生成 R-模满足 HomR(M,N) 6= 0. 如果
depthN ≥ 1,那么 HomR(M,N) ≥ 1.

Proof. 因为M 有有限表现,有正合列 Rm Rn M 0, 作用 HomR(−, N)后得到形如

0 HomR(M,N) Nn X 0

的有限生成 R-模短正合列. 注意 depthNn = depthN ≥ 1, [定理1.29]. 现在应用 [命题1.44].
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1.3 模的 Krull维数: 深度的上界

这节我们先介绍模的 Krull维数,交换 Noether局部环上非零有限生成模的参数系的概念.再介绍两个交
换Noether局部环上非零有限生成模深度的上界性质 (见 [推论1.60],[命题1.61]). 下面介绍的内容在本章之后
的小节中不会用到. 下面是模的 Krull维数.

Definition 1.46 (模的 Krull维数). 设 R是含幺交换环,M 是 R-模,称 k.dim R/AnnRM 是M 的 Krull维数
(以下简称为维数),记作 k.dimM .

回忆拓扑空间 X 的 Krull维数 (以下简称为维数)是指 X 全体有限长不可约闭子集降链长度上确界,即

dimX = sup{n ∈ N|X0 ( X1 ( · · · ( Xn是不可约闭子集链}.

对点 p ∈ X ,称 dimpX = sup{n ∈ N|X0 = {p} ( X1 ( · · · ( Xn是不可约闭子集链}为 p点的局部维数. 设 k

是代数闭域, Hilbert零点定理告诉我们仿射空间 Ank 中的仿射簇与多项式环 k[x1, ..., xn]的根理想全体一一对

应,把该对应局限在不可约仿射簇层面我们可以得到不可约仿射簇全体与多项式环的素理想全体一一对应,由
此容易得到任何仿射簇X作为拓扑空间的维数就是其正则函数环 (同构于坐标环,以后时常视作等同)A(X)作

为环的 Krull维数. 仿射簇 X 在一点 p处的局部维数对应局部环 OX,p 的 Krull维数,即 dimpX = k.dimOX,p,
其中 OX,p 是 X 在 p点处的正则函数芽环 (记 mp 是点 p所对应的 A(X)的极大理想,则 OX,p

∼= (A(X))mp
),

一般也称 OX,p 是 X 在 p点处的局部环. 在之后的讨论班中,我们会看到当 OX,p 是 Cohen-Macaulay环时,仿
射簇 X 所有经过点 p的不可约分支具有相同的维数.

Example 1.47. 设 k是代数闭域, R = k[x1, ..., xn], X ⊆ Ank 是仿射簇,那么 X 作为拓扑空间的维数就是坐标环

A(X)的 Krull维数,并且将 A(X)视作 R-模我们得到 k.dimRA(X) = k.dimR/I(X),这也就是坐标环 A(X)

的 Krull维数.

再回顾一下交换 Noether局部环的维数刻画以及正则局部环的相关概念.

Theorem 1.48 (交换 Noether局部环的维数). 设 (R,m)是含幺交换 Noether局部环,我们知道它的 Krull维
数总是有限的,并且以下三个整数相等：
• d = k.dimR
• min{t ∈ N|存在m-准素理想可由t个元素生成}
• R关于任意m-准素理想 Q的特征多项式次数 degχRQ

Definition 1.49 (参数系,正则局部环,正则参数系). 设 R是 d维含幺交换Noether局部环,唯一的极大理想记
作m. 如果 R的 d个元素 x1, ..., xd生成的理想是m-准素的,那么称 {x1, ..., xd}是 R的参数系. 根据 R的维数

刻画,我们看到它唯一的极大理想m至少由 d个元素生成,如果m可由 d个元素生成,那么称R是正则局部环.
如果 R是 d维正则局部环,唯一的极大理想m的任何一个由 d个元素构成的生成元集称为 R的一个正则参数

系.

根据模 Krull维数的定义以及Noether局部环的维数刻画,容易看出交换Noether局部环上的非零有限生
成模总有有限的 Krull维数,并且容易得到下述刻画.
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Corollary 1.50 (交换Noether局部环上非零有限生成模的Krull维数). 设R是含幺交换Noether局部环,唯一
的极大理想是m,M 是非零有限生成 R-模,记 d = k.dimM ,则 d = min{t ∈ N|∃x1, ..., xt ∈ m使得(x1, ..., xt)+

AnnRM是m-准素理想}.特别地,当M = R时,结论退化为 Noether局部环的维数刻画 (见 [定理1.48]).

Proof. 根据 k.dimM 的定义,由 [定理1.48]我们知道

d = k.dim R/AnnRM = min{t ∈ N|存在某个m/AnnRM -准素理想可由t个元素生成}.

如果有某个m/AnnRM -准素理想可由 t个元素生成,设为 ((x1, ..., xt) +AnnRM)/AnnRM ,那么√
(x1, ..., xt) +AnnRM = m.

反之,如果存在 x1, ..., xt ∈ m使得 (x1, ..., xt)+AnnRM 是m-准素理想,那么 ((x1, ..., xt)+AnnRM)/AnnRM
是 R/AnnRM 中可由 t个元素生成的理想,并且是m/AnnRM -准素理想. 这就完成了证明.

下面给出交换 Noether局部环上有限生成模的一个维数不等式.

Proposition 1.51. 设 R是含幺交换 Noether局部环,极大理想是 m, R-模M 是有限生成模, x1, ..., xr ∈ m. 则
k.dimM/(x1, ..., xr)M ≥ k.dimM − r.

Proof. 不妨设 M 6= 0. 设 l = k.dimM/(x1, ..., xr)M , 那么根据 [推论1.50] 我们知道存在 y1, ..., yl ∈ m 使得

(y1, ..., yl) +AnnR(M/(x1, ..., xr)M)是m-准素理想,再由下面的 [引理1.52]可知

m =
√

(y1, ..., yl) +AnnR(M/(x1, ..., xr)M)

=

√√
(y1, ..., yl) +

√
AnnR(M/(x1, ..., xr)M)

=

√√
(y1, ..., yl) +

√
(x1, ..., xr) +AnnRM

=
√

(y1, ..., yl) + (x1, ..., xr) +AnnRM

=
√
(y1, ..., yl, x1, ..., xr) +AnnRM

根据 [推论1.50]上式表明 l + r ≥ k.dimM ,得证.

Lemma 1.52. 设 R是含幺交换环,M 是有限生成 R-模, Q是 R的真理想,那么√
AnnR(M/QM) =

√
Q+AnnRM.

Proof. 要证明上式只需证明任何 R 的素理想 P , P 包含 AnnR(M/QM)当且仅当 P 包含 Q + AnnRM 即可.
事实上, 有：P ∈ V (AnnR(M/QM)) ⇔ P ∈ Supp(M/QM) ⇔ MP/QPMP 6= 0 ⇔ MP 6= 0 且 QP ⊆ PP .
而 MP 6= 0 且 QP ⊆ PP 又等价于 P ∈ SuppM 且 Q ⊆ P . 这等价于 P 包含 Q 与 AnnRM , 即 P 包含

Q+AnnRM .

介绍交换 Noether 局部环上的非零有限生成模的参数系之前, 先来看看 Noether 局部环参数系的等价刻
画. 这里先指出如下基本的观察.

Lemma 1.53. 设R是含幺交换Noether局部环,m是R唯一的极大理想,Q是真理想,则以下三条等价:(1)R/Q
是 Artin环. (2)R/Q作为 R-模有合成列. (3)Q是m-准素理想.

20



由此易知下述交换 Noether局部环参数系的刻画：

Corollary 1.54 (交换Noether局部环的参数系刻画). 设 R是含幺交换Noether局部环,有唯一的极大理想m,
x1, ..., xd ∈ m, d = k.dimR,则以下三条等价：(1){x1, ..., xd}是 R的一个参数系. (2)k.dimR/(x1, ..., xd) = 0.
(3)R/(x1, ..., xd)是 Artin环.

现在正式地给出交换 Noether局部环上非零有限生成模的参数系定义.

Definition 1.55 (交换 Noether上非零有限生成模的参数系). 设 R是含幺交换 Noether局部环, M 是非零有
限生成 R-模, k.dimM = d, 如果 R 的 d 个元素 x1, ..., xd 满足 (x1, ..., xd) + AnnRM 是 m-准素理想, 则称
{x1, ..., xd}是M 的一个参数系.

它有下面几个等价定义.

Lemma 1.56 (交换Noether局部环上非零有限生成模参数系刻画). 设 R是含幺交换Noether局部环, R-模M

是非零有限生成的, k.dimM = d,则以下三条等价:(1){x1, ..., xd}是M 的一个参数系. (2)M/(x1, ..., xd)M 是

Artin模. (3)M/(x1, ..., xd)M 有合成列.

Proof. 只要证 (1)与 (2)等价. 由前面的讨论,可知 {x1, ..., xd}是M 的一个参数系⇔ (x1, ..., xd) +AnnRM 是
m-准素理想⇔

√
(x1, ..., xd) +AnnRM = m ⇔

√
AnnR(M/(x1, ..., xd)M) = m ⇔ AnnR(M/(x1, ..., xd)M)

是m-准素理想⇔ R/AnnR(M/(x1, ..., xd)M)是 Artin环. 而最后一个论断由下面的 [引理1.57]即得.

Lemma 1.57. 设M 是交换环 R上的非零有限生成模,则M 是 Artin模当且仅当 R/AnnRM是 Artin环.

Proof. 必要性：设M 可由 x1, ..., xn生成,那么 AnnRM =
n⋂
i=1

annR(xi),于是 R/AnnRM 作为 R-模到

R/annR(x1)⊕R/annR(x2)⊕ · · · ⊕R/annR(xn)

有标准嵌入. 每个 R/annR(xi)与M 的某个子模同构,故是 Artin模,从而 R/annR(x1)⊕ R/annR(x2)⊕ · · · ⊕
R/annR(xn)也是 Artin模,由此得到 R/AnnRM 作为 R-模是 Artin的.
充分性：将M 视作 R/AnnRM -有限生成模即可.

Corollary 1.58. 设M 是含幺交换环 R上有有限长的非零有限生成模,则 V (AnnRM) ⊆ maxSpecR.

Proof. 由 [引理1.57]知 R/AnnRM 是 Artin环,故由 Artin环的素理想都是极大理想便得结论.

下面的结果表明 [命题1.51]中元素序列是M -正则序列为维数的不等式取到等号的充要条件.

Proposition 1.59. 设 R是含幺交换 Noether局部环,极大理想是m, R-模M 是有限生成模, x1, ..., xr ∈ m. 则

k.dimM/(x1, ..., xr)M ≥ k.dimM − r.

等号成立当且仅当 x1, ..., xr 是M 的某个参数系的一部分 (指某个参数系的子集).
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Proof. 结合 [命题1.51], 这里要证的只有等号成立的条件. 若等号成立, 设 l = k.dimM/(x1, ..., xr)M , 那么存
在 y1, ..., yl ∈ m使得 (y1, ..., yl)+AnnR(M/(x1, ..., xr)M)是m-准素理想,回忆 [命题1.51]的证明过程,我们可
以得到

√
(y1, ..., yl) +AnnR(M/(x1, ..., xr)M) =

√
(y1, ..., yl, x1, ..., xr) +AnnRM. 所以 {y1, ..., yl, x1, ..., xr}

是 M 的参数系 (这时 k.dimM = l + r). 反之, 若 x1, ..., xr 是 M 的某个参数系的一部分, 设 M 有参数系

{y1, ..., yl, x1, ..., xr},则k.dimM = l+r且
√
(y1, ..., yl) +AnnR(M/(x1, ..., xr)M) = m,这说明k.dimM/(x1, ..., xr)M ≤

l(回忆维数的刻画, [推论1.50]),但 [命题1.51]表明总有

k.dimM/(x1, ..., xr)M ≥ (l + r)− r = l.

所以这时等号成立.

Corollary 1.60 (交换Noether局部环上非零有限生成模的深度不超过维数). 设含幺交换环R是Noether局部
环,M 是非零有限生成 R-模,则对任给M -正则序列 a1, ..., an,有

k.dimM/(a1, ..., an)M = k.dimM − n.

特别地,M -正则序列 a1, ..., an是M 的参数系的一部分. 故对 R上非零有限生成模M ,总有

depthM ≤ k.dimM.

Proof. 我们对正整数 n作归纳. 当 n = 1时,我们证明 k.dimR/AnnR(M/a1M) = k.dimR/AnnRM − 1. 为此
只需说明 k.dimR/AnnR(M/a1M) ≤ k.dimR/AnnRM − 1. 任取 R 包含 AnnRM 的极小素理想 P , 有 P 为

SuppM 的极小元, 进而 P ∈ AssRM , 所以 a1 /∈ P . 现设 s = k.dimR/AnnR(M/a1M), 对应 R 的素理想链

P0 ( P1 ( · · · ( Ps,这里 P0 ⊇ AnnR(M/a1M) ⊇ AnnRM . 设 Q ⊆ P0 是包含 AnnRM 的极小素理想,那么 Q

不含 a1说明 Q 6= P0. 所以 k.dimR/AnnR(M/a1M) ≤ k.dimR/AnnRM − 1,这就证明了 n = 1情形的结论.
假设结论对 n − 1(n ≥ 2) 的情形成立, 进而对 M -正则序列 a1, ..., an 有 k.dimM/(a1, ..., an−1)M =

k.dimM − n + 1. 由 n = 1 时已证明的结论, k.dimM/(a1, ..., an)M = k.dimM/(a1, ..., an−1)M − 1, 再由
归纳假设得到结论.

Proposition 1.61. 设含幺交换环 R是 Noether局部环,M是非零有限生成 R-模,则

depthM ≤ k.dimR/P, ∀P ∈ AssM.

Proof. 我们对自然数 n = depthM 作归纳. 当 n = 0时结论直接成立. 假设结论对 n− 1(n ≥ 1)的情形成立,现
在考察 n的情形. 这时 n为 R唯一的极大理想m所包含的极大M -正则序列的长度,所以m中存在M -正则元
a,于是 depthM/aM = depthM − 1. 下面说明 P ⊆ Z(M/aM). 考虑非空集合 {Rx|x ∈ M,AnnR(Rx) = P},
设其极大元是 Rx,那么 x /∈ aM(否则,存在 y ∈ M 使得 x = ay,那么 Ry 零化子包含 P 且 Rx ( Ry,原因是
当 y = bx时, 1− ab ∈ AnnR(Rx),于是 1 ∈ m,矛盾). 所以 P ⊆ Z(M/aM),进而存在 Q ∈ Ass(M/aM)使得

P ⊆ Q. 注意到 a /∈ P ,所以 P /∈ V (AnnR(M/aM)) = Supp(M/aM),因此 P 6= Q. 进而由归纳假设

k.dimR/P > k.dimR/Q ≥ depthM/aM = depthM − 1,

即 depthM ≤ k.dimR/P .
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为了方便查阅,在本节最后记录域上 n元多项式环的 Krull维数是 n的证明.

Theorem 1.62. 设 F 是域,则 k.dimF [x1, x2, ..., xn] = n.

Proof. 因为 F [x1, x2, ..., xn]有长度是 n的素理想升链 (0) ( (x1) ( (x1, x2) ( · · · ( (x1, x2, ..., xn),所以要证明
k.dimF [x1, x2, ..., xn] = n,只要证明下述断言.

Claim. 设 A是域 F 上交换代数 (可以是零环), S 是 A作为代数的一个生成元集,则

k.dimA ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关}.

如果 S = ∅,那么 A = F1A 不是零环就是域,总之有 k.dimA ≤ 0 = sup{|T ||T = ∅}.下设 S 6= ∅, A不是
零环,且 sup{|T ||T是S有限子集且代数无关} = n是自然数. 我们对 n作归纳证明：若 A是域 F 上交换代数,
S 是 A非空生成元集,则 k.dimA ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关}.如果 n = 0,那么 S 中任何元素都是

F 上代数元,由此易得 A中所有元素都是 F 上代数元. 任取 A的素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Ps,那么整区 A/P0

有长度为 s的素理想链 {0} ( P1/P0 ( · · · ( Ps/P0. 因为 A中任何元素在 F 上代数,所以整区 A/P0 中任何

元素也在 F 上代数,由此得到 A/P0 是域,所以 s = 0,这说明 k.dimA = 0 ≤ n,结论成立. 假设结论对不超过
n− 1(n ≥ 1)的情形成立,那么对 n的情形,我们分两步证明结论.

Step1.若 A是整区,任取 A的素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Ps(不妨设 s ≥ 1,否则结论直接成立),可得 A/P1

的长度为 s − 1的素理想链 {0} ( P2/P1 ( · · · ( Ps/P1,下面证明 A/P1 的生成元集 {a + P1|a ∈ S}任何一
个有限代数无关子集 T 都有 |T | ≤ n − 1,一旦证明该断言,对 A/P1 作归纳假设可知 s − 1 ≤ n − 1,进而可得
k.dimA ≤ n. 假设 {a+ P1|a ∈ S}有一个代数无关子集有 n个元素,设为 {a1 + P1, a2 + P1, ..., an + P1},那么
{a1, a2, ..., an}是 S 的代数无关子集. 于是对任何 a ∈ S,都存在 F [a1, a2, ..., an][x]中的非零多项式 h(x)使得

h(a) = 0. 由此可得 A ( Frac(A)在 Frac(F [a1, a2, ..., an])上代数,故任取 a 6= 0 ∈ P1,存在以 F [a1, a2, ..., an]

中元为系数的非零多项式 ϕ(x) = c0 + c1x + · · · + cℓx
ℓ 使 ϕ(a) = 0. 因为 a 6= 0, 所以可设 c0 6= 0, 于是存在

F [x1, x2, ..., xn]中非零元 g(x1, x2, ..., xn)使得 g(a1, a2, ..., an) = c0 ∈ P1,这与 {a1 +P1, a2 +P1, ..., an+P1}代
数无关矛盾. 断言得证,于是知当 A是整区时, k.dimA ≤ n.

Step2. 对一般的情形, 任取 A 的素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Ps, 可得整区 A/P0 有长度为 s 的素理想链

{0} ( P1/P0 ( · · · ( Ps/P0. 易见

sup{|T ||T是{a+ P0|a ∈ S}有限子集且代数无关} ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关},

故对整区 A/P0应用第一步证明的结果知

s ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关},

进而 k.dimA ≤ sup{|T ||T是S有限子集且代数无关}.

Remark 1.63. 一般地,若 R是含幺交换 Noether环,可以证明 [Mat87, p.117, Theorem 15.4]

k.dimR[x1, ..., xn] = k.dimR[[x1, ..., xn]] = k.dimR+ n.
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1.4 Auslander-Buchsbaum公式

本节的目标是证明下述定理：

Theorem 1.64 (Auslander-Buchsbaum,1957). 设 R是含幺交换 Noether局部环,M 6= 0是投射维数有限的有

限生成 R-模,则 p.dimRM + depthM = depthR.

在正式给出证明之前, 我们复习一下模的极小投射分解, 它将是证明上述公式的基本工具. 对投射盖与极
小投射分解很熟悉的读者可直接跳至 [引理1.77].

Definition 1.65 (投射盖). 设 R是含幺环,M 是左 R-模,如果满模同态 θ : P →M 满足 P 是投射模且 Kerθ是
P 的多余子模 (Kerθ ⊆s P ),则称 θ是M 的投射盖 (projective cover).

定义中 Kerθ ⊆s P 的条件也可以改为对 P 的任何子模 P ′, θ(P ′) =M 蕴含 P = P ′.

Lemma 1.66. 设 R是含幺环, P 是投射 R-模, θ : P →M 是满模同态,那么 Kerθ ⊆s P ⇔对 P 的任何子模 P ′,
θ(P ′) =M 蕴含 P = P ′.

Proof. 只证必要性：如果 θ(P ′) =M ,设 θ̃ : P ′ →M 是 θ的限制,那么根据 P 是投射模,存在模同态 f : P → P ′

使得下图交换：

P

P ′ M 0

θ
f

θ̃

这时有 P ′ + Kerθ = P (利用上图验证它),所以 Kerθ是多余子模使得 P = P ′

Example 1.67 (模的投射盖可能不存在). 设 R = k[x]是域上多项式环,M = k[x]/(x)没有投射盖.

Proof. 假设有投射盖 θ : P →M ,那么 P 的真子模 P ′ = (x− 1)P 满足 θ(P ′) =M ,矛盾.

虽然模的投射盖可能不存在,但当投射盖存在时有下面的同构唯一性.

Proposition 1.68. 设R是含幺环, θ : P →M 与 θ′ : P ′ →M 都是M 的投射盖,那么存在模同构 α : P ′ → P使

下图交换：

P M

P ′

θ

α θ′

Proof. 由 P ′ 是投射模知存在模同态 α : P ′ → P 使得 θα = θ′, 那么由 θ(α(P ′)) = M 以及 [引理1.66] 得到
α(P ′) = P ,于是由 P 是投射模得到 Kerα是 P ′ 的直和因子. 因 Kerα是多余子模 Kerθ′ 的子模,所以 Kerα也
是多余子模,这迫使 Kerα = 0. 所以 α是同构.

Example 1.69 (局部环上有限生成模投射盖构造). 设 R是局部环, J = JacR,则 R/J 是除环. 设M 是有限生成

左 R-模,那么M/JM 是除环 R/J 上有限维线性空间,设维数是 n,有基 {mi}ni=1,那么将 Rn 的标准单位向量
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映至mi可定义出满同态 θ : P = Rn →M 使得下图交换,其中 θ̃是线性同构.

Rn M

(R/J)n M/JM

θ

θ̃

那么 Kerθ ⊆ Jn,结合 Jn = J(Rn)得到 Kerθ是多余子模. 所以 θ : Rn →M是投射盖.

Definition 1.70 (极小投射分解). 设 R是含幺环,如果M 的投射分解 (C, d, ε)

· · · Cn Cn−1 · · · C1 C0 M 0,
dn dn−1 d2 d1 ε

满足 ε : C0 → M 是M 的投射盖,对任何正整数 i, di : Ci → Imdi 是 Imdi 的投射盖,则称投射分解 (C, d, ε)是

M 的极小投射分解 (minimal projective resolution).

Example 1.71. 设 R是左 Noether局部环, J = JacR,则任何有限生成左 R-模M的极小投射分解构造.

Proof. 设 M/JM 作为 R/J-线性空间维数是 n0, 基为 {xi}n0

i=1, 那么 [例1.69] 表明可利用 {xi}n0

i=1 得投射盖

ε : Rn0 → M ,再对 Kerε重复上述讨论 (注意 R的 Noether条件保证了这里 Kerε也是有限生成模),可得M

的极小投射分解 (这里 R0表示零模)

· · · Rn2 Rn1 Rn0 M 0
d2 d1 ε

模的极小投射分解如果存在,易证下述同构唯一性：

Proposition 1.72. 如果含幺环R上模 RM 有极小投射分解 (P, d, ε), (P ′, d′, ε′),那么它们作为复形同构,即存在
链映射 α : (P, d) → (P ′, d′)使得 ε = ε′α0且每个 αi : Ci → C ′

i 是同构.

Proof. 递归地易构造使得下图交换的链映射 α.

Pn · · · P1 P0 M

P ′
n · · · P ′

1 P ′
0 M

αn

d1

α1

ε

α0 idM

d′1 ε′

利用 [命题1.68]得到 α0是同构. 对每个正整数 i,注意到下图交换

Ci Imdi

C ′
i Imd′i

di|

αi αi−1|

d′i|

再应用 [命题1.68]对 n ≥ 0作归纳可证每个 αn是同构.

事实上更一般地,有下述结果.
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Proposition 1.73. 如果含幺环 R上模 RM 有极小投射分解 (P, d, ε),那么对任何M 的投射分解 (Q,h, η),对每
个自然数 i存在满同态 αi : Qi → Pi.

Qn · · · Q1 Q0 M

Pn · · · P1 P0 M

αn

h1

α1

η

α0

d1 ε

Proof. 事实上只需要证明对每个自然数 n,有 Imhn ∼= Imdn ⊕ Ln, Ln 是某个投射模即可. 一旦证明该断言,存
在下面的交换图：

Qn Imhn

Pn ⊕ Ln Imdn ⊕ Ln

hn

h g

dn|⊕idLn

其中 g是同构, [引理1.74]表明 dn| ⊕ idLn
是投射盖,从而 h满,利用 h便可构造出 αn.

下面证明上面的断言,对正整数 n作归纳,当 n = 0时,存在同态 α0 : Q0 → P0 使得 εα0 = η,于是 ε是投

射盖表明 α0 满,进而存在同态 s0 : P0 → Q0 使得 α0s0 = idP0
. 可直接验证 Kerη = Kerα0 ⊕ Kerε,这就得到了

n = 0的结果. 假设有 Imhn ∼= Imdn ⊕ Ln,前面的讨论知有交换图

Qn Imhn

Pn ⊕ Ln Imdn ⊕ Ln

hn

h g

dn|⊕idLn

再应用下面的 [引理1.75]即得结果.

Lemma 1.74. 设 R是含幺环 θ : P → M 是左 R-模 M 的投射盖, 则对任何投射模 Q, 有 θ ⊕ idQ : P ⊕ Q →
M ⊕Q也是投射盖.

Proof. 只要证 Kerθ ⊕ 0 是 P ⊕ Q 的多余子模. 如果 P ⊕ Q 的子模 X 满足 Kerθ ⊕ 0 + X = P ⊕ Q, 那么
Y = {y ∈ P |(y, 0) ∈ X}是 P 的子模且 Kerθ + Y = P ,于是 Y = P ,由此易得 X = P ⊕Q.

Lemma 1.75. 给定含幺环 R上的左模交换图：

Q A

P M

f

h g

θ

其中 f 是满射, g 是同构, Q 是投射模且 θ : P → M 是投射盖, 那么 h 是满射且存在投射模 L 使得 Kerf ∼=
Kerθ ⊕ L.

Proof. 由条件 θ(h(Q)) = M , 所以由 θ 是投射盖可得 h(Q) = P , 进而 h满. 所以存在模同态 s : P → Q使得

hs = idP . 故 Q = Kerh⊕ Ims,直接验证得到 Kerf = Kerh⊕ s(Kerθ),取 L = Kerh.

对上述 [命题1.73]的一个简单观察就是极小投射分解存在时,它的长度是所有投射分解长度最短的. 所以
这时极小投射分解的长度便可给出模的投射维数 (之后将使用这一事实).
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Corollary 1.76. 设含幺环 R上模 RM 有极小投射分解 (P, d, ε),那么投射维数 p.dimRM = l(P ),这里 l(P )指

复形 (P, d)的长度.

Lemma 1.77 (交换 Noether局部环上有限生成模的投射维数). 设 R是含幺交换 Noether局部环,唯一极大理
想为m, k = R/m,那么对任何有限生成 R-模M ,有

p.dimRM = sup{i ∈ N|TorRi (k,M) 6= 0}.

Proof. 当M = 0时结论明显成立,下设M 6= 0. 按照 [例1.71]的讨论可得M 的极小投射分解

· · · Rn2 Rn1 Rn0 M 0
d2 d1 ε

满足 Imdi ⊆ mni−1 = mRni−1 且 [推论1.76]告诉我们下述复形长度是 p.dimRM .

· · · Rn2 Rn1 Rn0 0
d2 d1

对上式作用张量函子 k ⊗R −,得到下述交换图：

· · · R/m⊗Rn2 R/m⊗Rn1 R/m⊗Rn0 0

· · · Rn2/mRn2 Rn1/mRn1 Rn0/mRn0 0

idR/m⊗d2

∼=

idR/m⊗d1

∼= ∼=

d̃2 d̃1

因每个 d̃i是零同态,所以 TorRi (k,M) ∼= Rni/mRni ,于是 p.dimRM = sup{i ∈ N|TorRi (k,M) 6= 0}.

Lemma 1.78. 设 R是含幺交换 Noether局部环,唯一极大理想为m, k = R/m,M 是有限生成 R-模, x ∈ m既

是 R-正则元又是M -正则元,那么 p.dimRM = p.dimR/(x)M/xM .

Proof. 不妨设M 6= 0,同样按照 [例1.71]可得M 的极小投射分解

· · · Rn2 Rn1 Rn0 M 0
d2 d1 ε

使用张量函子 R/(x) ⊗R −作用之,由 x既是 R-正则元又是M -正则元根据 [命题1.13]可得下面的交换图,上
下两行正合.

· · · R/(x)⊗Rn2 R/(x)⊗Rn1 R/(x)⊗Rn0 R/(x)⊗M 0

· · · Rn2/xRn2 Rn1/xRn1 Rn0/xRn0 M/xM 0

idR/(x)⊗d2

∼=

idR/(x)⊗d1

∼=

idR/(x)⊗ε

∼= ∼=

d̃2 d̃1 ε̃

所以我们得到了 R/(x)-模 M/xM 的一个自由分解 (每个 R/(x) ⊗R R
ni ∼= (R/(x))ni). 以下简记 Rni 为 Fni

,
k′ = (R/(x))/(m/(x)) ∼= R/m = k,那么对M/xM 的自由分解

· · · F2/xF2 F1/xF1 F0/xF0 M/xM 0
d̃2 d̃1 ε̃

用张量函子 k′ ⊗R/(x) −作用之,得到下述复形

· · · k′ ⊗ F2/xF2 k′ ⊗ F1/xF1 k′ ⊗ F0/xF0 0
idk′⊗d̃2 idk′⊗d̃1
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对每个自然数 i, 定义 ηi : k ⊗R Fi → k′ ⊗R/(x) Fi/xFi 是由 R-平衡映射 k × Fi → k′ ⊗R/(x) Fi/xFi, (a, y) 7→
(a+m/(x))⊗ y诱导的加群同态,则 ηi是同构 (验证它)且使得下图交换：

· · · k ⊗ F2 k ⊗ F1 k ⊗ F0 0

· · · k′ ⊗ F2/xF2 k′ ⊗ F1/xF1 k′ ⊗ F0/xF0 0

idk⊗d2

η2

idk⊗d1

η1 η0

idk′⊗d̃2 idk′⊗d̃1

所以 η = {ηi}i≥0给出上面两个复形之间的链同构,并导出 Tor群同构：

TorRi (k,M) ∼= TorR/(x)
i (k′,M/xM), ∀i ≥ 0.

于是根据 [引理1.77],我们得到

p.dimRM = sup{i ∈ N|TorRi (k,M) 6= 0} = sup{i ∈ N|TorR/(x)
i (k′,M/xM) 6= 0} = p.dimR/(x)M/xM.

现在我们能够给出 [定理1.64](Auslander-Buchsbaum公式)的证明,即对含幺交换 Noether局部环 R上

投射维数有限的非零有限生成模M 有 p.dimRM + depthM = depthR.

Proof. 我们通过对 depthR作归纳来证明该定理. 由条件知可设 p.dimRM = n ∈ N,由 [推论1.76]得M 的极

小投射分解长度是 n,设

0 Fn · · · F2 F1 F0 M 0
dn d2 d1 ε

是M 的一个极小自由分解满足每个 Fi是有限生成自由 R-模 (由 [例1.71]可直接构造).
当 depthR = 0时, [定理1.29]表明 R唯一的极大理想 m中任何元素都是 R-零因子,故由 [引理1.20(2)]

得m ∈ Ass(R),所以存在形如 0 R/m R C 0 的 R-模正合列,它导出长正合列

· · · TorRn+1(k,M) TorRn+1(R,M) TorRn+1(C,M) TorRn (k,M) · · ·

下证n = 0,假设n ≥ 1,这时 [引理1.77]表明TorRn+1(k,M) = 0,TorRn (k,M) 6= 0,R是平坦模可知TorRn+1(R,M) =

TorRn (R,M) = 0(这里用到了 n ≥ 1),于是得到正合列

0 TorRn+1(C,M) TorRn (k,M) 0 ,

这说明 TorRn+1(C,M) ∼= TorRn (k,M) 6= 0, 这与 M 的投射维数是 n 矛盾. 从而 n = 0, 特别地, M ∼= F0 是有

限生成自由 R-模, 结合 m ∈ Ass(R) 得到 m 中元素都是 M -零因子 (验证它), 这说明 depthM = 0, 所以当
depthR = 0时,有 p.dimRM + depthM = 0 + 0 = 0 = depthR.

现在我们假设结论对深度不超过 depthR − 1(depthR ≥ 1)的含幺交换 Noether局部环结论成立. 我们分
depthM ≥ 1与 depthM = 0两种情况来证明结论.

Case1.如果 depthM ≥ 1,那么m /∈ Ass(R),m /∈ Ass(M),这一观察表明

m *

 ⋃
P∈Ass(R)

P

⋃ ⋃
Q∈Ass(M)

P

 ,
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依 [引理1.21(6)], 右边的素理想取并是有限并, 于是存在 x ∈ M 使得 x /∈ P, ∀P ∈ Ass(R) ∪ Ass(M), 所以
由 [引理1.20(1)]知 x既是 R-正则元又是M -正则元,由 [引理1.40(2)]得到 depthR/(x) = depthR − 1以及

grade(R/(x),M/xM) = depthM−1. 由 [引理1.78]知可用归纳假设,得到 (depthM−1)+p.dimR/(x)M/xM =

depthR− 1,再利用 [引理1.78]代入该等式即得结论.
Case2.如果depthM = 0,那么M不可能是投射模,否则M是自由模,从而由depthR ≥ 1导致depthM ≥

1,矛盾. 故 n ≥ 1. 对模M ,总存在形如 0 K Rt M 0 的正合列,于是 [命题1.39]保
证了 depthK ≥ 1(利用 depthR ≥ 1可得 depthRt ≥ 1),因此对 K 应用 Case1.证明的结果得到 p.dimRK +

depthK = depthR. 事实上必有 depthK = 1 = depthM + 1, 原因是 depthRt ≥ 1 且由 [命题1.39] 得到
depthM ≥ min{depthK − 1,depthRt} 蕴含 0 = depthM ≥ depthK − 1. 下面我们再说明 p.dimRM =

p.dimRK + 1,只要证明该断言便得结果. 通过我们取定的短正合列可导出下面的 Tor群长正合列, [引理1.77]
表明 TorRn (k,M) 6= 0,TorRi (k,M) = 0, ∀i ≥ n+ 1.

TorRn (k,Rt) TorRn (k,M) TorRn−1(k,K) TorRn−1(k,R
t) TorRn−1(k,M)

因 Rt 是平坦模,故 TorRi (k,Rt) = 0, ∀i ≥ 1. 从而 TorRi (k,K) = 0, ∀i ≥ n且 TorRn−1(k,K) 6= 0,再由 [引理1.77]
得到 p.dimRK = n− 1. 所以 p.dimRM + depthM = n = p.dimRK + depthK = depthR.

1.5 Koszul复形:基本性质

Koszul复形由 Jean-Louis Koszul(法国, 1921-2018)在研究 Lie代数上同调理论时引入,后被发现是在同
调代数中有用构造. 在正式定义 Koszul复形前, 我们先复习一下外代数的概念与基本性质. 设 K 是含幺交换

环,M 是K-模,考虑由M 决定的张量代数 T (M) = ⊕∞
i=0M

(i),其中M (0) = K,M (1) =M,M
(i)

=M⊗i

(i ≥ 2).
记 j :M → T (M)是标准嵌入,回忆张量代数有如下泛性质.

Lemma 1.79 (张量代数泛性质). 对任何 K-代数 A 与 K-模同态 f : M → A, 存在唯一的 K-代数同态 f̃ :

T (M) → A使得 f̃ j = f ,即下图交换：
M T (M)

A

j

f
f̃

也就是说 (T (M), j)是模M 到忘却函子 F : K-Alg → K-Mod的一个泛性.

对张量代数 T (M) = ⊕∞
i=0M

(i),我们可设M
(i)

= M⊗i ⊆ T (M), ∀i ≥ 1来得到内直和 T (M) = K1T (M) ⊕
M ⊕M (2) ⊕ · · · . 记 B是 T (M)中由集合 {x⊗ x|x ∈M}生成的理想,那么 B ∩M = {0},所以映射 iM :M →
T (M)/B, x 7→ x+B 是单K-模同态. 对任何 x ∈M ,有 iM (x)2 = 0.

Definition 1.80 (外代数). 设 K 是含幺交换环, M 是 K-模, T (M) 是由 M 决定的张量代数, 称 E(M) =

T (M)/B 是由M 决定的外代数 (exterior algebra),也被称为 Grassmann代数.

张量代数 T (M)是分次代数,有分次 {M (i)}i∈N(以后也把 K1T (M) 记为M (0)). 外代数也是分次代数：对
T (M) 的理想 B, 注意到 B = ⊕∞

i=0(M
(i) ∩ B), 所以置 E(i)(M) = (M (i) + B)/B, i ≥ 0, 我们得到 E(M) =

⊕∞
i=0E

(i)(M)且对任何自然数 i, j 有 E(i)(M)E(j)(M) ⊆ E(i+j)(M). 外代数也有下面的泛性质：
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Proposition 1.81 (外代数泛性质). 对任何 K-代数 A与 K-模同态 f : M → A,如果 f(x)2 = 0, ∀x ∈ M ,则存
在唯一的K-代数同态 f : E(M) → A使得 f̃ iM = f ,即下图交换：

M E(M)

A

iM

f
f

Proof. 考虑标准投射 π : T (M) → E(M),过渡到张量代数的泛性质 [引理1.5]容易证明结论.

该泛性质告诉我们K-模间的同态可以导出外代数间的代数同态：

Corollary 1.82 (模同态导出外代数同态). 设 ϕ : M → N 是 K-模同态,记 iM : M → E(M), iN : N → E(N)

是标准映射,那么存在唯一的K-代数同态 ϕ : E(M) → E(N)使得下图交换：

M N

E(M) E(N)

φ

iM iN

φ

Remark 1.83. 不难看出模同态 ϕ :M → N 所诱导出的代数同态 ϕ : E(M) → E(N)是分次的.

Proposition 1.84. 设K 是含幺交换环, L是交换K-代数,M 是K-模,那么有 L-代数同构

E(L⊗K M) ∼= L⊗K E(M).

Proof. 设 i :M → E(M)是标准映射,要说明存在 L-代数同构 E(L⊗K M) ∼= L⊗K E(M),只需说明 L-模同态
1L ⊗ i : L⊗K M → L⊗K E(M)满足对任何 x ∈ L⊗K M ,有 (1L ⊗ i)2(x) = 0且对任何 L-代数 A以及 L-模同
态 f : L⊗K M → A如果 f(x)2 = 0, ∀x ∈ L⊗K M ,那么存在唯一的 L-代数同态 f̃ : L⊗K E(M) → A使得下

图交换：

L⊗K M L⊗K E(M)

A

1L⊗i

f f̃

记 η : M → L ⊗K M 以及 ξ : E(M) → L ⊗K E(M) 是标准映射, 它们都是 K-模同态. 我们先说明对任何
x ∈ L⊗K M ,有 [(1L ⊗ i)(x)]2 = 0. 设 x =

s∑
k=1

lk ⊗ xk,那么

(
s∑

k=1

lk ⊗ i(xk))(
s∑

k=1

lk ⊗ i(xk)) =
∑
k<j

lklj ⊗ i(xk)i(xj) +
∑
j<k

lklj ⊗ i(xk)i(xj)

=
∑
k<j

lklj ⊗ (i(xk)i(xj) + i(xj)i(xk))

=
∑
k<j

lklj ⊗ (i(xk)i(xj)− i(xk)i(xj))

= 0.
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下面再说明对任何 L-代数 A以及 L-模同态 f : L ⊗K M → A,满足 f(x)2 = 0, ∀x ∈ L ⊗K M ,则存在唯一的
L-代数同态 f̃ : L⊗K E(M) → A使得 f̃(1L ⊗ i) = f . 对K-模同态 fη,有 fη(x) = 0, ∀x ∈M ,所以存在唯一的
K-代数同态 f : E(M) → A使得下图交换：

M E(M)

L⊗K M A

i

η f

f

这导出 L-代数同态 1L ⊗ f : L⊗K E(M) → L⊗K A,记 h : L⊗K A→ A是满足 h(l⊗ a) = la, ∀l ∈ L, a ∈ A的

加群同态,易见它是 L-代数同态,所以我们得到了 L-代数同态 f̃ = h(1L ⊗ f) : L ⊗K E(M) → A. 直接计算容
易验证下图交换：

M E(M)

L⊗K M L⊗K E(M)

A

i

η ξ

1L⊗i

f
f̃

易见 (1L ⊗ i)(L⊗K M)是 E(M)作为 L-代数的一个生成元集,所以 f̃ 是唯一的.

Remark 1.85. 根据证明过程,若记 iL⊗KM : L⊗KM → EL(L⊗KM)是标准嵌入, iM :M → E(M)是标准嵌入,
那么 L⊗K E(M)到 EL(L⊗KM)的K-代数同构 Φ满足对任何 l ∈ L, x ∈M 有 Φ(l⊗ iM (x)) = iL⊗KM (l⊗ x).
特别地, 若 M 是含幺交换环 R 上模, R 有乘闭子集 S, 则有 RS-代数同构 ERS

(MS) ∼= (E(M))S . 所以对含
幺交换环上模取外代数和作局部化可交换. 我们也把外代数的分量 E(r)(M) 记作 ∧rM , 称为 M 的 r 次外幂

(exterior power). r次外幂中元素 x1 ⊗ · · · ⊗ xr +B 记作 x1 ∧ · · · ∧ xr 称为元素 x1, ..., xr 的外积.沿用新的记
号,我们可将上述 RS-代数同构具体写出：

Φ : (E(M))S → ERS
(MS)

x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn
s

7→
(
1

s

)
t1x1
t1

∧ t2x2
t2

∧ · · · ∧ tnxn
tn

当 1 ∈ S 时,可以将上式中每个 tj 取为 1. 特别地,对每个直和项,可得 RS-模同构

Ψ : (∧nRM)S → ∧nRS
MS

x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn
s

7→
(
1

s

)
t1x1
t1

∧ t2x2
t2

∧ · · · ∧ tnxn
tn

容易验证外积具备下述性质：

Lemma 1.86. 设 x1, ..., xr ∈M ,则对任何置换 σ ∈ Sr 有 xσ(1) ∧ · · · ∧ xσ(r) = (sgnσ)x1 ∧ · · · ∧ xr.

Remark 1.87. 由此不难看到含幺交换环K 上模M 决定的外代数 E(M)作为K 上正分次代数是分次交换的.

Proposition 1.88 (模同态导出外幂间同态). 设 ϕ :M → N 是K-模同态,记 iM :M → E(M), iN : N → E(N)

是标准映射, 那么对每个自然数 r, 存在唯一的 K-模同态 ∧rϕ : ∧rM → ∧rN 使得 ∧rϕ(x1 ∧ · · · ∧ xr) =

ϕ(x1) ∧ ϕ(x2) ∧ · · · ∧ ϕ(xr), ∀x1, ..., xr ∈M . 并注意到当 ϕ是模同构时, ϕ所诱导出的同态 ∧rϕ也是同构.
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Proof. 唯一性是明显的,存在性由 [推论1.82]立即得到.

在引入外幂记号后,外代数可表为 E(M) = K1E(M) ⊕ ∧1M ⊕ ∧2M ⊕ · · · ,这里 ∧1M = (M + B)/B 作为

K-模与 M 同构 (因此在模的层面上可以将它们视作等同有时把 x + B 写为 x, 在集合层面考虑时注意区分),
也记K1E(M)为 ∧0M 与K 作为K-模同构.

Definition 1.89 (对合同态,反导子). 对K-模同态M → E(M), x 7→ −x+B,由 [命题1.81]知导出唯一的K-代
数同态 l : E(M) → E(M),称为E(M)上对合同态. 对 a ∈ E(M),记 l(a)为 a.若K-模同态D : E(M) → E(M)

满足对任给 a, b ∈ E(M)有 D(ab) = D(a)b+ aD(b),则称 D是 E(M)上的一个反导子 (anti-derivation). 下面
是定义 Koszul复形所需基本概念.

要定义任何K-模同态 f :M → K 决定的 Koszul复形,我们需要下面的反导子延拓性质.

Lemma1.90. 设 iM :M → E(M)是标准嵌入,如果K-模同态 f :M → E(M)满足 f(x)iM (x) = iM (x)f(x), ∀x ∈
M ,那么存在唯一的反导子 D : E(M) → E(M)使得下图交换：

M E(M)

E(M)

iM

f D

即若模同态 f : M → E(M)满足每个 x ∈ M 在 f 下的像与在 iM 下的像在 E(M)中可交换,则可将 f 延拓至

E(M)上.

Proof. 仅证 D的存在性 (唯一性由反导子定义易证). 作矩阵代数 A = M2(E(M))以及K-模同态

h :M → A, x 7→

(
iM (x) 0

f(x) −iM (x)

)
,

则 h(x)2 = 0, ∀x ∈M ,所以存在唯一的K-代数同态 h : E(M) → E(M)使得下图交换：

M E(M)

A

iM

h
h

对上述代数同态 h : E(M) → A, h(x+B) =

(
x+B 0

f(x) −x+B

)
表明对任何 a ∈ E(M), h(a)形如

h(a) =

(
a 0

D(a) a

)
,

这定义出映射 D : E(M) → E(M),并且由 h是代数同态可得 D是反导子 (验证它).

现在我们取特殊的 K-模同态 δ : M → E(M) 满足 δ(x)iM (x) = iM (x)δ(x), ∀x ∈ M：任给 K-模同态
f : M → K(即M 上 K-线性函数),它诱导 K-模同态 δ : M → E(M), x 7→ f(x)1E(M). 于是由 [引理1.90]得 δ

导出反导子 D : E(M) → E(M)使得 DiM = δ. 那么反导子 D明显满足 D(∧1M) ⊆ K1E(M),归纳地容易证明
D(∧rM) ⊆ ∧r−1M, ∀r ≥ 1. 下面我们来搞清楚 D在每个外幂 ∧rM 上是怎么作用的.
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Lemma 1.91. 设反导子 D : E(M) → E(M)是由K-模同态 f :M → K 所诱导的,则对每个正整数 r有

D(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
r∑
i=1

(−1)i−1f(vi)v1 ∧ · · · ∧ v̂i ∧ · · · ∧ vr, ∀v1, ..., vr ∈M.

Proof. 当 r = 1时,由反导子 D 的定义即得结果. 假设结论对 r − 1(r ≥ 2)的情形成立,则 D(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
D(v1)(v2 ∧ · · · ∧ vr)− v1 ∧D(v2 ∧ · · · ∧ vr) = f(v1)v2 ∧ · · · ∧ vr − v1 ∧D(v2 ∧ · · · ∧ vr),对D(v2 ∧ · · · ∧ vr)应用
归纳假设并代入上式整理即得结论.

Example 1.92 (反导子诱导的 Lie代数结构). K-模同态 f : M → K 诱导出 K-模同态 D̃ : ∧2M → M , 满足
D̃(x ∧ y) = f(x)y − f(y)x. 若定义 [−,−] : M ×M → M, (x, y) 7→ f(y)x − f(x)y,那么 [−,−]是 K-双线性映
射且可直接验证 (M, [−,−])是K-Lie代数.

这里给一个 [引理1.91]的应用,对含幺交换环上有限生成自由模的外代数,它秩的计算.

Corollary 1.93. 设 V 是含幺交换环 K 上秩为 n 的自由模, 有基 {v1, ..., vn}. 那么 V 决定的外代数 E(V ) =

K1E(V ) ⊕∧1V ⊕ · · · ⊕ ∧nV 且每个 ∧rV 有基 {vi1 ∧ · · · ∧ vir |1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}(1 ≤ r ≤ n),进而 ∧rV 是自
由模且有秩 Crn. 所以 rankKE(V ) = 2n.

Proof. 对正整数 s ≥ n + 1,明显 ∧sV = 0. 我们对 1 ≤ r ≤ n归纳地证明结论,当 r = 1时结论明显成立. 假
设结论对 r − 1(2 ≤ r ≤ n)成立, 我们来说明 X = {vi1 ∧ · · · ∧ vir |1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}是 ∧rV 的基. 易
见 ∧rV 中元素都可以用 X 中有限个元素 K-线性表出,要证的只有 X 的 K-线性无关性. 假设存在不全为零的
ci1···ir ∈ K 使得 ∑

1≤i1<···<ir≤n

ci1···irvi1 ∧ · · · ∧ vir = 0,

设 cj1···jr 6= 0,设 f ∈ V ∗ 是在 vj1 上取值 1,其余 vi 上取值 0的线性函数 (这里 f 的定义依赖于 V 是自由模),
考虑 f 诱导的反导子 D,作用上式可得∑

i1<···<ir
j1 /∈{i1,...,ir}

ci1···j1···irf(vj1)vi1 ∧ · · · ∧ v̂j1 ∧ · · · ∧ vir = 0,

其中项 vj2 ∧ · · · ∧ vjr 的系数 cj1···jr 6= 0,这与 r − 1情形结论成立的假设矛盾.

Remark 1.94. 如果 V 是 K 上有可数 K-基的自由模,设为 {vi}∞i=1,用同样的方法可证明对任何正整数 r, ∧rKV
是自由K-模并且有K-基 {vi1 ∧ · · · ∧ vir |1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir}

Corollary 1.95. 设 V 是含幺交换环K上秩为 n的自由模,有基 {v1, ..., vn}. 设ψn : ∧nV → K是由ψn(v1∧· · ·∧
vn) = 1决定的K-模同构,那么对每个正整数 1 ≤ i ≤ n−1,定义ψi : ∧iV → (∧n−iV )∗ = HomK(∧n−iV,K), α 7→
ψi(α)为由 ψi(α) : ∧n−iV → K,β 7→ ψn(α ∧ β)决定的K-模同态,那么每个 ψi是同构. 特别地,我们得到K-模
同构 ∧iV ∼= (∧n−iV )∗, ∀0 ≤ i ≤ n.

Proof. 根据 [推论1.93], 我们已经知道每个外幂 ∧iV 有基 {vs1 ∧ · · · ∧ vsi |1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n}. 对偶模
(∧n−iV )∗ 也是自由 K-模,秩为 n − i,它的基可以用 ∧n−iV 的基构造对偶基给出. 为说明每个 ψi 是同构,我们
说明 ψi 将外幂的标准基 {vs1 ∧ · · · ∧ vsi |1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n}映射到 (∧n−iV )∗ 的某个基. 任取正整数序列
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1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n,设 {1, 2, ..., n} − {s1, ..., si}中 n − i个数从小到大排是 t1, ..., tn−i,记 σ(s1,...,sn) 是把 1

到 i分别映为 s1 到 si, i + 1到 n分别映为 t1, ..., tn−i 的置换,即有 σ(s1,...,sn) ∈ Sn. 那么 ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi)作
为 ∧n−iV 上的 K-线性函数,在基 {vq1 ∧ · · · ∧ vqn−i

|1 ≤ q1 < · · · < qn−i ≤ n}上的作用如下：如果正整数序列
q1 < · · · < qn−i中有 s1, ..., si中某个数,则 ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi)作用 vq1 ∧ · · · ∧ vqn−i

得到零. 否则,即正整数序列
q1, ..., qn−i 恰好对应 t1, ..., tn−i,这时 ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi)作用 vq1 ∧ · · · ∧ vqn−i

得到 sgnσ(s1,...,sn)1K(虽然表达式
看起来复杂,但总是 1K 与 −1K 中的某个). 由此易验证 {ψi(vs1 ∧ · · · ∧ vsi)|1 ≤ s1 < · · · < si ≤ n}是 (∧n−iV )∗

的一个基.

类似于自由情形,当 V 是有限生成K-模时,外幂 ∧rV 仍为有限生成投射K-模.

Proposition 1.96. 设 V 是含幺交换环 K 上有限生成投射模, 那么对任何自然数 r, ∧rV 也是有限生成投射
K-模. 并且有K-模同构 ∧rHomK(V,K) ∼= HomK(∧rV,K). 即对有限生成投射模取对偶和作外幂可交换.

Proof. 命 α : ∧rHomK(V,K) → HomK(∧rV,K)满足对任何 f1, ..., fr ∈ V ∗ = HomK(V,K)有

α(f1 ∧ · · · ∧ fr)(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)f1(vσ(1))f2(vσ(2)) · · · fr(vσ(r)).

因为 V 是有限生成投射模,故有对偶基 {xi}ni=1 ⊆ V 与 {x∗i }ni=1 ⊆ V ∗,于是可直接计算验证当 r > n时, ∧rV =

0;当 0 ≤ r ≤ n时, {xi1 ∧ · · · ∧ xir |1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n}和 {α(x∗i1 ∧ · · · ∧ x∗ir)|1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n}
给出 ∧rV 的对偶基. 所以 ∧rV 是有限生成投射模. 命

β : HomK(∧rV,K) → ∧rHomK(V,K), f 7→
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

f(xi1 ∧ · · · ∧ xir)x∗i1 ∧ · · · ∧ x∗ir ,

可以直接计算验证 α与 β 互为逆映射.

Remark 1.97. 特别地,对域上有限维线性空间 V ,有线性同构 ∧rV ∗ ∼= (∧rV )∗.

下面我们来说明对任给K-模同态 f :M → K,它能诱导出下述形式的复形：

· · · ∧3M ∧2M M K 0
f

也就是之后要定义的 Koszul复形. 模同态 f : M → K 所诱导的反导子 D : E(M) → E(M)满足 D(∧rM) ⊆
∧r−1M, ∀r ≥ 1(在 [引理1.91]中我们看到了 D 在每个分次上是如何作用的). 所以我们可以通过 D 在每个外

幂 ∧rM 上的作用来给出复形的边缘映射：

dr : ∧rM → ∧r−1M,a 7→ D(a), ∀r ≥ 3.

因为 ∧1M ∼= M 即便同构作为模可视作等同,集合层面还是有区别,这里额外定义 d2 : ∧2M → M,a 7→ ξD(a),
这里 ξ : ∧1M →M,x+B 7→ x是K-模同构. 那么我们得到了模同态序列：

· · · ∧3M ∧2M M K 0.
d3 d2 f

因为 [引理1.91]让直接处理 di的计算成为了可能 (例如对任何 x1, x2 ∈M 有 d2(x1 ∧ x2) = f(x1)x2 − f(x1)x2

来得到 fd2 = 0),所以我们可以利用 [引理1.91]来直接计算验证 didi+1 = 0, ∀i ≥ 2. 也可以借助反导子的定义,
规避完全硬算来证明这一事实：
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Lemma 1.98. 对上述定义的K-模同态 dr : ∧rM → ∧r−1M ,有 drdr+1 = 0, ∀r ≥ 2.

Proof. 证明分两步,先说明对 K-模同态 f : M → K 所诱导的反导子 D 满足 Dl + lD = 0,这里 l是对合同态

(回忆 [定义1.89]),再利用该关系对 r ≥ 2归纳地证明结论.
Step1. 先考察反导子在外代数单位元上的作用, 直接计算 D(1E(M)) = D(1E(M)) + 1E(M)D(1E(M)) =

2D(1E(M)). 这一观察说明 D(∧0M) = D(K1E(M)) = 0(也反映了 D2(a) = 0, ∀a ∈ ∧1M). 对 x ∈ M , 有
D(x+B) = f(x)1E(M) = −D(−x+B),于是D(a) = −D(a), ∀a ∈ ∧1M . 归纳地可以证明D(a) = −D(a), ∀a ∈
∧rM, ∀r ≥ 1(验证它),所以 D(a) = −D(a), ∀a ∈ E(M). 这也就是 lD +Dl = 0.

Step2.先处理 r = 2的情形,直接计算得到D2(x∧y) = 0, ∀x, y ∈M ,从而D2(∧2M) = 0. 要证D2(∧3M) =

0, 只要证 D2(x ∧ y ∧ z) = 0, ∀x, y, z ∈ M . 为此我们说明 D2(ab) = 0, ∀a ∈ ∧2M, b ∈ ∧1M . D2(ab) =

D(D(a)b + l(a)D(b)) = lD(a)D(b) +Dl(a)D(b) = [lD(a) +Dl(a)]D(b) = 0.假设结论对 r − 1(r ≥ 3)的情形

成立,要证明 r 的情形,与 r = 2类似只需要验证 D2(ab) = 0, ∀a ∈ ∧r−1M,∧1M 就足够了,验证过程与 r = 2

的情形完全相同,留给读者练习.

有了上述引理,现在可以正式地给出 Koszul复形的定义.

Definition 1.99 (线性函数决定的 Koszul复形). 设 K 是含幺交换环,M 是 K-模, f : M → K 是模同态,将前
面的讨论所定义出的K-模复形

· · · ∧3M ∧2M M K 0
d3 d2 f

称为由 f 决定的 Koszul 复形, 将该复形记作 K(f)(有时为了不引起混淆将它的边缘映射记为 df). 如果还有
K-模 N ,张量函子 −⊗K N 作用 K(f)可得复形 K(f)⊗K N :

· · · (∧3M)⊗K N (∧2M)⊗K N M ⊗K N K ⊗K N 0
d3 d2 f

称复形K(f)⊗KN 是由 f 决定系数在N 中的Koszul复形 (取N = K就退化到K(f)). 我们把复形K(f)⊗KN

的边缘映射简记为 df,N(具体地, (df,M )n = (df )n ⊗ idN).

我们引入一些 Koszul复形闭链群、边缘链群以及同调群的记号与术语.

Definition 1.100 (Koszul同调,上同调). 设K是含幺交换环,M,N 是K-模, f :M → K是模同态,记K(f)的

n次闭链群为 Zn(f), n次边缘链群 Bn(f), n次同调为 Hn(f),称为 f 的 n次 Koszul同调. 记由 f 决定系数在

N 中的 Koszul复形 K(f) ⊗K N 的 n次闭链群是 Zn(f,N), n次边缘链群是 Bn(f,N), n次同调是 Hn(f,N),
称为 f 系数在 N 中的 Koszul 同调. 用逆变 Hom 函子 HomK(−,K) 作用 Koszul 复形 K(f) 得到上链复形

HomK(K(f),K)：

0 HomK(K,K) HomK(M,K) HomK(∧2M,K) · · ·f∗ (df )
∗
2 (df )

∗
3

称这个上链复形的 n次上同调为 Koszul上同调,记作 Hn(f). 若用逆变 Hom函子 HomK(−, N)作用 Koszul
复形 K(f)也可以得到上链复形 HomK(K(f), N)：

0 HomK(K,N) HomK(M,N) HomK(∧2M,N) · · ·f∗ (df )
∗
2 (df )

∗
3

称该上链复形的 n次上同调为系数在 N 中的 Koszul上同调,记作 Hn(f,N).
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如果 V,N是秩为 n的K-自由模,有基 {e1, ..., en},那么每个K-模同态 f : V → K被 xi = f(ei), i = 1, ..., n

决定,进而每个K 中序列 x1, ..., xn可诱导一 Koszul复形.

Definition 1.101 (序列的 Koszul复形,同调及上同调). 设 x1, ..., xn 是 K 中元素序列, V 是秩为 n的 K-自由
模,有基 {e1, ..., en},那么存在唯一的K-模同态 f : V → K 满足 xi = f(ei), ∀1 ≤ i ≤ n,称 f 决定的 Koszul复
形 K(f)为由序列 x1, ..., xn 决定的 Koszul复形,简记为 K(x1, x2, ..., xn). 把由上述序列决定的 Koszul复形的
i次同调记为 Hi(x1, x2, ..., xn). 类似可定义系数在 K-模 N 中的 Koszul复形 K(x1, x2, ..., xn;N),其 i次同调

记作Hi(x1, x2, ..., xn;N). 将逆变Hom函子HomK(−,K)作用 Koszul复形作用 Koszul复形K(x1, x2, ..., xn)

得到的上链复形 HomK(K(x1, x2, ..., xn),K)：

0 HomK(K,K) HomK(V,K) HomK(∧2V,K) · · ·f∗ (df )
∗
2 (df )

∗
3

的 i次上同调记为H i(x1, x2, ..., xn),完全类似地我们再引入系数在N中的Koszul上同调记号H i(x1, x2, ..., xn;N).

虽然定义序列的 Koszul复形虽然选取了具体的自由模,但在复形同构意义下并不依赖于 V 的选取. 如果
还有秩为 n的 K-自由模 V ′,设有基 {e′1, ..., e′n}我们有 K-模同构 ξ : V → V ′ 使得 ξ(ei) = e′i, 1 ≤ i ≤ n. 并取
定 K-模同态 f ′ : V ′ → K 使得 xi = f ′(e′i), ∀1 ≤ i ≤ n,那么下图交换并且 [推论1.82]导出了每个外幂 ∧iV 到
∧iV ′的K-模同态 ηi : ∧iV → ∧iV ′, i ≥ 2,事实上 ηi是模同构 (利用 [推论1.93]验证它把外幂 ∧iV 的基映射到
∧iV ′的基来总结出它确实个同构).

V K

V ′ K

ξ

f

idK

f ′

利用 [引理1.91]不难看出 ηi与 ξ给出 K(f)到 K(f ′)的链同构,于是得到复形同构 K(f) ∼= K(f ′).

· · · ∧3V ∧2V V K 0

· · · ∧3V ′ ∧2V ′ V ′ K 0

(df )3

η3

(df )2

η2

f

ξ idK

(df′ )3 (df′ )2

根据序列 Koszul复形的定义我们马上看到下述事实.

Lemma 1.102 (Koszul复形的张量积). 设 x1, ..., xn是K 中元素序列,那么有复形同构

K(x1, ..., xn) ∼= K(x1)⊗K · · · ⊗K K(xn).

那么也有 K(x1, ..., xn) ∼= K(x1, ..., xn−1)⊗K K(xn). 特别地,任给K-模M ,有复形同构

K(x1, ..., xn−1;M)⊗K K(xn) ∼= K(x1, ..., xn;M).

Proof. 只需要证 n = 2的情形,再归纳地得到结论. 考虑 x1以及 x2决定的 Koszul复形：

0 ∧1K K 0
f1

, 0 ∧1K K 0
f2

,

其中 fi : ∧1K → K 满足 fi(1K) = xi, i ∈ {1, 2}. 它们的张量积 K(x1)⊗K K(x2)为

0 ∧1K ⊗K ∧1K (∧1K ⊗K K)⊕ (K ⊗K ∧1K) K ⊗K K 0
d2 d1

.
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下面说明 K(x1, x2) 到上述复形有链同构. 记 e1 = (1K , 0), e2 = (0, 1K) ∈ K2. f : ∧1K2 → K 是由 f(ei) =

xi, i = 1, 2决定的 K-模同态, D是由 f 决定的反导子. 置 α0 : K → K ⊗K K 是由 α0(1K) = 1K ⊗ 1K 决定的

K-模同构, α1 : ∧1K2 → (∧1K ⊗K K)⊕ (K ⊗K ∧1K)是由 α1(e1) = (1K ⊗ 1K , 0), α1(e2) = (0, 1K ⊗ 1K)决定

的K-模同构, α2 : ∧2K2 → ∧1K ⊗K ∧1K 是由 α2(e1 ∧ e2) = 1K ⊗ 1K 决定的K-模同构,可直接验证下图交换:

0 ∧2K2 ∧1K2 K 0

0 ∧1K ⊗K ∧1K (∧1K ⊗K K)⊕ (K ⊗K ∧1K) K ⊗K K 0

D

α2

f

α1 α0

d2 d1

所以置 α = {αi}i∈Z, αi = 0, ∀i ∈ Z− {0, 1, 2}可给出两复形间的链同构.

下面的引理主要是为了证明 [推论1.104],它将用于证明 [定理1.111].

Lemma 1.103. 设K 是含幺交换环,M,N 是K-模, f :M → K 是模同态,那么对每个 a ∈ Imf ,左乘变换 al决

定的链映射 al : K(f) → K(f)是零伦的. al 也给出 f 系数在 N 中 Koszul复形上的自链映射,也是零伦的. 特
别地,上述链映射可导出同调上的自同态表明 Koszul同调 H•(f)与带系数 Koszul同调 H•(f,N)都被 a零化.

Proof. 只要证 al : K(f) → K(f)是零伦的即可,因为带系数的 Koszul复形 K(f,N)上 a决定的左乘变换对应

链映射 al ⊗ idN , 一旦得到 al 零伦, 自然也有 al ⊗ idN 零伦. 下面构造链映射 al 与零链映射间的链同伦. 设
x ∈ M 使得 a = f(x),那么 x可决定外幂 ∧iM 到 ∧i+1M 上的左乘变换 λi : ∧iM → ∧i+1M,α 7→ x ∧ α,这里
i ≥ 2,并定义 λ1 :M → ∧2M,λ0 : K →M, c 7→ cx.

· · · ∧3M ∧2M M K 0.

· · · ∧3M ∧2M M K 0

(df )3

(al)3

(df )2

(al)2
λ2

f

(al)1
λ1

(al)0
λ0

(df )3 (df )2 f

利用 [引理1.91]易算得 λ = {λi}i∈N给出 al 与 0之间的链同伦.

这一观察表明由序列决定的 Koszul复形,序列中每项可零化 Koszul同调.

Corollary 1.104. 设 x1, ..., xn是K 中元素序列,N 是K-模, K(x1, ..., xn)是该序列决定的 Koszul复形,那么每
个 xj 可零化 Koszul同调 H•(x1, ..., xn)以及带系数 Koszul同调 H•(x1, ..., xn;N).

我们知道K-模复形短正合列可导出同调群短正合列,下面的结果说K-模短正合列可导出由序列决定的带
系数 Koszul复形短正合列. 进而导出 Koszul同调长正合列.

Proposition 1.105 (模短正合列导出 Koszul复形短正合列). 设 K 是含幺交换环, x1, ..., xn 是 K 中元素序列,
并给定 K-模短正合列 0 N ′ N N ′′ 0

α β ,那么该 K-模短正合列导出 Koszul复形短
正合列

0 K(x1, ..., xn;N
′) K(x1, ..., xn;N) K(x1, ..., xn;N

′′) 0 .

特别地,上述复形短正合列导出 Koszul同调长正合列：

· · · Hi+1(x1, ..., xn;N
′′) Hi(x1, ..., xn;N

′) Hi(x1, ..., xn;N) Hi(x1, ..., xn;N
′′) · · ·

37



Proof. 只需要说明 K-模短正合列导出 Koszul复形短正合列,设 V 是秩为 n的自由 K-模, f : V → K 是定义

K(x1, ..., xn)的同态. Koszul复形间的链映射由下述交换图直接给出.

· · · (∧3V )⊗N ′ (∧2V )⊗N ′ V ⊗N ′ K ⊗N ′ 0

· · · (∧3V )⊗N (∧2V )⊗N V ⊗N K ⊗N 0

· · · (∧3V )⊗N ′′ (∧2V )⊗N ′′ V ⊗N ′′ K ⊗N ′′

(df )3⊗idN′

id∧3V ⊗α

(df )2⊗idN′

id∧2V ⊗α

f⊗idN′

idV ⊗α idK⊗α

(df )3⊗idN

id∧3V ⊗β

(df )2⊗idN

id∧2V ⊗β

f⊗idN

idV ⊗β idK⊗β

(df )3⊗idN′′ (df )2⊗idN′′ f⊗idN′′

上图给出的链映射确实给出 Koszul复形的短正合列,因为外代数 E(V )的每个分次 ∧iV 是自由 K-模,这保证
了张量函子 ∧iV ⊗K −是正合函子.

在 [推论1.95]中我们看到对一个有限生成自由 K-模 V ,每个外幂 ∧iV (0 ≤ i ≤ n)与 ∧n−iV 是对偶的,我
们利用它们的关系来说明 Koszul复形的自对偶性.

Proposition 1.106 (Koszul复形自对偶). 设 x1, ..., xn是K中元素序列,N 是K-模, K(x1, ..., xn)是该序列决定

的 Koszul复形,则 K(x1, ..., xn)与 HomK(K(x1, x2, ..., xn),K)作为复形同构.

Proof. 我们来构造 K(x1, ..., xn)与上链复形 HomK(K(x1, x2, ..., xn),K)之间的链同构. 根据 [推论1.95](以下
沿用当时的记号),我们得到 K-模同构 ψi : ∧iV → (∧n−iV )∗, i = 1, ..., n − 1,额外定义 ψ0 : K → (∧nV )∗ 满

足 ψ0(1)作用 v1 ∧ · · · ∧ vn 得到 1,那么 ψ0 也是 K-模同构. 记标准 K-模同构 K ∼= EndK(K)为 ζ. ξ : ∧1V →
V, v + B 7→ v是标准 K-模同构. 考虑下图 (没有说是交换图!之后会把它修正为交换图),那么每个竖直方向的
同态均为K-模同构.

0 ∧nV ∧n−1V · · · V K 0

0 HomK(K,K) HomK(V,K) · · · HomK(∧n−1V,K) HomK(∧nV,K) 0

(df )n

ζψn

(df )n−1

(ξ∗)−1ψn−1

(df )2 f

ψ1ξ
−1 ψ0

f∗ (df )∗2 (df )∗n−1 (df )∗n

为记号便利,对上图从右到左依次记竖直方向上的 K-模同构为 w0, w1, ..., wn(例如 w0 = ψ0, wn = ξψn),那么
上图可以改写为下图. 直接地计算表明 w0f = (df )

∗
nw1, wn−1(df )n = (−1)n−1f∗wn.

0 ∧nV ∧n−1V · · · V K 0

0 HomK(K,K) V ∗ · · · (∧n−1V )∗ (∧nV )∗ 0

(df )n

wn

(df )n−1

wn−1

(df )2 f

w1 w0

f∗ (df )
∗
2

(df )
∗
n−1 (df )

∗
n

对正整数 2 ≤ i ≤ n − 1,有 wi−1(df )i = (−1)i−1(df )
∗
n+1−iwi(计算验证它). 所以我们适当修改上图中同构 wi

的正负号就能得到复形 K(x1, ..., xn)与上链复形 HomK(K(x1, x2, ..., xn),K)的链同构.

现在我们使用 [命题1.106]来揭示 Koszul同调与 Koszul上同调之间的联系.

Corollary 1.107 (Koszul同调与上同调). 设 x1, ..., xn 是含幺交换环 K 中元素序列, M 是 K-模, K(x1, ..., xn)

是该序列决定的 Koszul复形,则对任给自然数 0 ≤ i ≤ n,有K-模同构

Hi(x1, ..., xn;M) ∼= Hn−i(x1, ..., xn;M).
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Proof. 左边是复形 K(x1, ..., xn) ⊗K M 的 i 次同调, 右边是复形 HomK(K(x1, ..., xn),M) 的 n − i 次上同调,
[命题1.106] 表明 K(x1, ..., xn) ⊗K M 与 HomK(K(x1, x2, ..., xn),K) ⊗K M 作为复形同构. 若能说明函子
HomK(−,K) ⊗K M 与 HomK(−,M)作为有限生成自由 K-模范畴 (这里视作 K-Mod的全子范畴)到 K-模
范畴的自然同构,结论明显成立. 而这就是下面 [引理1.108]所阐述的事实.

Lemma1.108. 设M是含幺环R上的左R-模. 对每个N ∈ R-Mod,记 ηN : HomR(N,R)⊗RM → HomR(N,M)

是由下述 R-平衡映射导出的加群同态：

HomR(N,R)×M → HomR(N,M)

(f, x) 7→ (ηN (f) : N →M,n 7→ f(n)x)

则 η 给出函子 HomR(−, R) ⊗R M 到 HomR(−,M)(都视作 R-Mod到 Ab的逆变函子)的自然变换. 当 N 是

有限生成投射左 R-模时, ηN是同构.

Proof. 条件给出的 η 的自然性验证是容易的, 这里仅验证当 N 是有限生成投射左 R-模时, ηN 是同构. 由对
偶基引理, 存在 {x1, ..., xn} ⊆ N, {x∗1, ..., x∗n} ⊆ N∗ 使得每个 x ∈ N 满足 x =

n∑
i=1

x∗i (x)xi. 定义 ζN :

HomR(N,M) → HomR(N,R)⊗RM, g 7→
n∑
i=1

x∗i ⊗ g(xi),可直接验证 ζN 与 ηN 互为逆映射.

在这节的最后, 我们说明对 R-模与 R 中序列 a1, ..., an, 当序列前 t 项 a1, ..., at 构成弱 M -正则序列时,
Koszul同调 H•(a1, ..., an;M) ∼= H•(at+1, ..., an;M/(a1, ..., at)M)(见 [推论1.110](2)). [定理1.112]的证明不
需要用到下面讨论的内容.

Lemma 1.109. 设 R是含幺交换环, (C, d)是 R-模复形, K(a)是由 a ∈ R决定的 Koszul复形.
(1) 记 (C(−1), d(−1)) 是由 C(−1)i = Ci−1, d(−1)i = di−1, ∀i ∈ Z 定义的 R-模复形 (这里的微分 d(−1)i 与

di−1是相等不是差个负号!与复形范畴上标准的平移函子 [−1]作区分),则有下述形式的 R-模复形短正合列

0 C C ⊗R K(a) C(−1) 0 .

(2)由 (1)中复形短正合列所导出的同调长正合列形如

· · · Hi(C) Hi(C ⊗R K(a)) Hi−1(C) Hi−1(C) · · ·(−1)i−1a

(3)如果对任何 i ∈ Z, a是 Ci-正则元,那么有 R-模同构 Hi(C ⊗R K(a)) ∼= Hi(C/aC), ∀i ∈ Z.

Proof. (1)考察复形 C ⊗R K(a)的 i次部分：

(C ⊗R K(a))i = (Ci ⊗R R)⊕ (Ci−1 ⊗R ∧1R).

易见 (C ⊗R K(a))i与 Ci ⊕Ci−1之间有自然的同构 ηi : (C ⊗R K(a))i → Ci ⊕Ci−1使得 ηi作用 (xi ⊗ 1, 0)得到

(xi, 0), ηi作用 (0, xi−1 ⊗ 1)得到 (0, xi−1). 那么通过该同构,我们可以构造一个和 C ⊗R K(a)链同构的复形,使
得该复形的 i次部分是 Ci ⊕ Ci−1. 具体地,如下定义微分 δ:

δi : Ci ⊕ Ci−1 → Ci−1 ⊕ Ci−2
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(
x

y

)
7→

(
di (−1)i−1a

0 di−1

)(
x

y

)

那么 {Ci ⊕ Ci−1}i∈Z 与 {δi}i∈Z 给出复形 C ⊕ C(−1),并且 η = {ηi}i∈Z 给出复形 C ⊗R K(a)到 C ⊕ C(−1)的

链同构. 我们有下述自然的链映射序列 (可直接验证确实是链映射序列)：

0 C C ⊕ C(−1) C(−1) 0,

(
1

0

)
(0,1)

因此我们得到形如 0 C C ⊗R K(a) C(−1) 0 的复形短正合列.

(2)由 (1)中复形 0 C C ⊕ C(−1) C(−1) 0 导出同调的长正合列

· · · Hi(C) Hi(C ⊕ C(−1)) Hi(C(−1)) Hi−1(C) · · · .∆i

下面说明连接同态 ∆i : Hi(C(−1)) = Hi−1(C) → Hi−1(C)由 (−1)i−1a的左乘变换给出.

0 Ci Ci ⊕ Ci−1 Ci−1 0,

0 Ci−1 Ci−1 ⊕ Ci−2 Ci−2 0

αi

di

βi

ηi di−1

αi−1 βi−1

根据连接同态的定义,我们只要说明 αi−1((−1)i−1ax) = ηi(x, 0), ∀x ∈ Zi(C(−1)) = Zi−1(C)即可. 这由

ηi =

(
di (−1)i−1a

0 di−1

)

可直接验证得到. 最后再利用复形同构 C ⊗R K(a) ∼= C ⊕ C(−1)即得结果.
(3)由链同构 η : C ⊗R K(a) → C ⊕C(−1)知只需证 R-模同构H•(C ⊕C(−1)) ∼= H•(C/aC). 我们有自然

的链映射 ξ : C ⊕ C(−1) → C/aC 满足 ξi : Ci ⊕ Ci−1 → Ci/aCi, (x, y) 7→ x. 我们验证 ξ 所诱导的各次同调间

的 R-模同态是同构. 这时 ξi所诱导的 i次同调间的 R-模同态是

ξ̃i : Hi(C ⊕ C(−1)) → Hi(C/aC)

(x, y) +Bi(C ⊕ C(−1)) 7→ x+Bi(C/aC)

先验证 ξ̃i 是满射,任取 x ∈ Zi(C/aC),则 di(x) ∈ aCi−1,设 yi−1 ∈ Ci−1 使得 di(x) = ayi−1. 利用 a是 Ci−1-正
则元得到 di−1(yi−1) = 0,于是 (x, (−1)iyi−1) ∈ Zi(C⊕C(−1))且 ξ̃i((x, (−1)iyi−1)+Bi(C⊕C(−1))) = x,由此
得到 ξ̃i是满射. 最后验证 ξ̃i是单射. 如果 (x, y)+Bi(C⊕C(−1)), (x′, y′)+Bi(C⊕C(−1)) ∈ Hi(C⊕C(−1))满

足 x− x′ ∈ Bi(C/aC),那么存在 ci+1 ∈ Ci+1, yi ∈ Ci使得 x− x′ − di+1(ci+1) = ayi. 这也说明 di(x)− di(x
′) =

adi(yi). 因为 (x, y), (x′, y′) ∈ Zi(C ⊕ C(−1)), 所以 di(x) + (−1)i−1ay = 0, di(x
′) + (−1)i−1ay′ = 0. 代入

di(x) − di(x
′) = adi(yi) 得到 di(x − x′) = (−1)ia(y − y′) = adi(yi), 利用 a 是 Ci−1-正则元得 (−1)idi(yi) =

a(y − y′),于是由 (
x− x′

y − y′

)
=

(
di+1 (−1)ia

0 di

)(
ci+1

(−1)iyi

)
推知 (x, y) +Bi(C ⊕ C(−1)) = (x′, y′) +Bi(C ⊕ C(−1)). 故 ξ̃i是 R-模同构.
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Corollary 1.110. 设 R是含幺交换环, a1, ..., an是 R中序列,M 是 R-模.
(1)我们有 Koszul同调长正合列

· · · Hi(a1, ..., an−1;M) Hi(a1, ..., an;M) Hi−1(a1, ..., an−1;M) Hi−1(a1, ..., an−1;M) · · ·
(−1)ian (−1)i−1an

(2)设 t ≤ n是正整数, a1, ..., at是弱M -正则序列,则有 Koszul同调的 R-模同构

Hi(a1, ..., an;M) ∼= Hi(at+1, ..., an;M/(a1, ..., at)M), ∀i ∈ Z.

Proof. (1)对 [引理1.109(2)]取 C = K(a1, ..., an−1),并应用 [引理1.102]中的复形同构 K(a1, ..., an−1;M) ⊗K

K(an) ∼= K(a1, ..., an;M)即得 Koszul同调长正合列

· · · Hi(a1, ..., an−1;M) Hi(a1, ..., an;M) Hi−1(a1, ..., an−1;M) Hi−1(a1, ..., an−1;M) · · ·
(−1)ian (−1)i−1an

(2)我们对正整数 t作归纳证明结论.
Step1.先验证 t = 1的情形,考虑序列 a2, ..., an, a1以及复形 C = K(a2, ..., an)⊗RM ,那么由 a1是M -正则

元可知对每个自然数 i, a1是Ci-正则元 (回忆 [引理1.9]),因此应用 [引理1.109(3)]我们得到Hi(K(a2, ..., an)⊗R

M ⊗RK(a1)) ∼= Hi((K(a2, ..., an)⊗RM)/a1(K(a2, ..., an)⊗RM)), ∀i ∈ Z. 通过 [引理1.102]容易看到复形同构
K(a2, ..., an)⊗RM ⊗RK(a1) ∼= K(a1, ..., an)⊗RM ,容易看出复形 (K(a2, ..., an)⊗RM)/a1(K(a2, ..., an)⊗RM)

与K(a2, ..., an)⊗RM/a1M有自然的同构. 因此有R-模同构Hi(a1, ..., an;M) ∼= Hi(a2, ..., an;M/a1M), ∀i ∈ Z.
Step2.如果已说明结论对 t− 1(t ≥ 2)成立,这时 at是M/(a1, ..., at−1)M -正则元,由归纳假设

Hi(a1, ..., an;M) ∼= Hi(at, ..., an;M/(a1, ..., at−1)M), ∀i ∈ Z.

再对后者应用 t = 1时结论便完成证明.

1.6 Koszul复形:同调与级

我们已经定义了 Koszul复形并讨论了 Koszul同调的一些基本性质,本节主要是利用前面已经证明的工具
来揭示 Koszul同调与交换 Noether环的理想在有限生成模上的级之间的联系.

Theorem1.111. 设R是含幺交换环,M是R-模, x1, ..., xn是R中元素序列并记其生成的理想为 I = (x1, ..., xn).
任给长度为m(m ≥ 0)且含于 I 的弱M -正则序列 a1, ..., am,有：
(1)对正整数 i = 1, ...,m,有 Hn+1−i(x1, ..., xn;M) = 0.
(2)有 R-模同构 Hn−m(x1, ..., xn;M) ∼= HomR(R/I,M/(a1, ..., am)M) ∼= ExtmR (R/I,M).

Proof. 注意 [引理1.28]已经告诉我们 R-模同构HomR(R/I,M/(a1, ..., am)M) ∼= ExtmR (R/I,M),所以结论 (2)
中最后一个同构总成立. 下面我们分m = 0与m ≥ 1两种情况来证明结论成立.

Case1.当m = 0时,要证Hn(x1, ..., xn;M) ∼= HomR(R/I,M). 设 f : V → R是 Koszul复形 K(x1, ..., xn)

定义中的 R-模同态 (回忆 [定义1.101]),那么有 R-模正合列

V R R/I 0,
f

作用 HomR(−, R) 可得 Hn(x1, ..., xn;M) ∼= H0(x1, ..., xn;M) = Kerf∗ = HomR(R/I,M)(第一个同构来自
[推论1.107]). 故当m = 0时结论成立.
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Case2.当m ≥ 1时,我们对正整数m作归纳来证明结论. 当m = 1时,由 a1是M -正则元可知HomR(R/I,M) =

0, 而 m = 0时已证明的结果表明 Hn(x1, ..., xn;M) ∼= HomR(R/I,M), 所以我们得到 Hn(x1, ..., xn;M) = 0,
我们再说明 Hn−1(x1, ..., xn;M) ∼= HomR(R/I,M/a1M). 考虑短正合列：

0 M M M/a1M 0,
a1

依 [命题1.105],上述短正合列导出 Koszul同调的长正合列：

· · · Hn(x1, ..., xn;M) Hn(x1, ..., xn;M) Hn(x1, ..., xn;M/a1M) Hn−1(x1, ..., xn;M) · · ·
(a1)l

而 [推论1.104]表明 a1 诱导的 Koszul同调间的左乘变换是零同态,所以我们得到 Koszul同调的短正合列 (见
下图),前面的讨论表明第一项是零模,所以后两项 R-模同构.

0 Hn(x1, ..., xn;M) Hn(x1, ..., xn;M/a1M) Hn−1(x1, ..., xn;M) 0.

对 R-模M/a1M 应用m = 0情形的结论得到 R-模同构

Hn−1(x1, ..., xn;M) ∼= Hn(x1, ..., xn;M/a1M) ∼= HomR(R/I,M/a1M).

假设结论对m− 1(m ≥ 2)的情形成立,即得到

Hn(x1, ..., xn;M) = Hn−1(x1, ..., xn;M) = · · · = Hn−m+2(x1, ..., xn;M) = 0

以及 Hn−m+1(x1, ..., xn;M) ∼= HomR(R/I,M/(a1, ..., am−1)M).因为 am 是M/(a1, ..., am−1)M -正则元,所以
HomR(R/I,M/(a1, ..., am−1)M) = 0. 还需证 Hn−m(x1, ..., xn;M) ∼= HomR(R/I,M/(a1, ..., am)M). 对短正
合列 0 M/(a1, ..., am−1)M M/(a1, ..., am−1)M M/(a1, ..., am)M 0,

am
可导出Koszul

同调长正合列,与前面类似地讨论可得到下述两个 R-模同构.

Hn−m+1(x1, ..., xn;M/(a1, ..., am)M) ∼= Hn−m(x1, ..., xn;M/(a1, ..., am−1)M)

再对M/(a1, ..., am)M 应用m = 0情形的结论得到 R-模同构

Hn(x1, ..., xn;M/(a1, ..., am−1)M) ∼= HomR(R/I,M/(a1, ..., , am)M).

因此 Hn−m(x1, ..., xn;M/(a1, ..., am−1)M) ∼= HomR(R/I,M/(a1, ..., , am)M),完成证明.

下面给出含幺交换 Noether环 R中一个理想 I 在有限生成 R-模M 上的级关于 Koszul同调的刻画.

Theorem1.112 (级关于Koszul同调的刻画). 设R是含幺交换Noether环,M是有限生成R-模, I = (x1, ..., xn)

是 R 的理想. 那么 (1)IM = M 的充要条件是 Hi(x1, ..., xn;M) = 0.∀0 ≤ i ≤ n. 即 grade(I,M) = +∞ 当
且仅当系数在 M 中的各次 Koszul 同调是零. (2) 如果存在某次 Koszul 同调 Hi0(x1, ..., xn;M) 6= 0(这时
0 ≤ i0 ≤ n), 那么对 r = max{j ∈ Z|Hj(x1, ..., xn;M) 6= 0}, 有 grade(I,M) = n − r. 用上同调的语言说,
grade(I,M) = inf{j ∈ Z|Hj(x1, ..., xn;M) 6= 0}.

Proof. 因为 H0(x1, ..., xn;M) ∼= M/IM ,所以 (1)的充分性是明显的. 下证必要性,对每个自然数 0 ≤ i ≤ n,我
们通过说明 (Hi(x1, ..., xn;M))P = 0, ∀P ∈ Spec(R)来证明结论.将MP 视作R-模,利用自然同构 (−)P ∼= −⊗R
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RP ,可以导出 R-模同构 (Hi(x1, ..., xn;M))P ∼= Hi(x1, ..., xn;MP ). 下面说明右边的 R-模是零模. 如果 I ⊆ P ,
利用 Nakayama引理得MP = 0,进而 Hi(x1, ..., xn;MP ) = 0. 如果 I * P ,那么存在某个 xs, 1 ≤ s ≤ n使得

xs ∈ I−P . 于是 xs决定的MP 上的左乘变换是可逆映射,进而导出 xs决定的Hi(x1, ..., xn;MP )上左乘变换也

是可逆映射,但 [推论1.104]说该左乘变换是零同态,这迫使Hi(x1, ..., xn;MP ) = 0. 因此 (Hi(x1, ..., xn;M))P =

0, ∀P ∈ Spec(R),从而证明了必要性.
最后证明 (2), 在 (2) 的条件下, 已证明的 (1) 表明 IM 6= M , 从而应用 [定理1.29] 知对 I 包含的任

何极大 M -正则序列 a1, ..., am 满足 m = min{i ∈ Z>0|ExtiR(R/I,M) 6= 0} = grade(I,M)(那么也就有
ExtmR (R/I,M) 6= 0). 由 [定理1.111]知

Hn−m+1(x1, ..., xn;M) = · · · = Hn(x1, ..., xn;M) = 0,Hn−m(x1, ..., xn;M) ∼= ExtmR (R/I,M) 6= 0.

所以 r = n−m,进而 grade(I,M) = m = n− r.

本节的最后我们给出交换 Noether 局部环的真理想在非零有限生成模上的级的刻画. 设 R 是含幺交换

Noether局部环,m是唯一的极大理想,且有m中序列 a1, ..., an,M 6= 0是有限生成 R-模,则 [推论1.110]说有
Koszul同调的长正合列

· · · Hi(a1, ..., an−1;M) Hi(a1, ..., an−1;M) Hi(a1, ..., an;M) · · ·(−1)ian

如果对整数 i,有Hi(a1, ..., an;M) = 0,那么 (−1)ian导出的Koszul同调上的左乘变换是满射,于是由Nakayama
引理知 Hi(a1, ..., an−1;M) = 0,这也就得到了下述引理.

Lemma 1.113. 设 R是含幺交换 Noether局部环, m是唯一的极大理想,序列 a1, ..., an ∈ m, M 6= 0是有限生

成 R-模. 则 Hi(a1, ..., an;M) = 0蕴含 Hi(a1, ..., an−1;M) = 0.

Corollary 1.114 (Noether局部环上非零有限生成模的级). 设 R是含幺交换Noether局部环,m是唯一的极大
理想,M 是非零有限生成 R-模,理想 I = (a1, ..., an) ⊆ m,则以下四条等价：
(1)grade(I,M) = n.
(2)Hi(a1, ..., an;M) = 0, ∀i ≥ 1.
(3)H1(a1, ..., an;M) = 0.
(4)序列 a1, ..., an是M -正则序列.

Proof. (1)⇒(2):由条件知 IM 6=M ,所以 [定理1.112]表明 n = n−max{j ∈ Z|Hj(a1, ..., an;M) 6= 0},这说明
Hi(a1, ..., an;M) = 0, ∀i ≥ 1. (3)是 (2)的特殊情况,所以 (2)⇒(3)不证自明.

(3)⇒(4): 反复利用 [引理1.113] 便知 H1(a1, ..., an;M) = H1(a1, ..., an−1;M) = · · · = H1(a1, a2;M) =

H1(a1;M) = 0. 下证 a1 是 M -正则元. 先说明理想 (a1) 在 M 上的级 grade((a1),M) = 1 来得到 (a1) 含有

M -正则元. 因为 a1M 6= M , 所以 grade((a1),M) = 1 − max{j ∈ Z|Hj(a1;M) 6= 0}. 而 H1(a1;M) = 0 迫

使 grade((a1),M) = 1, 从而 (a1) 中有 M -正则元, 因此 a1 也是 M -正则元. 现在对 H1(a1, a2;M) 应用 [推
论1.110(2)], 我们得到 H1(a2;M/a1M) = 0, 与前面类似地, 通过 M/a1M 是非零有限生成 R-模得到 a2 是

M/a1M -正则元. 如果对正整数 t ≤ n− 1已经证明了 a1, ..., at 是弱M -正则序列,那么 [推论1.110(2)]以及前
面所证 t = 1情形的结果便知 at+1是M/(a1, ..., at)M -正则元. 故归纳地得到 a1, ..., an是弱M -正则序列. 再结
合 (a1, ..., an) ⊆ m知这是M -正则序列.

(4)⇒(1):这时 a1, ..., an是含于 I 的极大M -正则序列 (回忆 [引理1.18]). 由 [定理1.29]即得.
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注意上述推论的证明中, (4)⇒(2)是不需要局部环条件的：给定交换 Noether环 R以及非零有限生成模

M ,那么对理想 I = (a1, ..., an),当 a1, ..., an 是M -正则序列时,自然是含于 I 的极大M -正则序列,我们还是可
以应用 [定理1.112]来得到 Hi(a1, ..., an;M) = 0, ∀i ≥ 1. 我们再来这能够告诉我们什么: 序列 a1, ..., an 可决定

一系数在M 中的 Koszul复形 K(a1, a2, ..., an;M):

0 (∧nV )⊗RM · · · (∧2V )⊗RM V ⊗RM R⊗RM 0
dn d3 d2 f

其中V 是以 {e1, ..., en}为基的自由模, f是由 f(ei) = ai决定的R-线性函数. 上述复形的 i次同调是Hi(a1, ..., an;M),
那么前面的讨论表明序列 a1, ..., an是M -正则序列时,复形

0 (∧nV )⊗RM · · · (∧2V )⊗RM V ⊗RM R⊗RM
dn d3 d2 f

正合. 因此,如果 a1, ..., an是M -正则序列,我们能够得到正合复形

0 (∧nV )⊗R M · · · (∧2V )⊗R M V ⊗R M R⊗R M R/(a1, ..., an)⊗R M 0
dn d3 d2 f

我们把这一观察总结为下面的推论.

Corollary 1.115. 设含幺交换环 R 是 Noether 环, M 是非零有限生成 R-模, 理想 I = (a1, ..., an), 当序列
a1, ..., an是M -正则序列时,有正合复形

0 (∧nV )⊗R M · · · V ⊗R M R⊗R M R/(a1, ..., an)⊗R M 0.
dn d2 f

特别地,当序列 a1, ..., an是 R-正则序列时,有 R/(a1, ..., an)的自由分解

0 (∧nV ) · · · V R R/(a1, ..., an) 0
dn d2 f

这给出了下一节 [定理1.122]正则序列版本的证明. 此外该自由分解使我们能够证明

Proposition 1.116. 设 R 是含幺交换 Noether 环, I = (a1, ..., an) 是 R 的理想且 a1, ..., an 是 R-正则序列, 那
么 ExtiR(R/I,R) = 0, ∀0 ≤ i ≤ n − 1,由标准投射 R → R/I, a 7→ a + I 所诱导的 R-模同态 ExtnR(R/I,R) →
ExtnR(R/I,R/I)是同构. 并且当 i ≥ n+ 1时有 ExtiR(R/I,R) = 0.

Proof. 由 [定理1.111]知正则序列 a1, ..., an系数在 R中的 Koszul同调Hn+1−i(a1, ..., an;R) = 0, 1 ≤ i ≤ n,所
以由 [推论1.107]得到 Hj(a1, ..., an;R) = 0, 0 ≤ j ≤ n − 1. 因此由 Koszul上同调的定义知 ExtjR(R/I,R) =
0, ∀0 ≤ j ≤ n− 1. 下面我们直接验证 π : R→ R/I 诱导的 R-模同态 ExtnR(R/I,R) → ExtnR(R/I,R/I)是同构.
设正合序列诱导的自由分解是

0 (∧nV ) · · · V R R/(a1, ..., an) 0
dn d2 f

那么根据 Ext群的定义,只需要验证映射

π∗ :
HomR(∧nV,R)

Imd∗n
→HomR(∧nV,R/I)

Imd∗n
f + Imd∗n 7→πf + Imd∗n
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是双射即可. 由于 ∧nV 是自由模, 所以对任何 R-模同态 h : ∧nV → R/I , 都存在模同态 f : ∧nV → R

使得 h = πf , 这表明 π∗ 是满射. 要说明 π∗ 是单射, 如果 R-模同态 f : ∧nV → R 使得 πf = gdn, 其中
g : ∧n−1V → R/I 是 R-模同态,我们需要构造 R-模同态 θ : ∧n−1V → R使得 θdn = f . 设 V 有基 {v1, ..., vn},
那么 ∧n−1V 有基 {v2 ∧ · · · ∧ vn, v1 ∧ v3 ∧ · · · ∧ vn, ..., v1 ∧ · · · ∧ vn−1}, ∧nV 有基 {v1 ∧ · · · ∧ vn}. 故由

gdn(v1 ∧ · · · ∧ vn) =
n∑
i=1

(−1)i−1aig(v1 ∧ · · · v̂i · · · ∧ vn) = πf(v1 ∧ · · · ∧ vn)

可得 f(v1 ∧ · · · ∧ vn) ∈ I ,那么利用 ∧n−1V 的自由性可直接构造出所需的同态 θ.
最后,由正则序列 a1, ..., an给出的 R/I 作为 R-模的自由分解长度为 n,这说明 p.dimRR/I ≤ n.所以对任

何正整数 i ≥ n+ 1有 ExtiR(R/I,R) = 0.

当 (R,m)是Noether局部环且 (a1, ..., an) ⊆ m时这是 R/(a1, ..., an)的一个极小投射分解. 只需注意到每
个 di的核都在m∧i V 中,由 V 是有限生成模以及Nakayama引理得到m∧i V 是多余子模,所以每个 Kerdi也
是多余子模,于是由极小投射分解的定义我们看到上述复形确实是 R/(a1, ..., an)的极小投射分解,最后我们应
用 [推论1.76],得到下述推论.

Corollary 1.117. 设 (R,m)是含幺交换 Noether局部环,序列 a1, ..., an ∈ m是 R-正则序列,那么 Koszul复形
K(a1, ..., an)给出 R/(a1, ..., an)的极小投射 (自由)分解

0 (∧nV ) · · · V R R/(a1, ..., an) 0
dn d2 f

并且 p.dimRR/(a1, ..., an) = n.

1.7 Koszul复形: Hilbert合冲定理

本节的主要目标是证明下面的 Hilbert合冲定理 (Hilbert’s Syzygy Theorem)[定理1.118]. 这里的分次环
与分次模默认是正分次的,即分次各项指标来自 N.

Theorem 1.118 (Hilbert合冲定理). 设R = F [x1, ..., xm]是域 F 上多项式环,M 是分次R-模,如果有分次R-模
正合列

0 Pm · · · L1 L0 M 0

且每个 Li是分次自由 R-模,则 Pm也是分次自由 R-模.

Remark 1.119. 该定理名为“合冲”的原因是,对 R-模M 形如下述形式的正合列

0 Kn Pn−1 · · · P1 P0 M 0,

这里每个 Pi 是投射模,则称 Kn 是M 的第 n个合冲 (syzygy). 合冲来自天文学,原意指三个天体接近一条直
线. 这里尽量避免使用这个术语.

如果含幺环 R 是分次环 (有分次 {Ri}∞i=0), M 是分次 R-模 (有分次 {Mi}∞i=0), 那么总可构造分次自由左
R-模 L到分次模M 的满同态 ε : L → M . 具体地,可选取M 的生成元集 {uα}α∈I 使得每个 uα 都是齐次元,
那么我们可作一个以 {uα}α∈I 为基的自由 R-模 L, 那么 L 到 M 有自然的满同态 ε 将每个 uα 映至 uα. 对每
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个自然数 i,定义 Li 是所有形如 ajuα(aj ∈ Rj , j + deguα = i)的有限和构成的集合,它构成 L的加法子群且

L = ⊕∞
i=0Li, RjLi ⊆ Li+j , ∀i, j ≥ 0(验证它). 所以 L是分次 R-模且 ε是分次模同态. 回忆分次模间的同态的核

是分次子模,所以 Kerε是 L的分次子模. 现在回到 [定理1.118]的条件上看,对分次 R(= F [x1, ..., xm])-模M ,
我们总能递归地构造出形如

0 Pm · · · L1 L0 M 0
d1 ε

且每个 Li 是分次自由模的正合列. 因此 Hilbert’s Syzygy定理说的就是如此递归地构造 M 的分次自由表示,
最多做到第 m步 (即得到分次模 Lm−1),分次模同态 dm−1 : Lm−1 → Lm−2 的核 Pm = Kerdm−1 就给出M 的

分次自由表示. 也可以总结成下述推论.

Corollary 1.120. 设 R = F [x1, ..., xm],M 是分次 R-模,那么M 存在长度不超过m的分次自由表示.

Remark 1.121. 一般地,对含幺环 R上m元多项式环有 r.gl.dimR[x1, ..., xm] = r.gl.dimR+m(见 [定理3.36]).

在正式地证明 Hilbert 合冲定理前, 先做一些准备. 设 R = F [x1, ..., xm], 我们可以把 F 视作 R-模：对
每个 f(x1, ..., xm) ∈ R, c ∈ F , 定义数乘作用为 f(x1, ..., xm)c = f(0, ..., 0)c. 于是得到 R-模同态 ε : R →
F, f(x1, ..., xm) 7→ f(0, ..., 0). 设M 是以 {y1, ..., ym}为基的自由 R-模,则对 R-模同态 f : M → R,

m∑
i=1

riyi 7→
m∑
i=1

rixi,可决定 Koszul复形

0 ∧mM · · · ∧3M ∧2M M R 0
dm d3 d2 f

其中 ∧iM(2 ≤ i ≤ n)是自由 R-模 (回忆 [推论1.93]),并将 f 根据 [引理1.90]诱导的反导子记作 D : E(M) →
E(M)(D在每个外幂 ∧rM 上的作用记为 dr),在 [引理1.91]中我们已经指出 D满足：

D(v1 ∧ · · · ∧ vr) =
r∑
i=1

(−1)i−1f(vi)v1 ∧ · · · ∧ v̂i ∧ · · · ∧ vr, ∀v1, ..., vr ∈M.

所以这时根据 f 的定义,我们得到对每个正整数 r,有

D(yi1 ∧ · · · ∧ yir) =
r∑

k=1

(−1)i−1xik(yi1 ∧ · · · ∧ ŷik ∧ · · · ∧ yir), ∀1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m.

之前所定义的 ε : R→ F 明显满足 εf = 0,所以我们得到 R-模复形

0 ∧mM · · · ∧3M ∧2M M R F 0
dm d3 d2 f ε

下述定理表明该复形是 RF 作为 R-模的一个自由表示.

Theorem 1.122 (Koszul表示). 设 R = F [x1, ..., xm],M 是以 {y1, ..., ym}为基的自由 R-模, R-模同态 f :M →
R,

m∑
i=1

riyi 7→
m∑
i=1

rixi所决定的 Koszul复形与 R-模同态 ε : R→ F, f(x1, ..., xm) 7→ f(0, ..., 0)诱导出的复形

0 ∧mM · · · ∧3M ∧2M M R F 0
dm d3 d2 f ε

是 RF 的一个自由表示,称为 RF的 Koszul表示 (Koszul resolution).
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Proof. 由 f 的定义知 Imf = (x1, ..., xn) = Kerε. 所以要证明该定理只需再验证上述模同态序列在各 ∧iM(i ≥
2)处与M处正合. 记 E : E(M) → E(M)是将 ε如下延拓得到的R-模同态：E|R1E(M)

: R1E(M) → E(M), a1E(M) 7→
ε(a)1E(M)并定义 E(∧iM) = 0, ∀i ≥ 1. 那么根据 E的定义,DE(E(M)) ⊆ D(R1E) = 0且 ED(E(M)) = 0(验证
它). 由下面的 [引理1.123],存在F -线性映射S : E(M) → E(M)使得DS+SD = idE(M)−E . 所以对 x ∈ Kerf ,
由 D(x) = 0以及 E(x) = 0推知 x = DS(x),再记 S(x) =

m∑
j=0

bj , bj ∈ ∧jM ,则 x = D(b2) = d2(b2) ∈ Imd2,所

以 d2 与 f 在M 处正合. 类似地,若 y ∈ ∧iM(i ≥ 2)使得 di(y) = 0,则 D(y) = 0,进而得到 DS(y) = 0,再将
S(y)写成在 ∧jM 各分量的和便可得到 y ∈ Imdi+1. 故 Imdi = Kerdi−1, ∀i ≥ 2.

Lemma 1.123. 在上述 [定理1.122] 的条件下, 设 E : E(M) → E(M) 是将 ε 如下延拓得到的 R-模同态：
E|R1E(M)

: R1E(M) → E(M), a1E(M) 7→ ε(a)1E(M) 并定义 E(∧iM) = 0, ∀i ≥ 1. 那么存在 F -线性映射
S : E(M) → E(M)使得 DS + SD = idE(M) − E .

Proof. 通过对多项式环未定元个数m ≥ 1作归纳来证明结论.
Step1.当m = 1时,设 R = F [x]且M 是以 {y}为基的自由模,那么 E(M) = R1E(M) ⊕∧1M . 这时 E(M)

作为 F -线性空间有基 {xi1E(M)|i ≥ 0} ∪ {xiy|i ≥ 0}, 通过计算 D, idE(M) − E 在这个基下的取值, 为了让等
式 DS + SD = idE(M) − E 成立,构造 S : E(M) → E(M)在该基下的取值为 S(1E(M)) = 0, S(xi+11E(M)) =

xiy(i ≥ 0), S(xiy) = 0, ∀i ≥ 0,那么在 E(M)上有 DS + SD = idE(M) − E ,即m = 1时结论成立. 并且注意到
在m = 1的情形,我们构造的 S 满足 SE = ES = 0, E l = lE = E , Sl + lS = 0,其中 l是 E(M)上对合同态 (见
[定义1.89]).

Step2.现在假设结论对m− 1(m ≥ 2)的情形成立,考察m的情形. E(M) = R1E(M) ⊕∧1M ⊕ · · ·⊕∧mM ,
每个直和项∧rM作为F -线性空间有基 {xj11 · · ·xjmm (yi1∧· · ·∧yir)|j1, ..., jm ≥ 0, 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m}. 现在设
E1是E(M)中由集合 {xn1 |n ≥ 0}∪{xn1y1|n ≥ 0}所张成的子空间,E2是由 {xj22 · · ·xjmm (yi1∧· · ·∧yir)|j2, ..., jm ≥
0, 2 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m}. 那么 E1 作为 E(M) 的子环也可视作 F [x1]-代数, E2 作为 E(M) 的子环可视作

F [x2, ..., xm]-代数. 如果记 M1 = F [x1]y1,M2 = F [x2, ..., xm]y2 ⊕ · · · ⊕ F [x2, ..., xm]ym 分别是 F [x1]-自由模
和 F [x2, ..., xm]-自由模, 那么有 F [x1]-代数同构 E(M1) ∼= E1 和 F [x2, ..., xm]-代数同构 E(M2) ∼= E2(用外代
数泛性质 [命题1.81] 验证). 可直接验证 F -双线性映射 E1 × E2 → E(M), (u, v) 7→ uv 给出了 F -线性同构
ξ : E1 ⊗F E2 → E(M). 并注意到反导子 D和 E 限制在 E1 与 E2 上可以导出 E(M1)和 E(M2)相应的反导子

D1 : E(M1) → E(M1), D2 : E(M2) → E(M2)与线性映射 E1 : E(M1) → E(M1), E2 : E(M2) → E(M2),现对
M1应用m = 1时已证明的结果,对M2应用归纳假设,可知存在 E1上线性映射 S1 : E1 → E1使得

DS1 + S1D = idE1
− E1 = (idE(M) − E)|E1

, S1E1 = E1S1 = 0, E1l = lE1 = E1, S1l + lS1 = 0,

存在 E2 上线性映射 S2 : E2 → E2 使得 DS2 + S2D = idE2
− E2 = (idE(M) − E)|E2

. 现在可定义唯一的
F -线性映射 S : E(M) → E(M) 使得 S(uv) = S1(u)v + E(u)S2(v), ∀u ∈ E1, v ∈ E2. 由此可直接计算验证
(DS + SD)(uv) = (idE(M) − E)(uv), ∀u ∈ E1, v ∈ E2,由此得到 DS + SD = idE(M) − E .

[定理1.122]直接告诉我们 F 作为 R-模的投射维数 p.dimRF ≤ m(事实上可以更进一步证明 p.dimRF =

m,具体地,利用 RF 的 Koszul表示来算得 F -线性同构 TorRm(F, F ) ∼= V m 6= 0,其中 V 是以 {y1, ..., ym}为基的
F -线性空间,但在 Hilbert合冲定理的证明中只需要 p.dimRF ≤ m就够了).
要证明 [定理1.118],还需要下面两个准备.
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Lemma 1.124. 设 R = F [x1, ..., xm],M 是分次 R-模且M ⊗R F = 0,则M = 0.

Proof. 设 ε : R → F, f(x1, ..., xm) 7→ f(0, ..., 0)为满 R-模同态,它有核 J = (x1, ..., xn),所以有 R-模短正合列
0 J R F 0

j ε
,其中 j 是标准嵌入,再用张量函子M ⊗R −作用之,由M ⊗R F = 0

得到M ⊗R J → M,
s∑
i=1

xi ⊗ fi 7→
s∑
i=1

xifi 是满射,换句话说, M 中元素都具备
s∑
i=1

xifi, fi ∈ J 的形式. 现在我

们用反证法说明M = 0. 假设M 6= 0,设 x 6= 0是M 非零齐次元中次数最低的,那么存在正整数 t以及齐次元

ui ∈M, fi ∈ J(1 ≤ i ≤ t)使得 x =
t∑
i=1

uifi, uifi 6= 0,degx = degui + degfi. 注意到 fi ∈ J 的次数至少是 1,因

此 degui < degx,这与 x的选取相矛盾.

Theorem 1.125. 设 R = F [x1, ..., xm],M 是分次 R-模且 TorR1 (M,F ) = 0,那么M是分次自由模.

Proof. 注意到M⊗RF 作为F -线性空间有个生成元集 {u⊗1|u ∈M是齐次元},所以M⊗RF 作为线性空间有形

如 {ui ⊗ 1|ui ∈M是齐次元}的基. 通过M 的齐次元集 {ui|i ∈ I},作自由 R-模 L = ⊕i∈IRui,并置 η : L→M

是由 η(ui) = ui 确定的 R-模同态. 我们知道 L 有天然的分次 {Lk}∞k=0(其中 Lk 是由所有形如 ajui, aj ∈
Rj , j + degui = k 的有限和构成的加法子群) 使得 L 成为分次自由 R-模, 进而 η 是分次模同态. 下面通过
证明 η是 R-模同构来说明M 是分次自由模. 记 K,C 分别是 η的核与余核,那么 K,C 都是分次 R-模. 对正合
列 L M C 0

η ,作用张量函子−⊗RF 得到 L⊗R F M ⊗R F C ⊗R F 0
η⊗idF .

可直接验证 {ui ⊗ 1|i ∈ I}是 L⊗R F 作为 F -线性空间的一个基,所以 η ⊗ idF 是 R-模同构,从而 C ⊗R F = 0,
于是 [引理1.124]保证了 C = 0,这也说明了 η是满射. 最后说明 η是单射. 考虑正合列

0 K L M 0
i η

(注意刚刚已经说明了 η是满射),这导出长正合列

TorR1 (M,F ) K ⊗R F L⊗R F M ⊗R F 0,
i⊗idF η⊗idF

由条件 TorR1 (M,F ) = 0,所以 0 K ⊗R F L⊗R F M ⊗R F 0
i⊗idF η⊗idF

是 R-模正合列,前面
已证 η ⊗ idF 是同构,所以K ⊗R F = 0,再利用 [引理1.124]便知K = 0,即 η是单射.

现在可以给出 Hilbert合冲定理 (前本节开头 [定理1.118])的证明. 即说明对分次 R-模M 以及分次 R-模
正合列

0 Pm · · · L1 L0 M 0,

如果每个 Li是分次自由 R-模,则 Pm也是分次自由 R-模.

Proof. 通过考虑 RF 的 Koszul表示,我们得到了 p.dimRF ≤ m,这也说明 TorRm+1(M,F ) = 0.因为

TorR1 (Pm, F ) ∼= TorRm+1(M,F ) = 0,

所以利用 [定理1.125]我们得到 Pm是分次自由模.

需要再指出, [定理1.125]也告诉我们下述推论.

Corollary 1.126. 设 R = F [x1, ..., xm],M 是分次投射 R-模,则M 是自由模.
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2 Cohen-Macaulay环

本章先介绍交换代数中的 Cohen-Macaulay环 (模)的基本性质以及重要例子 (例如正则局部环和 Goren-
stein环). 随后介绍 Gorenstein局部环的等价刻画、Cohen-Macaulay局部环上的 canonical模并讨论其存在
性条件和唯一性.

2.1 Cohen-Macaulay环与模

本节我们先介绍 Cohen-Macaulay 环以及 Cohen-Macaulay 模的基本概念与性质, 我们将看到 Cohen-
Macaulay 性质关于局部化是封闭的, 交换 Artin 环总是 Cohen-Macaulay 环, Cohen-Macaulay 环上有限个
未定元的多项式环总是 Cohen-Macaulay的. 最后我们解释 Cohen-Macaulay命名的缘由.
在 [推论1.60]中我们看到对交换 Noether局部环上的非零有限生成模M 总有 depthM ≤ k.dimM . 当等

号成立时,就给出了 Cohen-Macaulay模的概念.

Definition 2.1 (Noether 局部环上的 Cohen-Macaulay 模, 环). 设 R 是含幺交换 Noether 局部环, M 6= 0

是有限生成 R-模, 如果 depthM = k.dimM , 则称 M 是 Cohen-Macaulay 模. 如果 R 作为 R-模是 Cohen-
Macaulay模,则称 R是 Cohen-Macaulay环. 如果 Cohen-Macaulay模M 满足 k.dimM = k.dimR(易见一
般有 k.dimM ≤ k.dimR),则称M 是极大 Cohen-Macaulay模.

Remark 2.2. 如果交换 Noether局部环 R 上有限生成模 M 是 Cohen-Macaulay模并且是忠实 R-模, 自然有
M 是极大 Cohen-Macaulay模.

现给定含幺交换 Noether局部环 R上的非零有限生成模M ,对任何理想 I ⊆ AnnRM ,我们可把M 天然

视作 R/I-模,其上数乘作由 R中元素数乘作用导出,所以对序列 a1, ..., an ∈ R, a1, ..., an 是M -正则序列的充
要条件是 a1, ..., an 是M -正则序列 (这里视M 为 R/I-模). 从而得到 gradeR/I(m/I,M) = gradeR(m,M),这
也就是 depthRM = depthR/IM . 并注意到

k.dimRM = k.dim R/AnnR(M) = k.dim(R/I)/(AnnR(M)/I) = k.dim(R/I)/(AnnR/I(M)) = k.dimR/IM,

所以对任何理想 I ⊆ AnnRM ,M作为R-模是Cohen-Macaulay模当且仅当M作为R/I-模是Cohen-Macaulay
模. 我们把上述讨论归结为下述命题.

Proposition 2.3. 设 R是含幺交换 Noether局部环,M 6= 0是有限生成 R-模,理想 I ⊆ AnnRM ,那么M 作为

R-模是 Cohen-Macaulay模当且仅当M 作为 R/I-模是 Cohen-Macaulay模.

下面把 Cohen-Macaulay模的概念延拓至交换 Noether环.

Definition 2.4 (Noether环上的 Cohen-Macaulay模,环). 设 R是含幺交换 Noether环,M 是有限生成 R-模.
若对任何极大理想 m ∈ Supp(M) 有 Mm 是 Rm 上非零有限生成模且 depthMm = k.dimMm, 则称 M 是

Cohen-Macaulay 模 (注意在这个定义下零模也是 Cohen-Macaulay 模!). 如果 Cohen-Macaulay 模 M 满足

对任何极大理想 m ∈ Supp(M)有 k.dimMm = k.dimRm,则称M 是极大 Cohen-Macaulay模. 如果 R作为

R-模是 Cohen-Macaulay模,那么称 R是 Cohen-Macaulay环.

下面的引理说明上述定义确实是 Noether局部环版本定义的延伸.
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Lemma 2.5. 设 R是含幺交换 Noether局部环,M 是 R-模,那么以下两条等价：
(1)M 是非零有限生成 R-模且 depthRM = k.dimRM .
(2)对极大理想m ∈ Supp(M)有Mm是 Rm上非零有限生成模且 depthRm

Mm = k.dimRm
Mm.

Proof. 设m是唯一的极大理想,那么乘闭子集 R −m中元素都是可逆元,因此有环同构 λ : R → Rm, a 7→ a/1.
所以可以用 λ将M 视作Rm-模,将Mm视作R-模. 于是作为R-模或是Rm-模都有模同构Mm

∼=M ,那么M 是

非零有限生成R-模当且仅当Mm是非零有限生成Rm-模,由此不难验证k.dimRM = k.dimRm
Mm,depthRM =

depthRm
Mm(其中深度等式的验证需要借助 [引理2.4]).

由上述引理证明过程易见Noether环上极大 Cohen-Macaulay模的概念也是Noether局部环版本的延伸.
在 [命题1.59]与 [推论1.60]中我们看到,对交换 Noether局部环 R,非零有限生成 R-模M 与序列 a1, ..., an ∈
m,总有 k.dimM/(a1, ..., an)M ≥ k.dimM − n,并且该不等式的等号成立当且仅当 a1, ..., an是M 某个参数系

的一部分. 任何M -正则序列总是M -参数系的一部分. 下面的定理不仅给出了当M 是 Cohen-Macaulay模时,
理想 I 在M 上级与维数的关系,还指出了前面维数不等式等号成立已经蕴含了序列 a1, ..., an的M -正则性.

Theorem 2.6. 设含幺交换环 R是 Noether局部环,m是唯一的极大理想,M 6= 0是 Cohen-Macaulay模. 则
(1)对任何相关素理想 P ∈ AssM ,有 k.dimR/P = depthM = k.dimM .
(2)对任何理想 I ⊆ m,有 grade(I,M) = k.dimM − k.dimM/IM .
(3)任给m中序列 a1, ..., an,它是M -正则序列的充要条件是

k.dimM/(a1, ..., an)M = k.dimM − n.

(4)任给m中序列 a1, ..., an,它是M -正则序列的充要条件是它是M 参数系的一部分.

Proof. (1)因为 AssM ⊆ SuppM = V (AnnRM)(这时M 是有限生成模),所以每个素理想 P ∈ AssM 都包含
零化子 AnnRM , 这说明 k.dimR/P ≤ k.dimR/AnnR(M) = k.dimM = depthM . 另一个方向的不等号就是
[命题1.61]所证明的结论. 所以 k.dimR/P = depthM, ∀P ∈ AssM .

(2) 由 Nakayama 引理知 IM 6= M , 所以 grade(I,M) 是自然数. 下面对 grade(I,M) = n 作归纳证

明结论. 当 n = 0 时, 我们需要说明 k.dimM/IM = k.dimM . 这时 I 中元素均为 M -零因子, 所以 [引
理1.20(2)] 表明存在 P ∈ AssM 使得 I ⊆ P . 根据 [引理1.52], 我们知道 R 的素理想 Q 包含 I + AnnRM
当且仅当 Q包含 AnnR(M/IM),易知 P ⊇ I +AnnRM ,那么 P ⊇ AnnR(M/IM),这意味着 k.dimM/IM ≥
k.dimR/P . 由 (1)结论得 k.dimM/IM ≥ k.dimM . 另一个方向的不等号是明显的,所以当 grade(I,M) = 0

时有 k.dimM/IM = k.dimM . 现假设结论对 n − 1(n ≥ 1) 的情形成立, 我们还需要证明当 grade(I,M) =

n 时 k.dimM − k.dimM/IM = n. 取 I 中一个 M -正则元 a, 则 [引理1.40(2)] 表明 grade(I,M/aM) =

grade(I,M) − 1 = n − 1,depth(M/aM) = depthM − 1, [推论1.60] 保证了 k.dimM/aM = k.dimM − 1.
故M 是 Cohen-Macaulay模的条件也保证了M/aM 也是 Cohen-Macaulay模. 现在针对M/aM 应用归纳假

设,得到 grade(I,M/aM) = k.dimM/aM − k.dimM/IM . 再代入 grade(I,M/aM) = grade(I,M)− 1以及

k.dimM/aM = k.dimM − 1即得结论.
(3) 必要性已经在 [推论1.60] 中证明过了, 这里仅证充分性：由 (2) 证明的结论我们知道对理想 I =

(a1, ..., an),有 grade(I,M) = n. 再应用 [推论1.114]得到 a1, ..., an是M -正则序列.
(4)根据 [命题1.59], k.dimM/(a1, ..., an)M = k.dimM −n的充要条件是 a1, ..., an是M 参数系的一部分.

所以 (3)中的等价性蕴含 (4)中的等价性.
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让我们来看看上述定理可以告诉我们些什么.
[定理2.6(1)] 说 Noether 局部环上的非零有限生成 Cohen-Macaulay 模的相关素理想集就是 SuppM 中

极小元全体. 特别地,取M = R得到当 R是 Cohen-Macaulay局部环时, AssR就是 R的极小素理想集. 以后
会基于此说明 Cohen-Macaulay性质的几何特征 (见 [例2.27]).

[定理2.6(4)]说给定交换 Noether局部环 (R,m)上的非零有限生成 Cohen-Macaulay模M ,那么对任何
m中序列 a1, ..., an,它是M -正则序列的充要条件是它是M 参数系的一部分. 那么我们得到下述满射：

Φ : {{ai}ni=1|a1, ..., an是M -正则序列} → {{a1, ..., an}|{a1, ..., an}是M某个参数系的一部分}

{ai}ni=1 7→ {a1, ..., an}

当 grade(m,M) = 0,即m中不含任何M -正则元时,上述映射的定义域与陪域两个集合都是空集. 我们没办法
直接说 Φ是双射,原因是正则序列这个概念是有序的,而参数系是无序的. 每个参数系 {a1, ..., an}会产生 n!个

M -正则序列 aσ(1), ..., aσ(n), σ ∈ Sn(回忆 [命题1.8]说 Noether局部环上有限生成模的正则序列重排仍正则),
因此我们无法保证 Φ 是单的. 根据 Φ 的定义不难看到每个极大 M -正则序列 a1, ..., an 给出 M 的一个参数系

{a1, ..., an}. 反之,M 的每个参数系 {a1, ..., an}可以产生 n!个极大M -正则序列 aσ(1), ..., aσ(n), σ ∈ Sn.

Proposition 2.7. 设含幺交换环 R是Noether环,M 是有限生成 R-模,那么对任何M -正则序列 a1, ..., an,只要
M 是 Cohen-Macaulay模,则M/(a1, ..., an)M也是 Cohen-Macaulay模.

Proof. 先对 Noether局部环的情形证明,再把一般情形根据定义转化为特殊情形处理.
Step1.当 R 是局部环时, 不妨设 M 6= 0, 则由 [推论1.60]得 k.dimM/(a1, ..., an)M = k.dimM − n, 由

[引理1.40(2)]得 depthM/(a1, ..., an)M = depthM − n,故由 Cohen-Macaulay模的定义即得.
Step2.对任何极大理想m,有Rm-模同构 (M/(a1, ..., an)M)m ∼=Mm/(a1/1, ..., an/1)Mm. 当m ∈ SuppM

时,由 [推论1.11]知 a1/1, ..., an/1是Mm-正则序列. 由局部情形证明的结论即得结果.

特别地,如果R是 Cohen-Macaulay环,那么对任何R-正则序列 a1, ..., an,商环R/(a1, ..., an)也是 Cohen-
Macaulay环. 我们来看一个应用这个观察的例子.

Example 2.8. 设含幺交换Noether环R满足多项式环R[x]是Cohen-Macaulay环,则R也是Cohen-Macaulay
环. 以后我们会看到这事实上是充要条件 (见 [定理2.19]).

Proof. 由 x是 R[x]的一个正则元得 R ∼= R[x]/(x)是 Cohen-Macaulay环.

当 R是 Noether局部环时,在同样的条件下上述命题的逆命题也成立.

Proposition 2.9. 设含幺交换环 R是Noether局部环,M 是有限生成 R-模,那么对任何M -正则序列 a1, ..., an,
M 是 Cohen-Macaulay模的充要条件是M/(a1, ..., an)M 也是 Cohen-Macaulay模.

Proof. 由 [命题2.7]已证结论,这里仅要证充分性. 设M 6= 0. 若序列 a1, ..., an 使M/(a1, ..., an)M 是 Cohen-
Macaulay模,那么由 [推论1.60]以及 [引理1.40(2)]得

k.dimM − n = k.dimM/(a1, ..., an)M = depthM/(a1, ..., an)M = depthM − n.

所以 k.dimM = depthM ,即M 是 Cohen-Macaulay模.
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下述性质说对交换 Noether环上的有限生成模, Cohen-Macaulay性质关于局部化封闭.

Theorem 2.10. 设含幺交换环 R是Noether环,M 是有限生成 R-模, S是 R的乘闭子集,那么当M 是 Cohen-
Macaulay模时,MS 作为 RS-模也是 Cohen-Macaulay模.

Proof. 证明分为两步,先说明当 R是局部环且M 是 Cohen-Macaulay模时,对每个素理想 P , MP 作为 RP -模
是 Cohen-Macaulay模. 再把对一般情形化归到对素理想作局部化的特殊情形处理.

Step1.设 R 是 Noether局部环. 任取 R 的素理想 P , 我们说明 MP 是 Noether局部环 RP 上的 Cohen-
Macaulay 模并且当 MP 6= 0 时有 grade(P,M) = depthRP

MP . 如果 MP = 0, 结论直接成立, 所以我们不
妨设 P ∈ SuppM , 进而 depthMP 总是自然数. 下面对自然数 n = depthMP 作归纳证明结论. 当 n = 0

时, RP 的极大理想 PP 中的每个元素都是 MP -零因子, 应用 [引理1.20(2)] 可知 PP ∈ AssRP
(MP ), 那么 [引

理1.21(2)]保证了 P ∈ AssR(M)(这也告诉我们 grade(P,M) = 0). 下面我们先说明 P 是 SuppM 中极小元,
再基于此得到 k.dimRP

MP = 0. 因为 M 是 Noether 局部环 R 上的 Cohen-Macaulay 模, 所以 [定理2.6(1)]
保证了 k.dimR/P = depthRM . 如果 P 不是 SuppM 中的极小元, 那么存在 SuppM 的极小元 Q 使得 Q (
P , [引理1.21(3)] 说 Q ∈ AssR(M), 因此也有 k.dimR/Q = depthRM . 这得到 k.dimR/P = k.dimR/Q,
矛盾! 因此 P 是 SuppM 中极小元, 下面说明 k.dimRP

MP = 0 来完成 n = 0 情形的证明. k.dimRP
MP =

k.dimRP/(AnnRP
MP ), 而 RP 的任何包含 AnnRP

MP 的素理想 QP (这里 Q 是 R 的素理想且 Q ⊆ P ) 都在
SuppRP

MP 中,于是 (MP )QP
6= 0,所以MQ 6= 0,即 Q ∈ SuppM ,而 P 是 SuppM 中极小元迫使 Q = P ,所以

k.dimRP/(AnnRP
MP ) = 0. 故当 n = 0时我们得到了 k.dimRP

MP = depthRP
MP = grade(P,M) = 0. 现在

假设结论对 n−1(n ≥ 1)的情形成立,考察 depthRP
MP = n ≥ 1的情形,因为 PP 中有RP -正则元,所以可取 P

中M -正则元 a使得 a/1是MP -正则元,依 [引理1.40(2)],我们得到 depthRP
MP/(a/1)MP = n− 1. 由于 a/1

是MP -正则元,应用 [推论1.60]得 k.dimRP
MP/(a/1)MP = k.dimRP

MP − 1. 我们对M/aM 应用归纳假设,
得到MP/(a/1)MP 作为 RP -模是 Cohen-Macaulay模且 grade(P,M/aM) = depthRP

MP/(a/1)MP = n− 1,
所以 depthRP

MP/(a/1)MP = k.dimRP
MP/(a/1)MP , 这也说明 k.dimRP

MP = n = depthRP
MP . 所以 MP

作为 RP -模是 Cohen-Macaulay 模. 并且对前面得到的 grade(P,M/aM) = n − 1 应用 [引理1.40(2)] 可得
grade(P,M) = n = k.dimRP

MP . 总结一下,现在我们证明了对 Noether局部环 R上的有限生成 R-模M ,当
M 是 Cohen-Macaulay模时,对 R的任何素理想 P , RP -模MP 总是 Cohen-Macaulay模,并且当 P ∈ SuppM
时, grade(P,M) = depthRP

MP .
Step2. 现在处理一般情形, 不妨设乘闭子集 S 使 MS 6= 0, 任取 SuppRS

(MS) 中的极大理想 I , 存在唯一
的 R 的素理想 Q 使得 Q ∩ S = ∅ 且 QS = I . 那么我们有环同构 RQ ∼= (RS)QS

(具体地, 命 f : RQ →
(RS)QS

, a/t 7→ (as/s)/(ts/s)可直接验证这是定义合理的环同构). 类似地, 取 R 的极大理想 m使得 m ⊇ Q,
则乘闭子集 R −m同样与 Q不交,也有 RQ ∼= (Rm)Qm

,因此我们得到了环同构 (Rm)Qm
∼= (RS)QS

. 于是可将
(MS)QS

利用该同构视作 (Rm)Qm
-模,数乘作用为

(Rm)Qm
× (MS)QS

→ (MS)QS
, (
a/u

b/v
,
x/s

c/t
) 7→ avx/s

buc/t
.

可直接验证

ϕ : (MS)QS
→ (Mm)Qm

,
x/s

c/t
7→ x/s

c/t

是定义合理的 (Rm)Qm
-模同构 (先验证 MQ 与 (MS)QS

, (Mm)Qm
之间的两个自然映射都是加群同构来得到

ϕ 是加群同构, 再计算验证 ϕ 确实保持数乘作用). 如果 m /∈ SuppM , 那么 (MS)QS
是零模, 它是 Cohen-
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Macaulay 模. 否则, Mm 6= 0, 由 M 作为 R-模是 Cohen-Macaulay 模知 Mm 作为 Noether 局部环 Rm 上

的有限生成模是 Cohen-Macaulay 模, 现在我们应用 Step1. 所证明的结果, 得到 (Mm)Qm
作为 (Rm)Qm

-模是
Cohen-Macaulay 模, 前面已经说明了 (Rm)Qm

-模同构 (Mm)Qm
∼= (MS)QS

, 所以 (MS)QS
作为 (Rm)Qm

-模是
Cohen-Macaulay模. 最后我们需要说明 (MS)QS

作为 (RS)QS
上的有限生成模是 Cohen-Macaulay模. 而这由

depth(Rm)Qm
(MS)QS

= depth(RS)QS
(MS)QS

以及 k.dim(Rm)Qm
(MS)QS

= k.dim(RS)QS
(MS)QS

(验证它)便完
成证明.

Remark 2.11. 如果有限生成 R-模M 是忠实的,那么M 关于 R任何乘闭子集的局部化依然是忠实的. 进而知
对忠实的 Cohen-Macaulay模,自动是极大 Cohen-Macaulay模.

上述定理证明过程也告诉我们：

Corollary 2.12. 设 R 是含幺交换 Noether 局部环, 有限生成模 M 是 R 上的 Cohen-Macaulay 模, 则对任何
P ∈ SuppM ,有 grade(P,M) = depthRP

MP .

[定理2.10] 体现了 Cohen-Macaulay 性质在局部化意义下具有稳定性. 特别地, Cohen-Macaulay 模在任
何素理想处的局部环当然也是 Cohen-Mcaulay模,由此我们可以得到 Noether局部环上 Cohen-Macaulay模
的维数公式.

Corollary 2.13. 设含幺交换环 R是 Noether局部环,有限生成 R-模M 是 Cohen-Macaulay模,那么对任何素
理想 P ∈ SuppM ,有 k.dimRM = k.dimRP

MP + k.dimRM/PM . 特别地,如果含幺交换Noether局部环 R是

Cohen-Macaulay环,我们有

k.dimR = k.dimRP + k.dimR/P, ∀P ∈ SpecR.

这里 k.dimRP 可替换为 htP ,得到公式 k.dimR = htP + k.dimR/P, ∀P ∈ SpecR.

Proof. 如果 MP 6= 0, 那么 M/PM 6= 0. [定理2.10] 保证了 MP 是 Cohen-Macaulay 模, 因为 R 是 Noether
局部环,所以 [定理2.6(2)]表明 grade(P,M) = k.dimM − k.dimM/PM . 由 [推论2.12]得到 grade(P,M) =

depthRP
MP = k.dimRP

MP ,再代入前面的等式得到结论.

回忆含幺交换环 R的理想 I 的高度 htI = inf{htP |P ∈ V (I)} = inf{k.dimRP |P ∈ V (I)}(如果 I = R,那
么 htI = +∞),所以 [定理2.10]使我们可以得到 Cohen-Macaulay环的一个等价定义.

Corollary 2.14. 设含幺交换Noether环 R是 Cohen-Macaulay环,那么对任何真理想 I ,有 htI = grade(I,R).
反之, 如果 R 满足对任何极大理想 m有 htm = grade(m,R), 则 R 是 Cohen-Macaulay环. 所以 Noether环
R是 Cohen-Macaulay环当且仅当对任何极大理想 m有 htm = grade(m,R)([Eis04]中使用这个条件来定义
Cohen-Macaulay环).

Proof. 先说明对 Cohen-Macaulay 环 R 的任何真理想 I , 有 htI = grade(I,R). 根据 [定理2.10], 对任何素理
想 P 有 RP 是 Cohen-Macaulay环,所以 k.dimRP = depthRP

RP , ∀P ∈ Spec(R). 于是由 [引理1.40(1)]得到
htI = grade(I,R).现设交换 Noether环 R 满足对任何极大理想 m有 htm = grade(m,R), 只要证对每个极
大理想 m,有 Rm 是 Cohen-Macaulay环. 只需注意到 grade(m,R) = grade(mm, Rm) = depthRm

Rm(用 [引
理1.40(1)])以及 htm = k.dimRm即得结果.
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Remark 2.15. 设 M 是交换 Noether 环 R 上非零有限生成模. 如果 P ∈ SuppM , 那么 [推论2.12] 说明
grade(P,M) = depthRP

MP . 所以当 M 是 R 上 Cohen-Macaulay 模时, [定理2.10] 表明 grade(P,M) =

depthRP
MP = k.dimMP . 反之, 如果 M 满足对任何极大理想 m ∈ Supp(M) 有 grade(m,M) = k.dimMm.

应用 [引理1.40(1)] 得到 grade(m,M) = depthRm
Mm. 所以对交换 Noether 环 R 上有限生成模 M , M 是 R

上 Cohen-Macaulay 模的充要条件是对任何 R 的极大理想 m ∈ Supp(M) 有 grade(m,M) = k.dimMm. 如
果M 是 R上极大 Cohen-Macaulay模,那么对任何 R的极大理想 m ∈ Supp(M)有 grade(m,M) = htm. 反
之, 如果非零有限生成 R-模 M 满足对任何 R 的极大理想 m ∈ Supp(M) 有 grade(m,M) = htm, 那么也有
depthRm

Mm = htm = k.dimRm(利用 [引理1.40(1)]). 故M 是 R上极大 Cohen-Macaulay模. 总结一下,对交
换 Noether环 R上的非零有限生成模M , M 是 R上极大 Cohen-Macaulay模的充要条件是对任何 R的极大

理想 m ∈ Supp(M)有 grade(m,M) = htm.

用了上述推论对 Cohen-Macaulay环的刻画,我们可以说明交换 Artin环 (这等价于 0维 Noether环)总
是 Cohen-Macaulay环. 回忆左 Artin环 R的元素 a是左正则元当且仅当 a可逆.

Example 2.16. 设 R是含幺交换 Artin环,则 R是 Cohen-Macaulay环.

Proof. 根据 [推论2.14] 所给出的刻画, 要验证任何极大理想 m 满足 htm = grade(m,R). 因为 Artin 环的素
理想总是极大理想, 所以任何极大理想 m 的高度是 0. 因此只要说明对任何极大理想 m 有 grade(m,R) = 0.
而 R 中任何 R-正则元必定可逆, 所以 m 中不存在 R-正则元, 这迫使 m 在 R 中极大正则序列的长度是 0, 即
grade(m,R) = 0. 所以 htm = grade(m,R).

Corollary 2.17. 设 R是 Cohen-Macaulay局部环,m是极大理想, a1, ..., an是m中序列,则以下四条等价：
(1)a1, ..., an是 R-正则序列.
(2)对任给正整数 1 ≤ j ≤ n有 ht(a1, ..., aj) = j.
(3)ht(a1, ..., an) = n.
(4)a1, ..., an是 R参数系的一部分.

Proof. (1)与 (4)的等价性在 [定理2.6]中已证, (2)⇒(3)是明显的,所以我们要证的只有 (1)⇒(2)以及 (3)⇒(1).
先证 (1)⇒(2):这时对每个正整数 j 有 R-正则序列 a1, ..., aj ,所以根据 [推论1.114], grade((a1, ..., aj), R) = j,
所以由 [推论2.14]知 ht(a1, ..., aj) = grade((a1, ..., aj), R) = j. 现在证 (3)⇒(1)：[推论2.14]保证了

grade((a1, ..., an), R) = n,

所以再次应用 [推论1.114]即得结果.

下面我们说明含幺交换环 R是 Cohen-Macaulay环的充要条件是多项式环 R[x]是 Cohen-Macaulay环.
在此之前我们需要一个引理 (可跳过,事实上后面证明过程中只需要 [引理1.40(1)]).

Lemma 2.18. 给定含幺交换 Noether环 R的理想 I ,则 grade(I,R) ≤ htI .

Proof. 不妨设 I 是真理想,则由 [引理1.40(1)]知 grade(I,R) = inf{depthRP |P ∈ V (I)},而 Noether局部环
RP 满足 depthRP ≤ k.dimRP ,故由 htI = inf{k.dimRP |P ∈ V (I)}得 grade(I,R) ≤ htI .
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Theorem 2.19. 设 R 是含幺交换 Noether 环, 则 R 是 Cohen-Macaulay 环的充要条件是多项式环 R[x] 是

Cohen-Macaulay环.

Proof. 充分性在 [例2.8]中已证,这里仅证必要性：要证明 R[x]是 Cohen-Macaulay环,只要证对任何 R[x]的

极大理想 Q有 (R[x])Q是 Cohen-Macaulay环即可. 取 P = R ∩Q是 R的素理想,那么在 R[x]中 R− P 是乘

闭子集 R[x] − Q的子集. 考虑 R[x]在乘闭子集 R − P 处的局部化 (R[x])R−P ,那么由局部化的基本性质知道
(R[x])Q ∼= ((R[x])R−P )(R[x]−Q)R−P

. 而 R[x]在 R − P 处的局部化同构于 RP [x](通过局部化泛性质验证它),具
体地,有下述环同构：

η : RP [x] → (R[x])R−P

a0
s0

+
a1
s1
x+ · · ·+ an

sn
xn 7→ a0

s0
+
a1x

s1
+ · · ·+ anx

n

sn

由 P 的定义知 Q ∩ (R − P ) = ∅,进而 QR−P 是 (R[x])R−P 中的极大理想,利用 η得到它对应 RP [x]中的极大

理想 η−1(QR−P ),满足 PP ⊆ η−1(QR−P ). 所以 (R[x])Q 同构于 RP [x]在极大理想 η−1(QR−P )处的局部化,该
极大理想满足 η−1(QR−P ) ∩ RP = PP . 用 R代替 RP , Q代替 η−1(QR−P ), m代替 PP ,因为 RP 也是 Cohen-
Macaulay的, 所以我们可以看到要证明原问题只需证明对 Cohen-Macaulay局部环 (R,m)以及 R[x]的满足

Q ∩R = m的极大理想 Q,有 k.dim(R[x])Q = grade(QQ, (R[x])Q).
Claim. k.dim(R[x])Q = htQ ≤ grade(QQ, (R[x])Q).

注意到 R[x]/m[x] ∼= (R/m)[x] 是 P.I.D., 所以 Q/m[x] 是主理想, 并且存在 R[x] 中的首一多项式 f(x) 使得

Q = (m, f(x)). 设 n = grade(m,R), 并取 m 中极大 R-正则序列 a1, ..., an, 根据 [定理2.6] 下面的注记, 我
们知道 a1, ..., an 是 Cohen-Macaulay 局部环 R 的一个参数系, 所以存在正整数 s 使得 ms ⊆ (a1, ..., an), 所
以 Qs ⊆ (ms, f(x)) ⊆ (a1, ..., an, f(x)), 这一观察说明 Q 是理想 (a1, ..., an, f(x)) 上唯一的极小素理想, 依广
义 Krull 主理想定理, 我们得到 htQ ≤ n + 1 = grade(m,R) + 1. 下面我们说明 grade(m,R) + 1 有上界

grade(Q,R[x])来完成证明. 因为 a1, ..., an 是 R-正则序列, 因此 a1, ..., an 也是 R[x]-正则序列 (验证它), 利用
f(x)是首一多项式易得 a1, ..., an, f(x)是 R[x]-正则序列 (验证它),因此 grade(m,R) + 1 ≤ grade(Q,R[x]),再
利用 [引理1.40(1)]知道

htQ ≤ n+ 1 = grade(m,R) + 1 ≤ grade(Q,R[x]) ≤ grade(QQ, (R[x])Q),

断言得证. 而 grade(QQ, (R[x])Q) ≤ k.dim(R[x])Q总是成立的 (前面的 [引理2.18]),证毕.

通过对未定元数目作归纳我们马上得到下述推论.

Corollary 2.20. 设含幺交换Noether环R是Cohen-Macaulay环,则多项式环R[x1, ..., xn]是Cohen-Macaulay
环. 特别地,当 R是交换 Artin环时, R[x1, ..., xn]是 Cohen-Macaulay环.

以后我们会说明正则局部环也是 Cohen-Macaulay环 (见 [定理2.43]). 在本节的最后我们来解释 Cohen-
Macaulay环这个概念命名的缘由.

Definition 2.21. 若含幺交换 Noether环 R的真理想 I 满足相关素理想集 AssR(R/I)中所有素理想的高度一
致,称 I 是 unmixed. 若 R满足对任给自然数 r ≥ 0,以 r为高度且可由 r个元素生成的真理想 I 都 unmixed,
称 R满足 unmixedness定理.
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根据 unmixed理想的定义我们马上看到：

Lemma 2.22. 设 R是含幺交换 Noether环, I = (a1, ..., ar)是真理想且 htI = r,那么 I 是 unmixed理想的充
要条件是 Ass(R/I)中元素都是 (包含关系下)极小元.

Proof. 必要性：如果 Ass(R/I)中有素理想链 Q ( P ,那么 P 与 Q高度不同,矛盾. 充分性：这时 Ass(R/I)中
元素也都是 Supp(R/I)中极小元,所以是包含 I 的极小素理想,依广义 Krull主理想定理,任何包含 I 的素理想

高度不超过 r,而 htI = r,故每个 R/I 的相关素理想具有高度 r.

F. S. Macaulay(英国, 1862-1937)于 1916年证明了域上的 n元多项式环满足 unmixedness定理, I. S. Co-
hen(美国, 1917-1955)于 1946年证明了正则局部环满足 unmixedness定理. 这也是 Cohen-Macaulay环命名
的原因.

Theorem 2.23. 设R是含幺交换Noether环,则R满足 unmixedness定理当且仅当R是 Cohen-Macaulay环.

Proof. 充分性：设 R 是 Cohen-Macaulay环, 假设 R 不满足 unmixedness定理, 那么有高度为 r 的理想 I =

(a1, ..., ar)使得Ass(R/I)中有非极小元,即存在相关素理想Q ( P ,现对R关于素理想 P 作局部化,则 htIP =

r, IP = (a1/1, ..., ar/1), QP ( PP . 用 R 替换 RP , I 替换 IP , 我们可以不妨设 R 是 Cohen-Macaulay局部环.
故 [推论2.17] 表明 a1, ..., an 是 R-正则序列, 从而 [命题2.7] 保证了 R/I 是 Cohen-Macaulay 模, 进而由 [定
理2.6(1)]知 R/I 的相关素理想集恰好是 Supp(R/I)的极小元全体,也就是说 Ass(R/I)中素理想都是极小元,
矛盾.
必要性：设 R满足 unmixedness定理,依 [推论2.14],要证 R是 Cohen-Macaulay环,只要验证任何极大

理想 m有 htm = grade(m, R). 为此只需证任何高度为 r 的素理想 P 有 grade(P,R) ≥ r 即可. 取 P 中序列

a1, ..., ar 使得 ht(a1, ..., ai) = i, ∀1 ≤ i ≤ r(具体操作如下：设 P0 ( P1 ( · · · ( Pr 是素理想链, 取 a1 ∈ P1

使得 a1 不在任何极小素理想中,那么由广义 Krull主理想定理得 ht(a1) = 1,如果已经取好了 a1, ..., ai−1 ∈ P

使得 ht(a1, ..., ai−1) = i − 1,这里 i ≤ r,那么取 ai ∈ Pi 使得 ai 不落在任何 (a1, ..., ai−1)上极小素理想中,那
么包含 (a1, ..., ai)的任何极小素理想 Q不可能是 (a1, ..., ai−1)上极小素理想,进而 htQ ≥ i,再由广义 Krull主
理想定理得到 Q 的高度是 i, 由此知 ht(a1, ..., ai) = i). 那么由 R 满足 unmixedness 定理得到 R/(a1, ..., ai)

的相关素理想都是极小的, 高度均为 i. 进而知 ai+1 不可能在 R/(a1, ..., ai)的相关素理想中 (因为任何一个包
含 (a1, ..., ai, ai+1)的素理想高度至少是 i + 1),于是 [引理1.20(2)]保证了 ai+1 是 R/(a1, ..., ai)-正则元. 因此
a1, ..., ar 是含于素理想 P 的 R-正则序列,这说明 grade(P,R) ≥ r.

Proposition 2.24. 设交换 Noether局部环 (R,m)满足非零有限生成 R-模M 是极大 Cohen-Macaulay模. 那
么M 的任何非零直和因子作为 R-模也都是极大 Cohen-Macaulay模.

Proof. 由条件, depthM = k.dimR. 设N是M的非零直和因子. 根据定义, depthN = inf{i ∈ N|ExtiR(R/m, N) 6=
0} ∈ N,所以由ExtiR(R/m, N)是ExtiR(R/m,M)的直和因子得到depthN ≥ depthM = k.dimR. 而 [推论1.60]
表明 depthN ≤ k.dimR. 所以 N 是 R上极大 Cohen-Macaulay模.

Proposition 2.25. 设 R是交换 Noether环,M 是 R上非零有限生成模且是极大 Cohen-Macaulay模. 那么M

的任何非零直和因子作为 R-模也都是极大 Cohen-Macaulay模. 特别地,如果 R是某个含幺环 A的中心子环

满足 A是有限生成 R-模,极大 Cohen-Macaulay且 R是 A的直和因子,那么 R是 Cohen-Macaulay环.
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Proof. 根据定义, M 在 R 的任何极大理想 m处的局部化 Mm 是 Rm 上极大 Cohen-Macaulay模. 因此由 [命
题2.24]便得结论.

2.2 Universally catenary环

给定交换 Noether环 R的素理想 P ⊆ Q,若 Spec(R)的全序子集 C 满足 (1)P,Q ∈ C , (2)对每个 I ∈ C ,
有 P ⊆ I ⊆ Q,则称 C 是 P 与 Q之间的素理想链. 因为 R是 Noether的,所以 P 与 Q之间的所有素理想链

长度必定不超过自然数 k.dimRQ(假设 C 是 P 与 Q之间的素理想链中素理想个数超过 k.dimRQ,我们可以构
造一个长度为 k.dimRQ + 1 的素理想链：P0 ( P1 ( · · · ( Pk.dimRQ+1 = Q, 这对应 Noether 局部环 RQ 中

一条长度为 k.dimRQ + 1的素理想链,得到矛盾). 因而 {C ⊆ Spec(R)|C是P与Q之间的素理想链}(关于包含
关系) 总有极大元, 称该偏序集中的极大素理想链为 P 与 Q 之间的极大素理想链 (maximal chain of primes
between P and Q),根据前面的讨论知这样的极大素理想链是有限长,长度被 RQ的 Krull维数控制. 如果含幺
交换 Noether环 R 的任何素理想 P ⊆ Q满足它们之间的所有极大素理想链有相同的长度, 称 R 满足饱和链

条件 (saturated chain condition). 把满足饱和链条件的环 R称为是 catenary环. catenary这个词来自拉丁语
catena,意为“链”. catenary环的概念可以在任何含幺交换环上定义,这里不作展开. 如果含幺交换 Noether
环 R 满足 R 上任何有限生成交换代数是 catenary 环, 则称 R 是 universally catenary 环. 根据 universally
catenary环的定义我们马上看到 universally catenary环的同态像仍 universally catenary：

Lemma 2.26. 设 R,S 是含幺交换 Noether环, R到 S 有满环同态. 则当 R是 universally catenary环时, S 也
是 universally catenary环.

Proof. 这时任何有限生成 S-代数可天然视作有限生成 R-代数,再由 catenary是环论性质即得.

设 k是代数闭域,回忆仿射簇 X ⊆ Ank 在一点 p处的局部环 OX,p 的 Krull维数给出 X 在 p点的局部维数

dimpX . 我们将说明 Cohen-Macaulay性质在几何中可以保证“局部等维性”. 通过加强形式的 Noether正规
化定理我们可以证明对任何 k上仿射整区R的任何一条极大素理想链长度就是R的Krull维数 (这里 k不是代

数闭域时结论也成立,证明可参见 [推论3.9],感兴趣的读者也可以参考 [Eis04, Chapter 13, Theorem A]),进而
知 htP+k.dimR/P = k.dimR, ∀P ∈ Spec(R)(任取一条含P 的极大素理想链可知 k.dimR ≤ htP+k.dimR/P ,
另一个方向的等号明显成立). 对不可约仿射簇 X ⊆ Ank ,取 R = k[x1, ..., xn], P = I(X),记 mp 是 p所对应的

R的极大理想,取零理想与mp之间一条含有 I(X)的极大素理想链 {0} = Q0 ( · · · ( I(X) ( · · · ( Qn = mp,
那么我们得到了 I(X) 与 mp 之间的极大素理想链, 它的长度是 k.dimA(X) = k.dimk[x1, ..., xn]/I(X), 该素
理想链对应某个 X 的不可约闭子集降链, 因而 k.dimA(X) ≤ k.dimOX,p. 但 OX,p 是 A(X) 在一个极大理想

处的局部化表明 k.dimOX,p ≤ k.dimA(X). 由此知道 k.dimOX,p = k.dimA(X). 代数角度看这个等式告诉
我们不可约仿射簇的正则函数环 A(X) 在任何极大理想处作局部化不改变 Krull 维数. 几何角度看这个等式
告诉我们不可约仿射簇 X 的维数 dimX 与 X 在任何 p ∈ X 处的局部维数 dimpX 相同. 现在我们可以给出
Cohen-Macaulay环在几何上反映局部等维性的证明.

Example 2.27 (Cohen-Macaulay性保证局部等维性). 设 k 是代数闭域, X ⊆ Ank 是仿射簇, p ∈ X , 如果仿射
簇 X 在 p 点的局部环 OX,p 是 Cohen-Macaulay 环, 那么 X 所有含 p 的不可约分支有相同的维数, 该维数是
k.dimOX,p.
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Proof. 任取 X 含有 p的不可约分支 Y ,那么 I(Y )/I(X)是 A(Y )的极小素理想. 记 p对应 A(X)中的极大理想

是mp. 则 A(X)mp
是 Cohen-Macaulay局部环,有极小素理想 (I(Y )/I(X))mp

. 于是

dimY = k.dimOY,p = k.dimA(Y )m′
p
= k.dim

(
k[x1, ..., xn]/I(X)

I(Y )/I(X)

)
mp

= k.dim
(k[x1, ..., xn]/I(X))mp

(I(Y )/I(X))mp

因为 (I(Y )/I(X))mp
作为 A(X)mp

的极小素理想是相关素理想,所以 [定理2.6(1)]保证了

dimY = k.dim
(k[x1, ..., xn]/I(X))mp

(I(Y )/I(X))mp

= k.dim
A(X)mp

(I(Y )/I(X))mp

= k.dimA(X)mp
= k.dimOX,p.

所以 X 所有过点 p的不可约分支 Y 有公共的维数,维数是 k.dimOX,p.

下面我们将证明 Cohen-Macaulay环都是 universally catenary环. 为此需要下述引理.

Lemma 2.28. 设 (R,m)是交换Noether局部环,那么对 R的任何素理想Q与含于Q的相关素理想 P ∈ AssR,
有 Q与 P 之间的极大素理想链长度不小于 grade(Q,R). 特别地,当 (R,m)是 Cohen-Macaulay局部环时,所
有极大素理想链的长度都是 k.dimR.

Proof. 这里含于 Q的相关素理想 P 总是存在的,因为我们可以取 Q所包含的极小素理想 P ,它作为 SuppR的
极小元在 AssR中 (回忆 [引理1.21(3)]). 任取 Q与相关素理想 P 之间的极大素理想链 P = Q0 ( Q1 ( · · · (
Ql−1 ( Ql = Q,下面对该极大素理想链长度 l ≥ 0作归纳证明结论.
当 l = 0时, Q本身是相关素理想,即 Q中元素都是 R-零因子,所以 grade(Q,R) = 0 = l,结论成立. 假设

结论对长度为 l− 1(l ≥ 1)的极大素理想链成立,取 a ∈ Q−Ql−1,那么Q是包含理想Ql−1 + (a)唯一的极小素

理想 (否则与上述素理想链的极大性矛盾),这说明
√
Ql−1 + (a) = Q,所以根据 [引理1.40(1)]知 grade(Ql−1+

(a),M) = grade(Q,M), 对素理想链 P = Q0 ( Q1 ( · · · ( Ql−1 用归纳假设可知 l − 1 ≥ grade(Ql−1,M).
下面说明 grade(Ql−1 + (a),M) ≤ grade(Ql−1,M) + 1 来完成证明. 设 Ql−1 = (a1, ..., an), grade(Ql−1 +

(a),M) = r, 那么 [定理1.112] 说 Hj(a1, ..., an, a;M) = 0, ∀n − r + 2 ≤ j ≤ n + 1. 因此应用 [引理1.113]
可知 Hj(a1, ..., an;M) = 0, ∀n − r + 2 ≤ j ≤ n + 1. 而 Hj(a1, ..., an;M) = 0, j = n − r + 2, ..., n 说明

grade(Ql−1,M) ≥ r − 1 = grade(Ql−1 + (a),M)− 1.
现在我们说明任何极大素理想链之长为 k.dimR. 任何极大素理想链形如 P0 ⊆ · · · ⊆ Pl = m,其中 P0作为

极小素理想是 R的相关素理想,进而长度 l ≥ grade(m,R) = depthR = k.dimR,得证.

事实上在上述证明过程使用的方法可以得到下述引理.

Lemma 2.29. 设 (R,m)是交换 Noether局部环, M 是有限生成 R-模, 那么对任何理想 I 和 b1, ..., bt ∈ m, 有
grade(I + (b1, ..., bt),M) ≤ grade(I,M) + t.

Proof. 当 I = R 或 M = 0 结论直接成立, 所以我们不妨设 I 是真理想且 M 6= 0, 只需证 t = 1 的情形,
再归纳地得到结论. 设 I = (a1, ..., an), grade(I + (b1),M) = r, 那么 [定理1.112] 说 Hj(a1, ..., an, b1;M) =

0, ∀n − r + 2 ≤ j ≤ n + 1. 因此应用 [引理1.113] 可知 Hj(a1, ..., an;M) = 0, ∀n − r + 2 ≤ j ≤ n + 1. 而
Hj(a1, ..., an;M) = 0, j = n− r + 2, ..., n说明 grade(I,M) ≥ r − 1 = grade(I + (b1),M)− 1.

Theorem 2.30. 任何 Cohen-Macaulay环是 universally catenary环.
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Proof. 因为 Cohen-Macaulay环上有限个未定元的多项式环仍是 Cohen-Macaulay的,所以要证该定理只需验
证 Cohen-Macaulay环的同态像是 catenary环. 设 R是 Cohen-Macaulay环, R到环 S 有满同态 ϕ,则 S 任何

给定素理想对 P ⊆ Q之间的极大素理想链都拉回到 R上成为 R两个素理想之间的极大素理想链 (若有极大
素理想链 P = P0 ( · · · ( Pl = Q,则有 R的素理想链 ϕ−1(P0) ( ϕ−1(P1) ( · · · ( ϕ−1(Pl),并注意 ϕ−1(P0)

是包含 Kerϕ 的素理想, 由此易验证 ϕ−1(P0) ( ϕ−1(P1) ( · · · ( ϕ−1(Pl) 的极大性). 所以只要验证 Cohen-
Macaulay环是 catenary环就足够了. 现设 Cohen-Macaulay环 R有素理想链 P ⊆ Q,那么任意一条极大素理
想链 P = P0 ( · · · ( Pl = Q与 P 与某个极小素理想间的极大素理想链合并可诱导 RQ 的一条极大素理想链,
而 [引理2.28]说这样的极大素理想链长度就是 k.dimRQ,所以由 P 与任何相关素理想间的极大素理想链长度

恒为 htP 得到 l = k.dimRQ − k.dimRP 是固定的.

一般地,对 catenary环,未必有

htP + k.dimR/P = k.dimR, ∀P ∈ Spec(R).

例如考虑离散赋值环 (C,m)上的一元多项式代数 R = C[x], 并设 m = (π). 命 P = (πx − 1), 利用 π 和 x所

在 R/P 中的像互为逆元可直接验证 R/P 是域, 进而 P 是 R 的极大理想 (这里 C 作为离散赋值环是正则局

部环, 进而由下一节的 [定理2.43] 得到 C 是 Cohen-Macaulay 局部环. 结合 [推论2.20] 得到 R 也是 Cohen-
Macaulay环. 因此由 [定理2.30]知 R是 universally catenary环). 应用 Krull主理想定理得到 htP = 1. 这时
htP + k.dimR/P = 1 < 2 = k.dimR. 但当交换 Noether环满足上述维数等式时,该公式放宽至任何真理想.

Proposition 2.31. 设含幺交换 Noether 环 R 满足 k.dimR < +∞ 且 htP + k.dimR/P = k.dimR, ∀P ∈
Spec(R).那么对 R的任何真理想 I 有 htI + k.dimR/I = k.dimR.

Proof. 因为 R是交换 Noether的,所以包含 I 的极小素理想全体可设为 Q1, ..., Qm. 根据高度的定义有 htI =

min{htQk|1 ≤ k ≤ m}. 不妨设 htI = htQ1,则 k.dimR/Q1 ≥ k.dimR/Qk, ∀1 ≤ k ≤ m. 下面断言 k.dimR/I =

k.dimR/Q1, 一旦证明该断言结论立即成立. 现设 k.dimR/I = n. 一方面, R/I 到 R/Q1 有标准满环同态保

证了 k.dimR/Q1 ≤ k.dimR/I = n. 另一方面, 存在 R 的素理想链 P0 ⊆ P1 ( · · · ( Pn 使得 P0 ⊇ I , 因
为 k.dimR/I = n, 所以 P0 是包含理想 I 的极小素理想, 这意味着存在 1 ≤ j ≤ m 使得 P0 = Qj , 进而
k.dimR/I = n ≤ k.dimR/Qj ≤ k.dimR/Q1,所以 k.dimR/I = k.dimR/Q1 = n,断言得证.

2.3 正则局部环

之前在 [定义1.49]中我们已经回顾过正则局部环的概念. 它有下述等价刻画：

Lemma 2.32. 给定含幺交换 d维 Noether局部环 (R,m),记 k = R/m是局部环 R的剩余域,那么 R是正则局

部环的充要条件是 dimkm/m2 = d.

Proof. 回忆对含幺环 R上的有限生成左模M 以及 {x1, ..., xm} ⊆ M , M 可由 {x1, ..., xm}生成的充要条件是
M/Jac(R)M 作为 R/Jac(R)-模可由 {x1, ..., xm}生成. 所以 d维 Noether局部环 R总满足 dimkm/m2 ≥ d(这
里也指出 dimkm/m2总有限). 那么该引理的充要性是明显成立的.

回忆仿射簇 X ⊆ Ank 在一点 p 处的 Zariski 切空间 TpX = V ({
n∑
i=1

(∂F/∂xi)(p)xi|F ∈ I(X)}) ⊆ Ank , 根

据定义易知它是仿射空间 Ank 的 k-线性子空间. 如果 D : A(X) → k 是 k-线性映射且 D(fg) = f(p)D(g) +
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g(p)D(f), ∀f, g ∈ A(X),称D是X 在 p处导子 (derivation). 易见仿射簇X 在 p处导子全体构成 k-线性空间.
若仿射簇内一点 p ∈ X 满足 dimpX = dimkTpX ,称该点为光滑点. 下面的定理体现了正则局部环的几何上的
重要性——仿射簇在一点的光滑性可以由簇在该点处局部环的正则局部性刻画.

Theorem 2.33 (光滑性刻画). 设 k是代数闭域,对仿射簇X ⊆ Ank , p ∈ X ,局部环 OX,p是正则局部环的充要条

件是 p ∈ X 是光滑点.

Proof. 记 mp 是点 p所对应 OX,p 的极大理想. 易证 k-线性同构 TpX ∼= (mp/m
2
p)

∗,后者总是有限维 k-线性空间,
所以 dimkTpX = dimkmp/m

2
p. 于是由 dimpX = k.dimOX,p即得等价性.

Remark 2.34. 对代数闭域 k 上仿射簇 X ,以及 X 内一点 p,总有 dimkTpX = dimkmp/m
2
p,其中 mp 是点 p所

对应 OX,p的极大理想. 所以仿射簇 X 在点 p处的局部维数总是不超过在该点处切空间维数.

容易证明正则局部环总是整区.

Lemma 2.35. 设 (R,m)是正则局部环,则 R是整环.

Proof. 我们对 R的 Krull维数 d ≥ 0作归纳证明结论. 当 d = 0时, m = 0,所以 R是域,结论成立. 假设结论
对 d − 1(d ≥ 1)维正则局部环成立,那么对 d维正则局部环 R, m 6= m2(利用 Nakayama引理)且 m不是极小

素理想. 若设 R 的全体极小素理想是 P1, ..., Pr, 那么 m * m2
⋃
(
r⋃
i=1

Pi), 所以可选取 x ∈ m使得 x /∈ m2 且 x

不在任何一个极小素理想中. 置 S = R/(x),那么由 x的选取方式迫使 k.dimS = d − 1(应用 [命题1.51]). 下
面说明 S 是正则局部环,记 I = m/(x)是 S 唯一的极大理想,那么作为 R-模有同构 I/I2 ∼= m/(m2 + (x)),下
证 m/(m2 + (x))作为 R-模可由 d − 1个元素生成,一旦证明该断言,则 Noether局部环 S 满足 dimS/II/I

2 =

d − 1, 进而得到 S 是 d − 1 维正则局部环. 记 k = R/m, 将 m/(m2 + (x)) 视作 k-线性空间, 考虑 k-线性映
射 ϕ : m/m2 → m/(m2 + (x)), a + m2 7→ a + (m2 + (x)), 易见 ϕ 是满射并且 Kerϕ = k(x + m2). 于是
d = dimkm/m2 = 1 + dimkm/(m2 + (x)),进而 m/(m2 + (x))作为 R-模可由 d − 1个元素生成,这也证明了断
言. 所以我们得到 S 是 d− 1维正则局部环. 对 S 应用归纳假设,我们得到 (x)是 R的素理想,由 x的选取方式

知 (x)不是极小素理想,所以存在 R的某个极小素理想 Q使得 (x) ) Q,容易验证 Q = xQ,再由Nakayama引
理得到 Q = 0,因此 R是整环,得证.

Remark 2.36. 一般可以证明正则局部环是 U.F.D.(参见 [Mat87, Theorem 20.3]).

同样用上面引理的证明方法,可以得到

Proposition 2.37. 设 (R,m)是交换Noether局部环, x ∈ m. 则 R是正则局部环且 x /∈ m2的充要条件是 R/(x)

是正则局部环且 x是 R-正则元.

Proof. 必要性：因为正则局部环是整环,所以x 6= 0自然是含于m的R-正则元,进而 [推论1.60]表明k.dimR/(x) =
k.dimR − 1. 同样记 S = R/(x), I = m/(x)是 S 唯一的极大理想,那么作为 R-模有同构 I/I2 ∼= m/(m2 + (x)),
只需证 m/(m2 + (x))作为 R-模可由 d− 1个元素生成,利用 x /∈ m2与之前同样的方法便得 m/(m2 + (x))作为

R-模可由 d− 1个元素生成. 于是 R/(x)是正则局部环.
充分性：设 k.dimR/(x) = d− 1,那么它的极大理想 m/(x)可由 d− 1个元素生成 (由此可知 m可由 d个

元素生成). 因为 x ∈ m是 R-正则元,故 [推论1.60]表明 k.dimR = d,这说明 R是正则局部环. 最后需要验证
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x /∈ m2,记 I = m/(x),有 R-模有同构 I/I2 ∼= m/(m2 + (x))，假设 x ∈ m2,则 I/I2 ∼= m/m2(作为 R-模),进而
m/m2的 k-线性维数不超过 d− 1,矛盾. 因此 x /∈ m2.

Corollary 2.38 (正则参数系给出正则序列). 设 (R,m)是 d维正则局部环,那么R的任何正则参数系 {x1, x2, ..., xd}
都给出一个含于 m的极大 R-正则序列.

Proof. 不妨设 d ≥ 1, 对每个正整数 1 ≤ i ≤ d − 1, Noether 局部环 R/(x1, x2, ..., xi) 的 Krull 维数至少是
d− i(应用 [命题1.51]),但它唯一的极大理想可由 d− i个元素生成,所以 k.dim R/(x1, x2, ..., xi) = d− i,这说
明 R/(x1, x2, ..., xi)是正则局部环,那么是整环,所以由 xi+1 /∈ (x1, x2, ..., xi)知 xi+1 是 R/(x1, x2, ..., xi)-正则
元. 最后结合 (x1, x2, ..., xd)是真理想得到结论.

类似地,我们也可证明如果交换 Noether局部环 R关于一个正则序列生成理想的商环是正则局部环,则 R

也是正则局部环.

Proposition 2.39. 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环, a1, ..., an 是 R中一个正则序列. 如果 R/(a1, ..., an)是

正则局部环,那么 R是正则局部环.

Proof. 设 k.dimR = d,这时 [推论1.60]表明 R/(a1, ..., an)的 Krull维数是 d− n,进而 R/(a1, ..., an)唯一的极

大理想 m/(a1, ..., an)可由 d− n个元素生成,所以 m可由 d个元素生成,这说明 R是正则局部环.

Remark 2.40. 正则局部环关于正则序列生成的理想作商未必是正则局部环. 例如考虑域 F 上形式幂级数环

R = F [[x]],它唯一的极大理想是 (x)且 R为 1维整环 (这是离散赋值环). 那么 x2是 R的正则元,但 R/(x2)是

0维 Noether局部环,它唯一的极大理想至少需要 1个元素生成,不是正则局部环.

Corollary 2.41. 设 (R,m) 是正则局部环, I 是 R 的真理想满足 R/I 也是正则局部环并记 n = k.dimR −
k.dimR/I . 那么存在 R-正则序列 a1, a2, ..., an使得 I = (a1, ..., an).

Proof. 由条件知R/m上线性空间m/m2的线性维数与 (m/I)/(I+m2/I)的线性维数之差是n. 考虑标准投射 π :

m/m2 → (m/I)/(I+m2/I),那么Kerπ是R/m上 n维线性空间并且可选取 a1, ..., an ∈ I使得 {a1+I, ..., an+I}
构成 Kerπ 作为 R/m-线性空间的一个基. 将该基扩充为 m/m2 的一个基 {a1 + I, ..., an + I, an+1 + I, ..., ad +

I}, 这里 d = k.dimR, 那么 R 有正则参数系 {a1, ..., ad}, 因此 {a1, ..., ad} 也是 R 的一个 R-正则序列, 从而
R/(a1, ..., an)也是正则局部环 (见 [推论1.60])并且其 Krull维数是 k.dimR/I . 注意到 I 和 (a1, ..., an)都是素

理想且 (a1, ..., an) ⊆ I ,所以必有 I = (a1, ..., an).

正则局部环也有关于相伴分次环的刻画.

Theorem 2.42. 设 (R,m, k)是 d维交换 Noether局部环,则以下三条等价：
(1)相伴分次环 Gm(R)作为分次环同构于 k[x1, ..., xd].
(2)线性维数 dimkm/m2 = d.
(3)极大理想 m可由 d个元素生成.

Proof. (1)⇒(2): 因为 k[x1, ..., xd] 的 1 次部分作为 0 次部分上的线性空间是 d 维的, 所以 Gm(R) 的 1 次部

分 m/m2 也是 k 上 d 维线性空间. (2)⇒(3) 是明显的. 还想证 (3)⇒(1). 设 m 可由 {a1, ..., ad} 生成, 那
么 R 是正则局部环, {a1, ..., ad} 是正则参数系, 进而是含于 m 的极大 R-正则序列. 命 α : k[x1, ..., xd] →
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Gm(R), f(x1, ..., xd) 7→ f(a1, ..., ad), 这是满分次环同态. 我们用反证法说明 α 是单射. 若不然, 由 Kerα 是
非零齐次理想知存在非零 s次齐次多项式 F̃ ∈ k[x1, ..., xd]使得 F̃ [a1, ..., ad] = 0,进而有 R上 s齐次多项式 F

使得 F [a1, ..., ad] ∈ ms+1(这里 F 满足 F̃ 是 F 在 R[x1, ..., xd]到 k[x1, ..., xd]标准投射下的像). 现在应用 [定
理1.14], F 各系数在 m中,所以 F̃ = 0,矛盾.

Theorem 2.43. 设 (R,m)是 d维正则局部环,则 R是 Cohen-Macaulay环.

Proof. 因为 R的任何正则参数系 {x1, x2, ..., xd}是含于 m的极大 R-正则序列,且该序列长度就是 R的维数,所
以由 Cohen-Macaulay环的定义得到结果.

Remark 2.44. 我们在 [定理2.6]下面的讨论中看到了交换 Noether局部环上非零 Cohen-Macaulay模任何极
大M -正则序列与M 的参数系之间的联系. 特别地,对于 Cohen-Macaulay局部环,它作为 Noether局部环的
每个参数系都产生 n!个含于 m的极大 R-正则序列. 反之,它的每个极大 R-正则序列都给出一个 R的参数系.

我们已经从 [引理1.77]中看到交换 Noether局部环 R的整体维数就是 p.dimRk(关于整体维数的基本概
念和性质,可以参考 [定义3.29]和 [定理3.32]),也就是说

gl.dimR = sup{i ∈ N|TorRi (k, k) 6= 0}.

并通过 [推论1.117]得到对含于 m的 R-正则序列 a1, ..., an,有 p.dimRR/(a1, ..., an) = n. 因此,根据前面的讨
论可知,对 d维正则局部环 R,设 {x1, x2, ..., xd}是正则参数系,那么

gl.dimR = p.dimRk = p.dimRR/m = p.dimRR/(x1, x2, ..., xd) = d.

由此我们得到下述推论.

Corollary 2.45. 设 (R,m)是 d维正则局部环,那么 gl.dimR = k.dimR = d.

特别地,正则局部环有有限的整体维数. 那么一个基本的问题就是：如果一个交换 Noether局部环的整体
维数有限,它是否一定是正则局部环?历史上,在上个世纪 50年代初, Emil Artin希望 David Buchsbaum为他
介绍一些除了 Ext函子与 Tor函子外同调代数的应用, Buchsbaum给出了正则局部环具有有限的整体维数的
证明,并期待逆命题是正确的但未能给出证明. 随后 Buchsbaum邀请Maurice Auslander与他一起尝试证明,
在还没成功证明前他们把已经取得的成果与需要的不等式整理起来给了 Eilenberg, 后者带着这些整理去了巴
黎, Serre看到证明提纲后比 Auslander和 Buchsbaum提前一周完成最终证明. 接下来我们来证明上述推论的
逆命题. 首先我们需要

Lemma 2.46. 设 (R,m)是交换 Noether局部环, a ∈ m−m2,则 m/(a)同构于 m/am的直和因子.

Proof. 考虑R的剩余域 k上的有限维线性空间m/m2,因为 a 6= 0 ∈ m/m2,可扩充为m/m2的一个基 {a, x1, ..., xs},
易知 m = (a, x1, ..., xs) 以及 I = Rx1 + Rx2 + · · · + Rxs ⊆ m 且对任何 c ∈ R, ac ∈ I 蕴含 c ∈ m. 这
说明 I ∩ (a) ⊆ am. 进而有自然同态列 m/(a) = (I + (a))/(a) ∼= I/I ∩ (a) ↪→ m/am, 记它们的合成是
f : m/(a) → m/am, 则标准投射 g : m/am → m/(a) 满足 gf = id, 这说明 m/(a) 同构于 m/am 的直和因

子 (无论是作为 R-模还是作为 R/(a)-模).

Theorem 2.47. 设 (R,m)是交换 Noether局部环,如果 p.dimRm < +∞,则 R是正则局部环.
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Proof. 因为 dimkm/m2 有限, 可设 n = dimkm/m2. 下面对 n ≥ 0 作归纳证明：任何交换 Noether 局部环
(R,m),只要 p.dimRm有限,则 R是正则局部环. 当 n = 0时, m = 0,所以 R是域,结论直接成立. 假设结论对
n− 1(n ≥ 1)的情形成立,现考察 n的情形. 设 p.dimRm < +∞,我们断言存在 a ∈ m−m2使得 a是 R-正则元.
若不然,则 m−m2中均为 m-零因子,进而由 [引理1.20(1)]得到

m ⊆

( ⋃
P∈Assm

P

)⋃
m2,

由于 m 6= 0, 这时 Nakayama 引理保证了 m 6= m2, 所以 m ∈ Assm, 进而存在 c 6= 0 ∈ m 使得 cm = 0, 这意
味着 m不是自由 R-模. 所以由 R是局部环知 m不是投射 R-模 (回忆局部环上的有限生成投射模总是自由的,
一个直接的证明可参见 [命题3.14]). 另一方面, 因为 m是投射维数有限的非零有限生成 R-模, 由 Auslander-
Buchsbaum 公式, p.dimRm + depthm = depthR. 注意到 depthm = depthR, 所以 p.dimRm = 0, 这意味
着 m是投射 R-模,我们得到了矛盾. 断言得证,即存在 R-正则元 a ∈ m − m2. 下面我们说明 Noether局部环
R′ = R/(a)的极大理想 m′ = m/(a)作为 R′-模投射维数有限且对 R′ 的剩余域 k′ 有 dimk′m

′/(m′)2 = n − 1.
因为 a ∈ m−m2,所以类似之前的讨论易证 dimk′m

′/(m′)2 = n− 1. 对于后一结论,注意这里 a是 R-正则元则
也必为 m-正则元, 所以 [引理1.78]保证了 p.dimRm = p.dimR′m/am也有限. 现在应用 [引理2.46], 则 m/(a)

作为 R′-模的投射维数不超过 p.dimR′m/am, 从而 p.dimR′m/(a) < +∞. 于是可以对 R′ 应用归纳假设, 得到
R′ = R/(a)是正则局部环,因为这里 a是 R-正则元,故由 [命题2.37]得到结论.

最后,我们把前面的讨论总结为下述定理.

Theorem 2.48 (Auslander-Buchsbaum-Serre). 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,则以下五条等价：
(1)R是正则局部环.
(2)整体维数 gl.dimR < +∞.
(3)投射维数 p.dimRk < +∞.
(4)任何有限生成 R-模M 有 p.dimRM < +∞.
(5)投射维数 p.dimRm < +∞.
并且这时 gl.dimR = k.dimR.

Proof. (1)⇒(2) 来自 [推论2.45]. (2)⇒(3) 由整体维数定义即得. (3)⇒(4) 来自 [引理1.77]. (4)⇒(5) 明显.
(5)⇒(1)来自 [定理2.47]. 已经在 [推论2.45]中证明过正则局部环 R满足 gl.dimR = k.dimR.

Example 2.49. 设 F 是域,那么形式幂级数环 F [[x]]是交换 Noether局部环且是主理想整区,易见 F [[x]]不是

域,所以 gl.dimF [[x]] = 1,那么 F [[x]]是正则局部环.

Corollary 2.50. 设 R是正则局部环,则对 R的任何素理想 P , RP 也是正则局部环.

Corollary 2.51. 设 R是交换 Noether环,如果极大理想 m满足 Rm 是正则局部环,那么对 m包含的任何素理

想 Q, RQ也是正则局部环.

Proof. 根据条件,有环同构 RQ ∼= (Rm)Qm
,再应用 [推论2.50]即可.

Corollary 2.52. 设 (R,m)是正则局部环,那么任何 R上极大 Cohen-Macaulay模是自由的. 反之, R上任何非
零有限生成自由模当然是极大 Cohen-Macaulay 模. 所以正则局部环上的非零有限生成模是自由模等价于它
是极大 Cohen-Macaulay模.
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Proof. 因为正则局部环整体维数有限,所以任何极大 Cohen-Macaulay模M 自然有 p.dimRM < +∞,不妨设
M 6= 0,于是对M 应用 Auslander-Buchsbaum公式立即得到M 的投射维数是零,进而知M 投射,因为局部
环上有限生成投射模自由 (见附录 [命题3.14]),故M 是自由 R-模.

Corollary 2.53. 设 (R,m)是正则局部环, (S, n)是交换Noether局部环,并有 R是 S的子环满足 S是有限生成

R-模. 则以下三条等价:
(1)S 作为交换 Noether局部环是 Cohen-Macaulay的.
(2)S 作为有限生成 R-模是极大 Cohen-Macaulay的.
(3)S 作为 R-模是有限生成自由模.

Proof. 根据 [命题1.41],总有 depthRS = depthSS. 而 R ⊆ S 是整扩张说明 k.dimR = k.dimS. 由此立即得到
(1)和 (2)等价. 而 (2)和 (3)等价来自 [推论2.52].

2.4 Gorenstein环

本节先回忆内射维数的相关基本性质,再介绍Gorenstein环的概念. 最后应用 [定理2.62]说明Gorenstein
环总是 Cohen-Macaulay环. 先回忆内射维数的定义.

Definition 2.54. 设M 是左 R-模,称

inj.dimRM = inf{l ∈ Z|存在M的内射分解(D, d, η)使得l为复形(D, d)的长度}

是M 的内射维数. 零模的内射维数是 −∞.

根据内射维数的定义马上看到：

Lemma 2.55. 设 RM 6= 0,那么M 是内射模的充要条件是 inj.dimRM = 0.

当R是交换Noether环时,对任何乘闭子集S和有限生成R-模M与R-模N ,有RS-模同构 (ExtnR(M,N))S ∼=
ExtnRS

(MS , NS).由此不难看到对任何内射 R-模 Q有 QS 是内射 RS-模. 故有：

Proposition 2.56. 设 R是交换 Noether环, S 是乘闭子集,M 是 R-模,则

inj.dimRS
MS ≤ inj.dimRM.

下面是模的内射维数不超过 n的一些等价条件.

Proposition 2.57. 给定模 RM 与自然数 n,则以下三条等价：
(1)inj.dimRM ≤ n.
(2)Extn+1

R (N,M) = 0, ∀N ∈ obR-Mod.
(3)对任何 R的左理想 I 有 Extn+1

R (R/I,M) = 0.

Proof. (1)⇒(2): 取M 一长度不超过 n的内射分解,由 ExtiR(N,−)的定义得到 Extn+1

R (N,M) = 0.

(2)⇒(3): 取 N = R/I 即可.
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(3)⇒(1): 先构造出下述形式的正合复形：

0 M D0 · · · Dn−1 Q 0,
η d0 dn−2

其中每个 Di是内射模. 如果能证明 Q是内射模,那么 inj.dimRM ≤ n. 下面使用 Baer判别法来得到 Q的内射

性. 由 Ext1R(R/I,Q) ∼= Extn+1
R (R/I,M)得到对每个左理想 I 有 Ext1R(R/I,Q) = 0,于是由短正合列

0 I R R/I 0

导出 Ext群长正合列得到短正合列

0 HomR(R/I,Q) HomR(R,Q) HomR(I,Q) 0,

再用 Baer判别法得到 Q是内射模.

回忆交换 Noether环 R上的有限生成模M 总有形如 0 = M0 ( M1 ( · · · ( Mt = M 且每个Mi+1/Mi
∼=

R/Pi,其中 Pi ∈ SuppM 的子模链 ([引理1.21(4)]). 由此可得下述引理.

Lemma 2.58. 设 R是交换 Noether环, M,N 是 R-模, N 是有限生成模, n是正整数,如果对每个 P ∈ SuppN
有 ExtnR(R/P,M) = 0,那么 ExtnR(N,M) = 0.

Proof. 取 N 的子模链 0 = N0 ( N1 ( · · · ( Nt =M 使每个 Ni+1/Ni
∼= R/Pi, Pi 是 SuppN 中元. 那么由条件

得到 ExtnR(Ni+1/Ni,M) = 0. 由短正合列 0 N0 N1 N1/N0 0 导出 Ext群长正合
列得到 ExtnR(N1,M) = 0,如此继续地讨论得到 ExtnR(N,M) = 0.

于是我们对交换 Noether环上模的内射维数不超过 n可以说更多.

Corollary 2.59. 设 R是交换 Noether环,M 是 R-模, n是自然数,那么以下两条等价：
(1)inj.dimRM ≤ n.
(2)Extn+1

R (R/P,M) = 0, ∀P ∈ SpecR.

事实上结合投射维数的刻画, 易知对任何含幺环 R 有 l.gl.dimR = sup{p.dimRM |M ∈ obR-Mod} =

sup{inj.dimRM |M ∈ obR-Mod}, 所以整体维数有限的环 R(例如正则局部环, 回忆 [推论2.45]) 必定满足
inj.dimRR有限. 我们之后定义的 Gorenstein局部环就是指内射维数有限的交换 Noether局部环.

Proposition 2.60. 设 (R,m)是交换 Noether局部环, p是异于 m的素理想, M 是有限生成 R-模, n是自然数.
如果对任何素理想 q ) p有 Extn+1

R (R/q,M) = 0,则 ExtnR(R/p,M) = 0.

Proof. 取定 a ∈ m− p,那么 a是 R/p-正则元,故有正合列

0 R/p R/p R/(p+ (a)) 0,
al

它导出长正合列

· · · ExtnR(R/p,M) ExtnR(R/p,M) Extn+1
R (R/(p+ (a)),M) · · · ,al

注意到 R-模 R/(p+(a))的支集含于 {q ∈ V (p)|q 6= p},那么根据 [引理2.58]得到 Extn+1
R (R/(p+(a)),M) = 0,

所以 ExtnR(R/p,M) = aExtnR(R/p,M),其中 a ∈ m,因为 ExtnR(R/p,M)是有限生成模 (取 R/p的有限生成自

由表示容易验证),所以应用 Nakayama引理得到 ExtnR(R/p,M) = 0.
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现在我们可以给出交换 Noether局部环上有限生成模的内射维数公式.

Proposition 2.61. 设 (R,m)是交换Noether局部环, k = R/m是剩余类域,M是有限生成R-模. 则 inj.dimRM =

sup{i ∈ N|ExtiR(k,M) 6= 0}.

Proof. 如果 M = 0, 则 inj.dimRM = sup{i ∈ N|ExtiR(k,M) 6= 0} = −∞, 结论成立. 下设 M 是非零模, 那
么 Nakayama 引理保证了 mM 6= M , 所以 grade(m,M) 有限, 这说明 {i ∈ N|ExtiR(k,M) 6= 0} 6= ∅. 如
果集合 sup{i ∈ N|ExtiR(k,M) 6= 0} = +∞, 那么 [命题2.57] 表明 inj.dimRM = +∞. 下设集合 sup{i ∈
N|ExtiR(k,M) 6= 0} = t ∈ N, 那么 inj.dimRM ≥ t. 下面使用反证法证明 Extt+1

R (R/P,M) = 0, ∀P ∈ SpecR.
一旦证明该事实, 由 [推论2.59] 得到 inj.dimRM ≤ t, 也就得到了 inj.dimRM = t. 假设有某个素理想 P 使

得 Extt+1
R (R/P,M) 6= 0, 那么 P 6= m, 由 [命题2.60]得到存在素理想 P1 ) P 使 Extt+1

R (R/P1,M) 6= 0, 同样
P1 6= m,如此继续讨论,递归地得到素理想严格升链 P = P0 ( P1 ( P2 ( · · · ,这与 R是Noether环相矛盾. 所
以我们得到 inj.dimRM = t.

Theorem 2.62 (Bass公式). 设 (R,m)是交换 Noether局部环, k = R/m是剩余域, M 是非零有限生成 R-模,
满足M 的内射维数有限. 那么 k.dimM ≤ inj.dimRM = depthR.

Proof. 先证明 k.dimM ≤ inj.dimRM . 记 d = k.dimM , 根据 [命题2.61]知只需证明 ExtdR(k,M) 6= 0就够了.
取包含 AnnRM 的极大素理想链

P0 ( P1 ( · · · ( Pd = m,

其中 P0 ⊇ AnnRM . 这里 P0作为包含 AnnRM 的极小素理想,在 AssM 中,从而 [引理1.27]保证了

HomRP0
(RP0

/(P0)P0
,MP0

) 6= 0,

即 Ext0RP0
(RP0

/(P0)P0
,MP0

) 6= 0. 下面我们归纳地证明对每个自然数 0 ≤ i ≤ d有

ExtiRPi
(RPi

/(Pi)Pi
,MPi

) 6= 0,

一旦证明,则当 i = d时由 (ExtdR(k,M))Pd
6= 0我们立即得到 ExtdR(k,M) 6= 0. 前面我们看到了当 i = 0时结论

成立,假设我们已经说明了 Exti−1
RPi−1

(RPi−1
/(Pi−1)Pi−1

,MPi−1
) 6= 0, 1 ≤ i ≤ d,有加群同构

(Exti−1
RPi

(RPi
/(Pi−1)Pi

,MPi
))(Pi−1)Pi

∼= Exti−1
RPi−1

(RPi−1
/(Pi−1)Pi−1

,MPi−1
) 6= 0,

所以 Exti−1
RPi

(RPi
/(Pi−1)Pi

,MPi
) 6= 0,注意到 RPi−1

中唯一包含 (Pi−1)Pi
的素理想只有 (Pi)Pi

,所以 [命题2.60]
告诉我们 ExtiRPi

(RPi
/(Pi)Pi

,MPi
) 6= 0. 由此我们得到 ExtdR(k,M) 6= 0. 故 k.dimM ≤ inj.dimRM .

再验证等式 inj.dimRM = depthR. 记 inj.dimRM = s,depthR = n, 那么有极大 R-正则序列 a1, ..., an,
根据 [推论1.117] 我们知道 p.dimRR/(a1, ..., an) = n 并且 ExtnR(R/(a1, ..., an),M) 就是系数在 M 中的 n 次

Koszul 上同调 Hn(a1, ..., an;M). 回忆 [推论1.107], 我们有 n 次 Koszul 上同调就是 0 次 Koszul 同调, 所
以 ExtnR(R/(a1, ..., an),M) ∼= H0(a1, ..., an;M) ∼= M/(a1, ..., an)M , 由 Nakayama 引理得到后者非零, 进而
ExtnR(R/(a1, ..., an),M) 6= 0, 这说明 inj.dimRM = s ≥ n(通过 ExtnR(R/(a1, ..., an),−) 的定义可以看到这一

点). 另一方面,由 a1, ..., an的极大性我们知道 m中元均为 R/(a1, ..., an)-零因子,从而 m ∈ Ass(R/(a1, ..., an)),
这一观察说明存在形如

0 R/m R/(a1, ..., an) C 0
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的正合列,它导出 Ext群长正合列

· · · ExtsR(C,M) ExtsR(R/(a1, ..., an),M) ExtsR(R/m,M) Exts+1
R (C,M) · · ·

并注意到 Exts+1
R (C,M) = 0,所以存在满同态 ExtsR(R/(a1, ..., an),M) → ExtsR(R/m,M),根据 [命题2.61],我们

得到 ExtsR(R/(a1, ..., an),M) 6= 0,这说明 n = p.dimRR/(a1, ..., an) ≥ s. 故 s = n.

Corollary 2.63. 设 (R,m)是交换 Noether局部环,M 是非零有限生成 R-模,那么 k.dimM ≤ inj.dimRM .

Remark 2.64. 可以证明如果交换Noether局部环R存在一个内射维数有限的非零有限生成模 (此时 [定理2.62]
保证了内射维数是环的深度), 那么 depthM ≤ depthR[BH98, p.96, Exercise 3.1.24]. 由此可知交换 Noether
局部环上任意两个有限生成模M,N 6= 0,总有 depthM ≤ inj.dimN . 并且如果交换 Noether局部环 R上有非

零有限生成模M 满足 depthM ≥ depthR+ 1,那么不存在内射维数有限的非零有限生成模. 同时,我们也从此
看到交换Noether局部环如果不是 Cohen-Macaulay环并且存在内射维数有限的有限生成模,那么它不存在极
大 Cohen-Macaulay模.

Definition 2.65 (Gorenstein环). 如果交换 Noether局部环 R满足 inj.dimRR < +∞,称 R是 Gorenstein局
部环. 如果交换 Noether环在每个极大理想处的局部化都是 Gorenstein局部环,称该环是 Gorenstein环. 域
明显是 Gorenstein环.

如果有含幺环同构 R ∼= R′,通过这一同构赋予 R′ 左 R-模结构后自然也有左 R-模同构 RR ∼= RR
′,由此易

得 inj.dimRR = inj.dimR′R
′. 所以和 Gorenstein环同构的环当然也是 Gorenstein环. 之前我们已经说明过正

则局部环作为自身上的模拥有有限的内射维数,所以我们得到:

Example 2.66. 正则局部环是 Gorenstein局部环.

Proposition 2.67. 设 R是交换 Noether环,则
(1)当 R是 Gorenstein环时,对任何乘闭子集 S 只要 RS 6= 0, RS 就是 Gorenstein环.
(2)Gorenstein环是 Cohen-Macaulay环.

Proof. (1) 任取 RS 的极大理想 m = QS , 这里 Q 是 R 的素理想且与 S 不交, 那么 (RS)m ∼= RQ, 后者是某个
Gorenstein局部环的局部化,所以利用 [命题2.56]即得 RQ是 Gorenstein环.

(2)根据 [定理2.62]和 [推论1.60]这是明显的.

Corollary 2.68. 设含幺交换 Noether局部环 R是 Gorenstein局部环,那么 inj.dimRR = depthR = k.dimR.
若进一步 R是正则局部环,则 inj.dimRR = gl.dimR.

Proof. 应用 Gorenstein局部环是 Cohen-Macaulay环以及 [定理2.62]立即得到.

在 [命题2.7]以及 [命题2.9]中我们看到,对交换Noether环R以及任何R-正则序列 a1, ..., an,R是Cohen-
Macaulay 环蕴含 R/(a1, ..., an) 是 Cohen-Macaulay 环; 当 (R,m) 是 Noether 局部环时, 若对 R-正则序列
a1, ..., an ∈ m 有 R/(a1, ..., an) 是 Cohen-Macaulay 环, 那么易验证它作为 R-模是 Cohen-Macaulay 模, 于
是 R也是 Cohen-Macaulay环. 接下来我们对 Gorenstein环证明类似的结论. 为此需要使用一些极小内射分
解的相关结果, 下面进行一些回顾：回忆一个左 R-模 M 的本质子模 (essential submodule)N 是指对 M 的

任何非零子模 N ′ 有 N ∩ N ′ 6= 0 的模. 如果 N 是 M 的本质子模, 那么记作 N ⊴e M , 这时也称 M 是 N 的
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本质扩张 (essential extension). 如果M 是 N 的本质扩张且M 6= N ,称该扩张是真本质扩张. 如果本质扩张
E ⊇ M 满足不存在M 的本质扩张 E′ 使得 E ( E′,则称本质扩张 E ⊇ M 是极大的 (maximal). 如果单模同
态 i : N → M 满足 Imi是M 的本质子模,称 i是本质单同态.(essential monomorphism). 根据本质子模的定
义,我们看到：对M 的子模 N , N 是本质子模的充要条件是对每个 x 6= 0 ∈M ,存在 r ∈ R使得 rx 6= 0 ∈ N .

Example 2.69. 设 V 是域 k上非零线性空间,因为任何子空间有直和补,所以 V 的本质子空间只有 V .

根据本质子模的定义我们看到本质子模的本质子模仍是本质子模. 对每个模M ,M 自身总是本质子模. 下
面我们用本质单同态的概念给内射模一个刻画.

Proposition 2.70. 设 RQ是模,则 Q是内射模的充要条件是每个本质单同态 i : Q → M 是同构. 特别地,一个
模 Q是内射模的充要条件是 Q没有真的本质扩张.

Proof. 必要性：设 Q是内射模,则任何本质单同态 i : Q → M 满足存在同态 p′ : M → Q使得 ip′ = idM ,从而
M = Imi⊕ Kerp′,再利用 i(Q)是本质子模得到 Kerp′ = 0,即同态 i是满射,故本质单同态 i是同构.
充分性：由于任何模可嵌入某内射模,设 Q0 ⊇ Q是内射模. 设 S 是 Q0 中全体与 Q相交为零的子模全体,

易知 (S,⊆)任何全序子集有上界,应用 Zorn引理可得 S 有极大元 N ,那么 j : Q→ Q0/N 是本质单同态,所以
根据条件得到 j 是满射,从而 Q0 = Q⊕N ,那么 Q作为内射模的直和因子仍内射.
本命题阐述的第二个事实就是前面证明等价命题的重述. 如果 Q是内射模,那么每个本质扩张对应一本质

单同态,由该本质单同态是同构便得Q没有真本质扩张. 反之,若Q没有真本质扩张,那么用反证法易得不存在
不是同构的本质单同态 i : Q→M(否则会产生 Q的真本质扩张),那么也就得到了 Q是内射模.

任给本质单同态 j : Q → N 与单同态 k : Q → Q0, 只要 Q0 是内射模, 就存在单同态 l : N → Q0 使得

k = lj. 由此马上看到下述结果.

Lemma 2.71. 任何模 RM 都存在本质嵌入 i :M → Q使得 Q是内射模. 故任何模有极大本质扩张.

Proof. 取含 M 的内射模 Q0, 并作 S = {N ⊆ Q0|M ⊴e N}, 则 M ∈ S 并且易验证 (S,⊆)满足 Zorn引理条
件,故由 Zorn引理,存在 (S,⊆)中极大元 Q,从而 i : M → Q是本质单同态,下证 Q是内射模. 只需说明任何
本质单同态 k : Q → L 是同构, 记 j : Q → Q0 是标准嵌入. 首先存在单同态 l : L → Q0 使得 lk = j, 于是
M ⊴e Q, k(Q) ⊴e L且 Q = j(Q) ⊴e l(L),所以由 Q的极大性保证了 l(L) = Q = lk(Q),所以 L = k(Q),即 k

是同构,从而 Q是内射模. 所以存在本质单同态 i : M → Q使得 Q是内射模. 事实上根据前面的证明过程,得
到了内射模 Q使得M 是 Q的本质子模,而内射模没有真本质扩张,故 Q自然是M 的极大本质扩张.

Theorem 2.72. 设M 是 I 的子模,则以下三条等价：
(1)I 是M 的极大本质扩张.
(2)I 是内射模且为M 的本质扩张.
(3)I 是包含M 的极小内射模.

Proof. (1)⇒(2): 取 Q是包含 I 的内射模,使得 I 是 Q的本质子模,那么 Q是M 的本质扩张,由 I 的极大性得

到 I = Q是内射模. 所以 I 是内射模且为M 的本质扩张.
(2)⇒(3): 如果 I 有内射子模 I ′ 使得M ⊆ I ′ ( I ,那么由 I ′ 是内射模知 I ′ 是 I 的直和因子,从而M 不是

I 的本质子模,矛盾. 所以 I 是包含M 的极小内射模.
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(3)⇒(1): 根据 [引理2.71] 的证明过程得到 I 存在内射子模 Q 使得 M ⊴e Q. 于是由 I 的极小性得到

Q = I ,因此 I 是M 的本质扩张,那么它自然是极大本质扩张.

Definition 2.73. 设 RM 是 RI的子模,如果 I满足 [定理2.72]中任何一条,称 I是M 的内射包 (injective hull),
记为 E(M). 内射包最早由 Beno Eckmann(瑞士, 1917-2008, Hopf学生)与 A. Schopf于 1953年引入.

[引理2.71]说任何模的内射包都存在,内射包也有下述同构唯一性.

Corollary 2.74. 设 I, I ′都是M 的内射包,则有 I ∼= I ′. 一般这一同构映射不唯一.

Proof. 这时存在单同态 g : I ′ → I 使下图交换. 故 g(I ′)是包含M 但含于 I 的内射模,由 I 极小性得 g满.

I

0 M I ′

i

j

g

下面我们说明交换 Noether环上模取内射包与关于某个乘闭子集作局部化可交换.

Lemma 2.75. 设 R是交换 Noether环, S 是乘闭子集, Q是内射 R-模,则 QS 是 RS-内射模.

Proof. 由 Q是内射模可知对任何模 N 有 ExtiR(N,Q) = 0, ∀i ≥ 1, N ∈ obR-Mod. 对任何理想 I ,取 N = R/I

并将 Ext模关于 S 作局部化可知 ExtiRS
(RS/IS , QS) = 0, ∀i ≥ 1. 因为 RS 的理想总具备 IS 的形式,所以利用

Ext1RS
(RS/IS , QS) = 0以及 Baer判别法即得 QS 的内射性.

Remark 2.76. 因为局部化函子与直和可交换,所以对任何交换环 R与投射 R-模 P , P 关于任何乘闭子集 S 作

局部化后 PS 作为 RS-模总是投射的. 即投射情形不需要 Noether条件.

根据上述引理我们可以得到：

Proposition 2.77. 设 R 是交换 Noether 环, S 是乘闭子集, R-模 M 有内射包 ER(M), 则作为 RS-模有同构
(ER(M))S ∼= ERS

(MS). 即取内射包和作局部化可交换.

Proof. 设 0 M ER(M)
i

是本质单同态, 只需说明 0 MS (ER(M))S
iS

也是本质单

同态即可. 任取非零元 x/s ∈ (ER(M))S ,我们需要说明 RSx/s ∩ iS(MS) 6= 0. 易见只要验证 s = 1的情形就足

够了,作理想集 T = {annR(tx)|t ∈ S},那么由 R是 Noether环知 T 中有极大元 annR(tx),易见 tx 6= 0.
Claim. RS(tx/1)∩(ER(M))S 6= 0. 于是 (ER(M))S ⊇ iS(MS)是本质扩张. 假设RS(tx/1)∩(ER(M))S = 0.

因为 Rtx ∩ ER(M) = Itx 6= 0, I 是 R的理想,并设 a1, ..., an ∈ I 使得 I = (a1, ..., an),所以每个 aitx/1 = 0,进
而存在 u ∈ S 使得 utaix = 0, ∀1 ≤ i ≤ n. 由此我们看到 I ⊆ annR(uxt) = annR(tx)(这里使用了 annR(tx)的
极大性),于是 Itx = 0,得到矛盾. 故 RS(tx/1) ∩ (ER(M))S = 0,断言得证.

回忆左 R-模M 的内射分解是形如

0 M D0 D1 · · ·η d0
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且每个Dj是内射模的正合复形. 若M 是内射分解 (D, d, η)满足D0是M 的内射包 (一般地, η是本质单同态),
Di+1 是 Imdi = d̃i(Di/Kerdi)的内射包,称该内射分解是M 的极小内射分解 (minimal injective resolution).
因为任何模有内射包,所以递归地可构造任何模的极小内射分解.

Proposition 2.78 (极小内射分解存在性). 任何模 RM 有极小内射分解.

Proof. 取定M 的内射包 E(M),有正合列 0 M E(M)
i ,对 Cokeri = E(M)/Imi,考虑其内射包

作正合列

0 M E(M) E(Cokeri)

Cokeri

i d0

递归地便得到M 的一个极小内射分解.

极小内射分解自然有同构唯一性.

Lemma 2.79. 设 RM 有极小内射分解 (I, d, i), (J, h, j),则对任何使下图交换的链映射 α : (I, d) → (J, h)

0 M I0 I1 · · ·

0 M J0 J1 · · ·

i

idM

d0

α0

d1

α1

j h0 h1

有每个 αk 是同构. 回忆比较引理保证了这样的链映射 α总存在.

Proof. 因为 i : M → I0 是本质单同态切 J0 是内射模,所以 α0 是单射,从而由 α0(I0) ⊇ M 是内射模以及内射

包的极小性得到 α0(I0) = J0,因此 α0是同构. 因为 α0是同构,所以下图中的同态 α̃0自然也是同构.

I0 I1

J0 J1 I0/Kerd0

J0/Kerh0

d0

α0 α1

h0
d̃0

α̃0

h̃0

因为嵌入 0 I0/Kerd0 I1
d̃0

是本质单同态, h̃0α̃0单且 J1是内射模,所以 α1是单射. 注意到 α1(I1)

是包含 h̃0(J0/Kerh0)的内射模,所以由内射包极小性可知 α1(I1) = J1,故 α1 是同构. 最后归纳地我们得到每
个 αk 都是同构.

通过这一观察我们可以证明模M 的任何一个极小内射分解到内射分解都有单链映射.

Proposition 2.80. 设 RM 有极小内射分解 (E, d, i)与内射分解 (I, h, j),那么存在链映射 β : (E, d) → (I, h)使

得每个同态 βk 是单射. 特别地,极小内射分解是长度最短的内射分解.
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Proof. 根据比较引理,存在链映射 β : (E, d) → (I, h)使得 β0i = j 以及链映射 γ : (I, h) → (E, d)使得 γ0j = i.
所以 γβ : (E, d) → (E, d)是使得下图交换的链映射

0 M E0 E1 · · ·

0 M E0 E1 · · ·

i

idM

d0

γ0β0

d1

γ1β1

i d0 d1

所以应用上面的引理得到每个 γkβk 是同构. 特别地,每个 βk 是单射,故 β 为所求链映射.

通过上述命题直接得到下述推论.

Corollary 2.81. 任何模的极小内射分解长度给出该模的内射维数.

下述定理表明模的每个内射分解已经承载了极小内射分解的所有信息.

Theorem 2.82. 设 RM 有内射分解 (I, h, j),那么存在M 的极小内射分解与一个正合复形使得 (I, h, i)是这两

个复形的直和.

Proof. 取定 M 的一个极小内射分解 (E, d, i), 根据 [命题2.80] 的证明过程中由比较引理诱导的链映射 β :

(E, d) → (I, h) 与 γ : (I, h) → (E, d), 有 γβ 是链同构. 因此对链映射 β : (E, d) → (I, h), 存在链映射
s : (I, h) → (E, d)使得 sβ = id(E,d)以及下图交换：

0 M E0 E1 · · ·

0 M I0 I1 · · ·

i d0 d1

j

idM

h0

s0

h1

s1

因为每个Ek是内射模,所以根据 skβk = idEk 可知 Ik = Imβk⊕Kersk. 易见每个 hk满足 hk(Imβk) ⊆ Imβk+1.

0 M E0 E1 · · ·

0 M I0 I1 · · ·

0 M E0 E1 · · ·

i

idM

d0

β0

d1

β1

j

idM

h0

s0

h1

s1

i d0 d1

于是知把 hk 限制在 Imβk 上我们得到复形 0 M Imβ0 Imβ1 · · · .j| h0| h1|
易知下图交换,

即 β 给出极小内射分解 (E, d, i)与复形 (Imβ, h|, j|)之间的链同构.

0 M E0 E1 · · ·

0 M Imβ0 Imβ1 · · ·

i

idM

d0

β0|

d1

β1|

j| h0| h1|

所以我们得到复形 (Imβ, h|, i|)是M 的一个极小内射分解. 注意 (I, h, j)可改写为

0 M ⊕ 0 Imβ0 ⊕ Kers0 Imβ1 ⊕ Kers1 · · ·i h0 h1
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因此如果我们能证明 hk(Kersk) ⊆ Kersk+1,我们就可以把 (I, h, j)拆解成极小内射分解 (Imβ, h|, i|)与

0 0 Kers0 Kers1 · · ·h0| h1|

的直和,然后再说明上述复形是正合复形即可. 事实上,由 dksk = sk+1hk 我们马上看到 hk(Kersk) ⊆ Kersk+1.
由于 Kerh0 = Imj ⊆ Imβ0,所以 h0|是单射. 下面说明每个 hk|与 hk+1|在 Kersk+1 处正合,为此只需证对每
个 x ∈ Kerhk+1 ∩ Kersk+1 有某个 y ∈ Kersk 使得 hk(y) = x. 首先我们总存在 z ∈ Ik 使得 hk(z) = x, 设
z = βk(w) + y,这里 w ∈ Ek, y ∈ Kersk,于是两边作用 hk 由 x = hkβk(w) + hk(y)以及 hk(y) ∈ Kersk+1 马上

看到 hk(y) = x. 至此,我们证明了复形

0 0 Kers0 Kers1 · · ·h0| h1|

是正合的.

回忆 Hom函子与张量函子是一对伴随函子,所以如果有保幺环同态 α : R → S 以及内射左 R-模 I ,那么
RSS 是双模且 HomR(RSS ,RI)是内射左 S-模. 利用这一观察我们来得到下述命题.

Proposition 2.83. 设 R是交换 Noether环,M 是 R-模且 x ∈ R既是 R-正则元又是M -正则元,那么对任何能
够被 x零化的 R-模 N ,有 R-模同构 Exti+1

R (N,M) ∼= ExtiR/(x)(N,M/xM), ∀i ≥ 0.

Proof. Step1.先取M 的极小投射分解,然后构造M/xM 作为 R/(x)-模的极小投射分解. 取定M 的极小内射

分解

0 M E0 E1 · · · ,j d0

根据前面的讨论知其长度给出M 的内射维数. 现用 Hom函子 HomR(R/(x),−)作用之,得复形

0 HomR(R/(x), E
0) HomR(R/(x), E

1) HomR(R/(x), E
2) · · ·(d0)∗ (d1)∗ (d2)∗

该复形的 i 次同调就是 ExtiR(R/(x),M), 下面我们来说明 ExttR(R/(x),M) = 0, ∀t ≥ 2,Ext1R(R/(x),M) ∼=
M/xM ,进而可从上述复形出发构造M/xM 作为 R/(x)-模的内射分解 (并且是极小的). 考察短正合列

0 R R R/(x) 0,
xl

它导出 Ext群长正合列

0 HomR(R/(x),M) HomR(R,M) HomR(R,M) Ext1R(R/(x),M) · · ·(xl)
∗

由 R是投射模知 ExttR(R,M) = 0, ∀t ≥ 1,于是 ExttR(R/(x),M) = 0, ∀t ≥ 2并且借助下述交换图

HomR(R,M) HomR(R,M) Ext1R(R/(x),M) 0

M M

(xl)
∗

∼= ∼=

xl

马上得到 R/(x)-模同构M/xM ∼= Ext1R(R/(x),M). 下面通过说明 HomR(R/(x), E
0) = 0来得到正合 R/(x)-

模复形.
0 M/xM HomR(R/(x), E

1) HomR(R/(x), E
2) · · ·(d1)∗ (d2)∗
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假设 HomR(R/(x), E
0) 6= 0,那么 E0 中有非零元 a可被 x零化. 因为 Ra中有 Kerd0 = j(M)的非零元,所以

该非零元可被 x零化,这和 x是M -正则元矛盾. 从而 HomR(R/(x), E
0) = 0. 下面我们先说明正合复形

0 M/xM HomR(R/(x), E
1) HomR(R/(x), E

2) · · ·(d1)∗ (d2)∗

是M/xM 的内射分解,再说明其极小性. 利用张量函子 −⊗R/(x) R/(x)与Hom函子HomR(R/(x),−)的伴随

性,有函子的自然同构

HomR(−, Ei)(−⊗R/(x) R/(x)) = HomR(−⊗R/(x) R/(x), E
i) ∼= HomR/(x)(−,HomR(R/(x), E

i))

这一观察说明每个 HomR(R/(x), E
i)作为 R/(x)-模是内射模. 因而前面得到的复形

0 M/xM HomR(R/(x), E
1) HomR(R/(x), E

2) · · ·(d1)∗ (d2)∗

是M/xM的内射分解. 要验证其极小性只需说明每个Ker(di)∗是HomR(R/(x), E
i)的本质子模,任取HomR(R/(x), E

i)

的非零元 g : R/(x) → Ei,有 g(1) 6= 0 ∈ Ei,因为 Kerdi 是 Ei 的本质子模,所以存在 a ∈ R使得 ag(1) 6= 0 ∈
Kerdi, 于是 ag 6= 0 ∈ Ker(di)∗, 所以 Ker(di)∗ 是 HomR(R/(x), E

i) 的本质子模. 总结一下, 现在我们得到了
M/xM 作为 R/(x)-模的极小内射分解

0 M/xM HomR(R/(x), E
1) HomR(R/(x), E

2) · · · .(d1)∗ (d2)∗

Step2.对 N ,因为 xN = 0,所以可天然给出 N 上的 R/(x)-模结构,并且易得 HomR(N,E
0) = 0,现在用

Hom函子 HomR/(x)(N,−)作用我们得到的M/xM 的极小内射分解得到复形

0 HomR/(x)(N,HomR(R/(x), E
1)) HomR/(x)(N,HomR(R/(x), E

2)) · · · .(d1)∗∗ (d2)∗∗

通过张量函子与 Hom函子的伴随性易得下述两复形间的链同构

0 0 HomR/(x)(N,HomR(R/(x), E1)) HomR/(x)(N,HomR(R/(x), E2)) · · ·

0 HomR(N,E0) HomR(N,E1) HomR(N,E2) · · ·

∼=

(d1)∗∗

∼=

(d2)∗∗

∼=

(d0)∗ (d1)∗ (d2)∗

对上下两复形取同调即得结果.

上述命题证明过程中我们也得到了下述引理,为了之后引用方便这里单独列出.

Lemma 2.84. 设 R是含幺交换环,M 是 R-模, ER(M)是M 的内射包, a ∈ R不可逆. 那么

j∗ : HomR(R/(a),M) → HomR(R/(a), ER(M))

是 R/(a)-模范畴间的本质单同态,这里 HomR(R/(a), ER(M))是内射 R/(a)-模.

Proof. 利用 ER(M)是内射模以及 Hom函子与张量函子伴随性看到 HomR(R/(a), ER(M))是内射 R/(a)-模,
要验证的只有 j∗ 是本质单同态. 任取 g 6= 0 ∈ HomR(R/(a), ER(M)), 我们需要说明存在 c ∈ R/(a) 使得

cg 6= 0 ∈ j∗(HomR(R/(a),M)) 来得到 j∗(HomR(R/(a),M)) 是 HomR(R/(a), ER(M)) 的本质子模. 因为
g(1) 6= 0 ∈ ER(M), 所以利用 M 是 ER(M) 的本质子模知存在 b ∈ R 使得 bg(1) ∈ M . 现取 c = b, 那么
cg = bg 6= 0满足 Im(cg) ⊆M . 这一观察表明 cg 6= 0 ∈ j∗(HomR(R/(a),M)).
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通过 [命题2.83]立即得到下述推论.

Corollary 2.85. 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,那么对任何有限生成模M 以及 x ∈ m,如果 x既是 R-正
则元又是M -正则元,那么 inj.dimR/(x)M/xM = inj.dimRM − 1.

Proof. 回忆 [命题2.61],我们有 inj.dimRM = sup{i ∈ N|ExtiR(k,M) 6= 0}以及

inj.dimR/(x)M/xM = sup{i ∈ N|ExtiR/(x)(k
′,M/xM) 6= 0} = sup{i ∈ N|ExtiR/(x)(k,M/xM) 6= 0}

再应用 [命题2.83]即可.

特别地, 如果我们有 R-正则序列 a1, ..., an, 那么每个 ai+1 作为 R/(a1, ..., ai)-正则元当然满足上述推论的
条件. 那么反复应用上述推论我们看到 inj.dimR/(a1,...,an)

R/(a1, ..., an) = inj.dimRR− n. 故得下述推论.

Corollary 2.86. 设 R是交换 Noether环, a1, ..., an 是 R-正则序列,那么 R是 Gorenstein环蕴含 R/(a1, ..., an)

也是 Gorenstein环. 反之,若 R是Noether局部环,则 R/(a1, ..., an)是 Gorenstein环蕴含 R是 Gorenstein环.

根据前面的讨论知 [推论2.85]也告诉我们下述推论.

Corollary 2.87. 设 (R,m, k) 是交换 Noether 局部环, M 是非零有限生成模, 如果 R-正则序列 a1, ..., an 也是

M -正则序列,那么 inj.dimR/(a1,...,an)
M/(a1, ..., an)M = inj.dimRM − n.

2.5 Matlis理论初步

本节先介绍 Noether环上内射模的结构理论、Bass数、模的 type、局限在有限长模范畴的Matlis对偶.
最后说明一个交换 Noether局部环是 Gorenstein环的充要条件是它是 type为 1的 Cohen-Macaulay环.
先看一个由 Eben Matlis(美国 1923-2015, Kaplansky学生)给出的一个交换代数中的著名定理：

Theorem 2.88 (Matlis,1958). 设 R是交换 Noether环, I(R)是不可分内射模同构类全体,那么

α : SpecR→ I(R), P 7→ [E(R/P )]

是定义合理的双射. 即交换 Noether 环上不可分内射模同构类全体与素谱有一一对应, 特别地, I(R) 是集合
(严格来说这种表述是错误的,原因是每个不可分内射模同构类是真类,它不可能是某个集合的元素,但我们可
以先从每个不可分内射模等价类中选取一个代表元,将全体代表元构成的类记作 I(R)来修正这一点). 并且 R

上任何不可分内射模总同构于某个 R/P 的内射包,这里 P ∈ SpecR.

在证明该定理前做一些准备.

Lemma 2.89. 设 R是交换 Noether环,那么
(1)任何素理想 P 满足 E(R/P )是不可分内射模.
(2)任给内射 R-模 I 6= 0,对 P ∈ AssI ,有 E(R/P )同构于 I 的某个直和因子. 特别地,当 I 是不可分内射模时,
E(R/P ) ∼= I .
(3)对任何有限生成 R-模M ,有 AssM = AssE(M). 特别地,当M = R/P, P ∈ SpecR时,有

AssE(R/P ) = AssR/P = {P}.
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Proof. (1)假设 E(R/P )可分,那么有非零子模 N1, N2 的交是零,则 N1 ∩R/P 与 N2 ∩R/P 作为 R/P 的非零

子模交是零,但 R/P 是整环表明它任何两个非零子模 (理想)之交非零,得到矛盾.
(2)由条件知有形如 0 R/P I

j
的正合列,那么存在使得下图交换的单模同态 k.

ER(R/P )

0 R/P I

k

j

i

于是由 E(R/P )是内射模我们马上得到 E(R/P )同构于 I 的某个直和因子.
(3)只要说明 AssER(M) ⊆ AssM ,任取 Q ∈ AssER(M),有形如 0 R/Q ER(M)

j
的短正

合列,所以 j(R/Q) ∩M 6= 0,结合 Ass(R/Q) = {Q}可知 Ass(j(R/Q) ∩M) = {Q}. 从而 Q ∈ AssM .

现在我们可以给出Matlis定理的证明,即说明 α : SpecR → I(R), P 7→ [E(R/P )]是定义合理的双射. 根
据 [引理2.89(1)]得到 α定义合理,根据 [引理2.89(3)]得到 α是单射, [引理2.89(2)]表明 α是满射,得证.

下面先说明 Noether 环上内射模总是一些不可分内射模的直和, 再根据刚刚介绍的 Matlis 定理, 对交换
Noether环上的内射模,其不可分内射模直和分解每个直和项同构于某个 R/P 的内射包,我们将看到,对固定
的素理想 P ,同构于 E(R/P )的直和项指标全体的基数是不变量——由M,P 决定 (见 [定理2.92]). 随后介绍
Bass数的概念 (见 [定义2.98]),它可给交换 Noether环上任何模的极小内射分解每个项一个描述. 具体地,记
M 关于素理想 P 的 i 次 Bass 数是 µi(P,M), 我们会说明对 M 的极小内射分解 (E•(M), d•), µi(P,M) 就是

Ei(M)极小内射直和分解中与 E(R/P )同构的直和项数目.

Lemma 2.90. 设 R是左 Noether环,那么任何内射左 R-模M 是一些不可分内射模的直和.

Proof. 注意任何非零内射模 RE 必定存在不可分内射子模,因为取 x 6= 0 ∈ E,考虑内射包 E(Rx) ⊆ E,我们用
反证法说明 E(Rx)含有不可分内射子模. 若不然,则存在非零真内射子模 I11, I12 使得 E(Rx) = I11 ⊕ I12, I11
不是不可分内射子模表明存在 I11的非零真内射子模 I21, I22使得 I11 = I21 ⊕ I22,如此继续,递归地可得到非零
内射子模序列 {Ik1}k≥1以及 {Ik2}k≥1使得 I1 = I11 ⊕ I12, Ik1 = Ik+1,1 ⊕ Ik+1,2, ∀k ≥ 1. 易见

I1 = I12 ⊕ I22 ⊕ · · · ⊕ In2 ⊕ In1, ∀n ≥ 1.

所以我们有 E(Rx)的子模严格升链 I12 ( I12 ⊕ I22 ⊆ I12 ⊕ I22 ⊕ I32 ( · · · ,它诱导 Rx的子模严格升链

I12 ∩Rx ( (I12 ⊕ I22) ∩Rx ⊆ (I12 ⊕ I22 ⊕ I32) ∩Rx ( · · ·

这与 Rx是 Noether模矛盾. 因而 E(Rx)有不可分内射子模,这也说明 E 有不可分内射子模. 现在我们说明内
射模M 是一些不可分内射模的直和. 不妨设M 6= 0,考虑集合

S = {{Mi}i∈Λ|{Mi}i∈Λ是M的不可分内射子模族且
∑
i∈Λ

Mi = ⊕i∈ΛMi}

那么根据前面的讨论知道 (S,⊆)是非空偏序集, 可直接验证它任何全序子集有上界, 所以应用 Zorn引理知 S

有极大元 {Mi}i∈Λ. 依 Bass-Papp定理,左 Noether环上任何一族内射左模的直和仍内射,所以 ⊕i∈ΛMi 是M

的直和因子,设为M = E ⊕ (⊕i∈ΛMi),假设 E 6= 0,则由前面的讨论知道 E 有不可分内射子模,这会与子模族
{Mi}i∈Λ的极大性矛盾,所以 E = 0,从而M = ⊕i∈ΛMi.
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Lemma 2.91. 设 R是交换 Noether环, P 是素理想,M 是有限生成 R-模,那么有 RP/PP -线性同构

RP/PP ∼= HomRP
(RP/PP , (E(R/P ))P ).

Proof. 因为 RP -模同构 ERP
(RP/PP ) ∼= (E(R/P ))P , 所以只要证 RP/PP ∼= HomRP

(RP/PP , ERP
(RP/PP )).

为此, 用 R 替换 RP , m 替换 PP 并记 k = R/m, 只要证 R 是局部环的情形就够了. 下证 k-线性同构 k ∼=
HomR(k,ER(k)). 注意到 k-线性同构

η : {x ∈ ER(k)|mx = 0} → HomR(k,ER(k))

x 7→ xr : k → ER(k), c 7→ cx

如果能说明 {x ∈ ER(k)|mx = 0} = k,便得到结果. 易见 k ⊆ {x ∈ ER(k)|mx = 0},假设 k ( {x ∈ ER(k)|mx =

0},那么线性空间 {x ∈ ER(k)|mx = 0}有非零子空间W 和 k交为零,将W 视作非零 R-子模,那么这和 ER(k)

任何非零子模与 k相交非零矛盾. 故 k = {x ∈ ER(k)|mx = 0},证毕.

证明过程给出了 k-线性同构 k ∼= HomR(k,ER(k)),这也是 R-模同构,故总有 R-模同构

ExtiR(k,ER(k)) ∼=

k, i = 0,

0, i > 0.

Theorem 2.92. 设 R 是交换 Noether 环, 那么任何内射 R-模 M 可分解为一些不可分内射 R-模的直和 M =

⊕i∈ΛMi,那么对 R的每个素理想 P ,指标集 Λ中满足Mi
∼= E(R/P )的指标全体的势由维数

dimRP /PP
HomRP

(RP/PP ,MP )

给出. 即 dimRP /PP
HomRP

(RP/PP ,MP ) = |{i ∈ Λ|Mi
∼= E(R/P )}|,该定理表明直和分解M = ⊕i∈ΛMi 中与

E(R/P )同构的Mi数量是由M,P 决定的不变量. 并注意当M是有限生成模时, dimRP /PP
HomRP

(RP/PP ,MP ) ∈
N.

Proof. 直和分解的存在性由前面的引理即得. 要证的只有

dimRP /PP
HomRP

(RP/PP ,MP ) = |{i ∈ Λ|Mi
∼= E(R/P )}|.

现在证明结论：首先由局部化与直和可交换得到 RP/PP -线性同构

HomRP
(RP/PP ,MP ) ∼= HomRP

(RP/PP ,⊕i∈Λ(Mi)P ),

因为 RP/PP 作为 RP -模是不可约模,所以由下面的 [引理2.93]马上得到 RP/PP -线性同构

HomRP
(RP/PP ,⊕i∈Λ(Mi)P ) ∼= ⊕i∈ΛHomRP

(RP/PP , (Mi)P )

每个不可分内射模 Mi 同构于某个 R/Q,Q ∈ SpecR, 当 Q 6= P 时, 仅可能 Q ( P 或 Q * P . 下面我们说明
这两种情况都将导致 HomRP

(RP/PP , E(RP/QP )) = 0. 一旦证明该断言,应用 [引理2.93]我们可以立即得到
RP/PP -线性同构 ⊕i∈ΛHomRP

(RP/PP , (Mi)P ) ∼= ⊕i∈Λ0
HomRP

(RP/PP , E(RP/PP )),其中 Λ0 = {i ∈ Λ|Mi
∼=

E(R/P )},从而由 [引理2.91]来得到

HomRP
(RP/PP ,MP ) ∼= ⊕i∈Λ0

HomRP
(RP/PP , E(RP/PP )) ∼= ⊕i∈Λ0

RP/PP ,
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即 |{i ∈ Λ|Mi
∼= E(R/P )}| = |Λ0| = dimRP /PP

HomRP
(RP/PP ,MP ). 下面来证明断言.

Case1. 当素理想 Q * P , P /∈ V (Q) = V (AnnRR/Q) = Supp(R/Q), 这表明 RP/QP = 0, 所以内射包
ERP

(RP/QP ) = 0,结论成立.
Case2. 当素理想 Q ( P 时,取 x ∈ P − Q,那么 x/1 ∈ PP − QP ,因此它决定的左乘变换给出 RP/QP 上

的单射,考虑下述交换图：
RP/QP ERP

(RP/QP )

RP/QP ERP
(RP/QP )

(x/1)l

i

(x/1)l

i

因为 i : RP/QP → ERP
(RP/QP )是本质单同态, i(x/1)l是单同态且 ERP

(RP/QP )是内射模,故 ERP
(RP/QP )

上的左乘变换 (x/1)l 也是单射, 下面使用反证法说明 HomRP
(RP/PP , E(RP/QP )) = 0. 若不然, 存在非零

RP -模同态 f : RP/PP → E(RP/QP ), 那么存在某个 a ∈ RP/PP 使得 f(a) 6= 0, 那么 (x/1)f(a) 6= 0, 这与
(x/1)a = 0 ∈ RP/PP 矛盾. 故 HomRP

(RP/PP , E(RP/QP )) = 0,证毕.

Lemma 2.93. 设 R是含幺环,M,Ni(i ∈ Λ)均是左 R-模,如果M 是不可约模,那么有加群同构

ϕ : ⊕i∈ΛHomR(M,Ni) → HomR(M,⊕i∈ΛNi)

(fi)i∈Λ 7→ ϕ((fi)i∈Λ) :M → ⊕i∈ΛNi, x 7→ (fi(x))i∈Λ

并且当M 有双模结构时,例如 RMS 是 R-S 双模,那么 ϕ是左 S-模同构.

事实上,更一般地,可以将上述引理证明到下述形式.

Lemma 2.94. 设 R是含幺环,M,Ni(i ∈ Λ)均是左 R-模,如果M 是有限生成模,那么有加群同构

ϕM : ⊕i∈ΛHomR(M,Ni) → HomR(M,⊕i∈ΛNi)

(fi)i∈Λ 7→ ϕ((fi)i∈Λ) :M → ⊕i∈ΛNi, x 7→ (fi(x))i∈Λ

并且对任何模同态 d :M →M ′有下述交换图：

HomR(M,⊕i∈ΛNi) HomR(M
′,⊕i∈ΛNi)

⊕i∈ΛHomR(M,Ni) ⊕i∈ΛHomR(M
′, Ni)

d∗

φM

(d∗)i∈Λ

φM′

Corollary 2.95. 设 R是含幺环,M,Ni(i ∈ Λ)均是左 R-模,满足M 有投射分解

· · · Pn · · · P1 P0 M 0,
dn d2 d1 ε

其中每个 Pk 是有限生成投射模 (例如M 是左 Noether环上有限生成模). 那么 ExtiR(M,−)保持直和,即有加
群同构

ExtiR(M,⊕i∈ΛNi) ∼= ⊕i∈ΛExtiR(M,Ni).

若更进一步M 或 N 是 R-S 双模,那么该加群同构可以成为 S-模同构.
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类似地,有有限表现的模决定的张量函子能够与直积交换次序.

Lemma 2.96. 设 R是含幺环,左 R-模 N 有有限表现,则对任给右 R-模族 {Mα}α∈I 有标准同构(∏
α∈I

Mα

)
⊗R N ∼=

∏
α∈I

(Mα ⊗R N).

并且当 N 是 R-S 双模时,该加群同构可以成为 S-模同构.

Proof. 证明是标准的: 记 ξN :

(∏
α∈I

Mα

)
⊗R N →

∏
α∈I

(Mα ⊗R N)是标准加群同态,先直接验证 N = Rm 时 ξN

是同构,再利用 N 是有有限表现的模得到下述形式的交换图 (上下两行正合),最后应用五引理可得结论.(∏
α∈I

Mα

)
⊗R R

n

(∏
α∈I

Mα

)
⊗R R

m

(∏
α∈I

Mα

)
⊗R N 0

∏
α∈I

(Mα ⊗R R
n)

∏
α∈I

(Mα ⊗R R
m)

∏
α∈I

(Mα ⊗R N) 0

ξRn ξRm ξN

Corollary 2.97. 设 R是含幺环, N 是左 R-模, {Mα}α∈I 是右 R-模族. 满足 N 有投射分解

· · · Pn · · · P1 P0 N 0,
dn d2 d1 ε

其中每个 Pk 是有限生成投射模 (例如 N 是左 Noether环上有限生成模). 那么 TorRi (−, N)保持直积,即有加
群同构

ToriR(
∏
α∈I

Mα, N) ∼=
∏
α∈I

TorRi (Mα, N).

若更进一步 N 是 R-S 双模,那么该加群同构可以成为 S-模同构.

Proof. 易验证有限生成投射模是有限表现的,再应用 [引理2.96].

下面的概念由 Hyman Bass(美国, 1932-)于 1963年引入,我们将马上看到它在极小内射分解上的作用.

Definition 2.98 (Bass数). 设 R是交换 Noether环,M 是有限生成 R-模, P ∈ SpecR,称

µi(P,M) = dimRP /PP
ExtiRP

(RP/PP ,MP )

是M 关于 P 的 i次 Bass数 (the i-th Bass number ofM with respect to P ),易见它是自然数.

Proposition 2.99. 设 R是交换 Noether环,M 是有限生成 R-模,并设M 有极小内射分解

0 M E0(M) E1(M) · · ·j d0 d1

那么对每个自然数 i,有 R-模同构 Ei(M) ∼= ⊕P∈SpecRE(R/P )µi(P,M).
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Proof. 由局部化函子的正合性以及这时模取内射包与作局部化可交换 (回忆 [命题2.77])知对每个素理想 P ,

0 MP (E0(M))P (E1(M))P · · ·jP (d0)P (d1)P

是MP 作为 RP -模的极小内射分解,下面说明 RP/PP -线性同构

ExtiRP
(RP/PP ,MP ) ∼= HomRP

(RP/PP , (E
i(M))P ),

一旦证明该断言,则由 [定理2.92]得到 R-模同构

Ei(M) ∼= ⊕P∈SpecRE(R/P )dimRP /PP
HomRP

(RP /PP ,(E(M))P ) ∼= ⊕P∈SpecRE(R/P )µi(P,M).

为计算 ExtiRP
(RP/PP ,MP ),用 Hom函子 HomRP

(RP/PP ,−)作用MP 的极小内射分解得到复形

0 HomRP
(RP/PP , (E

0(M))P ) HomRP
(RP/PP , (E

1(M))P ) · · ·((d0)P )∗ ((d1)P )∗

对每个自然数 i,命 Ci = {x ∈ (Ei(M))P |PPx = 0} ⊆ (Ei(M))P ,那么

ηi : HomRP
(RP/PP , (E

i(M))P ) → Ci, f 7→ f(1)

是 RP/PP -线性同构,并且 η = {ηi}i∈N给出下述两复形间的链同构：

0 HomRP
(RP/PP , (E

0(M))P ) HomRP
(RP/PP , (E

1(M))P ) · · ·

0 C0 C1 · · ·

((d0)P )∗

η0

((d1)P )∗

η1

(d0)P | (d1)P |

下面通过说明每个 (di)P 是零同态的方式来得到 ExtiRP
(RP/PP ,MP ) ∼= HomRP

(RP/PP , (E
i(M))P ). 任取

x 6= 0 ∈ Ci,那么根据 (Ei(M))P 是 Im(di−1)P 的本质扩张 (这里记 jP 为 (d−1)P )知存在 a ∈ RP 使得 ax 6=
0 ∈ Im(di−1)P ,注意到 a /∈ PP 必定是 RP 中可逆元得到 x ∈ Im(di−1)P ,那么我们当然有 (di)P (x) = 0.

前面针对交换Noether环上非零有限生成模以及素理想定义了Bass数,容易验证对Noether局部环 (R,m, k)

上的有限生成模M ,总满足Rm-模同构ExtiRm
(Rm/mm,Mm) ∼= (ExtiR(R/m,M))m再转为R-模同构易知dimkExtiR(k,M) =

dimRm/mm
ExtiRm

(Rm/mm,Mm) = µi(m,M).因此模的 type可视作特殊的 Bass数.

Definition 2.100 (type). 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,M 是非零有限生成 R-模,并设 depthM = t,称
dimkExttR(k,M) = µt(m,M)为模M 的 type,记作 r(M). 即M 关于 m的 t次 Bass数.

若取定交换局部环 R上的模M ,那么它的基座 socM = {x ∈ M |mx = 0} ∼= HomR(k,M)(k-线性同构),
这时若R进一步是Noether的,对深度为 t的有限生成模M ,若取定含于m的极大M -正则序列 a1, ..., at,那么
我们有 R-模同构 ExttR(k,M) ∼= HomR(k,M/(a1, ..., at)M),若将两边视作 k-线性空间,这也是 k-线性同构,因
此我们得到 r(M) = dimk soc(M/(a1, ..., at)M) = r(M/(a1, ..., at)M)(这里的 type是视作 R-模而言,但注意
将M/(a1, ..., at)M 视作 R-模的 type与把它视作 R/(a1, ..., at)-模的 type一致, 即下面的 [引理2.102]). 特别
地,当 depthM = 0时,M 的 type由其基座的线性维数给出.下面的引理是我们之后需要引用的一个特殊情形.
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Lemma 2.101. 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,M 是有限生成 R-模且 depthM = 0(例如当 mM = 0时),
那么 r(M) = dimksocM .

为了之后引用方便,我们再额外列出下述引理.

Lemma 2.102. 设 (R,m, k)是交换Noether局部环,M 是非零有限生成 R-模,并设 depthM = t, a1, ..., at是含
于m的极大M -正则序列,那么M/(a1, ..., at)M 视作R-模的 type与把它视作R/(a1, ..., at)-模的 type一致,即
rR(M) = rR(M/(a1, ..., at)M) = rR/(a1,...,at)M/(a1, ..., at)M .

Matlis于 1958年证明了对完备交换 Noether局部环 (R,m, k),其上 Artin模全子范畴和 Noether模全子
范畴是范畴对偶的,更具体地, k 的内射包 E 所决定的逆变 Hom函子 HomR(−, E)给出两全子范畴间的范畴

对偶. 让我们看一个关于 Noether局部环上有限长模全子范畴形式的Matlis对偶.

Proposition 2.103. 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环, E 是 k作为 R-模的内射包, N 是有限长 R-模,对每个
M ∈ obR-Mod,记M ′ = HomR(M,E)(如果 R是域,这时 E = k,M ′就是 k-线性空间M 的对偶),则：
(1)有 R-模同构

ExtiR(k,E) ∼=

k, i = 0,

0, i > 0.

(2)对任何有限长 R-模 N , N ′(读作 N 的 E-对偶)作为 R-模也有限长,且 l(N) = l(N ′).
(3)自然同态

ηN : N → N ′′ = HomR(HomR(N,E), E)

n 7→ η(n) : HomR(N,E) → E, g 7→ g(n)

是 R-模同构. 若记F 是 R-Mod中有有限长模构成的全子范畴,给出那么 HomR(−, E)给出F 到自身的范畴

对偶,更具体地,我们有自然同构 HomR(−, E)HomR(−, E) ∼= idF .
(4)记 µ(M)表示 R上有限生成模M 的极小生成元数目,那么 µ(N) = r(N ′), r(N) = µ(N ′).
(5)若更进一步 R是 Artin环 (注意这时有限生成 R-模有有限长),那么 E 是有限生成忠实 R-模并且满足

• l(E) = l(R).

• 标准同态 R → EndR(E), a 7→ al 是环同构也是 R-模同构 (故 E 的自同态由 R中元素左乘变换诱导). 注
意 EndR(E)作为循环 R-模的生成元必定是 E 上自同构.

• r(E) = 1且 µ(E) = r(R).

• 任何 type是 1的忠实有限生成 R-模和 E 同构.

Proof. (1)是 [注记2.5]所阐述过的事实. 下面通过对N 的长度 l(N)作归纳得到 (2). 不妨设N 6= 0,当 l(N) =

1时,N 是单模,所以 k ∼= N ,进而 (1)表明N ′ ∼= k,所以 l(N ′) = 1. 假设结论对长度不超过 l(N)− 1(l(N) ≥ 2)

的有限长模成立,因为 l(N) ≥ 2,所以存在非零真子模K,进而有形如

0 K N C 0
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的正合列,其中 l(K), l(C)严格小于 l(N). 用函子 HomR(−, E)作用上述正合列得到

0 C ′ N ′ K ′ 0

由归纳假设, C ′,K ′ 有有限长且 l(C) = l(C ′), l(K) = l(K ′). 故 N ′ 有有限长且 l(N ′) = l(C ′) + l(K ′) = l(N),
这就证明了 (2). 现在说明 (3),置 η : obF →

⋃
N∈obF

HomR(N,N
′′), N 7→ ηN ,直接计算可知 η是恒等函子 idF

到 HomR(−, E)HomR(−, E) 的自然变换. 故只需验证每个 ηN 是同构即可. 不妨设 N 6= 0, 当 l(N) = 1 时,
N ∼= k,故由 η的自然性,只需说明 ηk是同构,这是单模间的同态,只需说明 ηk 6= 0即可,这明显成立. 假设结论
对长度不超过 l(N)− 1(l(N) ≥ 2)的有限长模成立,考虑形如

0 K N C 0

的正合列,其中 l(K), l(C)严格小于 l(N). 我们有下述交换图：

0 K N C 0

0 K ′′ N ′′ C ′′ 0

ηK ηN ηc

根据归纳假设,这里 ηC , ηK 是同构,故 ηN 也是同构.
(4)只要证明第一个等式就足够了,原因是一旦说明了 µ(N) = r(N ′),根据 (2)知道 N ′ 也是有限长模,那

么就有 µ(N ′) = r(N ′′),再应用 (3)得到的 N ∼= N ′′ 立即得到 r(N) = µ(N ′). 现在我们来验证 µ(N) = r(N ′).
因为 N ′ = HomR(k,N),它满足 mN ′ = 0,所以由 [引理2.101]得 r(N ′) = dimksocN ′. 考虑短正合列

0 mN N N/mN 0,

用函子 HomR(−, E)作用之,得正合列 0 (N/mN)′ N ′ (mN)′ 0, 从而知 R-模同
构 (N/mN)′ ∼= {f ∈ N ′|mf = 0} = socN ′,因此作为 k-线性空间,有 dimk(N/mN)′ = dimksocN ′ = r(N ′). 对
R-模 N/mN ,它明显满足 m(N/mN) = 0,所以由 (2)并结合下面的 [引理2.104]可得

µ(N) = dimkN/mN = lR(N/mN) = lR((N/mN)′) = dimk(N/mN)′ = dimksocN ′ = r(N ′).

(5)现在我们设R也是Artin的,那么有R-模同构E ∼= HomR(R,E) = R′,这表明 l(E) = l(R′) = l(R)(第
二个等号是因为 (2)). 既然 E 是有限长模,便有 E 有限生成. 根据 (3),我们知道

ηR : R→ HomR(HomR(R,E), E), a 7→ ηR(a)

是 R-模同构. 再对标准 R-模同构 g : E → HomR(R,E), x 7→ xr 作用函子 HomR(−, E) 得到 R-模同构
g∗ : HomR(HomR(R,E), E) → EndR(E), ϕ 7→ ϕg. 于是得到 R-模同构

g∗ηR : R→ EndR(E), a 7→ g(x)(a) = ax.

即 g∗ηR 就是由 R中每个元素的左乘变换导出的同构,它既是环同构又是 R-模同构. 特别地, E 忠实.
根据 (4),我们知道 r(E) = µ(E′),根据刚刚证明了 R ∼= EndR(E) = E′ 知道 µ(E′) = µ(R) = 1. 此外,也

有 µ(E) = r(E′) = r(R). 最后我们说明任何 type是 1的忠实有限生成模 N 必定和 E 同构. 因为 N 是有限
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生成模,所以 N 有有限长,从而应用 (4)得到 1 = r(N) = µ(N ′),这说明 N ′,这表明 N ′ 是循环模,进而存在 R

的理想 I 使得 R/I ∼= N ′,因此得到 R-模同构 HomR(R/I, E) ∼= N ′′ ∼= N . 根据条件, N 是忠实模,这迫使理想
I = 0,那么 N ∼= HomR(R,E) ∼= E,证毕.

Lemma 2.104. 设 (R,m, k)是交换Noether局部环,那么对任何有限生成 R-模M ,只要 mM = 0(那么M 可天

然视作 k-线性空间),那么M 有有限长且 lR(M) = dimkM .

Proof. 因为M 满足mM = 0,所以M 以及M 的任何一个子模可视作有限维 k-线性空间,反之,将M 视作 k-线
性空间后每个子空间对应M 的 R-子模. 不妨设M 6= 0,取M 作为 k-线性空间的基 {x1, ..., xn},那么有 k-子空
间升链 0 ( (x1) ( (x1, x2) ( · · · ( (x1, ..., xn−1) ( (x1, ..., xn−1, xn) = M ,因为相邻的 k-子空间 (x1, ..., xi)和

(x1, ..., xi, xi+1)之间不会严格包含 k-子空间, 所以也不会严格包含 R-子模, 故上述子空间链给出 M 长度为 n

的合成列. 因此 lR(M) = n = dimkM .

Theorem 2.105. 设 (R,m, k)是交换Noether局部环,那么 R是 Gorenstein环的充要条件是 R是 type为 1的

Cohen-Macaulay环.

Proof. 必要性：设 depthR = t并取含于m的极大M -正则序列 a1, ..., at可得R/(a1, ..., at)是作为自身上模深度

为 0的Gorenstein环 (见 [推论2.86]),由 [命题2.9]知如果能说明R/(a1, ..., at)是Cohen-Macaulay环,那么R

自身也是Cohen-Macaulay环,此外, [引理2.102]说 r(R)与R/(a1, ..., at)作为自身上模的 type一致,基于此观
察,我们可以不妨设Gorenstein环R的深度与维数都是 0(见 [推论1.60]). 那么根据 [定理2.62], inj.dimRR = 0,
即 RR是内射模,而它的自同态环是除环表明 RR是不可分内射模,故由 [引理2.89(2)]知存在某个素理想 P 使

得 R ∼= E(R/P ),那么 [引理2.89(3)]又说AssR = {P},因为这时 depthR = 0,所以m ∈ AssR,这迫使 P = m,
从而 R ∼= E(k),而 [命题2.103(1)]说后者的 type是 1,故 r(R) = 1.

充分性：类似地,不妨设 depthR = k.dimR = 0, r(R) = 1,那么 R是 Artin环,所以由 [命题2.103(5)]可
得 R作为自身上的模是忠实有限生成并且 type为 1的模必为内射模,从而 R有有限内射维数.

在本节结尾,我们罗列一下交换代数中一般的Matlis对偶. 因为接下来关心证明细节的主要定理证明并用
不到它,所以这里省略证明. 证明可参考 [BH98]或 [Mat87].

Theorem 2.106 (Matlis对偶). 设 (R,m, k)是完备交换 Noether局部环,设 E 是 Rk 的内射包,那么逆变正合
函子 HomR(−, E)给出 R-Mod的 Artin模全子范畴与 Noether模全子范畴之间的范畴对偶.
更具体地, HomR(−, E)HomR(−, E) 作为 Artin 模全子范畴上的函子自然同构于 Artin 模全子范畴上恒

等函子; HomR(−, E)HomR(−, E)作为 Noether模全子范畴上的函子自然同构于 Noether模全子范畴上恒等
函子.

2.6 Canonical模

本节我们先介绍Cohen-Macaulay局部环的 canonical模的概念,随后通过一些准备后证明如果它存在,则
在同构意义下唯一 (见 [定理2.115]). 最后证明 Cohen-Macaulay局部环存在 canonical模的充要条件是它为
某个 Gorenstein局部环的同态像 (见 [定理2.120]).
让我们先看 canonical模的定义. 回忆一个交换 Noether局部环 (R,m)上的 Cohen-Macaulay模M 如果

满足 depthM = k.dim R,则称M 是极大 Cohen-Macaulay模.
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Definition 2.107 (canonical模). 设 (R,m)是交换 Noether局部环,如果 R-模 C 是 type为 1的极大 Cohen-
Macaulay模,具有有限内射维数,则称 C 是 R的 canonical模.

根据 canonical模的定义,一个基本的观察是：

Lemma 2.108. 设 (R,m)是 d维交换 Noether局部环, C 是非零有限生成 R-模, 那么 C 是 R的 canonical模
的充要条件是

dimkExtiR(k, C) =

1, i = d,

0, i 6= d.

Proof. 必要性：因为 r(C) = dimkExtdR(k, C) = 1,所以要说明的只有 ExtiR(k, C) = 0, ∀i 6= d. 注意 C 内射维数

有限保证了这时 inj.dimRC = depthC = k.dimC = d(回忆 [定理2.62]),那么由 [命题2.61]得到 ExtiR(k, C) =

0, ∀i > d. 而 ExtiR(k, C) = 0, ∀i < d由深度的定义即得.
充分性：这时由深度定义马上看到 depthC = d, [命题2.61]使得我们知道 inj.dimRC = d,故 C 是内射维

数有限的极大 Cohen-Macaulay模,再由 r(C) = dimkExtdR(k, C) = 1得到结论.

下面我们做一些准备后证明 canonical模的同构唯一性. 首先需要的是 Cohen-Macaulay模关于极大性的
等价刻画：

Proposition 2.109. 设 (R,m)是 d维交换 Noether局部环,M 是非零有限生成 R-模,则以下三条等价：
(1)任何 R的参数系 (任意排序得到的序列)是M -正则序列.
(2)存在 R的参数系 (任意排序得到的序列)是M -正则序列.
(3) depthM = d.

Proof. (1)⇒(2)是特殊情形, (2)⇒(3)由 R的参数系由 d个元素构成是明显的. 所以只需要证 (3)⇒(1): 任取
R的参数系 a1, ..., ad,有 m =

√
(a1, ..., ad),所以应用 [引理1.40(1)]

grade((a1, ..., ad),M) = grade(
√
(a1, ..., ad),M) = grade(m,M) = d,

故 [推论1.114]表明 a1, ..., ad是M -正则序列.

所以如果对有限生成模M 6= 0我们能够说明R的任何参数系是M -正则序列,就能得到M 是极大Cohen-
Macaulay模. 作为该观察的应用,我们证明:

Proposition 2.110. 设 (R,m)是 Cohen-Macaulay局部环. 如果有限生成 R-模M 是极大 Cohen-Macaulay模,
那么对 R的任何素理想 p有Mp是 Rp上极大 Cohen-Macaulay模.

Proof. 不妨设 p ∈ SuppM ,记 n = htp. 应用 [定理2.10]得到 Rp 是 Cohen-Macaulay局部环且Mp 是 Cohen-
Macaulay模. 还需要说明 depthRp

Mp = k.dimRp = n来完成证明. 现在 [推论2.14]保证了 grade(p, R) = n,
进而存在 a1, ..., an ∈ p使得 a1, ..., an 是 R-正则序列. 从 [推论1.60]知 a1, ..., an 是 R 的参数系的一部分. 于
是由 M 是极大 Cohen-Macaulay 模与 [命题2.109] 得到 a1, ..., an 是 M -正则序列. 再应用 [推论1.11] 得到
a1/1, a2/1, ..., an/1 ∈ Rp给出Mp-正则序列. 特别地, depthRp

Mp ≥ n. 于是应用 [推论1.60]有

n = k.dimRp ≥ k.dimMp ≥ depthRp
Mp ≥ n.

这迫使 depthRp
Mp = k.dimMp = depthRp

Mp = n,即M 是极大 Cohen-Macaulay模.
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Corollary 2.111. 设交换Noether环R是Cohen-Macaulay环,有限生成R-模M是R上极大Cohen-Macaulay
模. 那么对任何 R的素理想 p,Mp是 Rp上的极大 Cohen-Macaulay模.

Proof. 不妨设 p ∈ SuppM ,并选取R的极大理想m ⊇ p. 那么根据定义,Mm是 Cohen-Macaulay局部环Rm上

的极大 Cohen-Macaulay模. 结合 Rp
∼= (Rm)pm

以及标准加群同构Mp
∼= (Mm)pm

可知要证明推论只需证明 R

是 Cohen-Macaulay局部环的情形. 而这就是 [推论2.111].

Remark 2.112. 一般地, 如果交换 Noether 环 R 上的极大 Cohen-Macaulay 模 M(默认有限生成) 是忠实 R-
模, 那么对 R 的任何素理想 p有 Mp 作为 Rp-模是极大 Cohen-Macaulay的. 因为 M 是有限生成 R-模, 所以
(AnnRM)p = AnnRp

Mp. 于是M 的忠实性保证了 AnnRp
Mp = 0. 这说明Mp 的 Krull维数和 Rp 的 Krull维

数相同,结合Mp是 Cohen-Macaulay模即得.

Lemma 2.113. 设 (R,m)是交换 Noether局部环, ϕ : M → N 是有限生成 R-模间的同态, a1, ..., an 是 N -正则
序列,如果 ϕ̃ :M/(a1, ..., an)M → N/(a1, ..., an)N, x 7→ ϕ(x)是同构,那么 ϕ本身也是同构.

Proof. 由条件, Imϕ+ (a1, ..., an)N = N ,所以应用 Nakayama引理得到 ϕ是满射,考察正合列

0 K M N 0,
φ

利用 [命题1.12]立即得到正合列

0 K/(a1, ..., an)K N/(a1, ..., an)N M/(a1, ..., an)M 0,
φ̃

于是由条件得到K = (a1, ..., an)K,再对K 应用 Nakayama引理即得结果.

Proposition 2.114. 设 (R,m, k)是 d维 Cohen-Macaulay局部环, C 是极大 Cohen-MacaulayR-模,那么：
(1) 若 M 是极大 Cohen-MacaulayR-模, 并且 ExtjR(M,C) = 0, ∀j > 0, 那么 HomR(M,C) 是极大 Cohen-
MacaulayR-模并且对任何R-正则序列 a1, ..., an有 a1, ..., an是HomR(M,C)-正则序列以及R(或R/(a1, ..., an))-
模同构

Φ : HomR(M,C)/(a1, ..., an)HomR(M,C) → HomR/(a1,...,an)(M/(a1, ..., an)M,C/(a1, ..., an)C)

f + (a1, ..., an)HomR(M,C) 7→ f̃ :M/(a1, ..., an)M → C/(a1, ..., an)C

其中 f̃ :M/(a1, ..., an)M → C/(a1, ..., an)C, x+ (a1, ..., an)M 7→ f(x) + (a1, ..., an)C.
(2)若极大Cohen-MacaulayR-模C还满足内射维数有限,M是维数为 t的Cohen-Macaulay模,那么ExtjR(M,C) =

0, ∀j 6= d− t且 Extd−tR (M,C)是维数为 t的 Cohen-Macaulay模.

Proof. (1)先指出在条件下HomR(M,C)总是非零有限生成R-模,它是有限生成模是明显的,根据 [引理1.40(3)],
有

grade(AnnRM,C) = inf{j ∈ N|ExtjR(M,C) 6= 0},

而 C 6= 0说明 grade(AnnRM,C)有限,这迫使 grade(AnnRM,C) = 0,即有 HomR(M,C) 6= 0. 不妨设 d ≥ 1,
否则 R是 Artin环我们立即得到HomR(M,C)是 0维有限生成模,进而也是极大 Cohen-Macaulay模,并且这
时depthR = 0,下面的模同构直接成立. 下面我们对正则序列长度作归纳证明Φ : HomR(M,C)/(a1, ..., an)HomR(M,C) →
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HomR/(a1,...,an)(M/(a1, ..., an)M,C/(a1, ..., an)C)是 R-模同构并且 a1, ..., an 是 HomR(M,C)-正则序列. 先考
虑 n = 1的情形,因为 C 是极大 Cohen-Macaulay模,且 a1是 R的参数系的一部分 (回忆 [推论1.60])可得 a1

是 C-正则元,考察短正合列

0 C C C/a1C 0,
a1

它导出 Ext群长正合列,结合 Ext1R(M,C) = 0得到正合列

0 HomR(M,C) HomR(M,C) HomR(M,C/a1C) 0
(a1)∗

由此我们看到

HomR(M,C)/a1HomR(M,C) → HomR(M,C/a1C)

f + a1HomR(M,C) 7→ f :M → C/a1C, x 7→ f(x) + a1C

是 R-模同构以及 a1是 HomR(M,C)-正则元. 通过上述模同构可得

Φ : HomR(M,C)/a1HomR(M,C) → HomR/(a1)(M/a1M,C/a1C)

f + a1HomR(M,C) 7→ f̃ :M/a1M → C/a1C

是 R-模同构,所以当 n = 1时结论成立.
假设已经说明 a1, ..., an−1是 HomR(M,C)-正则序列以及 R-模同构

Φn−1 : HomR(M,C)/(a1, ..., an−1)HomR(M,C) → HomR/(a1,...,an−1)(M/(a1, ..., an−1)M,C/(a1, ..., an−1)C)

f + (a1, ..., an−1)HomR(M,C) 7→ f̃ :M/(a1, ..., an−1)M → C/(a1, ..., an−1)C

那么R/(a1, ..., an−1)是Cohen-Macaulay局部环、M/(a1, ..., an−1)与C/(a1, ..., an−1)视作R/(a1, ..., an−1)上

的模是极大Cohen-Macaulay模 (利用 [引理1.40(2)]),于是由n = 1时已证明的结果我们得到 an ∈ R/(a1, ..., an−1)

是HomR/(a1,...,an−1)(M/(a1, ..., an−1)M,C/(a1, ..., an−1)C)-正则元并且若记R = R/(a1, ..., an−1),M =M/(a1, ..., an−1)M,C =

C/(a1, ..., an−1)C,则有 R-模同构

Φ′
1 : HomR(M,C)/anHomR(M,C) → HomR/anR

(M/anM,C/anC)

f + anHomR(M,C) 7→ f̂ :M/anM → C/anC

通过直接计算可得下图交换：

HomR(M,C)

anHomR(M,C)

HomR(M,C)/(a1,...,an)HomR(M,C)
an(HomR(M,C)/(a1,...,an)HomR(M,C))

HomR/anR
(M/anM,C/anC)

HomR(M,C)/(a1, ..., an)HomR(M,C) HomR/(a1,...,an)(M/(a1, ..., an)M,C/(a1, ..., an)C)

Φ′
1

Φ̃n−1

∼=

∼=

Φ
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进而得到

Φ : HomR(M,C)/(a1, ..., an)HomR(M,C) → HomR/(a1,...,an)(M/(a1, ..., an)M,C/(a1, ..., an)C)

是R-模同构. 此外我们也得到 an是HomR(M,C)/(a1, ..., an−1)HomR(M,C)-正则元. 现在我们说明HomR(M,C)

是极大 Cohen-MacaulayR-模. 前面已经说明任何 R-正则序列 a1, ..., an 是 HomR(M,C)-正则序列. 因为
R 是 Cohen-Macaulay 局部环, 所以 R 的任何参数系都是 HomR(M,C)-正则序列, 应用 [命题2.109] 即得
HomR(M,C)是极大 Cohen-Macaulay模.

(2)先证第一个叙述,我们分 j < d− t和 j > d− t两种情况处理.
Case1. 现在说明 j < d − t时有 ExtjR(M,C) = 0. 假设存在 0 ≤ j0 < d − t使得 ExtjR(M,C) 6= 0, 那么

[引理1.40(3)] 表明 grade(AnnRM,C) < d − t, 取 Noether 局部环 R/AnnRM 的一个参数系 a1, ..., at, 那么√
(a1, ..., at) +AnnRM = m且 [引理2.29]表明 grade((a1, ..., at) + AnnRM,C) ≤ grade(AnnRM,C) + t <

(d− t) + t = d,而 [引理1.40]表明 d = grade(m, C) = grade((a1, ..., at) +AnnRM,C) < d,矛盾. 故我们得到
ExtjR(M,C) = 0, ∀0 ≤ j < d− t.

Case2. 我们通过对 depthM = k.dimM = t作归纳证明 ExtjR(M,C) = 0, ∀ > d− t. 当 t = 0时,需要说明
ExtjR(M,C) = 0, ∀ > d,由 [定理2.62]得到 inj.dimRC = d,故结论直接成立. 现在设M 的维数 t ≥ 1并设结论

对维数是 t− 1的模成立. 那么可取 a ∈ m使得 a为M -正则元,考察正合列

0 M M M/aM 0,
a

它导出长正合列

· · · ExtjR(M/aM,C) ExtjR(M,C) ExtjR(M,C) Extj+1
R (M/aM,C) · · · ,al

注意M/aM是深度为 t−1的Cohen-Macaulay模,所以由归纳假设,当 j+1 > d−(t−1)时,有Extj+1
R (M/aM,C) =

0,所以当 j > d − t时 ExtjR(M,C) = aExtjR(M,C),再对 ExtjR(M,C)应用 Nakayama引理即可. 总结一下,现
在证明了 ExtjR(M,C) = 0, ∀j 6= d− t.

最后对 t = k.dimM 作归纳证明 Extd−tR (M,C)是维数为 t的Cohen-Macaulay模. 当 t = 0时,由 (1)以及
刚刚证明的结果我们看到grade(AnnRM,C) = d,于是应用 [引理1.28]得到ExtdR(M,C) ∼= HomR(M,C/(a1, ..., ad)C),
这里 a1, ..., ad 是含于 AnnRM 的极大 C-正则序列. 那么 C/(a1, ..., ad)C 作为深度是 0的 Cohen-Macaulay模
其维数也是零,注意到

AnnR(C/(a1, ..., ad)C) ⊆ AnnR(HomR(M,C/(a1, ..., ad)C)),

所以非零有限生成R-模HomR(M,C/(a1, ..., ad)C)也是 0维模,那么它一定是Cohen-Macaulay模,故当 t = 0

时结论成立. 假设结论对维数是 t− 1的情形成立,取 x ∈ m为M -正则元,由短正合列

0 M M M/xM 0
x

导出长正合列

0 Extd−tR (M,C) Extd−tR (M,C) Extd−t+1
R (M/xM,C) 0

xl
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上述正合列两端 Ext群是零由刚刚证明的事实保证,并注意上面的短正合列说 x是 Extd−tR (M,C)-正则元. 于是
由归纳假设,我们得到

Extd−tR (M,C)/xExtd−tR (M,C)

是维数为 t− 1的 Cohen-Macaulay模,再应用 [命题2.9]马上得到 Extd−tR (M,C)是 Cohen-Macaulay模. 通过
[引理1.40(2)]易知 Extd−tR (M,C)的深度是 t,进而其维数也是 t.

现在我们做足了验证 canonical模同构唯一性的准备.

Theorem 2.115 (canonical模唯一性). 设 (R,m, k)是 d维 Cohen-Macaulay局部环, C与 C ′是R的 canonical
模,那么有下述结论成立：
(1)对任何极大 R-正则序列 a1, ..., ad有 R/(a1, ..., ad)-模同构 C/(a1, ..., ad)C ∼= ER/(a1,...,ad)(k).
(2) canonical模 C 与 C ′同构并且有 R-模同构HomR(C,C

′) ∼= R,此外, HomR(C,C
′)作为循环模的任何生成

元 ϕ是同构.
(3)标准映射 η : R→ EndR(C), a 7→ al 是 R-模 (或环)同构.
所以对 Cohen-Macaulay局部环 R,如果它的 canonical模存在,那么该定理说 canonical模在同构意义下唯一,
以后我们把 R的 canonical模记作 ωR.

Proof. (1) 首先我们已经知道 a1, ..., ad 也是极大 C-正则序列, 那么 [引理2.102] 告诉我们 C/(a1, ..., ad)C 作

为 R/(a1, ..., ad)-模的 type是 1. 注意到这时 R/(a1, ..., ad)是 Artin环,所以它的素理想只有 m/(a1, ..., ad),此
外,根据 [定理2.62], C/(a1, ..., ad)C 作为 R/(a1, ..., ad)-模也是内射模. 通过这一观察以及 [定理2.92]马上得到
R/(a1, ..., ad)-模同构

C/(a1, ..., ad)C ∼= ER/(a1,...,ad)(k
′),

其中 k′表示Noether局部环R/(a1, ..., ad)的剩余域. 因为作为R/(a1, ..., ad)-模有同构 k ∼= k′,所以C/(a1, ..., ad)C ∼=
ER/(a1,...,ad)(k),这就证明了 (1).

(2)根据 (1),我们有 R/(a1, ..., ad)-模同构 C/(a1, ..., ad)C ∼= ER/(a1,...,ad)(k)
∼= C ′/(a1, ..., ad)C

′. 根据 [性
质2.114(2)]可知 ExtjR(C,C ′) = 0, ∀j > 0且 Ext0R(C,C ′) ∼= HomR(C,C

′)是维数为 d的 Cohen-Macaulay模.
进而我们应用 [命题2.114(1)],可知 HomR(C,C

′)是极大 Cohen-Macaulay模以及有 R/(a1, ..., ad)-模同构

Φ : HomR(C,C
′)/(a1, ..., ad)HomR(C,C

′) → HomR/(a1,...,ad)(C/(a1, ..., ad)C,C
′/(a1, ..., ad)C

′),

我们刚刚又得到了 R/(a1, ..., ad)-模同构 C/(a1, ..., ad)C ∼= ER/(a1,...,ad)(k
′), 综合可知 R/(a1, ..., ad)-模同构

HomR(C,C
′)/(a1, ..., ad)HomR(C,C

′) ∼= EndR/(a1,...,ad)(k
′) ∼= R/(a1, ..., ad)(最后一个同构来自 [命题2.103(5)]),

这当然也给出 R-模同构. 于是知 HomR(C,C
′)/(a1, ..., an)HomR(C,C

′)作为 R-模是循环模,应用 Nakayama
引理马上得到HomR(C,C

′)是循环R-模. 易知存在HomR(C,C
′)作为循环R-模的生成元ψ使得ψ+(a1, ..., ad)HomR(C,C

′)

是HomR(C,C
′)/(a1, ..., ad)HomR(C,C

′)作为循环R/(a1, ..., ad)-模的生成元并且R→ HomR(C,C
′), a 7→ aψ

诱导的同态

R/(a1, ..., ad) → HomR(C,C
′)/(a1, ..., ad)HomR(C,C

′)

是上面的 R-模同构, 因为 a1, ..., ad 是极大 Cohen-Macaulay 模 HomR(C,C
′) 的极大正则序列, 所以应用 [引

理2.113]可知 R → HomR(C,C
′), a 7→ aψ 是 R-模同构. 由此得到 R-模同构 HomR(C,C

′) ∼= R. 我们不难看
到对 HomR(C,C

′)作为循环 R-模的任何生成元 ϕ,都存在 R中可逆元 u使得 ψ = uϕ. 所以要证明每个 ϕ是
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同构,只要证 ψ 是同构就足够了. 这时 Φ是同构保证了 ψ̃ : C/(a1, ..., ad)C → C ′/(a1, ..., ad)C
′ 是循环模的生

成元,而 ψ̃对应 ER/(a1,...,ad)(k
′)作为循环 R-模的生成元,这时由 [命题2.103(5)]得到 ψ̃是同构 (验证它),于是

[引理2.113]保证了 ψ是同构. 这就证明了 (2).
(3)在 (2)的证明过程中取 C ′ = C, 我们通过说明 (2)中的 ψ 可以取到 EndR(C)中恒等态来得到 R →

EndR(C), a 7→ aψ = al 是同构. 设 ζ : C/(a1, ..., ad)C → ER/(a1,...,ad)(k
′)是 R/(a1, ..., ad)-模同构,那么有 R-模

同构

EndR/(a1,...,ad)(ER/(a1,...,ad)(k
′)) → EndR/(a1,...,ad)(C/(a1, ..., ad)C), f 7→ ζ−1fζ.

结合 [命题2.103(5)], 得到同构 R/(a1, ..., ad) → EndR/(a1,...,ad)(C/(a1, ..., ad)C), a 7→ al. 因此 R/(a1, ..., ad)

到 EndR(C)/(a1, ..., ad)EndR(C) 的 R-模同构可以选取得将 R/(a1, ..., ad) 作为循环模的生成元 1 映至 idC +

(a1, ..., ad)EndR(C),即可选取 ψ = idC ,证毕.

现在我们指出用 canonical模可以给出 Gorenstein局部环的一个等价刻画, 在一些文献中这也是 Goren-
stein局部环的原始定义. 它至少说明了 Gorenstein局部环有 canonical模.

Corollary 2.116 (Gorenstein环的 canonical模刻画). 设 (R,m)是 Cohen-Macaulay局部环,那么R是Goren-
stein环的充要条件是 R的 canonical模存在且 ωR ∼= R.

Proof. 必要性：这时 RR是内射维数有限的极大 Cohen-Macaulay模,并且 [定理2.105]说 r(R) = 1,所以 RR

是 R的 canonical模,根据前面得到的 canonical模唯一性知 ωR ∼= R.
充分性：这时 r(R) = r(ωR) = 1,所以根据 [定理2.105]便知 R是 Gorenstein环.

与 Cohen-Macaulay模类似, canonical模具备下述性质. 它是我们之后需要证明 canonical模存在性刻画
所需工具.

Theorem 2.117. 设 (R,m, k) 是 Cohen-Macaulay 局部环, ωR 是 R 的 canonical 模, 那么对任何 R-正则序列
a1, ..., an 有 R/(a1, ..., an)-模同构 ωR/(a1, ..., an)ωR ∼= ωR/(a1,...,an),也就是说 ωR/(a1, ..., an)ωR 给出了 Cohen-
Macaulay局部环 R/(a1, ..., an)的 canonical模.

Proof. 因为 ωR 是极大 Cohen-Macaulay 模, 所以 R-正则序列 a1, ..., an 也是 ωR-正则序列 a1, ..., an, 现在我
们应用 [推论2.87] 可以看到 ωR/(a1, ..., an)ωR 作为 R/(a1, ..., an) 上的非零有限生成模有有限的内射维数.
另一方面 rR(ωR) = 1 以及 [引理2.102] 说明 ωR/(a1, ..., an)ωR 作为 R/(a1, ..., an) 上模的 type 也是 1, 故
ωR/(a1, ..., an)ωR 是 Cohen-Macaulay局部环 R/(a1, ..., an)的 canonical模, 再由前面所证明的 canonical模
同构唯一性即得结论.

反之,我们也有：

Proposition 2.118. 设 (R,m, k)是 Cohen-Macaulay局部环, C是极大 Cohen-MacaulayR-模, a1, ..., an是极大
R-正则序列,如果 C/(a1, ..., an)C 是 Cohen-Macaulay局部环 R/(a1, ..., an)(见 [命题2.7])上的 canonical模,
那么 C 是 R的 canonical模.

Proof. 因为 C 是极大 Cohen-Macaulay模,所以 [推论1.60]和 [命题2.109]告诉我们 a1, ..., an 既是 R-正则序
列又是 C-正则序列. 易见只需说明 r(C) = 1以及 C 作为 R-模的内射维数有限. 而这可通过 [推论2.87]与 [引
理2.102]直接看到.
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在给出 [定理2.120] 的证明前, 还需要最后一个准备. 让我们回忆一下环的平凡扩张并罗列一些它的基本
性质. 下述引理的各结论证明都没有技术难度,故略去证明.

Lemma 2.119 (平凡扩张). 设 R是含幺环,M 是 R-R双模,在加群 R⊕M 上定义乘法运算：

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2), ∀(r1,m1), (r2,m2) ∈ R⊕M

则 R ⊕M 关于加法与上述乘法构成含幺环, 单位元为 (1R, 0), 称为环 R(关于双模 RMR)的平凡扩张 (trivial
extension). 我们把 R关于双模M 的平凡扩张记作 R ∗M . 我们有：

• 映射 i : R→ R ∗M,a 7→ (a, 0)是单保幺环同态.

• 平凡扩张 R ∗M 上有天然的 R-模结构. 若记 0 ∗M = {(0, x)|x ∈ M},那么 0 ∗M 是 R ∗M 的双边理想
且 (0 ∗M)2 = 0. 此外有双模同构 0 ∗M ∼=M .

• 映射 ϕ : R→ (R ∗M)/(0 ∗M), a 7→ (a, 0) + 0 ∗M 是环同构.

• 若有 R-R双模同态 ϕ :M → N ,则诱导环同态 Φ : R ∗M → R ∗N, (a, x) 7→ (a, ϕ(x)).

• 如果有 R-R双模同构M ∼=M ′,那么有环同构 R ∗M ∼= R ∗M ′.

• 若 R是左 Noether环,双模M 满足 RM 有限生成,则 R ∗M 是左 Noether环.

• 若 R是局部环, m是全体不可逆元构成的理想,那么 R ∗M 也是局部环,且全体不可逆元构成理想 m ∗M .

• 若 R交换,M 是 R-模 (天然视作左右模结构一致的双模),则 R ∗M 是也交换.

• 若 R交换,M 是 R-模,那么 k.dimR = k.dimR ∗M .

• 若 R交换,M 是 R-模, a1, ..., an既是 R-正则序列又是M -正则序列,那么

(a1, 0), (a2, 0), ..., (an, 0) ∈ R ∗M

是 R ∗M -正则序列. 此时映射

ϕ : R ∗M → (R/(a1, ..., an)) ∗ (M/(a1, ..., an)M)

(r, x) 7→ (r + (a1, ..., an), x+ (a1, ..., an)M)

是满环同态且 Kerϕ = ((a1, 0), ..., (an, 0))R ∗M ,故有环同构

R ∗M/((a1, 0), ..., (an, 0))(R ∗M) ∼= (R/(a1, ..., an)) ∗ (M/(a1, ..., an)M).

现在我们可以给出本节主定理的证明.

Theorem 2.120. 设 (R,m, k) 是 Cohen-Macaulay 局部环, 那么 R 有 canonical 模的充要条件是 R 是某个

Gorenstein局部环的同态像.
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Proof. 必要性：设R有 canonical模ωR,那么R是平凡扩张R∗ωR这一交换Noether局部环 (应用 [引理2.119])
在标准投射这一环同态下的同态像. 下面通过说明 R ∗ ωR 是 Gorenstein 环来得到结果. 取极大 R-正则序列
a1, ..., ad, 这里 d = k.dimR, 那么它也是 ωR-正则序列, 故应用 [引理2.119] 可得 (a1, 0), (a2, 0), ..., (ad, 0) ∈
R ∗ ωR 是 R ∗ ωR-正则序列 (事实上这里是极大 R ∗ ωR-正则序列,因为序列长度是 d并且 [引理2.119]告诉我
们 d = k.dimR = k.dimR ∗ ωR)以及环同构

R ∗ ωR/((a1, 0), ..., (ad, 0))(R ∗ ωR) ∼= (R/(a1, ..., ad)) ∗ (ωR/(a1, ..., ad)ωR).

根据 [推论2.86], 要证明 R ∗ ωR 是 Gorenstein 环, 只需证明 R ∗ ωR/((a1, 0), ..., (ad, 0))(R ∗ ωR) 是 Goren-
stein 环, 因此基于上述同构, 我们只需说明 (R/(a1, ..., ad)) ∗ (ωR/(a1, ..., ad)ωR) 是 Gorenstein 环. 根据 [定
理2.115(1)]中的同构 ωR/(a1, ..., ad)ωR ∼= ER/(a1,...,ad)(k

′)以及 [引理2.119],我们得到要证明R∗ωR是Goren-
stein环,只需要验证 (R/(a1, ..., ad)) ∗ER/(a1,...,ad)(k

′)是 Gorenstein环,并注意 R/(a1, ..., ad)是 Artin局部环,
用 R/(a1, ..., ad)替换 R可知,要证明必要性,我们只要说明对 Artin局部环 R, Artin局部环 R ∗ER(k)(这里的
Artin局部性由 [引理2.119]保证)的 type必定是 1即可 (回忆 Gorenstein环的刻画 [定理2.105]). 下面我们
来说明 r(R ∗ ER(k)) = 1. 首先局部环 R ∗ ER(k)是 Atrin的意味着它作为自身上的有限生成模深度为 0,于是
[引理2.101]告诉我们R ∗ER(k)的 type就是 soc(R ∗ER(k))作为R ∗ER(k)剩余域上线性空间的线性维数,因
此我们需要说明 soc(R ∗ER(k))的线性维数是 1. 下面我们说明 soc(R ∗ER(k)) = {(0, x)|x ∈ socER(k)},一旦
证明该断言,由 [命题2.103(5)]中的 rR(E) = 1可知 socER(k)作为 k-线性空间是 1维的,所以 soc(R ∗ER(k))
作为 R ∗ ER(k)剩余域上线性空间也是 1维的. {(0, x)|x ∈ socER(k)} ⊆ soc(R ∗ ER(k))是明显的 (回忆 [引
理2.101]上面提到的交换局部环上模的基座公式). 现任取 (a, x) ∈ soc(R ∗ ER(k)),那么至少有

(b, 0)(a, x) = (ba, bx) = (0, 0), ∀b ∈ m,

由此可知 a ∈ socR, x ∈ socM . 现在用反证法说明 a = 0. 假设 a 6= 0, 那么 (a) = Ra 是不可约模, 所
以 lR/(a)(R/(a)) = lR(R/(a)) < lR(R)(第一个等号是因为 R/(a) 中每个元素 c 在其上作用与 c ∈ R 在其

上作用一致). a 不可能是可逆元, 否则取 y 6= 0 ∈ ER(k), 有 ay 6= 0, 从而 (0, y)(a, x) = (0, ay) 6= 0(这里
(0, y) ∈ m ∗ ER(k)),这与 (a, x) ∈ soc(R ∗ ER(k))矛盾. 所以 a ∈ m. 考察正合列

R R R/(a) 0,
a

用函子 HomR(−, ER(k))作用之,得到正合列

0 HomR(R/(a), ER(k)) HomR(R,ER(k)) HomR(R,ER(k))

ER(k) ER(k)

a∗

∼= ∼=

a

记 k̂是R/(a)的剩余域,那么由 [引理2.84]以及自然同构 k ∼= k̂保证了HomR(R/(a), k̂)到内射R-模HomR(R/(a), ER(k))

有本质单同态 j∗,考虑下述 R/(a)-模同态交换图：

HomR(R/(a), k) HomR(R/(a), ER(k))

k̂ ER/(a)(k̂)

j∗

∼= ∼=
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我们立即得到形如 0 ER/(a)(k̂) ER(k) ER(k)
a

的 R-模正合列. 那么 a 在 ER(k) 上的左

乘变换不可能是零同态, 原因是当 al = 0 时, ER(k) 上 R/(a)-模结构与 R-模结构一致并且作为 R/(a)-模与
ER/(a)(k̂)同构,因此有 lR(ER(k)) = lR/(a)(ER(k)) = lR/(a)(ER/(a)(k̂)). 应用 [命题2.103(5)]可得 lR(R/(a)) =

lR/(a)(R/(a)) = lR/(a)(ER/(a)(k̂)) = lR(ER(k)) = lR(R),但这和前面提到的 lR(R/(a)) < lR(R)相矛盾. 因此 a

在 ER(k)上的左乘变换不可能是零同态,进而存在 y 6= 0 ∈ ER(k),使得 ay 6= 0,从而 (0, y)(a, x) = (0, ay) 6= 0,
这与 (a, x) ∈ socR ∗ER(k)矛盾！从而 a = 0. 故 soc(R ∗ER(k)) = {(0, x)|x ∈ socER(k)},结合前面的讨论,我
们得到 r(R ∗ ER(k)) = 1,这就证明了必要性.
充分性：在 [推论2.116]中我们看到 Gorenstein局部环的 canonical模总是存在的. 所以充分性由下面更

一般的 [定理2.121]可以直接得到.

Theorem 2.121. 设 (R,m), (S, n)是 Cohen-Macaulay局部环, ϕ : R → S 是保幺环同态满足 ϕ(m) = n且 S 经

ϕ赋予 R-模结构后是有限生成 R-模 (例如当 ϕ是满射时该条件成立). 那么当 R的 canonical模 ωR 存在时, S
的 canonical模 ωS 也存在.

Proof. 由条件知单环同态 ϕ̃ : R/Kerϕ→ S满足 S是 ϕ̃(R/Kerϕ)的整扩张,所以 k.dim(R/Kerϕ) = k.dimS. 根
据 [引理2.29]可知 k.dimR−k.dim(R/Kerϕ) ≤ grade(Kerϕ,R),若记 t = k.dimR−k.dimS,该不等式表明可取
含于 Kerϕ的 R-正则序列 a1, ..., at,记 R = R/(a1, ..., at),那么 [定理2.117]保证了 ωR/(a1, ..., at)ωR是 Cohen-
Macaulay局部环 R的 canonical模,且 k.dimR = k.dimS. 用 R替换 R知我们可不妨设 k.dimR = k.dimS.
现在设 d = k.dimR, a1, ..., ad是极大 R-正则序列,那么由 ωR是极大 Cohen-Macaulay模知 a1, ..., ad也是极大

ωR-正则序列,并且 ϕ(m) = n保证了 grade(m,RS) = grade(n, S) = k.dimS = d,也就是说 S 是维数是 d的极

大Cohen-MacaulayR-模 (那么任何极大R-正则序列也是极大 RS-正则序列),现在我们应用 [命题2.114(2)]得
到 ExtjR(S, ωR) = 0, ∀j > 0,于是利用 [命题2.114(1)]知道 a1, ..., ad 是极大 HomR(S, ωR)-序列, HomR(S, ωR)

是极大 Cohen-MacaulayR-模且有 R′ = R/(a1, ..., ad)-模同构

HomR(S, ωR)/(a1, ..., ad)HomR(S, ωR) ∼= HomR′(S′, ωR′),

其中 S′ = S/(a1, ..., ad)S = S/(ϕ(a1), ..., ϕ(ad)) 是 Artin 局部环, 上面的同构用到了 [定理2.117]. 注意,
HomR(S, ωR) 也是极大 Cohen-MacaulayS-模, HomR(S, ωR)/(a1, ..., ad)HomR(S, ωR) ∼= HomR′(S′, ωR′) 也

是 S′-模同构, 由此可知 HomR′(S′, ωR′)是维数为 0的极大 Cohen-MacaulayS′-模. 基于 [命题2.118], 如果能
证明 ωS′ = HomR′(S′, ωR′), 那么也就有 ωS = HomR(S, ωR), 从而得到 S 有 canonical 模. 下面我们来证明
HomR′(S′, ωR′)是 S′ 的 canonical模. 利用 [定理2.115]知有 R′-模同构 ωR′ ∼= ER′(kR′),这里 kR′ 表示局部环

R′的剩余域,所以我们得到 S′-模同构HomR′(S′, ωR′) ∼= HomR′(S′, ER′(kR′)),因为 ER′(kR′)是内射R′-模,所
以 HomR′(S′, ER′(kR′))是内射 S′-模,因此要证明 HomR′(S′, ωR′)是 S′ 的 canonical模,要验证的仅剩说明 0

维模 HomR′(S′, ER′(kR′))的 type是 1. 由 [引理2.101],要验证的就是 socS′HomR′(S′, ER′(kR′))作为 kS′-线
性空间的维数是 1,其中 kS′ 表示 S′ 的剩余域. 注意 R′ 到 S′ 的环同态导出 kR′ 到 kS′ 的域嵌入,并且 kS′ 作为

kR′ 上的线性空间是有限维的,下面我们通过说明 kS′-线性同构 socS′HomR′(S′, ER′(kR′)) ∼= kS′ 来完成定理证

明.
对每个 g ∈ socS′HomR′(S′, ER′(kR′)) ∼= kS′ , S′ 的极大理想 nS′ 满足 nS′g = 0, 进而由 ϕ 是局部同态

知 mR′Img = 0. 这一观察说明 Img ⊆ socER′(kR′) = sockR′ = kR′(一般地, 模的基座与其内射包基座
一致). 进而每个 g ∈ socS′HomR′(S′, ER′(kR′)) 导出 kR′-模同态 g̃ : kS′ → kR′ , 由此不难看到 kS′-模同构
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socS′HomR′(S′, ER′(kR′)) ∼= HomkR′ (kS′ , kR′),最后说明作为 kS′-线性空间有同构 HomkR′ (kS′ , kR′) ∼= kS′ . 因
为 kS′ 作为 kR′ 的域扩张是有限扩张,所以由 dimkR′HomkR′ (kS′ , kR′) = dimkR′kS′ 我们立即得到

(dimkR′kS′)(dimkS′HomkR′ (kS′ , kR′)) = dimkR′kS′ ,

两边消去正整数 dimkR′kS′ 得到 dimkS′HomkR′ (kS′ , kR′) = 1,证毕!

可以证明任何完备 Noether局部环是某个正则局部环的同态像,而正则局部环总是 Grostein局部环,故完
备 Cohen-Macaulay局部环总有 canonical模.

2.7 局部上同调

之前我们介绍了 Cohen-Macaulay 局部环的 canonical 模的概念, 并指出一个 Cohen-Macaulay 局部环
有 canonical 模的充要条件是该 Cohen-Macaulay 环是某个 Grostein 局部环的同态像 ([定理2.120]), 事实
上 canonical 模的概念是 Alexander Grothendieck(1928-2014) 在上个世纪 60 年代给出局部对偶定理 (见
[定理2.127]) 时自然引入的. 本节先介绍交换代数中局部上同调的基本概念与性质. 最后略去证明地介绍
Grothendieck vanishing定理 (见 [定理2.126])以及 Grothendieck局部对偶定理.
设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,M 是 R-模,定义

Γm(M) = {x ∈M |存在s ≥ 0使得msx = 0}

那么它天然给出一个 R-Mod到自身的加性共变函子 Γm : R-Mod → R-Mod满足对每个模同态 f : M → M ′

有 Γm(f) : Γm(M) → Γm(M
′), x 7→ f(x). 我们有下面的基本事实.

Proposition 2.122. 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,M 是 R-模. 那么：
(1)对每个自然数 i,考虑 R-模 HomR(R/m

i,M) ∼= {x ∈M |mix = 0},对自然数 i ≤ j,定义

ϕij : HomR(R/m
i,M) → HomR(R/m

j ,M)

f 7→ ϕij(f) : R/m
j →M

这里 ϕij(f) : R/m
j → M,a 7→ f(a). 那么 R-Mod上以 (N,≤)为指标集的正向系 {HomR(R/m

i,M), ϕij}i,j∈N

的正向极限 lim−→HomR(R/m
i,M) ∼= Γm(M).

(2)加性共变函子 Γm : R-Mod → R-Mod是左正合函子.
(3)对任给 R-模族 {Mi}i∈Λ有 Γm(⊕i∈ΛMi) = ⊕i∈ΛΓm(Mi).

Proof. (1) 对每个自然数 i, 可自然定义 αi : HomR(R/m
i,M) → Γm(M), g 7→ g(1), 于是当 i ≤ j 时有 αi =

αjϕ
i
j . 可直接验证对每个使得 fi = fjϕ

i
j 的模 X 与同态族 {fi : HomR(R/m

i,M) → X}i∈N,存在唯一的模同态
f : Γm(M) → X 使得下图交换.

Γm(M) X

HomR(R/m
i,M)

HomR(R/m
j ,M)

f

φi
j

αi
fi

αj
fj
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具体地,这里同态 f 如下构造：对每个 x ∈ Γm(M),存在自然数 s使得 msx = 0,定义 gx : R/ms → M,a 7→ ax

并置 f(x) = fs(gx). 可直接验证 f 是定义合理的 R-模同态并使得上图交换.
(2)任取 R-模正合列 0 M ′ M M ′′f g ,要验证

0 Γm(M
′) M Γm(M

′′)
Γm(f) Γm(g)

正合. 作为 f 的限制 Γm(f) 自然是单射, Γm(g)Γm(f) = 0 也是明显的. 唯一需要说明的就是 KerΓm(g) ⊆
Im(Γm(f)). 任取 x ∈ KerΓm(g),即 g(x) = 0且存在自然数 t使得 mtx = 0,那么 x ∈ Imf ,即存在 y ∈ M ′ 使得

f(y) = x,从而 f(mty) = 0,再利用 f 是单射得 y ∈ Γm(M
′),所以 x ∈ Im(Γm(f)). 故 Γm是左正合函子.

(3)根据函子 Γm的定义明显成立.

现在可以给出局部上同调函子的定义.

Definition 2.123 (局部上同调函子). 设 (R,m, k)是交换Noether局部环,称左正合加性共变函子Γm : R-Mod →
R-Mod的 i次右导出函子为 i次局部上同调函子 (the local cohomology functor),记作H i

m(−). 对 R-模M ,称
H i

m(M)是M 的 i次局部上同调群.

具体地,先对每个模M ,取定它的内射分解 (I, d, η)：

0 M I0 I1 · · ·η d0 d1

再用 Γm作用之, H i
m(M)就是下述上链复形的 i次上同调.

0 Γm(I
0) Γm(I

1) Γm(I
2) · · ·Γm(d0) Γm(d1) Γm(d2)

根据右导出函子的定义,我们马上得到局部上同调函子的一些基本性质：

Proposition 2.124. 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,则：
(1)对任何 R-模M ,有 R-模同构 H0

m(M) ∼= Γm(M).
(2)如果 R-模 Q是内射模,那么 H i

m(Q) = 0, ∀i ≥ 1.
(3)对每个 R-模M 与自然数 n,有 R-模同构 Hn

m(M) ∼= lim−→ExtnR(R/mi,M).

(4)对任何 R-模短正合列 0 M ′ M M ′′ 0
α β ,有 R-模长正合列

0 Γm(M
′) Γm(M) Γm(M

′′) H1
m(M

′) H1
m(M) · · ·Γm(α) Γm(β)

(5)对 R的每个素理想 P ,有

Γm(E(R/P )) =

E(k), P = m,

0, P 6= m.

Proof. (1),(2) 和 (4) 都是明显的. 这里仅说明 (3) 和 (5). 取定 M 的内射分解 (I•, d•, η), 那么对每个 In, 有
Γm(I

n) = lim−→HomR(R/m
i, In),易验证 (dn)∗ : {HomR(R/m

i, In), ϕij}N → {HomR(R/m
i, In+1), ϕij}N 所诱导

的正向极限之间的同态 ~(dn)∗ : lim−→HomR(R/m
i, In) → lim−→HomR(R/m

i, In+1)就是 dn,也就是说可以把 R-模

复形 0 Γm(I
0) Γm(I

1) Γm(I
2) · · ·Γm(d0) Γm(d1) Γm(d2)

改写为

0 lim−→HomR(R/m
i, I0) lim−→HomR(R/m

i, I1) lim−→HomR(R/m
i, I2) · · ·

⃗(d0)∗ ⃗(d1)∗ ⃗(d2)∗
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由此我们马上得到

Hn
m(M) ∼= Hn(lim−→HomR(R/m

i, I•)) ∼= lim−→Hn(HomR(R/m
i, I•)) = lim−→ExtnR(R/mi,M).

这就证明了 (3). 现在来说明 (5). 当 P = m 时, 需要说明 Γm(E(k)) = E(k). 任取 x 6= 0 ∈ E(k), 那么 Rx

作为 E(k)的非零子模,结合 [引理2.89(3)]可知 V (ann(x)) = Supp(Rx) = Ass(Rx) = {m},故存在正整数 t

使得 mt ⊆ ann(x), 即 mtx = 0, 所以 Γm(E(k)) = E(k). 现设 P 6= m, 假设有 x 6= 0 ∈ Γm(E(R/P )), 那么存
在正整数 l 使得 ml ⊆ ann(x), 而 AssE(R/P ) = {P} 蕴含 ml ⊆ P , 故 P = m, 矛盾. 因此当 P 6= m 时, 有
Γm(E(R/P )) = 0.

回忆 Bass数可给交换 Noether环上有限生成模极小内射分解每项一描述 (见 [命题2.99]), 那么应用 [命
题2.122(3)] 和 [命题2.124(5)] 得到交换 Noether 局部环 R 上任何有限生成模 M 它的极小内射分解 i 次项

Ei(M)满足 Γm(E
i(M)) ∼= E(k)µi(m,M),这里 µi(m,M) = dimkExtiR(k,M)是M 关于 m的 i次 Bass数,那么

Γm(E
•(M))作为复形同构于下述形式的复形.

0 E(k)µ0(m,M) E(k)µ1(m,M) · · · E(k)µi(m,M) · · ·

该复形的 i次上同调给出M 的 i次局部上同调 H i
m(M). 可以证明此时内射包 E(k)是 Artin模 (见 [?],定理

18.6),所以 H i
m(M)总是 Artin模. 我们再指出两个关于局部上同调的基本观察.

Corollary 2.125. 设 (R,m, k)是交换 Noether局部环,M 是有限生成 R-模,那么：
(1)当自然数 i < depthM 时, H i

m(M) = 0.
(2)如果 R是 Gorenstein环,那么

H i
m(R) =

E(k), i = k.dimR,

0, i 6= k.dimR.

Proof. 根据前面的讨论, H i
m(M)由下述形式复形的 i次上同调给出.

0 E(k)µ0(m,M) E(k)µ1(m,M) · · · E(k)µi(m,M) · · ·

于是由 [定理1.29]即得 (1). 如果 R是 Gorenstein局部环, 由 [定理1.29], [命题2.61]和 [定理2.62]可得 i次

Bass 数 µi(m, R) 只有当 i = k.dimR = depthR 时非零. 并且由 Gorenstein 局部环的刻画 [定理2.105] 知当
i = k.dimR时, Bass数 µi(m, R) = r(R) = 1,这就得到了 (2).

上述推论中我们看到当自然数 i < depthM 时, H i
m(M) = 0. 下面的 Grothendieck vanishing定理给出了

模的局部上同调与它的深度、维数之前的关系.

Theorem 2.126 (Grothendieck vanishing定理). 设 (R,m, k)是交换Noether局部环,M 是非零有限生成R-模,
并设 depthM = t, k.dimM = d(我们已经知道 t ≤ d),那么

• 当 i < t或 i > d时, H i
m(M) = 0.

• Ht
m(M) 6= 0且 Hd

m(M) 6= 0.

下面的定理便是 Grothendieck局部对偶定理.
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Theorem 2.127 (Grothendieck 局部对偶定理). 设 (R,m, k)是 d 维完备 Cohen-Macaulay 局部环, 那么根据
Matlis对偶与前面的讨论,对任何整数 i, HomR(H

d−i
m (−), E(k))可视作 Noether模全子范畴到自身的逆变函

子,我们有自然同构
ExtiR(−, ωR) ∼= HomR(H

d−i
m (−), E(k)).

其中 ωR 是 R的 canonical模. 对上述自然同构应用Matlis对偶,并改写指标可得自然同构

H i
m(−) ∼= HomR(Extd−iR (−, ωR), E(k)).

当整数 i < 0时依前面的 vanishing定理结论明显成立. 当 i是自然数时, 该定理的证明过程中先说明了
存在 R-模 C 使得 HomR(H

d
m(−), E(k)) ∼= HomR(−, C),进而由 C ∼= HomR(H

d
m(R), E(k))以及 Matlis对偶

得到 C 是 Noether模. 随后说明了 HomR(H
d−i
m (−), E(k))是 HomR(H

d
m(−), E(k))的 i次右导出函子以及 C

满足 [引理2.108] 中 Ext 群线性维数的条件来得到 C 是 R 的 canonical 模. 因此根据证明过程可以看到定义
canonical模的概念是自然的：根据局部对偶定理已经知道有某个有限生成模 C ∼= HomR(H

d
m(R), E(k))满足

它决定的 Ext函子能够和局部上同调函子产生联系,即 ExtiR(−, C) ∼= HomR(H
d−i
m (−), E(k)),所以研究这样的

模 C 也是自然要做的事.
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3 附录：回顾与补充

本章主要用于回顾一些经典交换代数中的结论或是一些非交换代数专题.

3.1 域扩张的超越次数

本节回顾域扩张的超越基与超越次数的概念,它们也是交换代数中的基本工具.

Definition 3.1. 给定域扩张 F ⊇ K, 若域 F 中的 n 个元素 s1, s2, ..., sn 满足不存在 K 上非零多项式 f ∈
K[x1, x2, ..., xn]使得 f(s1, s2, ..., sn) = 0,则称这有限个元素或集合 {s1, s2, ..., sn}是 K-代数无关的,简称为代
数无关. 如果 S ⊆ F 满足任意有限个元素 K-代数无关,则称 S 是 K-代数无关集,否则称 S 是 K-代数相关的.
例如域 K 上的有理函数域 K(x1, x2, ..., xn)中 {x1, x2, ..., xn}是 K-代数无关集 (易见 K-代数无关蕴含 K-线
性无关). 给定域扩张 F ⊇ K,易见 F 所有 K-代数无关子集构成的集合关于集合包含关系构成非空偏序集,容
易验证任意全序子集有上界,故由 Zorn引理可知任何域扩张 F ⊇ K 都有极大 K-代数无关子集,称该极大代
数无关子集为 F 在K 上的超越基 (transcendence base).

Lemma 3.2. 给定域扩张 F ⊇ K, S 是 F 的子集, u ∈ F −K(S),那么 S ∪ {u}是 K-代数无关集当且仅当 u是

K(S)上超越元.

Corollary 3.3. 给定域扩张 F ⊇ K 以及K-代数无关集 S ⊆ F ,那么 S是 F 的超越基当且仅当 F 是K(S)的代

数扩张. 若域扩张 F ⊇ K 满足存在 F 的代数无关子集 S 使得 F = K(S),则称 F 是K 的纯超越扩张.

Proposition 3.4. 给定域扩张 F ⊇ K,若 S ⊆ F 是K 上一个有限超越基,那么 F 在K 上的任何超越基 T 必定

也是有限的且 |T | = |S|.

Proof. 若 S 是空集,则由超越基定义中的极大性知 T 也是空集. 下设 S 非空,设 S = {s1, s2, ..., sn}.
Claim. 存在 t1 ∈ T 使得 {t1, s2, ..., sn}是 F 在K 上一个超越基.

首先明显存在 t1 ∈ T 使得 {t1, s2, ..., sn} 是 K-代数无关的, 原因是若不然 T 中所有元素在 K(s2, ..., sn) 上

是代数的, 进而 K(s2, ..., sn)(T ) 是 K(s2, ..., sn) 的代数扩张, 而 F 是 K(s2, ..., sn)(T ) 的代数扩张表明 F 是

K(s2, ..., sn) 的代数扩张, 于是 s1 是 K(s2, ..., sn) 上的代数元, 矛盾. 其次, 代数无关集 {t1, s2, ..., sn} 必定
是 K 上超越基, 只需注意到 s1 在 K(t1, s2, ..., sn) 上代数即得 F 是 K(t1, s2, ..., sn) 的代数扩张, 这就得到了
{t1, s2, ..., sn}是超越基.

Claim. 超越基 T 满足 |T | = n.
重复上述讨论,必定存在 t2 ∈ T 使得 {t1, t2, s3, ..., sn}是超越基,依此类推,有 {t1, t2, ..., tn} ⊆ T 是超越基,因
此 T = {t1, t2, ..., tn},得证.

Theorem 3.5 (超越次数). 给定域扩张 F ⊇ K,若 S ⊆ F 是 K 上一个超越基,那么 F 在 K 上的任何超越基 T

必定满足 |T | = |S|. 对域扩张域扩张 F ⊇ K,我们将 F 在K 上的任意超越基 S的基数 |S|称为 F 在K 上的超

越次数 (transcendence degree),记作 trK(F )或 tr.d.F/K,本定理表明域扩张的超越次数定义合理.

Proof. 根据前面的命题,我们只需要处理 S 是无限超越基的情形. 对每个 s ∈ S,存在 T 的非空有限子集 Ts 使

得 s在 K(T )上的首一最小多项式系数均在 K(Ts)中,由选择公理,对每个 s ∈ S 都可指定一个 T 的非空有限

子集 Ts使得 s在K(T )上的首一最小多项式系数均在K(Ts)中.
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Claim. 集合
⋃
s∈S

Ts是 F 在K 上的一个超越基,故 T =
⋃
s∈S

Ts.

因为
⋃
s∈S

Ts 是 T 的子集, 所以 K-代数无关. 由于每个 s ∈ S 均在 K(
⋃
s∈S

Ts) 上代数, 所以 K(
⋃
s∈S

Ts)(S) 是

K(
⋃
s∈S

Ts)的代数扩张,于是 F 是K(
⋃
s∈S

Ts)的代数扩张,进而
⋃
s∈S

Ts是超越基,断言得证.

最后说明 |S| = |T |,由对称性我们只需说明 |T | ≤ |S|即可. 只需注意到

|T | = |
⋃
s∈S

Ts| ≤ |S|ℵ0 = |S|.

3.2 Noether正规化定理加强版

在经典交换代数中, Noether正规化定理是证明Hilbert零点定理的一个工具,我们将介绍的加强形式可以
用于证明仿射 (交换)整环的维数特性 (见 [推论3.9]).为了证明 Noether正规化定理,首先我们需要下面的引
理,这一引理的想法来自 Nagata.

Lemma 3.6. 设 k 是域, r ≥ 1, f ∈ k[x1, ..., xr] 是非常数多项式, 那么存在 x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1 ∈ k[x1, ..., xr] 使得

k[x1, ..., xr]是 k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1, f ]上有限生成模.

Proof. r = 1时结论明显成立,所以仅考虑 r ≥ 2的情形. 选取正整数 e使得 e严格大于 f 任何一个非零单项式

axi11 x
i2
2 · · ·xirr 的所有幂指数 i1, i2, ..., ir. 下面验证 x′l = xl − xelr , l = 1, 2, ..., r − 1是满足条件的构造.
如果我们能够说明 f 能够表示为 k[x′1, x

′
2, ..., x

′
r−1]上的首一 d次多项式 (这里 d是正整数),那么我们便可

得到 k[x1, ..., xr]是 k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1, f ]上有限生成模,原因是此时 f = c0(x

′
1, x

′
2, ..., x

′
r−1)+c1(x

′
1, x

′
2, ..., x

′
r−1)xr+

· · ·+ xdr 导致 xr 可被 k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1, f ]中首一多项式

yd + cd−1(x
′
1, x

′
2, ..., x

′
r−1)y

d−1 + · · ·+ c0(x
′
1, x

′
2, ..., x

′
r−1)− f

零化, 即 xr 是 k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1, f ] 上整元, 并注意到 x1, ..., xr−1 ∈ k[x′1, x

′
2, ..., x

′
r−1, f ], 所以 k[x1, ..., xr] 是

k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1, f ]上有限生成模.

现在我们来验证 f能够表示为 k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1]上的首一 d次多项式, f的每个非常数单项式 axi11 x

i2
2 · · ·xirr

可改写为

(x1 − xer)
i1(x2 − xe

2

r )i2 · · · (xr−1 − xe
r−1

r )ir−1xirr + · · ·+ xi1e+i2e
2+···+ir−1e

r−1+ir
r ,

即系数来自 k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1]关于 xr 的一元首一多项式. 根据我们 e的选取方式,如果 f 有两个不同的单项式

axi11 x
i2
2 · · ·xirr 与 bxj11 x

j2
2 · · ·xjrr ,那么幂指数组 (i1, ..., ir) 6= (j1, ..., jr),这导致 i1e+ i2e

2 + · · ·+ ir−1e
r−1 + ir 6=

j1e+ j2e
2 + · · ·+ jr−1e

r−1 + jr,所以 f 确实可表为 k[x′1, x
′
2, ..., x

′
r−1]上的首一 d(d ≥ 1)次多项式,得证.

下面是 Noether正规化定理的加强形式.

Theorem 3.7. 给定域 k上 Krull 维数是 d 的交换仿射代数 A 以及 A 的真理想升链 I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Im, 记
dj = k.dim A/Ij . 如果 d > d1 > d2 > · · · > dm ≥ 0,那么存在 A的子集 {y1, y2, ..., yd},使得
(1)A是 k[y1, y2, ..., yd]上的有限生成模;
(2)每个 Ij 满足 Ij ∩ k[y1, y2, ..., yd] = (ydj+1, ..., yd), j = 1, 2, ...,m.
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Proof. 如果 d = 0, 那么 A 作为 0 维仿射交换代数在 k 上是代数的, 因此结论直接成立, 下面考虑 d ≥ 1 的

情形. 我们先说明只要证明 A = k[x1, ..., xd] 的情形就足够了, 然后再针对 k[x1, ..., xd] 的情形予以证明. 设
ϕ : A→ k[x1, ..., xn]/I是 k-代数同构, I是 k[x1, ..., xn]的某个真理想,那么A的真理想升链 I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Im

对应 k[x1, ..., xn]/I 的真理想升链 J1/I ⊆ J2/I ⊆ · · · ⊆ Jm/I ,其中 I ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jm 是 k[x1, ..., xn]的

真理想升链. 那么每个 Jt 满足 k.dim k[x1, ..., xn]/Jt = k.dim(k[x1, ..., xn]/I)(Jt/I) = k.dim A/It = dt. 那么
d > d1 > d2 > · · · > dm ≥ 0,如果我们证明了结论对 k[x1, ..., xn]成立,我们对理想链 I ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jm

应用结论,便得到 k[x1, ..., xn]的子集 {α1, ..., αn}使得 k[x1, ..., xn]是 k[α1, ..., αn]上的有限生成模,并且：
•对每个 1 ≤ t ≤ m,有 Jt ∩ k[α1, ..., αn] = (αdt+1, ..., αn).
• I ∩ k[α1, ..., αn] = (αd+1, ..., αn).
于是 k[x1, ..., xn]/I 是子代数 k[α1 + I, ..., αd + I]上的有限生成模,并且对每个 1 ≤ t ≤ m,有

Jt/I ∩ k[α1 + I, ..., αd + I] = (αdt+1 + I, ..., αn + I).

置 yt = ϕ−1(αt + I), t = 1, 2, ..., d,那么 {y1, ..., yd}便是满足条件的子集.
现在我们对 A = k[x1, ..., xd]的情形证明结论.
Claim. 如果 A有子集 {y1, ..., yd}满足：

(N1) k[x1, ..., xd]是 k[y1, ..., yd]上有限生成模;
(N2) Ij ∩ k[y1, ..., yd] ⊇ (ydj+1, ..., yd), j = 1, 2, ...,m,
{y1, ..., yd} 便是满足条件的子集. 因为由 k[x1, ..., xd] 是 k[y1, ..., yd] 的整扩张知 k.dimk[y1, ..., yd] = d, 进
而 {y1, ..., yd} 是 k-代数无关的, 于是每个 (ydj+1, ..., yd) 都是 k[y1, ..., yd] 的素理想. 再由 k[x1, ..., xd]/Ij 是

k[y1, ..., yd]/(k[y1, ..., yd] ∩ Ij)的整扩张得到 dj = k.dimk[y1, ..., yd]/(k[y1, ..., yd] ∩ Ij). 假设 Ij ∩ k[y1, ..., yd] )
(ydj+1, ..., yd),我们会得到 k.dimk[y1, ..., yd]/(k[y1, ..., yd] ∩ Ij) ≤ dj − 1,矛盾. 断言得证.
经过前面的讨论, 我们知道只有构造满足 (N1) 与 (N2) 的子集 {y1, ..., yd} 即可. 现在我们来构造它. 先

作辅助序列 y′j = xj , j = 1, 2, ..., d. 之后会不断更新 {y′j}dj=1, 得到的最终序列就是所要构造的 {y1, ..., yd}.
下面我们构造 yd 并替换 y′1, ..., y

′
d−1 使得 k[x1, ..., xd] 是 k[y′1, ..., y

′
d−1, yd] 上的有限生成模且每个 Ij(1 ≤ j ≤

m) 满足 Ij ∩ k[y′1, ..., y
′
d−1, yd] ⊇ (yd). 由 {y′j}dj=1 之前的初始定义, 有 k[y′1, ..., y

′
d−1, y

′
d] ∩ Ij 6= 0(这是因为

k.dim k[x1, ..., xn]/Ij < d保证了 Ij 是非零理想),选取 yd 是 k[y′1, ..., y
′
d−1, y

′
d] ∩ I1 中非常数多项式,那么存在

α1, ..., αd−1 ∈ k[x1, ..., xn]使得 k[x1, ..., xn]是 k[α1, ..., αd−1, yd]上的有限生成模. 更新 y′j 为 αj , j = 1, 2, ..., d−
1,那么 k[x1, ..., xd]是 k[y′1, ..., y

′
d−1, yd]上的有限生成模且 I1 ∩ k[y′1, ..., y′d−1, yd] ⊇ (yd). 结合每个 Ij ⊇ I1 可知

Ij ∩ k[y′1, ..., y′d−1, yd] ⊇ (yd).
如果我们已经选定了 y′1, ..., y

′
e, ye+1, ..., yd,这里 1 ≤ e ≤ d− 1,满足

• k[x1, ..., xd]是 k[y′1, ..., y
′
e, ye+1, ..., yd]上有限生成模;

•对每个 Ij(1 ≤ j ≤ m),有 Ij ∩ k[y′1, ..., y′e, ye+1, ..., yd] ⊇ (yh, ..., yd),其中 h = max{dj + 1, e+ 1}.
下面我们构造 ye并更新 y′1, ..., y

′
e−1使得

• k[x1, ..., xd]是 k[y′1, ..., y
′
e−1, ye, ..., yd]上有限生成模;

•对每个 Ij(1 ≤ j ≤ m),有 Ij ∩ k[y′1, ..., y′e−1, ye, ..., yd] ⊇ (yh, ..., yd),其中 h = max{dj + 1, e}.
一旦依次构造完 yd, yd−1, ..., y1, 我们便得到了满足 (N1) 与 (N2) 的子集 {y1, ..., yd}. 如果 e ≤ dm, 那么每个
Ij(1 ≤ j ≤ m),满足 Ij ∩ k[y′1, ..., y′e, ye+1, ..., yd] ⊇ (ydm+1, ..., yd) ⊇ (ydj+1, ..., yd). 这时置 ye = y′e, y′1, ..., y′e−1

保持不变即可. 否则,当 e > dm时,设 s是满足 e > ds的最小正整数.
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Claim. k[y′1, ..., y′e] ∩ Is 6= 0. 一旦证明该断言,选取 ye 是 k[y′1, ..., y
′
e] ∩ Is 中的非常数多项式 (注意在我们

的假设下有 {y′1, ..., y′e, ye+1, ..., yd}是 k-代数无关的,所以 k[y′1, ..., y
′
e]同构于多项式环),那么存在 β1, ..., βe−1 ∈

k[y′1, ..., y
′
e]使得 k[y′1, ..., y

′
e]是 k[β1, ..., βe−1, ye]上的有限生成模.

更新 y′j 为 βj , j = 1, 2, ..., e− 1,那么 k[y′1, ..., y
′
e, ye+1, ..., yd]是 k[y′1, ..., y

′
e−1, ye, ..., yd]的整扩张,并且对每

个 j ≥ s,有 Ij ∩ k[y′1, ..., y′e−1, ye, ..., yd] ⊇ (ye, ..., yd). 对 j < s,有 e ≤ dj ,所以 Ij ∩ k[y′1, ..., y′e−1, ye, ..., yd] ⊇
(ydj+1, ..., yd),进而得到结论. 现在我们来证明断言：假设 k[y′1, ..., y

′
e]∩Is = 0,那么由 Is∩k[y′1, ..., y′e, ye+1, ..., yd] ⊇

(ye+1, ..., yd)知 Is ∩ k[y′1, ..., y′e, ye+1, ..., yd] = (ye+1, ..., yd),等式左边满足

k.dim k[y′1, ..., y
′
e, ye+1, ..., yd]/(Is ∩ k[y′1, ..., y′e, ye+1, ..., yd]) = ds,

等式右边满足 k.dim k[y′1, ..., y
′
e, ye+1, ..., yd]/(ye+1, ..., yd) = e,这与 e > ds矛盾,证毕.

下面我们给出两个 Noether正规化定理加强形式的应用.

Corollary 3.8. 设 k-代数 R是仿射整环,那么 d = k.dim R就是 R任意一条极大素理想链的长度.

Proof. 任取 R的素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Pm,我们说明 m < d时某个素理想可以严格插入该素理想链. 不
妨设 P0 = 0且 Pm 是极大理想. 记 dj 是 R/Pj 的 Krull维数, j = 0, 1, ...,m, 其中 d0 = d, dm = 0, 那么存在
某个 1 ≤ j ≤ m使得 dj−1 ≥ dj + 2. 如果 j ≥ 2, 那么由 Noether正规化定理, 存在 R 的子集 {y1, ..., yd}使
得 R ⊇ k[y1, ..., yd]是整扩张且每个 1 ≤ t ≤ m都有 Pj ∩ k[y1, ..., yd] = (ydt+1, ..., yd). 注意到 (ydj−1

, ..., yd)作

为 k[y1, ..., yd] 的理想是严格介于 Pj−1 ∩ k[y1, ..., yd] = (ydj−1+1, ..., yd) 以及 Pj ∩ k[y1, ..., yd] = (ydj+1, ..., yd)

之间的素理想. 如果 j = 1, 那么 P0 ∩ k[y1, ..., yd] = 0 与 P1 ∩ (yd1+1, ..., yd) 之间同样严格包含 k[y1, ..., yd]

的素理想 (yd1+1). 总之, Pj−1 ∩ k[y1, ..., yd] 与 Pj ∩ k[y1, ..., yd] 间严格存在一个 k[y1, ..., yd] 的素理想 Q. 现
在我们得到整闭整环 k[y1, ..., yd]/(k[y1, ..., yd] ∩ Pj−1)的整扩张 R/Pj−1,针对 R/Pj−1 的素理想 Pj/Pj−1 以及

k[y1, ..., yd]/(k[y1, ..., yd] ∩ Pj−1)的素理想 Q/(k[y1, ..., yd] ∩ Pj−1)应用 Going-down定理,可得 R的素理想 Q

使得 Pj−1 ( Q ( Pj . 所以素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Pm当长度严格小于 d时仍可加长.

Corollary 3.9. 设 k-交换代数 A是仿射整环,那么

htP + k.dim R/P = k.dim R, ∀P ∈ SpecR.

Proof. 任取 R的素理想 P ,要证的只有 htP + k.dim R/P ≥ k.dim R. 由于 P 总含于 R的某条极大素理想链

中,所以由 k.dim R是该极大素理想链的长度可得 k.dim R ≤ htP + k.dim R/P .

Proposition 3.10. 设 A是域 k上仿射整区, C = k[y1, ..., yd]是根据 Noether正规化引理得到的 A的多项式子

代数,满足 A是有限生成 C-模. 记 F 是 A的商域, Q = k(y1, ..., yd)是 C 的商域. 那么 F ⊇ Q是有限扩张. 特
别地,如果 chark = 0,那么 F ⊇ Q作为可分扩张,本原元定理表明 F 是 Q的单扩张.

Proof. 先说明 F ⊇ Q是代数扩张. 现在 A中元素都是 Q上整元,所以 A中元素的逆也是 Q上整元 (考察给定
的 A的元素在 Q上最小多项式). 于是我们得到 Q在 F 中的整闭包就是 F ,因此 F ⊇ Q是代数扩张. 现在设
A = Ca1 + · · ·+ Cam,那么 A ⊆ Q(a1, ..., am),后者是 Q的有限扩张. 所以 F = Q(a1, ..., am).
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3.3 Schanuel引理与投射等价

对一个 R-模M 形如下述形式的正合列

0 Kn Pn−1 · · · P1 P0 M 0,

任给这里每个 Pi 是投射模, 则称 Kn 是 M 的第 n个合冲 (syzygy), 也简称为 n次合冲. 合冲来自天文学, 原
意指三个天体接近一条直线. 对两个 R-模 X,Y ,如果存在投射 R-模 P,Q使得 X ⊕ P ∼= Y ⊕Q,称 X 与 Y 投

射等价 (projectively equivalent). 容易证明投射等价是所有模构成类上的一个等价关系. 本节的目标是说明模
M 的任意两个 n次合冲投射等价. 首先需要下面的 Schanuel引理.

Lemma 3.11 (Schanuel). 设 R是含幺环,有 R-模短正合列：

0 K P M 0
f g

,

0 K ′ P ′ M 0
f ′ g′

,

其中 P, P ′是投射模,那么K ⊕ P ′ ∼= K ′ ⊕ P .

Proof. 因为 P 是投射模,所以存在模同态 β : P → P ′使下图交换：

0 K P M 0

0 K ′ P ′ M 0

f g

β idM

f ′ g′

我们还有自然的模同态 α : K → K ′使得下图交换：

0 K P M 0

0 K ′ P ′ M 0

f

α

g

β idM

f ′ g′

那么有短正合列 (验证它)
0 K K ′ ⊕ P P ′ 0,

h l

其中 h : K → K ′ ⊕ P, x 7→ (α(x), f(x)), l : K ′ ⊕ P → P ′, (x, y) 7→ f ′(x)− β(y). 由 P ′ 投射知上述短正合列可

裂,所以K ⊕ P ′ ∼= K ′ ⊕ P .

Remark 3.12 ([Lam99]). Schanuel引理来自 S. Schanuel(美国, 1933-2014,师从 Serge Lang)听 Kaplansky教
授《同调环论》课程时,当时 Kaplansky说如果一个模有一个 n次合冲是投射模,则所有 n次合冲都是投射的,
尽管这个结论陈述简明,不过证明还是需要做很多准备. 于是指出了上述引理所陈述的事实来表示证明很容易.
之后通过几天半的交流,他们得到了该引理完整的证明. 这是同调代数中一个本质引理.

Corollary 3.13. 设 R是含幺环, R-模M 有下述两个正合列：

0 K Pn−1 · · · P1 P0 M 0,

0 L Qn−1 · · · Q1 Q0 M 0,

α

β
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满足每个Pi, Qi投射, n是自然数,那么存在有限个投射模X1, ..., Xs, Y1, ..., Yt(s, t ≥ 1)使得K⊕X1⊕· · ·⊕Xs
∼=

L⊕ Y1 ⊕ · · · ⊕ Yt(作为 R-模). 特别地,M 的任意两个 n次合冲投射等价. 因此M 只要有一个 n次合冲是投射

模,那么M 的所有 n次合冲均为投射模.

Proof. 对 n作归纳,当 n = 0时,结论直接成立. 当 n = 1时,这是 Schanuel引理. 假设结论对 n− 1(n ≥ 1)情

形结论成立,记 K ′ = Kerα,L = Kerβ,则 Schanuel引理表明 K ′ ⊕Q0
∼= L′ ∼= P0. 所以有下述形式的两条正合

列：

0 K Pn−1 · · · P1 ⊕Q0 K ′ ⊕Q0 0

0 L Qn−1 · · · Q1 ⊕ P0 L′ ⊕Q0 0

由归纳假设知结论成立.

3.4 局部环上有限生成平坦模自由

交换代数中一个经典结论是交换局部环上的有限生成投射模总自由. 事实上在非交换层面这也成立.

Proposition 3.14. 设含幺环 R是局部环,则任何有限生成投射左 R-模M 自由.

Proof. 设M 元素数目最小的生成元集是 {x1, ..., xn}, 对每个 1 ≤ i ≤ n, 记 ei 是 Rn 中标准单位列向量, 则有
左 R-模同态 ψ : Rn → M 使得 ψ(ei) = xi, ∀1 ≤ i ≤ n. 因为 M 投射, 所以 ψ 是可裂满同态, 进而存在模
同态 ϕ : M → Rn 使得 ψϕ = idM , 于是 Rn = ϕ(M) ⊕ K, 这里 K = Kerϕ. 任取

n∑
i=1

aiei ∈ K, 假设有某

个 ai0 /∈ Jac(R), 即 ai0 是可逆元, 则在 M 中, ψ(
n∑
i=1

aiei) =
n∑
i=1

aixi = 0使得 M 有元素数目更少的生成元集,

这和 {x1, ..., xn}的选取矛盾. 进而 K ⊆ Jac(R)Rn. 于是对直和分解 Jac(R)Rn = Jac(R)ϕ(M) ⊕ Jac(R)K 有
K = Jac(R)K. 注意到K 有限生成,故由 Nakayama引理得到K = 0,于是 Rn = ϕ(M) ∼=M 自由.

事实上,这里的有限生成条件也是多余的,在 1958年, Kaplansky证明了下面的定理.

Theorem 3.15 (Kaplansky). 局部环上投射模总自由.

Proof. 证明并不复杂,感兴趣的读者参见 [Kap58, Theorem 2].

事实上 [命题3.14]可以用类似想法进一步推广.

Theorem 3.16. 设含幺环 R是局部环,则任何有限生成平坦左 R-模M 自由.

Proof. 记 R 的 Jacobson 根是 m, 那么 R/m 是除环. 考虑 R/m 上线性空间 M/mM , 它维数有限, 故可取基
{x1, ..., xn},那么 {x1, ..., xn}是M 的一个生成元集. 对每个 1 ≤ i ≤ n,记 ei 是 Rn 中标准单位列向量,则有左
R-模同态 ψ : Rn →M 使得 ψ(ei) = xi, ∀1 ≤ i ≤ n. 如果

n∑
i=1

aiei ∈ K = Kerψ,那么在M/mM 中有

n∑
i=1

aixi = 0
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于是 ai ∈ m, ∀1 ≤ i ≤ n,进而 K ⊆ mRn. 下面通过证明 K = 0,即说明 ψ为同构,来得到M 的自由性. 考虑右
理想 I = a1R+ a2R+ · · ·+ anR,对正合列

0 K Rn M 0
j ψ

应用 [引理3.18]可知 IK = IRn ∩K. 进而
n∑
i=1

aiei ∈ K ∩ IRn = IK ⊆ ImRn. 于是 I = Im,现在对有限生成

右 R-模 I 使用 Nakayama引理,可知 I = 0,所以K = 0,得证.

Remark 3.17. 如果不加有限生成条件,局部环上平坦模未必投射.

Lemma 3.18. 对任何含幺环 R上左模短正合列

0 K F M 0
f g

,

如果 F,M 平坦,那么对任何右理想 I 有 f(K) ∩ IF = If(K).

Proof. 考察下面的交换图,其中 α, β, γ 是标准加群同态,均满.

I ⊗R K I ⊗R F I ⊗RM 0

IK IF IM

id⊗f

α

id⊗g

β γ

f | g|

张量函子右正合保证了上图第一行正合, F,M 的平坦性保证了 β, γ 是同构,于是直接追图可得 Imf | = Kerg|,
由此易知 f(K) ∩ IF = If(K).

Corollary 3.19. 设 R是含幺交换环,M 是有限生成 R-模. 那么：
(1)M 平坦的充要条件是对任何素理想 P 有MP 是自由 RP -模.
(2))M 平坦的充要条件是对任何极大理想 m有Mm是自由 Rm-模.

Proof. (1)与 (2)的充分性来自经典交换代数中的局部整体性质,这里仅说明平坦 R-模关于任何素理想的局部
化是自由的. 首先易知平坦模M 满足对任何素理想 P 有MP 是有限生成平坦 RP -模,而局部环上有限生成平
坦模自由,故MP 是自由 RP -模.

Remark 3.20. 之后会在 [定理3.46]证明具有有限表现的模的投射性与平坦性等价, 因此对含幺交换环上有限
表现模M 是投射的当且仅当对任何素理想 P 有MP 是投射 RP -模. 类似地,含幺交换环上有限表现模M 是投

射的当且仅当对任何极大理想 m有Mm是投射 Rm-模.

回忆交换环 R被称为半局部的,如果 R仅有有限多个极大理想. 更一般地,含幺环 R被称为半局部环,如
果 R/JacR是 Artin环. 对交换环,利用中国剩余定理易知这两种定义等价. 下面说明交换半局部环上有秩的有
限生成投射模总是自由的, [定理3.22]. 首先我们需要一个技术性引理.

Lemma 3.21. 设 R是交换环,有素理想 p1, ..., pm, M 是 R-模,有元素 x1, ..., xn ∈ M 使得对任何 1 ≤ j ≤ m,
N =

∑n
i=1Rxi满足 Npj

* pjMpj
. 那么存在 a2, ..., an ∈ R使得 x1 + a2x2 + · · ·+ anxn /∈ pjMpj

, ∀1 ≤ j ≤ m.
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Proof. 对正整数 m作归纳. 当 m = 1时, 如果 x1 /∈ p1Mp1
, 取 a1 = 1即可. 如果 x1 ∈ p1Mp1

, 那么条件说明
Rp1

x2 + · · · + Rp1
xn /∈ p1Mp1

,由此得到 a2, ..., an 的存在性. 假设结论对m− 1(m ≥ 2)的情形成立,那么对素
理想 p1, ..., pm−1,存在 a′2, ..., a

′
n ∈ R使得 x′1 = x1 + a′2x2 + · · ·+ a′nxn /∈ pjMpj

, ∀1 ≤ j ≤ m− 1.
不妨设 p1, ..., pm 两两互异且 pm 是其中的极小元. 那么可选取 r ∈ (∩m−1

i=1 pi) − pm. 对每个 2 ≤ i ≤ n,记
x′i = rxi. 那么由 r的选取,对每个 1 ≤ j ≤ m−1有 x′i ∈ pjMpj

. 由条件,Rpm
x1+Rpm

x′2+· · ·+Rpm
x′n = Npm

*
pmMpm

. 所以,如果 x′1 /∈ pmMpm
,结论成立. 如果 x′1 ∈ pmMpm

,那么有某个 2 ≤ i ≤ n使得 Rmx
′
i * pmMpm

.
于是考虑 x′1 + xi,该元素明显不在 pmMpm

中.

Theorem 3.22. 任何交换半局部环上有秩的有限生成投射模是自由模.

Proof. 设M 是交换半局部环 R上有限生成投射模,满足有自然数 r使得 rankRm
Mm = r, ∀m ∈ maxSpecR. 对

自然数 r 作归纳. 如果 r = 0,则M = 0,结论直接成立. 现在设结论对秩为 r − 1(r ≥ 1)的有限生成投射模成

立. 因为 r ≥ 1,根据 Nakayama引理,对任何 R的极大理想 m,Mm * mMm,于是对 [引理3.21]取 N = M 立

即得到存在 x ∈ M 使得 x /∈ mMm, ∀m ∈ maxSpecR. 于是对任何 m ∈ maxSpecR, x可在Mm 中扩充为Mm

作为自由 Rm-模的基. 这说明 Rmx是Mm 的非零直和因子,于是 (M/Rx)m 是秩为 r − 1的自由 Rm-模. 根据
[推论3.19],M/Rx是平坦模. 而M 作为有限表现模,M/Rx也是有有限表现的,于是M/Rx是投射模,见 [定
理3.46]. 因此可对M/Rx应用归纳假设得到M/Rx是自由模. 所以由短正合列

0 Rx M M/Rx 0

可裂得到 R-模同构M ∼= Rx⊕ (M/Rx). 下面说明 R ∼= Rx来得到M 是秩为 r的自由 R-模. 现在 x的选取表

明标准同态 π : R→ Rx在 R的每个极大理想处作局部化是双射. 因此 π是 R-模同构.

3.5 平坦维数

本节简要介绍模的平坦维数的基本事实,所有的环默认非交换.

Definition 3.23 (平坦维数). 右 R-模M 的平坦维数为

f.dimRM = inf{l ∈ Z|存在M的平坦表示(C, d, ε)使得l为复形(C, d)的长度}.

易见一个非零模 M 是平坦模的充要条件是它的平坦维数是零. 并且模的平坦维数总不超过投射维数. 类
似投射维数的情形,有

Theorem 3.24. 给定含幺环 R,非负整数 n以及右 R-模M ,以下三条等价：
(1)平坦维数 f.dimRM ≤ n.
(2) TorRn+1(M,N) = 0, ∀N ∈ obR-Mod.
(3)如果正合列 0 Cn Cn−1 · · · C1 C0 M 0

dn dn−1 d2 d1 ε

满足 Ci(0 ≤ i < n)是平坦模,那么 Cn也是平坦模.

在证明上述定理前,我们回顾一些 Tor群的基本性质.

Lemma 3.25. 设 R是含幺环,则对任给右 R-模M 和左 R-模 N 有加群同构 TorRn (M,N) ∼= TorR
op

n (N,M).
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Proof. 取定M 的投射分解 · · · Pn−1 · · · P0 M 0
dn−1 d1 ε . 那么 TorRn (M,N)即下述

复形 P• ⊗R N 的 n次同调.

· · · Pn ⊗R N · · · P0 ⊗R N 0
dn⊗idN d1⊗idN

注意当把每个右R-模视作左Rop-模时,上述投射分解也给出M作为左Rop-模的投射分解,由此可计算TorR
op

n (N,M).
对每个自然数 i,记 ti : Pi ⊗R N → N ⊗Rop Pi 是标准 twist同构,即有 ti(x ⊗ y) = y ⊗ x,那么我们可得复形
P• ⊗R N 到 N ⊗Rop P•的链同构 t,于是这两个复形的各次同调作为加群同构,证毕.

Tor函子作为张量函子的左导出函子是用投射分解计算的,现在我们说明它也可以使用平坦分解计算.

Theorem 3.26. 设 R是含幺环,M 是右 R-模, N 是左 R-模,那么 TorRn (M,N)可以取M 的平坦分解计算,也可
以取 N 的平坦分解计算.

Proof. 我们说明 Tor群 TorRn (M,N)可通过取定M 的平坦分解 (F•, d•, ε)

· · · Fn−1 · · · F0 M 0
dn−1 d1 ε

加以计算. 我们对自然数 n 作归纳来证明结论. 首先 n = 0 的情形是明显的, 因为 − ⊗R N 是右正合函子表

明 F1 ⊗R N F0 ⊗R N M ⊗R N 0
d1⊗idN ε⊗idN

正合, 所以复形 F• ⊗R N 的 0 次同调是 M ⊗R N ∼=
TorR0 (M,N). 下面再处理 n = 1的情形,考虑下面的分解

F2 F1 F0

Imd1

0

d2 d1

d1|
i

作用张量函子 −⊗R N 后,一方面由张量函子是正合函子,我们可以看到 Im(d2 ⊗ idN ) = Ker(d1| ⊗ idN ),这一
观察表明图

F1 ⊗R N/Im(d2 ⊗ idN ) F0 ⊗R N

Imd1 ⊗R N

˜d1⊗idN

˜d1|⊗idN
i⊗idN

中同态 ˜d1| ⊗ idN是同构,进而它把Ker( ˜d1 ⊗ idN ) = H1(F•⊗RN)同构地映为Ker(i⊗idN ). 另一方面,考虑短正
合列 0 Imd1 F0 M 0

i ε
导出的Tor群长正合列可以看到Ker(i⊗idN ) ∼= TorR1 (M,N).

从而得到 1次 Tor群可用平坦分解计算. 假设结论对 n ≥ 1的情形成立,即任何 n次 Tor群可由平坦分解计算.
同样考察短正合列 0 Imd1 F0 M 0

i ε
导出的 Tor群长正合列

· · · TorRn+1(F0, N) TorRn+1(M,N) TorRn (Imd1, N) TorRn (F0, N) · · · ,

因为 n ≥ 1,所以 TorRn+1(F0, N)与 TorRn (F0, N)均为零,故 TorRn (Imd1, N) ∼= TorRn+1(M,N). 根据归纳假设,前
者可由 Imd1的平坦分解计算,而 Imd1的平坦分解可由

· · · Fn−1 · · · Imd1 0
dn−1 d1
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给出,故 TorRn (Imd1, N)可由复形 F• ⊗R N 的 n+ 1次同调给出,证毕.

现在能够给出 [定理3.24]的证明：其中 (1)⇒(2)由 Tor群可通过平坦分解计算直接得到. (2)⇒(3)只需
注意 Cn平坦当且仅当 TorR1 (Cn, N) = 0, ∀N ∈ obR-Mod. (3)⇒(1)是明显的.

Corollary 3.27. 给定含幺环 R与右 R-模M ,那么

f.dimRM = sup{n ∈ N|存在左R-模N使得TorRn (M,N) 6= 0}.

3.6 整体维数

整体维数是环论或者说同调代数中的重要概念, 它是环的同调不变量. 本节简要回顾整体维数的基本刻
画. 对含幺环 R 上的左模 RM 以及自然数 n, 易知 p.dimRM ≤ n 的充要条件是 Extn+1

R (M,N) = 0, ∀N ∈
obR-Mod. 以及 inj.dimRM ≤ n的充要条件是 Extn+1

R (N,M) = 0, ∀N ∈ obR-Mod. 综合这两点不难得到：

Lemma 3.28. 设 R是含幺环,则 sup{p.dimRM |M ∈ obR-Mod} = sup{inj.dimRM |M ∈ obR-Mod}.

于是我们可以给出整体维数的概念.

Definition 3.29 (整体维数). 设 R 是含幺环, 称 sup{p.dimRM |M ∈ obR-Mod} 是 R 的左整体维数, 记作
l.gl.dimR. 类似可定义右整体维数的概念,记作 r.gl.dimR. 易见同构的环有相同的整体维数. 含幺交换环 R的

左右整体维数一致,这时简称为整体维数,并把 R的整体维数记为 gl.dimR.

因为一个含幺环是 Artin半单的当且仅当其上模均投射,所以我们根据投射维数的定义便知：

Proposition 3.30. 设 R是含幺环,则 R是 Artin半单环的充要条件是 l.gl.dimR = 0.

Example 3.31. 我们之前已经证明过Auslander-Buchsbaum-Serre定理 (见 [定理2.48]),因此一个交换Noether
局部环是正则局部环当且仅当它具有有限整体维数.

根据 Baer判别法易证左 R-模 Q的内射模当且仅当对任何 R的左理想 I 有 Ext1R(R/I,Q) = 0. 通过这一
观察我们可以证明 Auslander的一个结果,它给出了整体维数的一些等价刻画.

Theorem 3.32 (Auslander). 设 R是含幺环,则

l.gl.dimR = sup{p.dimRM |M ∈ obR-Mod}

= sup{inj.dimRM |M ∈ obR-Mod}

= sup{p.dimRR/I|I是R的左理想}

= sup{p.dimRM |M是循环左R-模}

= sup{p.dimRM |M是有限生成左R-模}

对右整体维数也有类似结论成立.
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Proof. 易见只要验证 l.gl.dimR = sup{p.dimRR/I|I是R的左理想} 即可. 若等号右边是 +∞, 结论直接成立,
下设 sup{p.dimRR/I|I是R的左理想} = n ∈ N,那么对任何左理想 I 有 Extn+1

R (R/I,N) = 0, ∀N ∈ obR-Mod,
考虑形如 0 N D0 D1 Dn−1 C 0 的正合列,其中Di均为内

射模,如果我们能够说明 C 是内射模,那么 l.gl.dimR ≤ n,进而得到结论. 只需注意到 0 = Extn+1
R (R/I,N) ∼=

Ext1R(R/I, C),再由左理想 I 的任意性得到 C 是内射模.

称一个含幺环 R是左遗传环 (left hereditary ring),如果任何投射左 R-模的子模仍投射.

Proposition 3.33. 设 R是含幺环,则 R是左遗传环的充要条件是 l.gl.dimR ≤ 1.

Proof. 必要性由定义即得. 充分性：假设 RP 是投射模,有子模K,那么有正合列

0 K P P/K 0,

同时 l.gl.dimR ≤ 1也保证了存在形如

0 P1 P0 P/K 0

的正合列. 现在应用 Schanuel引理可得K 是投射模.

下面两个结果展示了基环改变时整体维数的关系,我们将用于证明多项式环的整体维数公式 (见 [定理3.36]).

Lemma 3.34. 设 R是含幺环, x是 R的中心正则元满足商环 R = R/xR 6= 0. 那么对任何非零右 R-模M ,如果
p.dimMR = n ∈ N,那么 p.dimMR = n+ 1.

Proof. 对自然数 n作归纳,若 n = 0,那么M 是某个自由 R-模 F 的直和因子. 考虑标准右 R-模正合列

0 xR R R 0,

通过投射维数关于正合列的关系以及右 R-模同构 xR ∼= R得到 p.dimRR ≤ 1,所以 p.dimMR ≤ p.dimFR =

p.dimRR ≤ 1. 同时,Mx = 0表明M 不可能是投射右 R-模,所以 p.dimMR = 1,进而 n = 0时结论成立. 假设
结论对投射维数不超过 n− 1(n ≥ 1)的非零右 R-模成立,对M 有下述形式右 R-模 (也是右 R-模)正合列：

0 K F M 0,

其中 F 是自由右 R-模, K 是非零右 R-模 (因为 M 作为 R-模非投射). 那么通过投射维数与短正合列的关系
分析可知无论 K 作为 R-模是否投射总有 p.dimKR = n − 1,故对 K 应用归纳假设可知 p.dimKR = n. 如果
n ≥ 2,那么这时有 p.dimMR = p.dimKR + 1 = n + 1,结论成立. 因此只需再验证当 n = 1时结论成立. 首先
这时总有 p.dimMR ≤ 2,下证 p.dimMR ≥ 2. 考虑下述形式的右 R-模正合列：

0 L P M 0,

其中 P 是自由右 R-模, L是 P 的真子模,那么由Mx = 0以及 P/L ∼=M 可知 Px ⊆ L,故有右 R-模正合列

0 L/Px P/Px M 0,
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因为 P/Px是自由右 R-模,所以利用 p.dimMR = 1可得 L/Px是投射右 R-模,考察右 R-模正合列

0 Px/Lx L/Lx L/Px 0,

因为 L/Px 是投射右 R-模, 所以上述正合列可裂, 所以 Px/Lx 作为右 R-模是 L/Lx 的直和因子. 并注意右
R-模同构M ∼= P/L ∼= Px/Lx,所以M 作为右 R-模同构于 L/Lx的直和因子. 我们断言 L不是投射右 R-模,
否则 L/Lx是投射右 R-模,进而M 作为右 R-模也投射,矛盾. 从而知 p.dimMR = p.dimLR + 1 ≥ 2.

Lemma 3.35. 设 α : R → S 是保幺环同态, 进而任何右 S-模有天然右 R-模结构. 于是对每个右 S-模 M , 有
p.dimMR ≤ p.dimMS + p.dimSR. 特别地,若 SR 投射,则 p.dimMR ≤ p.dimMS .

Proof. 不妨设 M 是非零模且 p.dimMS = n ∈ N. 如果 n = 0, 那么 MS 是某个自由右 S-模 FS 的直和因

子, 进而 p.dimMR ≤ p.dimFR = p.dimSR, 结论成立. 假设结论对投射维数不超过 n − 1(n ≥ 1) 的右 S-模
成立, 对 MS , 考虑形如 0 K F M 0 的右 S-模正合列 (F 是自由右 S-模), 那么
p.dimKS = n− 1,对KS 应用归纳假设可得 p.dimKR ≤ p.dimKS +p.dimSR. 不妨设 p.dimSR有限 (相应地,
p.dimFR = p.dimSR 也有限). 将上述右 S-模短正合列视作右 R-模短正合列,那么由投射维数短正合列的性质
知p.dimMR ≤ max{p.dimKR,p.dimFR}+1. 于是知p.dimMR ≤ p.dimKS+p.dimSR+1 = p.dimSR+n.

Theorem 3.36 (多项式的整体维数). 设 R是含幺环,则 r.gl.dimR[x] = r.gl.dimR+ 1. 故归纳地得到

r.gl.dimR[x1, ..., xm] = r.gl.dimR+m.

Proof. 对任给右 R-模M ,考虑系数在M 中的形式多项式集全体M [x] = {m0 +m1x+ · · ·+msx
s|m0, ...,ms ∈

M, s ≥ 0},其上有天然右 R[x]-模结构,且满足M [x] ∼=M ⊗R R[x].
注意到 R[x]是自由左 R-模,所以 p.dim(M [x])R[x] ≤ p.dimMR. 应用前面的引理可知

p.dimMR ≤ p.dim(M [x])R[x] + dimR[x]R = p.dim(M [x])R[x].

所以 p.dim(M [x])R[x] = p.dimMR. 由此立即得到当 r.gl.dimR = +∞ 时有 r.gl.dimR[x] = +∞. 进而知
r.gl.dimR = +∞时结论成立. 下面假设 r.gl.dimR = n ∈ N. 事实上,只需验证 r.gl.dimR[x] ≤ r.gl.dimR+1即

可,原因是任何右R-模MR可通过定义Mx = 0天然赋予右R[x]-模,进而由前面的引理知M 作为右R[x]-模的
投射维数为 p.dimMR + 1. 由此可得 r.gl.dimR[x] ≥ r.gl.dimR + 1. 下面来说明 r.gl.dimR[x] ≤ r.gl.dimR + 1.
为此,我们对任何右 R[x]-模M ,将其天然视作右 R-模后,构造下述形式的右 R[x]-模正合列：

0 M [x] M [x] M 0,

一旦得到上述形式的正合列,则由 p.dimMR[x] ≤ p.dim(M [x])R[x] + 1 ≤ r.gl.dimR+ 1便得结论.
下面构造上述形式的正合列. 作 π :M [x] →M,

n∑
i=0

mix
i 7→

n∑
i=0

mix
i,这是定义合理的满右 R[x]-模同态,只

需说明右 R[x]-模同构 Kerπ ∼=M [x]. 作

σ :M [x] → Kerπ,
n∑
i=0

mix
i 7→ (m0x)1+ (m1x−m0)x+ (m2x−m1)x

2 + · · ·+ (mnx−mn−1)x
n+ (−mn)x

n+1.
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易见 σ是定义合理的单右 R[x]-模同态并且对任何
n∑
i=0

mix
i ∈ Kerπ,在M 内有

n∑
i=0

mix
i = 0. 进而在 Kerπ内

n∑
i=0

mix
i = (−

n−1∑
k=0

mk+1x
k)1 + [(−

n−2∑
k=0

mk+2x
k)x+

n−1∑
k=0

mk+1x
k]x+ · · · (0 · x+mn)x

n + 0xn+1,

故 σ是满射. 结合前面的讨论知结论成立.

Remark 3.37. L.W. Small在 [Sma68, Theorem2]中证明了对任何右Noether环R, r.gl.dimR[[x]] = r.gl.dimR+
1.

Corollary 3.38. 设含幺环 R满足 r.gl.dimR < +∞,则 R[x1, ..., xn] 6∼=R[x1, ..., xm], ∀n 6= m ∈ Z≥1.

设 A是域 k上的代数,称 Ae = A⊗k A
op是 A的包络代数. 易验证范畴同构 Ae-Mod ∼= A-Mod-A,并且任

何自由左Ae-模作为左、右A-模均自由;任何投射左Ae-模作为左、右A-模均投射. 如果A作为左Ae-模的投射
维数是 n,可设左 Ae-模投射分解 0 Pn Pn−1 · · · P1 P0 A 0.

dn d1 ε

该复形每项作为右 A-模投射,所以作为右 A-模复形可裂正合,进而对任何左 A-模M 有正合列

0 Pn ⊗AM Pn−1 ⊗AM · · · P1 ⊗AM P0 ⊗AM A⊗AM 0,
dn⊗1 d1⊗1 ε⊗1

注意到双模同构 (A⊗k A
op)⊗AM → A⊗kM,a⊗ b⊗ x 7→ a⊗ bx,并且M 作为线性空间自然是自由 k-模,所

以对任何投射左 Ae-模 Q, Q⊗AM 是投射左 A-模. 由此可知

Theorem 3.39. 设 A是域 k上代数,则 l.gl.dimA ≤ p.dimAeA.

Remark 3.40. 对称地可证域 k上代数 A总满足 r.gl.dimA ≤ p.dimAeA = p.dimAAe .

如果考虑的环上有更进一步的代数结构,那么可以得到更丰富的整体维数信息. 例如M. E. Lorentz和M.
Lorentz在 [LL95]中指出 (利用 Hopf模基本定理可直接验证)域 k上 Hopf代数 H 的右整体维数被 k作为

平凡右 H-模 (用余单位作用)的投射维数控制,即 r.gl.dimH ≤ p.dimkH .

3.7 弱整体维数

Definition 3.41 (弱整体维数). 设 R是含幺环,称 sup{f.dimRM |M ∈ obR-Mod}是 R的左弱整体维数,记作
l.w.gl.dimR. 类似可定义右弱整体维数的概念,记作 r.w.gl.dimR. 我们马上会看到左右弱整体维数一致.

Lemma3.42. 设R是含幺环, n是自然数,那么 r.w.gl.dimR ≤ n当且仅当TorRn+1(M,N) = 0, ∀N ∈ obR-Mod,M ∈
obMod-R. 对左弱整体维数有同样的结论成立.

Proof. 在 [定理3.26]中已经说明 Tor群可用平坦分解计算,故必要性明显成立. 充分性来自 [定理3.24].

所以含幺环 R的弱整体维数是 n蕴含存在左 R-模 N 和右 R-模M 使 TorRn (M,N) 6= 0.

Corollary 3.43. 设 R是含幺环,则 r.w.gl.dimR = l.w.gl.dimR.

将 R的左右弱整体维数公共值称为 R的弱整体维数,记作w.gl.dimR,弱整体维数不超过整体维数.
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Lemma 3.44. 设 R为含幺环,那么右 R-模M 是平坦模的充要条件是 TorR1 (M,R/I) = 0,对 R的任何左理想 I

成立. 对左 R-模的平坦性也有类似刻画.

Proof. 回忆M 是平坦模当且仅当对所有左理想 I 以及嵌入 i : I → R有 idM ⊗ i :M ⊗R I →M ⊗R R单.

Corollary 3.45 (弱整体维数). 设 R是含幺环,则

w.gl.dimR = sup{f.dimRM |M ∈ obR-Mod}

= sup{f.dimRM |M ∈ obMod-R}

= sup{f.dimRR/I|I是R的左理想}

= sup{f.dimRR/I|I是R的右理想}

= sup{f.dimRM |M是循环左R-模}

= sup{f.dimRM |M是有限生成左R-模}

Proof. 只说明w.gl.dimR = sup{f.dimRR/I|I是R的左理想},若等式右边是+∞,结论直接成立. 下设等式右边
是n,那么对每个右模M有TorRn+1(M,R/I) = 0,对R的任何左理想 I成立. 我们说明对正合列 0 Cn Cn−1 · · · C1 C0 M 0

dn dn−1 d2 d1 ε
满

足 Ci(0 ≤ i < n)是平坦模,那么 Cn也是平坦模,进而得到M 的平坦维数不超过 n. 注意这时 TorR1 (Cn, R/I) ∼=
TorRn+1(M,R/I) = 0,对 R的任何左理想 I 成立. 所以 f.dimRM ≤ n, ∀M ∈ obR-Mod,从而 w.gl.dimR ≤ n,
故w.gl.dimR = n.

3.8 Noether环的同调维数

本节说明 Noether环的弱整体维数与整体维数一致. 首先回忆一下有限表现模的平坦性与投射性等价.

Theorem 3.46. 设 X 是有有限表现的左 R-模, 即存在形如 Rm Rn X 0 的正合列的模

(例如左 Noether环上有限生成模),那么 X 是平坦模当且仅当 X 是投射模.

定理的证明需要下述引理.

Lemma 3.47. 设 RX 是左 R-模, RYS 是 R-S 双模, ZS 是右 S-模,则有加群同态

ηX,Y,Z : HomS(Y, Z)⊗R X → HomS(HomR(X,Y ), Z)

满足 ηX,Y,Z(f ⊗ x) : HomR(X,Y ) → Z, g 7→ f(g(x)), ∀f ∈ HomS(Y, Z), x ∈ X . 那么 ηX,Y,Z 对变量 X,Y 都是

自然的,并且当 Z = Q/Z且 X 是有有限表现的模时, ηX,Y,Z 是同构.

Proof. 这里仅列出证明概要. ηX,Y,Z 对变量 X,Y 的自然性可通过直接计算验证得到. 对于后一结论,先对 X =

R 的情形证明, 再借助张量函子保持余积得到 X 是有限生成自由模时 ηX,Y,Z 是同构. 最后, 当 Z = Q/Z 且
X 是有有限表现的模时,设有正合列 Rm Rn X 0 ,分别用函子 HomS(Y,Q/Z) ⊗R −与
HomS(HomR(−, Y ),Q/Z)作用之,通过五引理以及 ηRm,Y,Z , ηRn,Y,Z 是同构便得结果.

现在可以给出 [定理3.46]的证明：设X 是具有有限表现的平坦左 R-模,对上述引理,取 S = Z, Z = Q/Z,
那么对任何左 R-模 Y 有加群同构 ηX,Y,Q/Z : HomZ(Y,Q/Z) ⊗R X → HomZ(HomR(X,Y ),Q/Z),为后面叙述
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方面, 把 ηX,Y,Q/Z 记为 ζY , 它关于 Y 是自然的. 因为 Q/Z 是内射上生成子, 所以我们想说明 X 是投射的, 即
HomR(X,−)保持满射,只需说明对任何左 R-模满同态 ε :M → N ,有正合列

0 HomZ(HomR(X,N),Q/Z) HomZ(HomR(X,M),Q/Z)
(ε∗)

∗

.

首先下图交换

0 HomZ(HomR(X,N),Q/Z) HomZ(HomR(X,M),Q/Z)

0 HomZ(N,Q/Z)⊗R X HomZ(M,Q/Z)⊗R X

(ε∗)
∗

ε∗⊗idX

ζN ζM

竖直方向的映射是同构,于是由 X 是平坦模得到第二行是正合列,所以第一行也正合.
现在可以说明 Noether环上有限生成模的平坦维数与投射维数相同.

Corollary 3.48. 设 R是左 Noether环,M 是有限生成左 R-模,则 f.dimRM = p.dimRM .

Proof. 只需证 p.dimRM ≤ f.dimRM . 不妨设 f.dimRM = n有限,考虑下述形式的正合列

0 K Pn−1 · · · P0 M 0,
j dn−1 d1 ε

其中每个 Pk 是有限生成投射模. 因为 M 的平坦维数是 n, 所以 K 是有限生成平坦模, 从而是投射模, 于是
p.dimRM ≤ n = f.dimRM .

Remark 3.49. 这里模的有限生成条件是必要的,否则结论未必成立,例如 f.dimZQ = 0 < 1 = p.dimZQ.

于是知对 Noether环而言,弱整体维数与整体维数没有不同.

Corollary 3.50. 设 R是左 Noether环,则w.gl.dimR = l.gl.dimR. 右 Noether环也有类似结论.

Proof. w.gl.dimR = sup{f.dimRR/I|I是R的左理想} = sup{p.dimRR/I|I是R的左理想} = l.gl.dimR.

Corollary 3.51 (Auslander). 设含幺环 R是左、右 Noether环,则 l.gl.dimR = w.gl.dimR = r.gl.dimR.

因为左 Noether环的左整体维数就是弱整体维数,所以我们马上看到

Corollary 3.52. 设 R是左 Noether环,则 l.gl.dimR = w.gl.dimR ≤ r.gl.dimR.

Lemma 3.53. 设 R是双边 Noether环且 gl.dimR = n ∈ N. 那么存在不可约右 R-模 S 和左 R-模 N 使得

TorRn (S,N) 6= 0.

Proof. 因为n = w.gl.dimR,所以存在循环右R-模M使得 f.dimRM = n. 所以存在左R-模N使得TorRn (M,N) 6=
0. 注意到M 是 Noether右 R-模,故集合

S = {M ′ ⊆M |M ′是M的子模且TorRn (M/M ′, N) 6= 0}

作为非空集合关于子模包含关系有极大元 M ′, 用 M/M ′ 替换 M 我们可不妨设循环模 M 满足对 M 的任何

真子模 X 有 TorRn (M/X,N) = 0. 现在设 {Mα|α ∈ I} 是 M 的所有非零子模构成的集合, 并置 S 是所有
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Mα 之交. 如果能说明 S 6= 0, 那么 S 必为不可约模. 下面用反证法说明 S 6= 0. 假设 S = 0, 那么标准映射
j : M →

∏
α∈I

M/Mα 是单射,于是由 r.gl.dimR = n可得 TorRn (j,N)也是单射,于是 TorRn (
∏
α∈I

M/Mα, N) 6= 0.

因为 Tor 函子与正向极限可交换并且左 R-模 N 可视作其有限生成子模集关于包含关系构成正向系的正向极

限,所以存在 N 的有限生成子模 N ′ 使得 TorRn (
∏
α∈I

M/Mα, N
′) 6= 0. 注意到 N ′ 有每项都是有限生成投射模的

投射分解,故 [推论2.97]保证了 ∏
α∈I

TorRn (M/Mα, N
′) 6= 0,

但M 的选取表明对每个 α ∈ I 有 TorRn (M/Mα, N) = 0,这蕴含 TorRn (M/Mα, N
′) = 0. 这就得到了矛盾. 因此

S 6= 0为不可约模. 现在利用短正合列 0 S M M/S 0 所诱导的 Tor群长正合列
以及 TorRn (M/S,N) = 0可得 TorRn (S,N) ∼= TorRn (M,N) 6= 0.

通过上述引理以及 [推论3.48]我们立即得到双边 Noether环整体维数的一个刻画.

Theorem 3.54. 设 R是双边 Noether环且整体维数有限,则

gl.dimR = sup{p.dimRS|S是不可约模}.

Remark 3.55. 我们将在 [定理3.65]证明交换 Noether环的整体维数总有上述刻画.

Theorem 3.56 ([Jat69]). 对 1 ≤ m ≤ n ≤ +∞,存在一个左 Noether环 R,使得

l.gl.dimR = m, r.gl.dimR = n.

Proof. 证明参见 [Jat69, p.439].

我们也可以问 Noether环作为自身上的模左右内射维数的关系：

Theorem3.57 ([Zak69]). 如果含幺环R是左、右Noether环且左右内射维数有限,那么 l.inj.dimR = r.inj.dimR.

Proof. 证明参见 [Zak69, Lemma A].

Theorem 3.58. 存在一个含幺交换 Noether整环 R,使得 gl.dimR = k.dimR = +∞,但 R在任何素理想 P 处

的局部化 RP 是正则局部环,即有 gl.dimRP = k.dimRP < +∞, ∀P ∈ SpecR.

Proof. 这个问题的经典反例来自M. Nagata,证明参见 [Lam99, p.200, Example 5.96].

Noether环的整体维数还会和它的自内射维数产生联系,以下的结果来自 H. Bass.

Theorem 3.59 ([Bas62]). 设含幺环 R是右 Noether环,那么当 inj.dimRR 与

sup{inj.dimRM |M是内射维数有限的右R-模}

都有限时,它们相等,即 inj.dimRR = sup{inj.dimRM |M是内射维数有限的右R-模}. 特别地,当右 Noether环
R的右整体维数 r.gl.dimR有限时, inj.dimRR = r.gl.dimR. 对于左Noether环有类似结论成立,即在左自内射
维数有限且所有内射维数有限模的内射维数有公共上界的前提下,有

inj.dimRR = sup{inj.dimRM |M是内射维数有限的左R-模},

所以左整体维数和自内射维数一致.
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在证明该定理前我们指出

Lemma 3.60. 设 R是右 Noether环,则对任意右 R-模族 {Xi}i∈I ,有 inj.dim
⊕
i∈I

Xi = sup{inj.dimRXi|i ∈ I}.

Proof. 易知 inj.dim
⊕
i∈I

Xi ≥ sup{inj.dimRXi|i ∈ I}, 故不妨设 sup{inj.dimRXi|i ∈ I} = n 有限. 回忆 Bass-

Papp定理说右 Noether环上任意一族内射右模的直和仍内射,故结论明显成立.

在投射情形也有上面的类似公式. 利用上述引理可得,如果一个含幺环 R是右 Noether环,那么任意自由
右 R-模 F 满足 inj.dimFR = inj.dimRR.

现在给出 [定理3.59]的证明：设 sup{inj.dimRM |M是内射维数有限的右R-模} = n,那么由条件, R作为
自身上右 R-模的内射维数不超过 n. 下面只要再证 inj.dimRR ≥ n. 取右 R-模M 使得M 的内射维数是 n,那
么存在下述形式的短正合列：

0 K F M 0,
α β

其中 F 是非零自由模. 因为 R是右Noether环,所以我们立即得到 inj.dimFR = inj.dimRR有限,结合M 内射

维数有限可得 K 也具有有限内射维数,于是 inj.dimKR ≤ n. 因为M 的内射维数是 n,故 [命题2.57]表明存在
右 R-模 N 使得 ExtnR(N,M) 6= 0. 考虑上述短正合列导出的 Ext群长正合列：

· · · ExtnR(N,K) ExtnR(N,F ) ExtnR(N,M) Extn+1
R (N,K) · · ·

因为K 的内射维数不超过 n,因此 Extn+1
R (N,K) = 0,从而 ExtnR(N,F ) 6= 0,这说明 F 的内射维数不低于 n. 故

inj.dimRR = inj.dimFR ≥ n.
因此,以后当我们考虑整体维数有限的右 (左)Noether环,其自内射维数便为右 (左)整体维数. 域上交换

仿射代数的整体维数一般来说未必有限,一个自然的问题是域上交换仿射代数的自内射维数是否有限?下面我
们从仿射代数几何角度借助几何直观来构造一个反例. 我们知道交换 Noether 局部环的自内射维数有限当且
仅当它是 Gorenstein局部环,所以如果能构造一个仿射簇在一点处的局部环是非 Cohen-Macaulay的,那么该
仿射簇的正则函数环也不是 Cohen-Macaulay的 ([定理2.10]),于是该仿射簇的正则函数环便不可能有有限自
内射维数. 考虑代数闭域 k上仿射簇X = V (xy, xz) = V (x)∪V (y, z) ⊆ k

3,那么不可约分支 V (x)和 V (y, z)的

交点 p = (0, 0, 0)作为两个维数不同的不可约分支的交点满足 OX,p 不是 Cohen-Macaulay局部环 ([例2.27]).
因此可以通过 Cohen-Macaulay性质在几何上局部等维性的特点得到自内射维数无限的交换仿射代数的例子.

Example 3.61. 设 R = C[x, y, z]/(xz, xy),则 inj.dimRR = +∞.

3.9 正则环与光滑簇

之前我们已经介绍过正则局部环的概念与通常性质,本节主要介绍正则局部环的推广——正则环. 首先需
要引入的是如下基本观察,它指出交换 Noether环上有限生成模的投射维数局部与整体的关系.

Lemma 3.62. 设 R是交换 Noether环,M 是有限生成 R-模,则

p.dimRM = sup{p.dimRm
Mm|m ∈ MaxR}.

其中MaxR表示 R的极大谱.
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Proof. 对任何乘闭子集 S,总有 p.dimRS
MS ≤ p.dimRM(这里不需要 R的 Noether条件也不需要M 的有限

生成条件),因此总有 p.dimRM ≥ p.dimRm
Mm, ∀m ∈ MaxR. 于是得到

p.dimRM ≥ sup{p.dimRm
Mm|m ∈ MaxR}.

因此不妨设 sup{p.dimRm
Mm|m ∈ MaxR} = n,只需证 p.dimRM ≤ n. 考虑下述形式的正合列

0 Kn Fn−1 · · · F1 F0 M 0,

这里每个 Fi 是有限生成自由模, 那么 Kn 也有限生成. 对上述正合列关于每个极大理想 m 作局部化, 由每个
p.dimRm

Mm ≤ n立即看到 Kn 关于每个极大理想作局部化是投射模. 而 (Kn)m 作为局部环 Rm 上的有限生成

投射模必自由 ([命题3.14]). 所以 [推论3.19(2)]保证了Kn平坦. 因为Noether环上有限生成模是有限表现的,
所以 [定理3.46]表明Kn是投射 R-模. 于是知 p.dimRM ≤ n,得证.

Remark 3.63. 事实上证明过程中 p.dimRS
MS ≤ p.dimRM 告诉我们：对任何含幺交换环 R的乘闭子集 S,总

有 gl.dimRS ≤ gl.dimR(事实上非交换情形也有类似结论). 原因是任何 RS-模 X 都同构于某个 R-模的局部
化.

事实上,上述引理可以加强成下面更紧致的形式.

Lemma 3.64. 设 R是交换 Noether环,M 是有限生成 R-模,则存在某个极大理想 m1使得

p.dimRM = p.dimRm1
Mm1

.

Proof. 不妨设对任何极大理想 m 有 p.dimRm
Mm < +∞, 记该投射维数是 d(m). 对每个自然数 n, 取定 M 的

有限生成 n 次合冲 Kn(根据 [推论3.13], 它在投射等价下唯一). 那么对每个极大理想 m, (Kn)m 是 Mm 作为

Rm-模的有限生成 n次合冲. 于是知 (Kd(m))m 是 Rm-投射模, 进而也是有限生成自由模, 设秩是 r(m). 所以存
在 R-模同态 ϕm : Rr(m) → Kd(m) 使得它在 m 处局部化是 Rm-同构 (通过自由性直接构造). 由此可知存在
sm /∈ m使得 smKerϕm = smCokerϕm = 0. 根据 sm 的选取,由集合 {sm|m ∈ MaxR}生成的理想只能是 R. 于
是存在有限个 {sm1

, ..., smk
} 可生成 R. 不妨设 d = d(m1) 是 {d(mi)|1 ≤ i ≤ k} 中最大值, 我们通过说明 Kd

是投射 R-模来得到 p.dimRM = d = p.dimRm1
Mm1

. 而 Noether环上有限生成模的投射性与平坦性等价 (回
忆 [定理3.46]),所以只要证 Kd 平坦. 根据 [推论3.19(2)],只要证 Kd 在每个极大理想处的局部化是自由的. 对
任给极大理想 m, 首先存在 1 ≤ i ≤ k 使得 si /∈ m, 固定指标 i, 那么根据 smi

的选取, smi
可零化 R-模同态

ϕmi
: Rr(mi) → Kd(mi) 的核与余核,进而 ϕmi

关于极大理想 m的局部化也是同构. 由此知Kd(mi) 是有限生成自

由 Rm-模,因为 d ≥ d(mi),所以Mm会有个自由的 d次合冲. 根据 [推论3.13], (Kd)m作为Mm的一个 d次合冲

一定投射,故是自由 Rm-模. 因此Kd是 R-平坦的,由前面的讨论知结论成立.

Theorem 3.65. 设 R是交换 Noether环,则对每个极大理想 m, gl.dimRm = p.dimRR/m,并且

gl.dimR = sup{gl.dimRm|m ∈ MaxR} = sup{p.dimRS|S是不可约模}.

Proof. 对每个极大理想 m,在 [引理3.62]中取M = R/m,则由 V (AnnRM) = SuppM = {m}(这里依赖于M

是有限生成的)得到Mm′ = 0, ∀m′ 6= m ∈ MaxR. 易见 Rm-模同构Mm
∼= Rm/mRm,应用 [引理3.62]得到

p.dimRR/m = p.dimRm
Rm/mRm = gl.dimRm,

113



最后一个等号是因为 Rm 是 Noether局部环. 由此可知要证明该定理只需说明 gl.dimR = sup{gl.dimRm|m ∈
MaxR}. 而这由 [引理3.62]以及 [定理3.32]知明显成立.

Remark 3.66. 该定理给出交换 Noether 环整体维数的两个刻画, 前者联系起了局部和整体, 后者表明交换
Noether环的整体维数是所有不可约模投射维数的上确界.

现在可以给出整体版本的 Auslander-Buchsbaum-Serre定理 (对比 [定理2.48]).

Theorem 3.67 (正则环). 设 R是交换 Noether环,则以下五条等价：
(1)对任何有限生成 R-模M , p.dimRM < +∞.
(2)对每个素理想 P , p.dimRP < +∞.
(3)对每个极大理想 m, p.dimRm < +∞.
(4)对每个素理想 P , RP 是正则局部环.
(5)对每个极大理想 m, Rm是正则局部环.

对交换Noether环 R,当 R满足上述五条等价条件之一时,则称 R是正则环 (regular ring). 并且此时总有
gl.dimR = k.dimR.

Proof. (1)⇒(2)⇒(3)和 (4)⇒(5)是明显的. 所以只要说明 (3)⇒(4)以及 (5)⇒(1). 假设 (3)成立, 则对每个
极大理想 m, p.dimRm

mm 也有限,进而由 [定理2.47]得到 Rm 是正则局部环,而每个素理想 P 对应的 RP 都是

某个 Rm 的局部化 (在 [定理2.10]的证明过程中我们指出,对含幺交换环 R的乘闭子集 S 以及素理想 Q,只要
Q ∩ S = ∅,则有环同构 RQ ∼= (RS)QS

. 在这里,对任何素理想 P ,取极大理想 m ⊇ P 以及 S = R−m即可),故
RP 整体维数有限,再应用 Auslander-Buchsbaum-Serre定理就证明了 (3)⇒(4). 如果 (5)成立,那么对每个有
限生成模M ,必有 p.dimRm

Mm < +∞, ∀m ∈ MaxR. 现在应用 [引理3.64],则 p.dimRM < +∞.
还需要验证 gl.dimR = k.dimR. 根据 [定理3.65]和 [推论2.45],有

gl.dimR = sup{gl.dimRm|m ∈ MaxR}

= sup{k.dimRm|m ∈ MaxR}

= sup{htm|m ∈ MaxR}

= k.dimR.

Remark 3.68. 与正则局部环不同的是,正则环有可能整体维数无限,具体例子见 [Lam99, p.200, Example 5.96].

Example 3.69. 设 R是域 k上仿射交换代数,那么 R是正则代数当且仅当 gl.dimR < +∞.

Proof. 必要性：这时 gl.dimR = k.dimR < +∞. 充分性明显成立.

Corollary 3.70. 整体维数有限的交换 Noether环是正则环.

Remark 3.71. 特别地,交换 Artin半单环也正则. 于是我们容易给出下面这个问题的反例：正则局部环总是整
环 [引理2.35],那么正则环是否是整环? 考虑交换的 Artin半单环 k× k(这里 k是域)即可.

Proposition 3.72. 如果 R是正则环,那么 R是约化的.
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Proof. 首先注意对任何 p ∈ SpecR 有 N(Rp) = N(R)p, 其次这时 Rp 作为正则局部环是整区, 所以我们有
N(R)p = 0, ∀p ∈ SpecR. 这说明 N(R) = 0,即 R是约化环.

Example 3.73 (光滑簇). 设 k是代数闭域,我们已经在 [定理2.33]中看到对仿射簇 X ⊆ Ank 内一点 p ∈ X ,局
部环 OX,p 是正则局部环的充要条件是 p ∈ X 是光滑点. 在经典代数几何中,若仿射簇中任意一点光滑,称该簇
是光滑簇或非奇异簇. 因为 OX,p 可以由仿射簇 X 的正则函数环 A(X)(或者同构地,坐标环)关于 p点对应的

极大理想得到,因此 X 是光滑簇的充要条件是正则函数环 A(X)是正则环. 粗略地说,环的正则局部性质对应
几何上的局部光滑性,正则性对应几何上的整体光滑性.

自然,仿射空间 k
n作为光滑簇,其对应的多项式代数是正则环的经典例子.

Example 3.74. 域上的多项式代数 k[x1, ..., xn]作为整体维数有限的 Noether环,是正则整环.

对任何仿射簇 X ⊆ k
n,记全体 X 的奇点构成的集合为 SingX ,称为 X 的 singular locus. 在交换代数中,

对任何含幺交换 Noether环 R,称 X = SpecR中满足 RP 是正则局部环的点 P 为正则点,所有正则点所构成
的 SpecR的子集记作 RegX ,称为X 的 regular locus. 相应地,如果交换Noether环R的素理想 P 满足RP 不

是正则局部环,则称 P 是奇点,所有奇点构成的集合记作 SingX ,也称为 X 的 singular locus. 如果一个交换
Noether局部环 (R,m)满足它的 singular locus是 {m},称R有孤立奇点 (isolated singularity),一些文献中也
称 R是一个孤立奇点.
在本节的最后我们指出正则环也有相应非交换版本,它在代数K-理论中特别有用.

Definition 3.75 (单边正则环). 若含幺环R是左 (右)Noether环且任何有限生成左 (右)模的投射维数有限,则
称 R是左 (右)正则环. 根据 [定理3.67],正则环既是左正则环又是右正则环.

3.10 非交换环的素谱

本节将交换代数中的素谱平行地在非交换世界发展,以提供非交换 Noether环素理想的必要工具. 和交换
情形一样,对含幺环 R的理想 I ,定义 V (I)是含 I 素理想全体,我们可以用所有的 V (I)作为素理想集 Spec(R)
中闭集赋予素理想集一个拓扑结构,仍称该拓扑空间是R的素谱,该拓扑称为 Zariski拓扑. 它享有交换情形的
通常性质. 例如对 Spec(R)的子集X ,记 I(X)是X中全体素理想之交 (例如 I(Spec(R)) = N(R)是R的素根),
我们可以得到V (I(X))是X在Zariski拓扑下的闭包 (所以素谱内一个素理想是闭点当且仅当该素理想是极大
理想). 通过定义R的理想 J 的根理想

√
J 为所有含 J 的素理想之交可得 I(V (J)) =

√
J ,当R交换时以上结论

都与交换情形重合 (在交换情形,含幺交换环 R的理想 J 的根理想
√
J = {a ∈ R|存在正整数m使得am ∈ J}).

回忆拓扑空间 X 6= ∅被称为不可约的,如果 X 无法分解为两个真闭子集的并. 如果拓扑空间 X 的非空子集 Y

赋予子空间拓扑后作为拓扑空间是不可约的,则称 Y 是 X 的不可约子集. 通过定义可直接验证下述拓扑空间
的不可约性的等价刻画.

Lemma 3.76. 设 X 6= ∅是拓扑空间,那么以下三条等价: (1)X 是不可约空间. (2)X 的任何两个非空开子集相
交. (3)X 的任何非空开子集在 X 中稠密.

Remark 3.77. 如果拓扑空间 X 有非空开子集 Y ,那么可通过不可约性定义验证 X 的不可约性蕴含 Y 的不可

约性. 特别地,任何不可约仿射簇的非空开子集 (一般称仿射簇的开子集为拟仿射簇)也不可约. 如果拓扑空间
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X 有不可约子集 Y ,那么 Y 在X 中的闭包 Y 也是X 的不可约子集：任取 Y 的非空开子集 Y ∩O1, Y ∩O2,其
中 O1, O2 ⊆ X 是X 的开子集,假设 (Y ∩O1)∩ (Y ∩O2) = ∅,那么 (Y ∩O1)∩ (Y ∩O2) = ∅. 这意味着 Y ∩O1

与 Y ∩O2中至少有一个是空集,不妨设 Y ∩O1 = ∅. 那么 Y ∩O1 = ∅,这与条件矛盾. 上述讨论表明拓扑空间
非空子集的不可约性关于取闭包封闭.

Example 3.78. 设 R是含幺环,那么素谱 Spec(R)是不可约空间的充要条件是素根 N(R)是素理想.

Proof. 首先注意 V (N(R)) = Spec(R)以及 I(Spec(R)) = N(R). 必要性：易知 N(R)是 R的真理想,只需验
证对 R的理想 A,B, AB ⊆ N(R)蕴含 A与 B 至少有一个含于 N(R). 设 AB ⊆ N(R),那么 V (A) ∪ V (B) =

V (AB) ⊇ Spec(R),这说明 V (A) = Spec(R)或 V (B) = Spec(R),不妨设 V (A) = Spec(R),那么 N(R) ⊇ A.
充分性：设 Spec(R)有闭子集分解 Spec(R) = V (A) ∪ V (B),这里 A,B 是 R的理想,那么 AB ⊆ N(R),结合
N(R)是素理想立即得到 Spec(R)一定等于 V (A)或 V (B)中的一个,由此得到 Spec(R)是不可约空间.

对非交换情形,还是有闭子集不可约性的刻画以及素谱不可约闭子集与含幺环素理想集间的对应.

Proposition 3.79. 设 R是含幺环,那么
(1)素谱的闭子集 X 是不可约的当且仅当 I(X)是 R的素理想.
(2)R的素理想集和素谱 Spec(R)的不可约闭子集有双射

Spec(R) → {X ⊆ Spec(R)|X是不可约闭子集}, P 7→ V (P ).

这构建起代数对象和几何对象间的对应.

Proof. (1) 如果 X 不可约, 那么 X 是非空集合保证了 I(X) 是 R 的真理想. 任取 R 的理想 A,B 满足 AB ⊆
I(X), 那么 V (A) ∪ V (B) ⊇ V (I(X)) = X = X , 所以由 X 的不可约性保证了 V (A) ⊇ X 或 V (B) ⊇ X . 不
妨设 V (A) ⊇ X , 那么 A ⊆ I(X). 反之, 如果 I(X) 是 R 的素理想, 那么 I(X) ( R 保证了 X 6= ∅. 现设
X = (V (A) ∩X) ∪ (V (B) ∩X)为 X 的闭子集分解,这里 A,B 是 R的理想,那么 X 是闭子集保证了我们可不

妨设 X = V (A) ∪ V (B) = V (AB). 由此知 I(X) ⊇ AB,再利用 I(X)是素理想立即得到结论.

Remark 3.80. 设 k是代数闭域,X ⊆ k
n是仿射簇,若取R = k[x1, ..., xn]/I(X)是X的坐标环,那么Hilbert零

点定理保证了 X 不可约闭子集全体与 Spec(R)间有双射 IrrX → Spec(R),W 7→ I(W )/I(X),其中 IrrX 表示
X 的所有不可约闭子集构成的集合. 结合上述命题中构建的素谱 SpecR与其不可约闭子集全体间的双射,对坐
标环 R有双射 IrrX → {X ⊆ Spec(R)|X是不可约闭子集},W 7→ {I(T )|W ⊆ T且T是X的不可约闭子集}. 通
过此命题我们也可以直接看出素谱是不可约空间等价于说素根 N(R)是 R的素理想.

一方面,我们可以用代数事实来得到几何结论. 例如

Lemma 3.81. 回忆拓扑空间 X 是 Noether空间,如果 X 的任何闭子集降链 X1 ⊇ X2 ⊇ · · · 都会稳定. 当含幺
环 R是左 (右)Noether环时,素谱 Spec(R)是 Noether空间.

另一方面, 也可以用几何事实去导出一些代数事实. 回忆 Noether 空间的一个基本性质是任何非空闭子
集可分解为有限个不可约闭子集的并, 且该分解是不可缩短时, 在不计取并次序意义下唯一. 具体而言, 对
Noether 空间 X 的任何非空闭子集 Y , 总存在有限个不可约闭子集 Y1, ..., Yr 使得 Y =

r⋃
i=1

Yi. 若进一步要

求 Yi * Yj , ∀i 6= j时,正整数 r与集合 {Y1, ..., Yr}被 Y 唯一确定,我们把这里的 Yi称为 Y 的不可约分支. 于是
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Lemma 3.82. 设 R是左 Noether环,那么对 R的任何真理想 J ,包含 J 的极小素理想总是存在并且有限的. 更
具体地,设素理想 P1, ..., Pn 使得 V (J)的不可约分支是 V (P1), ..., V (Pn),那么 P1, ..., Pn 就是 J 上的极小素理

想全体. 因此左 Noether环的真理想 J 的极小素理想全体对应着闭集 V (J)的不可约分支.

Proof. 设 V (J) 有不可约分解 V (J) =
n⋃
i=1

V (Pi) = V (P1P2 · · ·Pn), 那么对每个 J 上的极小素理想 Q, Q ⊇

P1P2 · · ·Pn, 进而 Q 就是某个 Pi0 . 这说明极小素理想集是 {P1, ..., Pn} 的子集. 反之, 每个 Pi 一定是 J 上极

小素理想：首先每个 Pi =
√
Pi = I(V (Pi)) ⊇ I(V (J)) =

√
J ⊇ J 并且对不同的 i, j, V (Pi) * V (Pj) 蕴含

Pi * Pj , ∀i 6= j. 我们已经看到任何一个含 J 的素理想 Q必定含某个 Pi0 . 如果 Pi 不是 J 上极小素理想,则存
在某个素理想 Q使得 J ⊆ Q ( Pi,这意味着 Pi0 ( Pi,矛盾. 故每个 Pi都是 J 上极小素理想.

Remark 3.83. 对含幺环R,素谱 SpecR关于包含关系总有极小元：考虑集族 T = {R−P |P ∈ X},那么X非空

保证了 (T,⊆)是非空偏序集,对任意全序子集 {R− Pα|α ∈ Λ},有素理想链 {Pα|α ∈ Λ},可直接验证所有的 Pα

之交仍是素理想,所以全序子集 {R − Pα|α ∈ Λ}在 T 中有上界,应用 Zorn引理便知存在 T 的极大元 R − P ,
那么 P 便是素谱内的极小元. 这一观察直接表明含幺环 R的任何真理想 I 总有包含 I 的极小素理想：考察商

环 R/I 的素谱便知. 需要指出,虽然 (SpecR,⊆)有极小元,但对 SpecR给定的非空子集作为偏序集可能不存在
极小元. 例如考虑多项式代数 R = k[x1, x2, ...],则有 R有素理想严格降链 (x1, x2, ...) ) (x2, x3, ...) )(这一例
子也表明一般的环素谱可能未必构成 Noether空间). 对交换 Noether环, 其素谱不可能出现存在严格降链的
现象：任取素理想 P ,设 P 可以由 n个元素生成,那么应用广义 Krull主理想定理得到 htP ≤ n.

上述引理让我们看到单边 Noether环的每个真理想 J ,它的极小素理想全体对应素谱中的闭集 V (J)的不

可约分支全体. 特别地,我们看到对单边 Noether环 R的任何一个真理想 J ,包含 J 的极小素理想数目是有限

的. 并且上述引理的证明过程告诉我们更多.

Corollary 3.84. 设含幺环 R是左 Noether环, J 是真理想,则 (1)对任何包含 J 的素理想 Q,存在包含 J 的极

小素理想 P 使得 Q ⊇ P ⊇ J . (2)设 J 极小素理想全体是 P1, ..., Pn,则
√
J =

n⋂
i=1

Pi.

下面我们应用前面的结论来给出一些应用. 含幺交换环的有限生成诣零理想一定是幂零的,基于这点交换
Noether环的诣零根 N(R)是幂零理想是明显成立的. 在非交换 Noether环中需要使用其他方法处理.

Proposition 3.85. 设 R是左 Noether环, J 是真理想,则存在素理想 P1, ..., Pr 使得 J ⊇ P1 · · ·Pr 且每个 Pi 是

包含 J 的极小素理想.

Proof. 因为任何一个包含 J 的素理想 Q都包含某个 J 上极小素理想,所以我们只要证存在素理想 P1, ..., Pr 使

得 J ⊇ P1 · · ·Pr 且每个 Pi ⊇ J 即可. 使用反证法证明：若不然,考虑集合

S = {I|I是真理想且I不包含有限个包含I的素理想的乘积},

则此时 S 非空, 取该理想集的极大元 M , 那么 M 不是素理想, 所以存在严格包含 M 的两个理想 I1, I2 使得

I1I2 ⊆ M , 于是 I1, I2 都包含有限个包含 M 的素理想乘积, 进而 M 包含有限个包含 M 的素理想乘积, 这与
M ∈ S 矛盾.

Corollary 3.86. 设 R是左Noether环, J 是真理想,那么存在正整数 t使得 (
√
J)t ⊆ J . 并且若理想 I 满足存在

正整数 n使得 In ⊆ J ,则 I ⊆
√
J . 即

√
J 是满足该性质的理想 I 中最大的.
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Proof. 由 [命题3.85]知存在素理想 P1, ..., Pr 使得 J ⊇ P1 · · ·Pr 且每个 Pi 是包含 J 的极小素理想, 因为每个
Pi ⊇

√
J , 所以 J ⊇ (

√
J)r. 现在设理想 I 满足存在正整数 n使得 In ⊆ J , 那么对每个包含 J 的素理想 P 有

I ⊆ P ,因此 I ⊆
√
J .

Corollary 3.87. 设 R是左 Noether环,那么 R的素根 N(R)的幂零理想.

Proof. 因为 N(R)是所有素理想的交,即零理想的根理想,所以应用上面的推论即得.

Remark 3.88. 之后我们会说明左 Artin环的素理想和本原理想等价 (见 [推论3.119]),于是得到左 Artin环的
素根与 Jacobson根一致,所以该推论可视作 Artin环具有幂零的 Jacobson根这一事实的推广.

Remark 3.89. 对交换环 R和乘闭子集 S,总有 N(R)S = N(RS). 任取 b/t ∈ RS 是幂零元,那么存在正整数 n

和 u ∈ S 使得 ubn = 0. 因此 ub ∈ N(R), b/t = ub/ut ∈ N(R)S . 由此可知交换环的半素性质是局部整体的: 当
N(R) = 0时, Rp 是半素环,对所有素理想 p成立. 反之,如果 R满足对所有的极大理想 m, Rm 是半素环,那么
N(R)满足对所有 R的极大理想 m, N(R)m = 0,于是 N(R) = 0.

Corollary 3.90. 设 R是左Noether环,那么存在 R的一些极小素理想 P1, ..., Pr(允许重复)使得 P1P2 · · ·Pr =
0. 特别地, RR有限滤 0 = P1P2 · · ·Pr ⊆ P1P2 · · ·Pr−1 ⊆ · · · ⊆ P1P2 ⊆ P1 ⊆ R使得该滤相邻两项作商可以视

作某个 R/P 上的有限生成模,这里 P 是 R的某个极小素理想.

在交换代数中,我们知道一个含幺交换环 R是 Artin的当且仅当 R是 Noether环且每个素理想是极大理
想 (R的每个素理想 P 是极大理想等价于说 R/P 是域,也等价于说 R/P 是 Artin环,这是因为 Artin整区是
域). 下面是在非交换层面的类似结论.

Corollary 3.91. 设 R是含幺环, 那么 R是左 Artin环的充要条件是 R是左 Noether环且对每个素理想 P 有

R/P 是左 Artin环.

Proof. 必要性由 Hopkins定理直接得到. 仅要验证充分性：[命题3.85]表明存在有限个素理想 P1, ..., Pr 使得

P1 · · ·Pr = 0.由于每个 Pi · · ·Pr(1 ≤ i ≤ r − 1)作为左 R-模是有限生成的, 所以 Pi+1 · · ·Pr/PiPi+1 · · ·Pr 作
为左 R/Pi-模也是有限生成的,进而是 Artin模,从而 Pi+1 · · ·Pr/PiPi+1 · · ·Pr 作为左 R-模也是 Artin的. 于是
P1 · · ·Pr = 0和 P2 · · ·Pr/P2 · · ·Pr 是 Artin模表明 P2 · · ·Pr 是 Artin左 R-模. 以此类推得到 Pr 是 Artin模,再
结合 R/Pr 是 Artin模可得 RR是 Artin模.

Remark 3.92. 一般地,非交换 Noether环如果每个素理想是极大理想,也无法得到它是 Artin的 (例如考虑特
征是零的域上的 n次Weyl代数An(k),它是Noether单环,但不Artin). 即使在交换层面,每个素理想都是极大
理想的环都未必是 Artin的. 例如考虑无限 Bool环 (回忆一个含幺环 R被称为 Bool环,如果 x2 = x, ∀x ∈ R).
容易验证 Bool环总交换且 2x = 0, ∀x ∈ R. 我们作出下述断言：

Claim. 设含幺环 R是 Bool环,则有下面的基本事实成立.
(1)Bool整环同构于 Z/2Z，故是域,所以该环任何素理想是极大理想.
(2)该环的幂零元只有零,即诣零根 N(R) = 0,故 (1)表明全体极大理想之交是零.
(3)该环如果是局部环,则同构于 Z/2Z. 特别地,局部 Bool环有限.
(4)该环有限等价于该环 Noether等价于该环 Artin等价于该环仅有有限多个极大理想.
(5)该环是整环当且仅当该环是域当且仅当该环同构于 Z/2Z.
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(6)该环在任何乘闭子集 (不妨设该乘闭子集不含零元,以排除局部化是零环)处的局部化仍 Bool.
(7)该环在任何素理想处的局部化是 Noether环.

Proof. (1)与 (2)利用 Bool环的定义即得. (3)只需注意R唯一的极大理想m也是唯一的素理想,所以N(R) =

m = 0,进而知 R是域,因此同构于 Z/2Z. (4)首先环的有限性明显蕴含 Noether性,因为满足“任何素理想极
大”的交换Noether环一定Artin,故Noether的 Bool环必定Artin且具有有限多个极大理想. 如果 Bool环具
有有限多个极大理想,那么由 (2)知这有限个极大理想之交是零,应用中国剩余定理马上得到该环同构于有限
个 Bool域的直积,即有限个 Z/2Z的直积,这就得到了 (4). 现在 (5)是明显的. (6)是因为对任何乘闭子集 S,
RS 中任何元素明显幂等. (7)由 (6)和 (3)马上得到.

于是上述断言告诉我们无限 Bool环不是Noether环,但它每个素理想都是极大理想. 此外,无限 Bool环也
告诉我们：一个交换环如果在每个素理想处局部化都是 Noether(Artin)的,该环未必是 Noether(Artin)环.

在本节最后我们分析含幺环素谱的哪些基本性质依赖于环的交换性. 对含幺环 R,对每个 a ∈ R,记 Xa =

{P ∈ Spec(R)|a /∈ P} = Spec(R)− V ((a)),称为 a决定的主开集,与交换情形一样我们仍能验证集合 {Xa|a ∈
R}是 Zarisiki拓扑的一个拓扑基. 并有

Proposition 3.93. 设 R是含幺环,那么
(1)任给 a, b ∈ R,有 Xa ∩Xb ⊇ Xab. 这里的包含关系可能不取不到等号,但若 R交换,则取等号.
(2)对 a ∈ R, Xa = ∅蕴含 a是 R中幂零元. 一般反之不成立,但若 R交换,反之也成立.
(3)对 a ∈ R, a是可逆元蕴含 Spec(R) = Xa.一般反之不成立,但若 R交换,反之也成立.

Proof. (1)只需说明当 R非交换时可能有 Xa ∩Xb ) Xab. 例如取 R =M2(R),那么 R唯一的素理想是零理想,
取 a, b是非零矩阵满足 ab = 0即可. (2)若 Xa = ∅,那么 a ∈ N(R),因为 N(R)是 R所有强幂零元构成的集

合,所以 a依然是幂零元. 下面举例说明当 R非交换时, a是幂零元未必能保证 Xa = ∅. 取 R = M2(R)并且 a

是非零的幂零阵,那么 Xa = Spec(R). (3)只需说明 Xa = Spec(R)不能蕴含 a是可逆元,注意到这时 (2)中构
造的例子仍为反例. 因此非交换情形使得 Xa = ∅的元素性质可能更差!

素谱的拟紧性并不依赖于环的交换性,其证明与交换情形本质上没有区别.

Proposition 3.94. 设 R是含幺环,那么 Spec(R)是拟紧空间.

Proof. 因为所有主开集是素谱的一个拓扑基,所以只要验证当 Spec(R)可被一族主开集 {Xa|a ∈ A}(这里 A是

R的非空开子集)覆盖时,存在 a1, ..., am ∈ A使得 Spec(R) = Xa1 ∪Xa2 ∪ · · · ∪Xam 即可. 记 A生成的理想是

I ,那么根据假设有 Spec(R) = Spec(R)−V (I),这说明 V (I) = ∅. 所以存在 a1, ..., am ∈ A使得 1 ∈ (a1, ..., am),
进而 Spec(R) = Xa1 ∪Xa2 ∪ · · · ∪Xam .

Remark 3.95. 类似地,素谱中的开集是拟紧集当且仅当该开集可表为有限个主开集之并.

现把含幺交换环范畴记为 CRing(态是保幺环同态), 下面我们简单回顾交换代数中素谱函子的构造：设
R,S 是含幺交换环, f : R→ S 是保幺环同态. 由于素理想的收缩理想总是素理想,所以可以定义映射

f∗ : Spec(S) → Spec(R)

P 7→ f−1(P )
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Proposition 3.96. 若定义 Spec : CRing → Top 满足 Spec : obCRing → obTop, R 7→ Spec(R), Spec(f) =

f∗, ∀f ∈ HomCRing(R,S), R, S ∈ obCRing,则
(1)上述 Spec : CRing → Top是定义合理的逆变函子.
(2)任给 Spec(R)中主开集 Xa,有 (f∗)−1(Xa) = Yf(a),这里 Yf(a)是 Spec(S)中的主开集.
(3)对任给 R中理想 I , (f∗)−1(V (I)) = V (Ie), Ie是理想 I 的扩张理想.
(4)任给 S 中理想 J ,有 f∗(V (J)) = V (Jc).
(5)如果保幺环同态 f : R→ S 是满射,则 f̃∗ : Spec(S) → V (Kerf), P 7→ f∗(P )是同胚.
(6)如果保幺环同态 f : R→ S 不是满射, (4)中的映射 f̃∗可能不是同胚.
(7)如果保幺环同态 f : R→ S是单射,则 f∗(Spec(S))在 Spec(R)中稠密. 一般地, f∗(Spec(S))在 Spec(R)中
稠密的充要条件是 Kerf ⊆ N(R).

Proof. 先证明 (2),任取 Q ∈ (f∗)−1(Xa),则 f−1(Q) ∈ Xa,所以 a /∈ f−1(Q),即 f(a) /∈ Q,故 Q ∈ Yf(a),从而
(f∗)−1(Xa) ⊆ Yf(a). 任取 Q ∈ Yf(a),则 f(a) /∈ Q,所以 a /∈ f−1(Q),这表明 f∗(Q) ∈ Xa,即 Q ∈ (f∗)−1(Xa),
于是 Yf(a) ⊆ (f∗)−1(Xa), 这就证明了 (2). 特别地, f∗ 是连续映射. 如果还有含幺交换环间的保幺环同态 g :

S → T ,直接计算可知 (gf)∗ = f∗g∗,易见 1∗R = 1Spec(R),所以 Spec : CRing → Top是定义合理的逆变函子,即
(1)成立. 直接验证容易得到 (3)以及 f∗(V (J)) ⊆ V (Jc),由此得到 f∗(V (J)) ⊆ V (Jc). 任取 Spec(R)中包含
f∗(V (J))的闭集 V (I),这里 I 是 R中理想,则对任何 S 中包含 J 的素理想 Q(不妨设 J 是真理想,否则结论直
接成立),有 f−1(Q) ⊇ I ,从而 f(I) ⊆

√
J ,所以 I ⊆ f−1(

√
J). 于是对任何 P ∈ V (Jc),有 P ⊇ f−1(

√
J) ⊇ I ,

这表明 V (Jc) ⊆ V (I), 进而 V (Jc) ⊆ f∗(V (J)), 这就得到了 (4). 当 f 是满射时, 对任意 R 中素理想 P , 有
f(f−1(P )) = P ,由此得到 f̃∗ 是单射. 由 f 满射易得对 R中任意包含 Kerf 的素理想 P , f(P )是 S 中素理想

且 P = f−1(f(P )), 由此易得 f̃∗ 是满射, 故 f̃∗ 是双射. 由 f∗ 是连续映射易得 f̃∗ 也是连续映射, 因此要证明
f̃∗ 是同胚只需说明 f̃∗ 是闭映射, 任取 S 中理想 J , 直接计算可知 f∗(V (J)) = V (Jc), 于是由 (4) 即得 f̃∗ 是

闭映射, 这就得到了 (5). 现在我们举例说明 (5)中 f 满射的条件不能去掉, 设 R 是只有一个非零素理想的整

环 (这样的整环是存在的, 例如考虑域 F 上形式幂级数环 F [[x]], 它是整环且它的所有理想是：零理想, F [[x]]
以及 (xs), s ≥ 1,易见 (x)是唯一的非零素理想),记该非零素理想为 P ,并设 R有商域 F ,则有单保幺环同态：
ϕ : R → R/P × F, r 7→ (r + P, r) 易见这不是满射 (由于 R 中有非零不可逆元, 所以不可能是满射), 下面说
明 ϕ̃∗ 不可能是同胚. 我们直接证明素谱 Spec(R)与 Spec(R/P × F )不同胚. 易见 R/P × F 只有两个素理想：

R/P × {0}, {0} × F 且都是极大理想,故 {R/P × {0}}与 {{0} × F}都是闭集. 而 R的所有素理想为零理想

与 P ,且 P ∈ {0},这就得到了矛盾,故 (6)成立. 最后证明 (7),我们只需证明 f∗(Spec(S))在 Spec(R)中稠密
的充要条件是 Kerf ⊆ N(R). 易见 f∗(Spec(S)) = Spec(R) ⇔ f∗(V (0)) = Spec(R) ⇔ V ({0}c) = Spec(R) ⇔
V (Kerf) = Spec(R) ⇔ Kerf ⊆ N(R). 这就证明了 (7).

Remark 3.97. 上述结果表明含幺交换环范畴到拓扑范畴有一个自然的逆变函子, 任何含幺交换环间的保幺环
同态都可以诱导素谱间的连续映射. 在仿射代数几何中我们知道代数闭域上仿射簇范畴与该域上交换仿射可
约代数范畴之间有范畴对偶,所以一个基本的问题是能不能将该对偶拓展至交换环范畴上. 即寻找一类几何对
象能够与交换环对应, 这是提出仿射概形的动机. 一个自然的想法是考虑含幺交换环的极大谱, 原因是代数闭
域上仿射簇的坐标环的所有极大理想与该簇内的点一一对应,但含幺交换环间的保幺环同态并不能像该命题一
样天然地诱导出极大谱间的连续映射, 这就是素谱相较于极大谱所具备的一个优势. 此外, 考虑到含幺交换环
的素谱可以用于判别该环是否有非零幂零元、一大类交换环 (Jacobson环类,可以验证域上交换仿射代数都在
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此环类中)的素理想均可表示为一些极大理想的交 (这说明考虑素谱与极大谱所承载的信息本质没有区别)等
原因,人们选择使用含幺交换环的素谱来作为任何含幺交换环对应几何对象的底空间,由于不同构的含幺交换
环可能有同胚的素谱 (例如取两个不同构的域), 因此单单考虑素谱不足以构建出能够区分不同含幺交换环的
几何对象,以上就是交换环决定的仿射概形的底空间选取含幺交换环的素谱并且需要带有结构层的原因.

但非交换环间保幺环同态未必能像交换情形一样诱导出素谱间的连续映射.

Example 3.98. 设 n是固定的正整数,考虑M2(Z)的含幺子环

S =

(
Z nZ
Z Z

)
, R =

(
Z nZ
0 Z

)

,易见标准嵌入 i : R → S 是保幺环同态且零理想不是 R中素理想. 零理想作为 S 中理想是素理想,它关于 f

的原像集是 R中零理想,不是素理想.

Proof. 只需说明零理想是 S 中素理想. 容易证明对 S 中任意非零理想 I ,存在正整数 a使得(
a 0

0 0

)
∈ I.

现设 S 中理想 A,B 使得 AB ⊆ {0},假设 A,B 均不是零理想,则存在正整数 a, b使得(
a 0

0 0

)
∈ A,

(
b 0

0 0

)
∈ B.

于是 AB 不是零理想,矛盾. 因此 S 中零理想是素理想.

Remark 3.99. 该例表明无法平行地用素谱构造含幺环范畴到拓扑范畴的函子.

下面的结果表明考虑含幺环 R的素谱的拓扑性质时,总可以不妨设 N(R) = {0}(即考虑半素环).

Proposition 3.100. 设 R是含幺环,记 N(R)是 R的素根,则

ψ : Spec(R) → Spec(R/N(R)), P 7→ P/N(R)

是同胚.

Proof. 易见 ψ定义合理的双射. 任给 R的理想 A,有 ψ(V (A)) = V ({a+N(R)|a ∈ A}),所以 ψ的闭映射. 任给
R/N(R)的理想 J ,命 J = {a ∈ R|a+N(R) ∈ J}为 R的理想,则 ψ−1(V (J)) = V (J),所以 ψ连续,由此可知
ψ是同胚.

若拓扑空间 X 可以写成两个不相交非空开子集的并,则称该拓扑空间不连通的,否则称 X 是连通空间. 如
果 X 的非空子集 A作为子空间是连通空间,则称 A是 X 的连通子集. 易见一个拓扑空间 X 是不连通的当且

仅当它可以分解为两个不相交闭子集的并. 一个拓扑空间是不连通的当且仅当它存在既开又闭的非空真子集.
由此可知一个拓扑空间 X 是连通的当且仅当它既开又闭的子集只有 ∅与 X . 下面的结果表明连通性是拓扑性
质.
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Lemma 3.101. 设 f : X → Y 是拓扑空间之间的连续映射, X 是连通空间,则 f(X)是连通集.

Proof. 记 C = f(X),命 f̃ : X → C, x 7→ f(x),那么 f̃ 是连续满射. 设 A是 C 中一个既开又闭集,则 f̃−1(A)是

X 中既开又闭集,所以 f̃−1(A) = ∅或 X ,这说明 A = ∅或 C,所以 C 作为拓扑空间是连通的,即 f(X)是 Y

的连通子集.

Remark 3.102. 若含幺环 R,S 同构,那么素谱 Spec(R)连通的充要条件是 Spec(S)连通.

为了给出素谱连通性的刻画,我们需要下面的引理.

Lemma 3.103. 设 R是含幺环, N 是 R中的诣零理想, u = u + N ∈ R/N 是商环 R/N 中的幂等元,那么存在
R中幂等元 e使得 e = u. 当 R是含幺交换环时,这样的 e是唯一的,即若 R中幂等元 e1, e2 满足 e1 = e2,则
e1 = e2. 一般地,若含幺交换环 R的理想 I 满足 I ⊆ Jac(R),则对幂等元 e1, e2 ∈ R,只要 e1 = e2,就有 e1 = e2.

Proof. 由条件知 u(1R−u) ∈ N ,于是由N 是诣零理想知存在正整数 n使得 [u(1R−u)]n = 0,记 v = 1R−u,则
uv = vu且 unvn = 0. 由于 u+ v = 1R,所以 (u+ v)2n−1 = 0,于是

u2n−1 + C1
2n−1u

2n−2v + · · ·+ Cn−1
2n−1u

nvn−1 + Cn2n−1u
n−1vn + · · ·+ C2n−2

2n−1uv
2n−2 + v2n−1 = 1R,

记 e =
n−1∑
i=0

Ci2n−1u
2n−1−ivi, f =

2n−1∑
i=n

Ci2n−1u
2n−1−ivi, 则 e + f = 1R, ef = fe = 0, 故 e是 R中幂等元. 易见

e+N = u+N ,即 e = u.
下设 R是含幺交换环,因为在含幺交换环中诣零理想总含于 R的 Jacobson根中,故我们只需证明任意含

于 Jac(R)的理想 I ,如果幂等元 e1, e2 ∈ R满足 e1 = e2,那么 e1 = e2 即可. 记 x = e1 − e2,则 x3 = e31 − e32 =

e1 − e2 = x,于是由 1− x2可逆得到 x = 0,即 e1 = e2.

对含幺交换环 R中的幂等元 e,由于在素谱 Spec(R)中,有

Xe ∩X1R−e = X0 = ∅, Xe ∪X1R−e = X(R),

所以 Xe是 Spec(R)中既开又闭子集. 对幂等元 0, 1R,有 X0 = ∅, X1R = X(R). 我们已经看到一个拓扑空间是
连通的当且仅当它没有既开又闭的非空真子集,下面的结果表明素谱连通等价于它没有非平凡的幂等元.

Theorem 3.104. 给定含幺交换环 R,记 R中所有幂等元构成的集合是 AR,素谱 Spec(R)中所有既开又闭的子
集构成的集合为BR,则 ϕR : AR → BR, e 7→ Xe是双射.

Proof. 由于对任给幂等元 e, Xe 是 Spec(R)中既开又闭子集,所以 ϕR 作为映射定义合理. 我们先证明 N(R) =

{0}的情形时结论成立,再利用这一特殊情形证明一般情形.
当 N(R) = {0}时. 任取 Spec(R)中既开又闭的子集 Y ,当 Y = ∅时,记 ∆Y = R,否则记 ∆Y =

⋂
P∈Y

P ,

则 Y = Y = V (∆Y ). 则对 Y 在 Spec(R)中的补集 Y c 也有 Y c = V (∆Y c). 我们断言 R = ∆Y ⊕ ∆Y c . 首先
由 ∆Y ∩∆Y c = N(R) = {0}知 ∆Y + ∆Y c 是直和 ∆Y ⊕∆Y c . 假设 ∆Y ⊕∆Y c 是 R的真理想,那么存在素理
想 P 使得 P ⊇ ∆Y + ∆Y c ,由此得到 P ∈ V (∆Y ) = Y 以及 P ∈ V (∆Y c) = Y c,矛盾. 因此 R = ∆Y ⊕ ∆Y c .
取 e ∈ ∆Y , f ∈ ∆Y c 使得 e + f = 1R, 由此易得 e2 = e, f2 = f, ef = 0. 利用 f∆Y = e∆Y c = {0} 易知
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∆Y = Re,∆Y c = Rf ,所以 R = Re⊕ Rf . 由此可知 Xf = V (Re) = V (∆Y ).Y = V (∆Y ) = Xf = ϕR(f),这说
明 ϕR 是满射. 下设 R中幂等元 e1, e2满足 Xe1 = Xe2 . 由于对任何幂等元 e,有

Xe = V (R(1R − e)), X1R−e = V (Re), R = Re⊕R(1R − e) = ∆Xe
⊕∆X1R−e

.

于是由 Re ⊆ ∆X1R−e
, R(1R − e) ⊆ ∆Xe

即得 Re = ∆X1R−e
, R(1R − e) = ∆Xe

. 所以对幂等元 e1, e2, 我们有
Re1 = Re2,易知 e1x = x, ∀x ∈ Re1, e2y = y, ∀y ∈ Re2,特别地,我们有

e1 = e2e1 = e1e2 = e2,

这就得到了 ϕR 是单射. 因此当 R满足 N(R) = {0}时,有 ϕR : AR → BR, e 7→ Xe是双射.
现在考虑一般情形. 由前面的特殊情形知对含幺交换环 R, ϕR/N(R) : AR/N(R) → BR/N(R) 是双射. 根据前

面的引理由诣零根是诣零理想可知 θ : AR → AR/N(R), r 7→ r +N(R)是定义合理的双射. 由前面的命题知 ψ :

Spec(R) → Spec(R/N(R)), P 7→ P/N(R)是定义合理的同胚,由此得到双射 σ : BR → BR/N(R), A 7→ ψ(A).
易见下图交换：

AR BR

AR/N(R) BR/N(R)

θ

φR

σ

φR/N(R)

由此得到 ϕR 是双射.

Remark 3.105. 根据上述定理可知,对任给含幺交换环 R,素谱 Spec(R)是连通空间的充要条件是 R没有非平

凡的幂等元. 如果含幺交换环 R满足 R的素谱是连通的,则称 R是连通的. 从证明过程中可以看到上述定理的
证明很依赖于环的交换性: 若取 R = M3(R),那么素谱作为单点空间是平凡的,于是 Spec(R)中既开又闭的子
集就是空间和 Spec(R)自身,但 R明显不止两个幂等元.

3.11 Artin半单环

本节记录非交换代数中关于 Artin半单环的一些等价刻画,并由此导出 Artin环的一些基本事实. 这里的
半单环定义为“一些单环的次直积”,即若含幺环R满足存在一族单环 {Ri}i∈I 与单保幺环同态 j : R→

∏
i∈I

Ri

使得对每个 i ∈ I , j 与标准投射 pi :
∏
i∈I

Ri → Ri之合成满,则称 R是半单环.

1907年, Wedderburn(英国, 1882-1948)证明了一般域上有限维代数的结构定理. 1927年, Emil Artin(德
国, 1898-1962)受Noether的工作启发,针对一般环定义了Artin环的概念,并推广了Wedderburn在有限维代
数结构理论的工作,给出了 Artin半单代数的结构定理,被称为Wedderburn–Artin定理.

Theorem 3.106 (Wedderburn–Artin). 设 R是含幺环,则以下五条等价：

• R是左 Artin环且没有非零幂零理想.

• R是左 Artin半本原环.

• R是左 Artin半单环.

• R作为左 R-模是完全可约模.
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• 存在有限个含幺环 Rk 使得 R ∼= R1 × R2 × · · · × Rm 且每个 Rk 是某除环上非零有限维线性空间的线性

变换环.

• R同构于有限个左 Artin单环 Rk 的积：R ∼= R1 ×R2 × · · · ×Rm.

类似地对右 Artin半单环也有类似刻画,它与左 Artin半单环一样都同构于有限个单环的积,所以 Artin半
单环不分左右,我们直接简称为 Artrin半单环. 在一些文献中,把这里的 Artin半单环称为半单环.

Proposition 3.107. 设 Artin半单环 R有分解 R ∼= Mn1
(∆1) ⊕ Mn2

(∆2) ⊕ · · · ⊕ Mns
(∆s),其中 ∆1, ...,∆s 是

除环. 那么 s 是不可约左 R-模同构类总数, 设 {M1, ...,Ms} 是一个不可约左 R-模代表元集, 那么经适当重排
后有 ∆op

i
∼= EndRMi, ni 是 R的不可约模直和分解中同构于Mi 的数目 (因为不可约模是强不可分模,所以由

Krull-Schmidt定理知 R的不可约模直和分解在不计次序和同构意义下唯一).

Proof. 为叙述方便, 不妨设 R = Mn1
(∆1) ⊕ Mn2

(∆2) ⊕ · · · ⊕ Mns
(∆s). 对每个正整数 1 ≤ i ≤ s, 记 Aij(1 ≤

j ≤ ni)是矩阵环Mni
(∆i)中所有第 j列任意变动,其余列为零向量的矩阵构成的左理想. 进而R = A11⊕· · ·⊕

A1n1
⊕ · · · ⊕ As1 ⊕ · · · ⊕ Asns

给出 R的极小左理想分解. 对固定的 1 ≤ i ≤ s,易见 Ai1, ..., Aini
两两同构. 对

1 ≤ i 6= k ≤ s,易知 Aip 6∼=Akq, ∀1 ≤ p ≤ ni, 1 ≤ q ≤ nk. 因此 {A11, A21, ..., As1}是 R的一个不可约模同构类

代表元集. 下面说明对每个 1 ≤ i ≤ s有 EndRAi1 ∼= ∆op
i . 易见只需说明对任给除环 D以及正整数 n有环同构

Dop ∼= EndMn(D)(D
n). 命 ϕ : Dop → EndMn(D)(D

n), a 7→ ar,其中 ar 表示 a ∈ D所决定的 Dn 上右乘变换,易
知 ϕ是单环同态. 还需说明 ϕ是满射. 任取 f ∈ EndMn(D)(D

n),对每个正整数 1 ≤ j ≤ n,记 ej 是第 j 个标准

单位列向量,那么取矩阵 B = eje
T
j ,利用 f(Bej) = Bf(ej)可知存在 λj ∈ D使得 f(ej) = ejλj . 对任给正整数

1 ≤ j 6= l ≤ n,取 C = In − eje
T
j − ele

T
l + eje

T
l + ele

T
j . 那么利用 elλl = f(Cej) = Cf(ej) = Cejλj = elλj 可得

λj = λl,故取 λ = λ1 = · · · = λn便知 f(α) = αλ, ∀α ∈ Dn. 这说明 ϕ是满射.

Remark 3.108. 该命题表明对 Artin半单环而言,其不可约模同构类的数目、不可约模自同态环以及环自身极
小左理想分解在同构意义下的重复数目的信息全部都包含在该 Artin半单环除环上矩阵分解中.

在介绍 Artin半单环其他刻画之前,我们需要下面的引理.

Lemma 3.109. 设 R是含幺环,那么对任何左理想 I 都存在左理想 J 使得 I ⊕ J 是 R的本质左理想.

Proof. 考察集合 S = {J |J是R的左理想且J ∩ I = 0},那么 S 关于集合包含关系构成非空偏序集且 (S,⊆)的任

何全序子集明显有上界,依 Zorn引理得 S 有极大元 J ,根据 J 的极大性可知 I ⊕ J 是本质左理想.

现在我们给出 Artin半单环一些其他刻画的证明.

Proposition 3.110. 设 R是含幺环,则以下六条等价：
(1)R是 Artin半单环.
(2)R上非零模都是完全可约模.
(3)R上所有模是投射模.
(4)R上所有模是内射模.
(5)R的所有极大左理想是 R的直和因子.
(6)R上不可约模都是投射模.
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Proof. 根据Wedderburn-Artin定理,这里的 (1)⇔(2)以及 (1)⇒(4)是明显成立的. 其中 (3)⇔(4), (4)⇒(5),
(3)⇒(6)本身又是明显成立的. 所以下面通过证明 (4)⇒(1), (5)⇒(1)和 (6)⇒(5)来得到结论.

(4)⇒(1):这时 R的任何左理想 I 到 R的标准嵌入 i : I → R是可裂单同态,所以 I 是 R的直和因子,那么
RR是完全可约模,由Wedderburn–Artin定理得到结论.

(5)⇒(1):任取 R 的左理想 I , 根据 [引理3.109], 存在左理想 J 使得 I ⊕ J 是 R 的本质左理想, 我们断言
I ⊕ J = R来得到 R任何左理想是直和因子,进而利用Wedderburn–Artin定理得到 R是 Artin半单环. 事实
上,假设 I ⊕ J 6= R,那么存在某个极大左理想M 使得 I ⊕ J ⊆ M ,那么M 是 R的直和因子且为本质左理想,
这迫使M = R,矛盾. 因此 R = I ⊕ J ,得证.

(6)⇒(5):任取 R的极大左理想 I ,那么 R/I 是不可约模,故投射,考察短正合列

0 I R R/I 0,
i π

利用 R/I 是投射模知它可裂,所以 I 是 R的直和因子,证毕.

Remark 3.111. Artin半单环上不可约模等价于不可分模.

Corollary 3.112. 设 R是含幺环,那么 R是 Artin半单环的充要条件是任何 R的左理想 I 是内射模.

Proof. 必要性由 [命题3.110(3)]立即得到,充分性由此时 RR是完全可约模即得.

该推论的对偶形式一般不成立. 若含幺环 R满足任何左理想 I 都是投射模,那么称该环是左遗传环.

Example 3.113. 任何 P.I.D.是遗传环,但 Z不是 Artin半单环.

Proof. 任何 P.I.D.R的非零理想作为 R-模与 R同构,故投射. 而 Z明显不是 Artin环.

Corollary 3.114. 任何 Artin半单环都是遗传环.

Proof. 我们已经看到 Artin半单环上的模总投射.

Corollary 3.115 (整体维数刻画). 回忆含幺环 R 的 (左) 整体维数是指 l.gl.dimR = sup{p.dimRM |M ∈
obR-Mod}. 那么含幺环 R是 Artin半单环的充要条件是 l.gl.dimR = 0.

Proof. 由 [命题3.110(3)]立即得到.

下面我们说明 Artin半单环和 Artin半素环等价、Artin单环和 Artin素环等价. 在介绍环的素性、半素性
前先回忆一下单环的Wedderburn–Artin定理. 这里本原环默认左本原环.

Theorem 3.116. 设 R是含幺环,则以下三条等价：(1)R是左 Artin单环. (2)R是左 Artin本原环. (3)R同构
于某个除环上非零有限维线性空间的线性变换环. 对右情形有类似结论成立,故 Artin单环也不分左右.

Proof. (1)⇒(2)是明显的, 因为本原环的一个内部刻画是含幺环 R 是本原环当且仅当 R 有一个极大左理想 I

不含非零的双边理想,这蕴含单环是本原环. (3)⇒(1)也是明显的,因为对含幺环 S 而言,矩阵环 Mn(S)的左

理想集与 Sn 的左子模集偏序同构, 进而 S 是左 Artin 环的充要条件是 Mn(S) 是左 Artin 环, 这说明除环上
的矩阵环是左 Artin环. 此外,含幺环 S 的理想格和Mn(S)的理想格偏序同构说明 S 是单环当且仅当Mn(S)

也是单环, 特别地, 除环上的矩阵环是单环. 最后我们说明 (2)⇒(3). 设 RM 是一个忠实的不可约左 R-模,

125



记 ∆ = EndR(M) 是除环, 下面用本原环的稠密性定理来说明 ∆M 是有限维线性空间. 假设 ∆M 不是有限

维线性空间, 它有可数无限的线性无关子集 {xi|i ∈ Z≥1} ⊆ M , 记 In =
n⋂
i=1

annR(xi) 是 R 的左理想, 那么

I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ · · · 是 R的左理想降链,利用完全可约模的稠密性定理易知该做理想降链是严格的,这与 R的

左 Artin性矛盾. 于是 ∆M 是有限维线性空间,根据本原环稠密性定理我们知道 R环同构于 End∆(M)的稠密

子环,而这时M 是有限维的表明 R ∼= End∆(M),得证.

Corollary 3.117. Artin单环 R作为自身上的左模,其本质子模只有自身.

Proof. 除环上的矩阵环作为自身上的左模时,本质子模明显只有自身.

回忆素环是指零理想是素理想的含幺环 (因此一个含幺环R的理想 P 是素理想当且仅当R/P 是素环),半
素环是指所有素理想之交是零理想的含幺环 (一般把 R的全体素理想之交记作 N(R), 称之为素根. 在交换层
面就是诣零根). 对含幺交换环而言,素环等价于整区,即素环是整区的非交换推广. 一般地,本原环一定是素环
(对本原环 R,若理想 I, J 满足 IJ = 0,设M 是忠实的不可约左 R-模,则 I(JM) = (IJ)M = 0. 假设 J 6= 0,则
JM = M ,进而 IM = 0迫使 I = 0,故零理想是 R的素理想). 反之不然,考虑域上的多项式环 k[x],它是素环
但不是本原环 (回忆含幺交换环是本原环等价于域,而 k[x]不是域). 所以本原理想一定是素理想,进而由含幺
环 R的 Jacobson根 Jac(R)可表示为全体本原理想之交可得 Jac(R)总包含素根.

Corollary 3.118. 设 R是左 Artin环,那么 R的本原理想都是极大理想. 而含幺环的极大理想总是本原理想,故
在 Artin环中极大理想集和本原理想集一致.

Corollary 3.119. 设 R是左 Artin环,那么 R的素理想集和极大理想集相等. 于是我们得到 Artin环中

{R的本原理想} = {R的极大理想} = {R的素理想}.

Proof. 只需证明素理想都是极大理想. 设P 是素理想,依Hopkins定理,R仅有有限个极大理想,设为m1, ...,mn,
那么 Jac(R) = m1∩m2∩· · ·∩mn. 而Artin环的 Jacobson根幂零意味着存在正整数 k使得 (m1 · · ·mn)

k = 0 ⊆ P ,
因此 P 就是某个 mi0 ,为极大理想.

Remark 3.120. 在交换情形,易知交换Artin环的素理想均为极大理想,上述推论说这一结论在非交换层面也成
立. 结合 Hopkins定理,左 Artin环的素理想数目也是有限多个.

Proposition 3.121. 设 R是含幺环,则以下三条等价：(1)R是左 Artin单环. (2)R是左 Artin素环. (3)R是左
Artin本原环.

Proof. 在单环的Wedderburn–Artin定理中我们已看到 (1)和 (3)等价. 本原环一定是素环说明 (3)蕴含 (2).
我们只需再说明 (2)蕴含 (1). 这时左 Artin环 R的零理想是素理想,故是极大理想,从而 R是单环.

Proposition 3.122. 设 R是含幺环,以下三条等价：(1)R是左 Artin半单环. (2)R是左 Artin半素环. (3)R是
左 Artin半本原环. 类似地有右 Artin的情形,故 Artin半单环不分左右也表明 Artin半素环不分左右.

Proof. 只要说明 (2)和 (3)等价. 因为Artin环的素理想集就是本原理想集,所以全体素理想之交是零等价于全
体本原理想之交是零等价于 Jac(R) = 0等价于 R是半本原环,这就是 (2)和 (3)的等价性.
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前面我们已经看到 Artin环的素理想数目有限. 在本节最后,我们说明有限维代数的素理想数目不超过其
维数. 首先回忆任给左Artin环 R,若 JacR为 R的 Jacobson根,那么 R的任何极大理想都包含 JacR,由此不难
看出 R的极大谱与 Artin半单环 R = R/JacR的极大谱间有双射. 根据Wedderburn-Artin定理, R可分解为
有限多个 Artin单环 Rk 的积：R ∼= R1 ×R2 × · · · ×Rm. 因此 R的极大理想数目恰好m个. 现设 R是域 k上

有限维代数,那么m自然不超过 R/JacR的 k-线性维数. 因此 R的极大理想数目不超过 dimkR. 即 R的素谱、

极大谱以及本原素谱的元素数目都不超过 R的线性维数. 我们总结为：

Theorem 3.123. 设 k是域,那么对任何有限维 k-代数 A, |SpecA| ≤ dimkA.

3.12 Artin环上不可约模

本节介绍 Artin环上不可约模的基本性质,我们将看到 Artin环上不可约模同构类有限.

Lemma 3.124. 设含幺环 R上左模M 不可约,则 AnnRM 是本原理想,所以是素理想.

Proof. 这时M 是 R/AnnRM 上忠实的不可约模,故 AnnRM 是本原理想.

Lemma 3.125. 设 R是 Artin单环,那么 R的不可约模同构类只有一个.

Proof. 设 I 是 R的极小左理想,M 是不可约模,则M 忠实保证 IM 6= 0,于是存在 x ∈M 使得 Ix 6= 0. 注意到
Ix =M ,因此由 Schur引理立即得到 I ∼=M .

Remark 3.126. 反之,存在不是 Artin单环的环也仅有一个不可约模同构类. 例如考虑局部环 R,那么 J(R)就

是 R 的不可逆元全体. 这时 R/J(R) 是除环, 进而 R/J(R) 上的不可约模同构类只有一个. 对任何不可约左
R-模M ,总有 J(R)M = 0,所以M 可天然成为不可约 R/J(R)-模. 由此知局部环 R的不可约模同构类仅有一

个.

Proposition 3.127. 设 R是左 Artin环,M1,M2是不可约左 R-模,那么M1
∼=M2 ⇔ AnnRM1 = AnnRM2.

Proof. 只需证充分性：记 P = AnnRM1是R的素理想,因R是左Artin环,故 P 极大. 从而M1,M2均为Artin
单环 R/P 上的不可约模,而 Artin单环上不可约模同构类只有一个,所以作为 R/P -模有模同构M1

∼= M2,这
也给出 R-模同构.

Corollary 3.128. 设 R是左 Artin环,那么 R的不可约模同构类全体和 SpecR间有双射. 因为 R的素理想集就

是极大理想集,而 R的极大理想集有限,所以 R的不可约模同构类只有有限个.

Proof. 记 I(R)是 R上不可约模同构类全体. 置 ϕ : SpecR→ I(R), P 7→ [R/I],这里 I 是 R的极大左理想使得

P = (I : R) = AnnR(R/I). 先说明该映射定义合理, I 的存在性由 P 是本原理想保证,如果还有极大左理想 I ′

使得R/I ′零化子也是 P ,那么 [命题3.127]表明R/I ∼= R/I ′,故 ϕ作为映射定义合理. 根据 [命题3.127]我们也
看到 ϕ是单射,最后说明它是满射. 任取不可约左R-模M ,总有极大左理想 I 使得有R-模同构M ∼= R/I ,取本
原理想 P = (I : R)即可. 我们也指出这里构造的 ϕ它的逆映射就是 ψ : I(R) → SpecR, [M ] 7→ AnnRM .

Remark 3.129. 因为 Artin半单环上不可分模与不可约模等价, 所以 Artin半单环上不可分模同构类有限. 并
且 [定理3.123]告诉我们有限维代数的素谱元素数目不超过该代数的线性维数,这说明有限维代数的不可约表
示等价类数目总不超过该代数的线性维数.
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根据刚刚的推论我们看到左 Artin环上不可约模同构类和环的极大理想集之间有双射,该映射可由把每个
模映至该模零化子给出. 一般地,自然想分类 Artin环上的不可分模,而这不像不可约模一样容易.
代数表示论的基本内容便是研究 Artin代数上的模范畴,根据 Krull-Schmidt定理立即得到该 Artin代数

作为自身上模可分解为有限多个不可分模的直和. 于是对该 Artin代数结构的探索可化归为研究该 Artin代数
上不可分模的分类. 如果域上代数上所有不可分模同构类是有限的,称该代数是有限表示型的. 反之,则称该代
数是无限表示型的. 例如域上的 Artin半单代数就是有限表示型的.
代数表示论就是研究一个给定的Artin代数是有限表示型还是无限表示型. 在 1945年,美国数学家Richard

Brauer和 Robert M. Thrall提出了下面两个猜想.

Conjecture (Brauer-Thrall第一猜想). 域上有限维代数如果是无限表示型,则有无限个正整数 k使得维数为 k

的不可分模存在. 或等价地,如果域上有限维代数的所有不可分模维数有公共上界,则该代数必定有限型.

Conjecture (Brauer-Thrall第二猜想). 域上有限维代数如果是无限表示型,则有无限个自然数 d使得维数为 d

的模有无穷多个.

第一猜想由A. V. Roıter于 1968年完全解决,给出了肯定的解答 [Roı68]. 第二猜想在域是代数闭域层面由
Roıter与他爱人于 1973年证明 [NR73]. 随后 Auslander与 Reiten引入了几乎可裂序列与不可约态射的概念,
发展了 Auslander-Reiten理论,该理论可被用于给出 Brauer-Thrall第一猜想的一个范畴证明 [ASS06].
代数表示论的兴起可以归功于人们对 Brauer–Thrall的两个猜想的试图解决,这两个猜想也被认为是代数

表示论的起源.

3.13 幂等元回顾

回忆含幺环 R上左 R-模M 6= 0是不可分模当且仅当 EndRM 没有非平凡幂等元. 一个基本观察是

Proposition 3.130. 设 R是含幺环, I 是含于 JacR的理想,并记 R = R/I . 如果 P,Q是有限生成投射左 R-模,
那么 P ∼= Q作为 R-模同构当且仅当 P/IP ∼= Q/IQ作为 R-模同构.

Proof. 只要验证充分性: 设 f : P/IP → Q/IQ是左 R-模同构,记 π1 : P → P/IP, π2 : Q→ Q/IQ是标准投射,
利用 P 是投射模知存在模同态 f : P → Q使下图交换:

P P/IP

Q Q/IQ

π1

f f

π2

考察 π2f 的像可得 Imf + IQ = Q,于是由 Q是有限生成模,用Nakayama引理得到 Q = Imf . 下证 f 是 R-模
同构. 对满同态 P Q 0

f ,由 Q是投射模得到 P 有直和分解 P = P ′ ⊕Q′,其中 P ′ = Kerf 且有模
同构 f |Q′ : Q′ → Q. 我们有标准同构 P/IP ∼= P ′/IP ′ ⊕ Q′/IQ′,利用同构 f 可以验证 P ′/IP ′ = 0(考察此时
Q′/IQ′到 Q/IQ的模同态). 注意到 P ′也是有限生成模,所以再次应用 Nakayama引理可知 P ′ = 0.

Corollary 3.131. 如果含幺环 R的幂等元 e, e′满足 e− e′ ∈ JacR,那么有左 R-模同构 Re ∼= Re′.

Proof. 对R的任何幂等元 e,总有R = R/JacR-模同构Re ∼= Re/Jac(R)e,所以由 e−e′ ∈ JacR得到Re/Jac(R)e ∼=
Re′/Jac(R)e′,注意到 Re,Re′是有限生成投射模,故 Re ∼= Re′.
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Remark 3.132. 如果 e ∈ JacR是幂等元,那么 1− e可逆,于是 e = 0. 所以环的 Jacobson根中幂等元只有零.

Proposition 3.133. 设 R 是含幺环, e ∈ R 是幂等元, 则 Jac(eRe) = JacR ∩ eRe = eJac(R)e. 并且有环同构
eRe/Jac(eRe) ∼= e(R/JacR)e,其中 e ∈ R/JacR.

Proof. 不妨设 e 6= 0. 我们通过证明下面的集合包含关系来得到第一个结论:

Jac(eRe) ⊆ JacR ∩ eRe ⊆ eJac(R)e ⊆ Jac(eRe). (3.1)

先说明 (3.1) 的第一个包含关系: 任取 r ∈ Jac(eRe), 要证 r ∈ JacR. 只需验证对任何 a ∈ R, 1 − ar 有左逆.
对 e − eaer ∈ eRe, 它在 eRe 中有左逆 b, 所以 b(e − eaer) = e ⇒ b(1 − ar) = e ⇒ arb(1 − ar) = ar ⇒
(1 + arb)(1 − ar) = 1. 这说明 1 − ar 有左逆. 现在说明 (3.1) 的第二个包含关系: 任取 r ∈ JacR ∩ eRe, 则
r = ere ∈ eJac(R)e. 最后证明 (3.1) 中的第三个包含关系: 任取 r ∈ eJac(R)e ⊆ JacR, 对任何 a ∈ eRe 存在

b ∈ R使得 b(1− ar) = 1,那么 ebe(e− ar) = e,故 r ∈ Jac(eRe). 至此得到第一个结论.
下面证明第二个结论. 我们有天然满环同态 ψ : eRe → e(R/JacR)e, ere 7→ ere,它的核 Kerψ ⊇ eJac(R)e,

所以 ψ 可以导出满环同态 Φ : eRe/Jac(eRe) → e(R/JacR)e, ere + Jac(eRe) 7→ ere. 如果 ere ∈ eRe 使得

ere ∈ JacR,那么 ere ∈ eJac(R)e = Jac(eRe),这说明 Φ是单的.

之后我们需要对环 R中任何幂等元 e,有反环同构 EndR(Re) ∼= eRe和环同构 EndR(eR) ∼= eRe,这来自

Lemma 3.134. 设 R是含幺环, e ∈ R是幂等元, M 是左 R-模,那么有天然的加群同构 HomR(Re,M) ∼= eM .
特别地,取M = Re,我们得到加群同构 EndR(Re) ∼= eRe. 完全类似地有右模情形的结论成立.

Proof. 命 λ : HomR(Re,M) → eM, f 7→ f(e). 由 f(e) = ef(e)可知映射 λ定义合理,可直接验证它是加群同
构. 右模情形可以给出类似构造. 当M = Re时,这是反环同构,右模情形给出环同构.

对任何含幺环 R的非零幂等元 e, [引理3.134]说明有环同构 EndR(eR) ∼= eRe ∼= [EndR(Re)]op,故

Proposition 3.135 (局部幂等元). 设 R是含幺环, e 6= 0 ∈ R是幂等元,则以下三条等价:
(1)Re是强不可分左模.
(2)eR是强不可分右模.
(3)eRe是局部环.
当幂等元 e 6= 0满足上述三个条件中任意一条时,称 e是局部幂等元.

同样地, [引理3.134]说明 eR不可分等价于 Re不可分,这也等价于环 eRe没有非平凡幂等元. 我们再说明
上述等价条件也等价于 e无法表示为两个非零正交幂等元之和: 如果 eRe没有非平凡幂等元,假设存在非零正
交幂等元 a, b使得 e = a+ b,那么 ea = ae = a说明 a ∈ eRe是 eRe的非平凡幂等元,矛盾. 反之,如果 eRe有

非平凡幂等元 a,那么 e− a给出 eRe的非平凡幂等元 (注意, eRe的幺元为 e),于是我们得到

Proposition 3.136 (本原幂等元). 设 R是含幺环, e 6= 0 ∈ R是幂等元,则以下四条等价:
(1)Re是不可分左模.
(2)eR是不可分右模.
(3)eRe没有非平凡幂等元.
(4)e无法表示为 R中两个非零正交幂等元之和.
当幂等元 e 6= 0满足上述三个条件中任意一条时,称 e是本原幂等元.
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例如,对域上有限维代数 R, R作为左 R-模有合成列,因此作为左 R-模可分解为一些不可分模的直和: R =

P1⊕· · ·⊕Pm,这里每个 Pj 作为R的直和因子都是不可分投射模. 于是存在 ej ∈ Pj 使得 1 = e1+e2+ · · ·+em,
可直接验证 {e1, ..., em}是两两正交的幂等元,并且 Pj = Rej . 根据 [命题3.136], {e1, ..., em}是两两正交的本原
幂等元集. 回忆有合成列的不可分模都是强不可分的. 因此,如果 P 是有限维不可分投射左 R-模,那么由 P 是

某个有限生成自由模的直和因子,由 Krull-Schmidt定理以及 R = Re1 ⊕ · · · ⊕Rem,存在某个本原幂等元 ek使

得 P ∼= Rek. 因此,有限维代数上有限维不可分投射模都来自某个本原幂等元生成的循环模.
由于强不可分模是不可分模,局部幂等元是本原幂等元. 一般地,我们有

Lemma 3.137. 设 R是 Artin半单环, e是非零幂等元. 那么 e是局部幂等元等价于 e是本原幂等元.

Proof. 只需证充分性: 这时 Re是不可分模, [命题3.136]. 因此由R的半单性知Re作为完全可约的不可分模,是
不可约模. 这迫使 Re的自同态环是除环,特别地,我们得到 Re是强不可分模.

下面说明环关于诣零理想的商环中任何幂等元具有提升性质.

Lemma 3.138. 设 R是含幺环, N 是 R的诣零理想,那么 R/N 的任何幂等元可提升到 R上.

Proof. 任取 R/N 的幂等元 u,则 u− u2 ∈ N ,所以存在正整数 n使得 (u− u2)n = 0.
现在记 v = 1− u,我们得到 unvn = 0,考察

1 = (u+ v)2n−1 =
2n−1∑
i=0

Ci2n−1u
2n−1−ivi =

n−1∑
i=0

Ci2n−1u
2n−1−ivi +

2n−1∑
i=n

Ci2n−1u
2n−1−ivi,

记 e =
n−1∑
i=0

Ci2n−1u
2n−1−ivi, f =

2n−1∑
i=n

Ci2n−1u
2n−1−ivi,则 e + f = 1, ef = fe = 0,所以 e是 R中幂等元. 易见

e = u2n−1 = u. 所以幂等元 e ∈ R是 u的提升.

Proposition 3.139. 设 R是含幺环, e ∈ R是幂等元, I ⊆ JacR是理想. 如果 e ∈ R/I 是本原幂等元,那么 e也是

本原幂等元. 如果 R/I 中任何幂等元可提升到 R, e是本原幂等元蕴含 e ∈ R/I是本原幂等元.

Proof. 先证明第一个结论, 设 e 是本原幂等元, 如果 e 不是本原幂等元, 那么存在非零正交幂等元 a, b ∈ R 使

得 e = a + b, [命题3.136]. 由 [注记3.132]知 a, b 6= 0, 所以 e = a + b给出了 e的非零正交幂等元分解, 这与
e本原矛盾. 再证明第二个结论,设 R/I 中任何幂等元可提升到 R, e ∈ R本原. 假设 e有非零正交幂等元分解

e = x + y,那么存在 R的幂等元 a, b使得 a = x, b = y,那么 ab, ba ∈ I(所以 1 − ba可逆). 我们断言存在幂等
元 c ∈ R使得 c − b ∈ I , ca = ac = 0. 一旦证明该断言, e′ = a + c是幂等元但不是本原的,结合 e − e′ ∈ I ,应
用 [推论3.131]我们得到 e也不是本原幂等元,矛盾. 下面证明断言. 考虑 x = (1− ba)−1b(1− ba),它是幂等元
且 x − b ∈ I, xa = 0. 但 ax未必是零,下面修正 x. 考虑 c = (1 − a)x,则 c − b ∈ I, ca = ac = 0.并且 c幂等:
c2 = (1− a)x(1− a)x = (1− a)x2 = c.

Corollary 3.140. 设 R是左 Artin环, I ⊆ JacR是理想. 则任何 R的本原幂等元 e满足 e是 R/I 的本原幂等元.

Proof. 现在 JacR是幂零理想保证了 I 是诣零理想. 所以可应用 [命题3.139].

从 [命题3.139]的证明过程可知当 R/I 中任何幂等元可提升到 R时,对 R/I 中的正交幂等元 x, y,以及 R

中满足 a = x的幂等元 a,存在 R中的幂等元 c使得 c = y且 a, c正交. 我们加强该观察.
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Proposition 3.141 (正交幂等元提升). 设 R是含幺环, I ⊆ JacR是理想满足 R = R/I 中任何幂等元可提升到

R. 则对 R的两两正交幂等元 x1, ..., xn(n ≥ 2),存在 R中两两正交幂等元 e1, ..., en使得 ei = xi, 1 ≤ i ≤ n.

Proof. 对 n ≥ 2作归纳,前面的观察已证明 n = 2的情形. 假设结论对 n − 1(n ≥ 3)成立,那么对两两正交幂
等元 x1, ..., xn,存在 e1, ..., en−1 使得 ei = xi, 1 ≤ i ≤ n − 1. 对 R的幂等元 e = e1 + · · · + en−1, e与 xn 是正

交幂等元,应用前面的观察得到存在幂等元 en ∈ R使得 en 与 e正交, e = xn. 因为每个 ei(1 ≤ i ≤ n − 1),有
ei = eei = eie,所以 enei = eneei = 0, eien = eieen = 0.

Remark 3.142. 设含幺环 R的理想 I ⊆ Jac(R)满足 R = R/I 的幂等元都可提升到 R. 那么对 R中任何两两正

交的本原幂等元 x1, ..., xn(n ≥ 2),存在 R的两两正交的本原幂等元 e1, ..., en使得 ei = xi, 1 ≤ i ≤ n: 幂等元的
存在性来自 [命题3.141],而根据 [命题3.139],本原幂等元的幂等元提升是本原的.

回忆含幺环 R是半局部环,如果 R/JacR是 Artin半单环. 现在我们考虑

Definition 3.143. 称含幺环 R是半完全环,如果 R是半局部环且 R/JacR的幂等元可提升至 R.

Remark 3.144. 单边 Artin环明显是半完全环 (也见 [定理3.150]).

于是,根据 [命题3.141],如果 R是半完全环,那么 R/JacR的两两正交幂等元可提升为 R的两两正交幂等

元; R/JacR的两两正交的本原幂等元可提升为 R的两两正交本原幂等元. 并且 [命题3.139]说明

Proposition 3.145. 设 R是半完全环,那么 R的任何本原幂等元 e满足 e ∈ R/JacR是本原幂等元.

Proposition 3.146. 设 R是左 Artin环,那么任何有限生成不可分投射左 R-模 P 满足 P/JP 是不可约左 R-模.

Proof. 现在R作为左R-模有合成列,因此重复 [引理3.137]前的讨论可知存在本原幂等元 e使得 P ∼= Re. 而由
e是幂等元,对 R的 Jacobson根 J ,总有左 R-模同构 Re ∼= Re/Je ∼= P/JP ,其中 R = R/J . 应用 [命题3.145]
知 e是 R/J 的本原幂等元. 因此 Re是不可分左 R-模, [命题3.136]. 现在由 Re是完全可约左 R-模得到 Re是

不可约左 R-模. 特别地, P/JP 是不可约左 R-模.

依然设 R是左 Artin环,并设 {P1, P2, ..., Pt}是 R上有限生成不可分投射左 R-模同构类集的代表元集,其
有限性来自 [引理3.137]前的讨论. 那么存在唯一的正整数序列 n1, ..., nt使得左R-模同构R ∼= Pn1

1 ⊕· · ·⊕Pnt
t .

记 J 是 R的 Jacobson根以及 R = R/J ,那么我们有左 R-模同构

R ∼= (P1/JP1)
n1 ⊕ (P2/JP2)

n2 ⊕ · · · ⊕ (Pt/JPt)
nt .

根据 [命题3.146]和 [命题3.130], {P1/JP1, P2/JP2, ..., Pt/JPt}是 R的不可约模同构类的一个代表元集. 因此
正整数序列 n1, ..., nt也被 R作为自身上完全可约模的不可约模分解重数确定.
如果含幺环 R的非零幂等元 e满足 eR是不可约右 R-模,则称 e是右不可约幂等元,类似可定义左不可约

幂等元. Artin半单环的左 (右)不可约幂等元等价于本原幂等元.

Lemma 3.147. 设 R是含幺环,则 R是局部环的充要条件是 R/JacR是除环.

Proof. 必要性: 这时 JacR就是不可逆元全体,故 R/JacR中任何非零元可逆. 充分性: 我们说明 R的任何不可

逆元在 JacR中,进而得到 R全体不可逆元构成的集合是 JacR,是理想. 任取不可逆元 a,不妨设 a没有左逆,假
设 a /∈ JacR,则存在 b ∈ R使得 ba− 1 ∈ JacR. 因为 Ra是真左理想,所以它含于某个极大左理想中,于是 ba在

某个极大左理想中,由此得到该极大左理想有 1,矛盾. 故 a ∈ JacR.
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从 [引理3.147]立即看到局部环是半完全环. 于是我们能够证明

Proposition 3.148. 设 R是半完全环, e 6= 0 ∈ R是幂等元. 那么 e是本原幂等元等价于是局部幂等元.

Proof. 局部幂等元总是本原的, 现在设 e 是本原幂等元, 那么 [命题3.145] 说明 e ∈ R/JacR 是本原幂等元,
于是也是 R/JacR 的不可约幂等元. 于是 [引理3.134] 说明 e(R/JacR)e 是除环. 现在应用 [命题3.133] 得到
eRe/Jac(eRe)是除环. 因此,根据 [引理3.147], eRe是局部环. 由 [命题3.135], e是局部幂等元.

Lemma 3.149. 设 R是含幺环, 1 = e1 + · · ·+ en = e′1 + · · ·+ e′n 是 1的两个正交幂等元分解. 如果对每个正整
数 i有模同构 Rei ∼= Re′i,那么存在 R的可逆元 u使得 e′i = u−1eiu, ∀1 ≤ i ≤ n.

Proof. 对每个正整数 i, 有左 R-模同构 ϕi : Rei → Re′i, 这给出左 R-模同构 Φ = ϕ1 ⊕ · · · ⊕ ϕn : R = Re1 ⊕
· · · ⊕ Ren → R = Re′1 ⊕ · · · ⊕ Re′n,于是存在可逆元 u使得 Φ是 u决定的右乘变换,即 Φ(x) = xu, ∀x ∈ R. 进
而 eiu ∈ Re′i,所以每个 u−1eiu ∈ Re′i,满足 1 =

n∑
i=1

u−1eiu,结合直和分解 R = Re′1 ⊕ · · · ⊕ Re′n 元素表出唯一

性得到 e′i = u−1eiu, ∀1 ≤ i ≤ n.

现在我们利用幂等元给出环的半完全性的刻画.

Theorem 3.150. 含幺环 R是半完全环的充要条件是 1可分解为两两正交的局部幂等元之和.

Proof. 必要性：设 R 是半完全环, 那么在 R = R/JacR 中, 1 可表示为有限多个两两正交的本原幂等元的和
1 = x1 + · · ·+ xn,由 [命题3.141]每个 xi可提升为 R的幂等元 ei使得 e1, ..., en正交,那么由 [命题3.139]得到
ei 是 R的本原幂等元,所以也是局部幂等元. 下证 1 = e1 + · · ·+ en,对幂等元 e = e1 + · · ·+ en, 1− e是 JacR
中幂等元,是零元,即 1 = e1 + · · ·+ en.
充分性：设 1 = e1 + · · ·+ en 是两两正交局部幂等元之和,那么每个 ei ∈ R = R/JacR是左不可约幂等元

(根据 [命题3.133]和 [引理3.147]得到 eiRei 是除环,所以 ei 是右不可约元,再由 R是半本原环得到 ei 左不可

约),于是 R有不可约子模分解 R = Re1 ⊕ · · · ⊕ Ren. 这就说明 R是 Artin半单环. 最后还要证 R/JacR的幂
等元 x都可以提升到 R. 我们有分解 R = Rx ⊕ R(1 − x),这里不妨设 x 6= 0, 1,那么 Rx与 R(1 − x)作为有

合成列的模可分解为有限个不可分子模的直和,由 Krull-Schmidt定理分解的唯一性,得到在 ei适当重排后,有
R-模同构

Rx ∼= Re1 ⊕ · · ·Rek = R(e1 + · · ·+ ek), R(1− x) ∼= Rek+1 ⊕ · · ·Ren = R(ek+1 + · · ·+ en).

这里 1 − (ek+1 + · · · + en) = e1 + · · · + ek, 所以应用 [引理3.149] 可知存在 R 中的可逆元 u 使得 u−1xu =

e1 + · · ·+ ek(u ∈ R也可逆).所以 x = u(e1 + · · ·+ ek)u−1可提升为幂等元 u(e1 + · · ·+ ek)u
−1.

回忆含幺环 R上左 R-模M 如果有投射左 R-模 P 和满模同态 θ : P →M 使得 Kerθ是 P 的多余子模,则
称 (P, θ)是M 的投射盖. 这也等价于要求 (P, θ)满足对任何投射左 R-模 Q和满模同态 ψ : Q → M ,使得下图
交换的模同态 ψ : Q→ P 总是满射:

P M

Q

θ

ψψ

也可以等价于要求 (P, θ)满足对 P 的任何子模 P ′, θ(P ′) =M 蕴含 P = P ′. 由此可直接验证M 的投射盖一旦

存在便在同构意义下唯一. 下面我们说明半完全环上任何有限生成模都有投射盖.
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Proposition 3.151. 设 R是半完全环,那么任何有限生成左 R-模M有投射盖.

Proof. 不妨设M 6= 0,记 J = JacR,R = R/J 是 Artin半单环. 由 [定理3.150]得存在正交局部幂等元 e1, ..., en

使得 1 = e1 + · · · + en,那么 R = Re1 ⊕ · · · ⊕ Ren. 而每个 R上的不可约左模同构于某个 Rek. 对有限生成模
M 6= 0,M/JM 作为 Artin半单环 R/J 上的模是完全可约的,且一定是 Artin模,故M/JM 也是 Noether模.
可设 R-模同构M/JM ∼= ⊕m

i=1Rai,其中 ai ∈ {e1, ..., en}. 设模同构为 η :M/JM → ⊕m
i=1Rai. 置投射模

P = ⊕m
i=1Rai,

那么存在模同态 θ : P = ⊕m
i=1Rai →M 使得下图交换：

M M/JM ⊕m
i=1Rai 0

P = ⊕m
i=1Rai ⊕m

i=1Rai/Jai

π η

θ ∼=

容易验证: (1) θ(P ) + JM =M . (2)Kerθ ⊆ JP . 对 (1)用 Nakayama引理,可得 θ是满射. 对 (2),从 JP 是 P

的多余子模可得 Kerθ是 P 的多余子模. 这就构造了投射盖 θ : P →M .

Remark 3.152. 证明过程表明半完全环上有限生成模的投射盖一定是有限生成的. 并且当M 是不可约模时,存
在 R的某个局部幂等元 e使得 Re是M 的投射盖.

Remark 3.153. 设 R是半完全环,有正交局部幂等元分解 1 = e1 + · · · + en. 那么任何有限生成投射左 R-模都
同构于一些 Rei 的直和: 根据证明过程以及考察 P/JP 的投射盖 P → P/JP ,由投射盖的同构唯一性得到 P

是有限多个 Rei的直和. 特别地,任何有限生成不可分投射模都同构于某个局部幂等元生成的循环模.

Example 3.154. 设 R是左 Artin环,在 [引理3.147]前的讨论我们看到如果设 {P1, P2, ..., Pt}是 R上有限生成

不可分投射左 R-模同构类集的代表元集,那么 {P1/JP1, P2/JP2, ..., Pt/JPt}是 R = R/JacR的不可约模同构
类的一个代表元集. 这当然也是不可约左R-模同构类全体的一个代表元集. 每个 Pi产生不可约左R-模 Pi/JPi

的投射盖 πi : Pi → Pi/JPi.

3.14 Serre条件

本节介绍交换Noether环的 Serre条件,它可用于刻画半素性 (见 [命题3.155]), Cohen-Macaulay性质 (见
[命题3.156])以及整闭性 (见 [定理3.158]). 以下固定含幺交换 Noether环 R,对自然数 k,我们考虑

(Rk) 对 R的任何高度不超过 k的素理想 p, Rp是正则局部环.

(Sk) 对 R的任何素理想 p,有 depthRp ≥ inf{k,htp}.

上述条件均被称为 Serre条件,条件 S0总是成立的. 如果交换Noether环R满足 (Sk+1),那么当然也满足 (Sk);
R满足 (Rk+1)也保证满足 (Rk). 下面我们说明交换 Noether环的半素性可用 Serre条件刻画.

Proposition 3.155. 设 R是交换 Noether环,则 R是半素的当且仅当 R满足 (R0)和 (S1).
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Proof. 必要性: 设 R 是半素环. 要说明 R 满足 (R0) 只需说明对任何极小素理想 p, Rp 是域. 事实上, 这时
N(Rp) = pRp = 0, [注记3.89]. 故由 Rp 的零理想是极大理想得到 Rp 是域, 所以 R 满足 (R0). 要看到 R 满

足 (S1),需要验证对任何高度至少为 1的素理想 p, pRp 中有 Rp-正则元. 若不然,则 pRp 中元素都能零化某个

Rp 中非零元,由 [引理1.20(2)],这导致 pRp ∈ AssRp
(Rp),因此存在 Rp 中非零元 y 使得 annRp

(y) = pRp. 现
在 htp ≥ 1说明 pRp 6= 0. 而 Rp 是局部环说明 y 不可逆, 即 y ∈ pRp, 于是 y2 = 0, 这说明 N(Rp) 6= 0. 于是
N(R) 6= 0, [注记3.89],得到矛盾. 所以 R满足 (S1).

充分性: 设交换 Noether环 R满足 (R0)和 (S1). 因为正则局部环是整区, [引理2.35],所以对 R的任何极

小素理想 p, Rp 是半素的. 根据 [注记3.89],只需证对 R的任何素理想 p, Rp 是半素环. 现在对 ` = htp作归纳
证明结论. 前面对极小素理想的讨论说明 ` = 0时结论成立. 现在假设结论对高度不超过 ` − 1(` ≥ 1)的素理

想成立,那么由 R满足 (S1),对高度为 ` ≥ 1的素理想 p, pRp 中含有 Rp-正则元 z,那么记 (Rp)z 是 Rp 在 z 生

成的乘法幺半群处的局部化,我们得到Rp可嵌入 (Rp)z . 根据局部化的局部整体性质, (Rp)z 中的素理想都来自

R的含于 p且不包含 z的素理想 q,特别地, htq ≤ `− 1. 现在 (Rp)z 的素理想形如 (qRp)z ,这里 q ⊆ p且 z /∈ q.
(Rp)z 关于素理想 (qRp)z 的局部化同构于 Rq,根据归纳假设,这是半素的,因此 (Rp)z 关于所有素理想的局部

化是半素的, [注记3.89],进而也有 (Rp)z 半素. 前面已经指出 Rp 可嵌入 (Rp)z ,这说明 Rp 没有非零幂零元. 因
此我们得到对 R的任何素理想 p, Rp半素. 现在应用 [注记3.89]得到 R是半素环.

下面的 [命题3.156]说明 Sk 条件也可用于刻画交换环的 Cohen-Macaulay性质.

Proposition 3.156. 设 R是交换Noether环,则 R是 Cohen-Macaulay环当且仅当对所有 k ∈ N, R满足 (Sk).

Proof. 必要性:对R的任何素理想 p,有Rp是Cohen-Macaulay局部环, [定理2.10]. 所以depthRp = k.dimRp =

htp ≥ inf{k,htp}对所有自然数 k成立. 因此 R满足 (Sk).
充分性: 如果 R对所有自然数 k都满足 (Sk),那么任取 R是极大理想 m,设 htm = `,由 R满足 (Sℓ)得到

depthRm ≥ ` = k.dimRm. 但总有 k.dimRm ≥ depthRm, [推论1.60]. 因此 Rm 是 Cohen-Macaulay局部环. 再
由极大理想 m的任意性得到 R是 Cohen-Macaulay环.

如果M 是交换Noether环 R上有限生成模,我们能够把对 R定义的 (Sk)条件延伸至M : 如果M 满足对

R的任何素理想 p, depthRp
Mp ≥ inf{k,dimSupp(Mp)},则称M 满足 (Sk)条件. 注意Mp 是有限生成 Rp-模

说明 Supp(Mp) = V (AnnRp
Mp),因此 dimSupp(Mp) = k.dimRp

Mp.

Proposition 3.157. 设M 是交换 Noether环 R上有限生成模. 那么M 满足 (S1)条件当且仅当 AssRM 中每
个素理想是极小元. 特别地, R满足 (S1)当且仅当 AssRR中每个素理想是极小元.

Proof. 必要性: 如果存在 p, q ∈ AssRM 满足 p ) q,那么有 pRp ∈ AssRp
Mp 以及Mq 6= 0, [引理1.21]. 这说明

dimSupp(Mp) ≥ 1. 但 pRp ∈ AssRp
Mp说明 depthRp

Mp = 0, [定理1.29]. 这和M 满足 (S1)矛盾.
充分性: 假设 M 不满足 (S1) 条件 (那么自动 M 6= 0, 回忆零模的深度是正无穷), 那么存在素理想 p 使

得 depthRp
Mp = 0 且 dimSupp(Mp) ≥ 1. 因为 pRp 中的元素都是 Mp-零因子, 应用 [引理1.20(2)] 得到

pRp ∈ AssRp
Mp. 于是 p ∈ AssRM , [引理1.21]. 因为 dimSupp(Mp) ≥ 1, 所以存在真包含于 p 的素理想在

SuppRM 中. 我们选取含于 p 的 SuppRM 中的极小元 (存在性来自 p 的高度有限), 记作 q. 那么 q ( p 且

q ∈ AssRM , [引理1.21]. 这说明 p不是 AssRM 中极小元.

如果交换 Noether环 R满足对任何素理想 p, Rp是整闭整区,则称 R是正规的.
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Theorem 3.158. 设 R是交换 Noether环,那么 R是正规环当且仅当 R满足 R满足 (R1)和 (S2).

Proof. 必要性: 设 R 是正规环, 那么由 R 关于所有素理想作局部化是整区得到 R 是半素环, [注记3.89]. 于是
知 R满足 (R0)和 (S1), [命题3.155]. 如果我们能够证明对任何 Krull维数是 d的交换 Noether局部整闭整区
C 满足 depthC ≥ min{2, d},且 d = 1时, C 是正则局部环,那么对 R任何高度是 1的素理想 p,有 Rp(这是 1

维 Noether整闭整区,即 Dedekind整区)是正则局部环并且由 depthRp ≤ k.dimRp, [推论1.60],便知 R满足

(R1)和 (S2). 根据Dedekind整区的刻画,当 C是 1维Noether整闭局部整区时, C是离散赋值环,也是正则局
部环,这时 C 作为 Cohen-Macaulay局部环自然也有 depthC = 1. 所以要完成必要性的证明,只需说明 d ≥ 2

时, Krull维数是 d的 Noether局部整闭整区 C 满足 depthC ≥ 2. 以下设 m是 C 的唯一的极大理想.
因为 C 满足 (S1),所以 m中含有 C-正则元 a(这时自然有 C 6= aC,使用 Nakayama引理). 如果能够说明

m中含有 C/aC-正则元,那么便有 depthC ≥ 2. 下面使用反证法,如果 m中元素都能零化某个 C/aC 中非零

元,我们说明 m的高度不超过 1来得到矛盾. 这时 m ∈ AssC(C/aC), [引理1.20(2)]. 因此存在 y ∈ C − aC,使
得m = annC(y+aC). 即m = {c ∈ C|cy ∈ aC}. 现在 ym * am,否则,m可视作 C[ya−1]-模 (C[ya−1]是 C分式

域的子环,并且 m是忠实 C[ya−1]-模),这时 ya−1数乘作用 m封闭,并且由 m是有限生成 C-模,可知 ya−1是 C

上整元 (考察 ya−1在m作为有限生成模的生成元上的作用). 再由 C 的整闭性得到 ya−1 ∈ C,这和 y的选取矛

盾. 因此 ym * am,但 ym ⊆ aC 说明 ya−1m是 C 的理想,这说明 ya−1m = C. 特别地, m = ay−1C, ay−1 ∈ C,
利用 Krull主理想定理得到 m的高度不超过 1,这和 d ≥ 2的假设矛盾.
充分性: 设 R满足 (R1)和 (S2). 这时 R满足 (R0)和 (S1),所以 R半素, [命题3.155]. 对 R的任何素理

想 p, Rp 是半素 Noether局部环,并且 Rp 的素理想形如 qRp,这里 q是含于 p的素理想. (Rp)qRp
∼= Rq 以及保

证了 Rp 也满足 (R1)和 (S2). 所以如果我们能够证明对 Krull维数是 d的交换半素 Noether局部环 (C,m), C
满足 (R1)和 (S2)蕴含 C 是整闭整区,便完成充分性证明. 当 d = 0时, C 满足 (R1)说明 C 是 0维正则局部

环,那么 C 是域 (这时 C 的正则参数系由零个元素构成, m = 0),故结论成立. 当 d = 1时, C 满足 (R1)说明 C

是正则局部的,那么是离散赋值环,于是 C 是整闭整区. 这里再指出 C 的局部条件保证了只要 C 在经典商环 Q

中整闭,那么 C 是整区 (考察 C 的经典商环 Q表示为有限多个 Artin单环直和后的标准正交幂等元集 {ei}ki=1,
可直接验证: 如果设 C 的极小素理想全体为 p1, ..., pr,那么 k = r且 Q = ⊕r

i=1Qei,这时 C 在 Q中整闭说明每

个 ei ∈ C,并且将极小素理想适当重排后有 C = ⊕r
i=1Cei,每个 Cei ∼= C/pi. 因此 C 的局部条件迫使 C 仅有一

个极小素理想,进而 Q是 Artin单环,这保证了 C 是 Noether整区,见 Goldie定理笔记).
总结一下,前面我们说明了只需对满足 (R1)和 (S2)的 d维Noether局部整区 (C,m)证明 C 是整闭的,便

能够完成定理证明. 并且前面已经看到当 d = 0, 1时, C 是整闭的.
最后我们对 d ≥ 1作归纳说明 C 在 C 的商域 FracC 中整闭来完成定理证明. 前面已经对 d ≤ 1的情形验

证结论成立. 假设结论对 Krull维数不超过 d− 1(d ≥ 2)的情形成立,那么这时 C 满足 (S2)说明 depthC ≥ 2.
对 C任何非极大的素理想 p, Cp的 Krull维数不超过 d−1,因此由归纳假设, Cp是整闭整区 (并且 Cp的商域就

是 FracC). 任取 FracC 中的 C 上整元 q,那么 T = C[q]作为 C-模有限生成. 于是 Cp ⊆ Tp是整扩张且 Tp可嵌

入 C 的商域 FracC 保证了 Cp = Tp(根据 Cp 的整闭性). 下面我们用反证法说明 q ∈ C: 如果 q /∈ C,那么 T/C

作为非零有限生成 C-模的支集为 {m}. 于是 m = AssC(T/C), [引理1.21]. 选取 q′ = t/s ∈ T − C(那么 t /∈ sC,
这当然也蕴含 sC 是 C 的真理想, s ∈ m)使得 m = annC(q′ + C),则有 tm ⊆ sC. 因此 m中元素都能够零化某

个 C/sC 中非零元,因此 s给出含于 m的极大 C-正则序列,于是 depthC = 1,这与前面指出的 depthC ≥ 2矛

盾. 由此我们证明了 FracC 中的 C 上整元都在 C 中,所以 C 是整闭整区.
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Theorem 3.159. 设 R是交换 Noether环, f :M → N 是有限生成 R-模,如果
(1)对任何 R的素理想 p, depthMp ≥ inf{2, k.dimRp}且 depthNp ≥ inf{1, k.dimRp};
(2)对 R的极小素理想 p, fp是单射;
(3)对任何高度不超过 1的素理想 p, fp是满射,
那么 f 是 R-模同构.

Proof. 先说明 f 是单射. 假设 Kerf 6= 0,那么对 p ∈ AssRKerf(非零模保证相关素理想集非空, [引理1.20])由
Kerfp ∼= (Kerfp)以及条件 (2)可知 htp ≥ 1. 于是条件 (1)说明 depthMp ≥ 1. 但 pRp ∈ AssRp

Kp ⊆ AssRp
Mp,

[引理1.21]. 这导出 dephMp = 0,矛盾. 所以 f 是单射.
下面说明 f 是满射. 现在我们有 R-模短正合列 0 M N Cokerf 0.

f π

若 Cokerf 6= 0,可选取 q ∈ AssRCokerf ,那么 fq 不是满射且 qRq ∈ AssRq
(Cokerf)q. 注意条件 (3)说明

htq ≥ 2. 于是条件 (1)说明 depthMq ≥ 2以及 depthNq ≥ 1. 现在应用 [命题1.39]得到 depth(Cokerf)q ≥ 1,
这和 qRq ∈ AssRq

(Cokerf)q矛盾.

3.15 Kähler微分模与光滑代数

本节固定 A是含幺交换环 K 上的交换代数, DerKA表示 A上 K-导子全体构成的 A-模,用 DerK(A,M)

表示 A到任何 A-模M 的K-导子全体构成的 A-模. 现在我们可以给出 A的 Kähler微分模的概念.

Definition 3.160. 若 A-模 Ω(A)与K-导子 d : A→ Ω(A)满足对任何K-导子D : A→M ,存在唯一的 A-模同
态 f : Ω(A) →M 使得 fd = D,即下图交换,则称 (Ω(A), d)是 A的 Kähler微分模 (Kähler differentials).

A Ω(A)

M

D

d

f

定义中的导子 d : A→ Ω(A)常被称为泛导子 (universal derivation). 有时也将 Kähler微分模记作 ΩK(A).

根据定义不难看到 Kähler微分模若存在则在同构意义下唯一,下面用两种方式构造 Kähler微分模.

Theorem 3.161 (Kähler微分模的存在性). 设 Ω(A)是由生成元集 {d(a)|a ∈ A}与下述关系定义出的 A-模：

d(aa′) = ad(a′) + d(a)a′, d(ka+ k′a′) = kd(a) + k′d(a′), ∀a, a′ ∈ A, k, k′ ∈ K.

并记 d : A→ Ω(A), a 7→ d(a). 那么 (Ω(A), d)是 A的 Kähler微分模.

Proof. 该定理直接计算验证即得,这里仅强调以后会常用此构造来定义从 Kähler微分模出发的模同态.

Theorem 3.162 (Kähler 微分模的第二种构造). 设 µ : A ⊗K A → A 是 A 上乘法运算, 记 I = Kerµ, 记
Ω(A) = I/I2并设 d : A→ I/I2, a 7→ (1⊗ a− a⊗ 1) + I2. 那么 (Ω(A), d)是 A的 Kähler微分模.

Proof. 可直接计算验证 d 是 K-导子, 下面验证 (Ω(A), d) 是 A 的 Kähler 微分模. 对任何 A-模 M 与 K-导子
D : A→M ,要说明存在唯一的 A-模同态 f : Ω(A) →M 使得 fd = D. 首先,由恒等式

a⊗ b = ab⊗ 1 + a(1⊗ b− b⊗ 1), ∀a, b ∈ A
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表明
∑
ai⊗ bi =

∑
ai(1⊗ bi− bi⊗ 1), ∀

∑
ai⊗ bi ∈ I ,这意味着 Ω(A)作为 A-模可由 {da|a ∈ A}生成,进而知

满足 fd = D的 A-模同态 f 只要存在必定唯一. 考虑 A关于 A-模M 的平凡扩张 A ∗M ,那么可直接验证

Φ : A⊗K A→ A ∗M,a⊗ b 7→ (ab, aD(b))

是 A-代数同态,因为 Φ(I) ⊆ 0 ∗M ,故由 (0 ∗M)2 = 0立即得到 Φ(I2) = 0,由此知 Φ可自然地诱导 A-代数同
态 Φ : (A⊗K A)/I2 → A ∗M 满足 Φ(a⊗ b+ I2) = (ab, aD(b)), ∀a, b ∈ A. 现记 j : I/I2 → (A⊗K A)/I2 是标

准嵌入, p : A ∗M →M 是标准投射,定义 f : Ω(A) →M 是下述映射序列的合成：

I/I2 (A⊗K A)/I2 A ∗M M
j Φ π

即 f = πΦj : Ω(A) →M ,易知 f 是 A-模同态且 f(1⊗ a− a⊗ 1 + I2) = D(a), ∀a ∈ A. 故 fd = D.

从定理证明过程中我们看到, 对任何 A-模 M 和 K-导子 D : A → M , 我们能够诱导 A-代数同态 (A ⊗K

A)/I2 → A ∗M,a⊗ b+ I2 7→ (ab, aD(b)),其中 I = Kerµ, µ : A⊗K A→ A是乘法映射,由此得到

Corollary 3.163. 设 µ : A ⊗K A → A 是 A 上乘法运算, 记 I = Kerµ, 那么对任何 A-模 M 有 A-代数同态
Ψ : (A ⊗K A)/I2 → A ∗ Ω(A), a ⊗ b + I2 7→ (ab, adb) = (ab, a(1 ⊗ b − b ⊗ 1) + I2). 特别地,对任何 K-模同态
g : Ω(A) → N ,存在K-代数同态 θ : A⊗K A→ A ∗N 使得 θ是下述代数同态序列的合成：

A⊗K A A ∗ Ω(A) A ∗NΨ g

其中 Ψ(a⊗ b) = (ab, a(1⊗ b− b⊗ 1) + I2), g : A ∗ Ω(A) → A ∗N, (a, x) 7→ (a, g(x)).

Proof. 这里仅指出 θ : A⊗K A→ A ∗N 将每个形如 a⊗ b的元素映射至 (ab, ag[(1⊗ b− b⊗ 1) + I2]).

通过 Kähler微分模的定义不难看到当 A是K-仿射代数时, Ω(A)是有限生成模. 此外,由定义知

Proposition 3.164. 设 (Ω(A), d)是 A的 Kähler微分模,那么有自然同构 DerK(A,−) ∼= HomA(Ω(A),−).

上述命题表明取导子函子 DerK(A,−)是可表函子,并且引入 Kähler微分模使得我们可以用线性对象 (模
同态)来描述非线性对象 (导子). 下面来看多项式代数的导子性质以及 Kähler微分模的特性.

Example 3.165. 设 A = K[x1, ..., xn]是多项式代数,容易验证 DerKA是自由 A-模,并有

DerKA = A
∂

∂x1
⊕A

∂

∂x2
⊕ · · · ⊕ A

∂

∂xn
, df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi, ∀f ∈ A.

而 DerKA ∼= HomA(Ω(A), A)启发我们猜测 Ω(A)是由 {dx1, ..., dxn}自由生成的自由模. 下面验证这一猜测：
首先 Kähler微分模的构造可知 Ω(A)作为 A-模可由 {da|a ∈ A}生成,故只需说明 {dx1, ..., dxn}是 A-线性无
关的. 假设存在多项式 f1, ..., fn ∈ A使得

n∑
i=1

fidxi = 0,那么对每个偏导子 ∂/∂xj : A→ A,存在唯一的 A-模同

态 ϕj : ΩA/K → A使 ϕjd = ∂/∂xj . 那么对等式
n∑
i=1

fidxi = 0两边作用模同态 ϕj 立即得到 fj = 0.

下面我们说明域上交换代数的 Kähler微分模事实上就是该代数的 1次 Hochschild同调.
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Proposition 3.166. 设 A是含幺交换环K 上的交换代数,满足 A是平坦K-模. 设 Ω(A)是 A的 Kähler微分模,
M 是 A-模,将其天然视作 A-A双模. 那么 A系数在M 中的Hochschild 1次同调H1(A,M) ∼= Ω(A)⊗AM(这
里Hochschild同调H1(A,M)的 A-模结构来自M 上的 A-模结构). 特别地,若取M = A,则 A的 Kähler微分
模和 A的 1次 Hochschild同调作为 A-模同构.

Proof. 考虑 A系数在M 中的 Hochschild复形,那么 1次微分是零, 2次微分为

δ2 : A⊗K A⊗K M → A⊗K M,a⊗ b⊗m 7→ a⊗ bm− ab⊗m+ b⊗ma,

所以作为K-模,有

H1(A,M) ∼= A⊗K M/({a⊗ bm− ab⊗m+ b⊗ma|a, b ∈ R,m ∈M}),

易知存在唯一的K-模同态 ϕ : H1(A,M) → Ω(A)⊗AM 使得 ϕ(a⊗m+B1(A,M)) = da⊗m. 通过 Kähler微
分模的泛导子定义可天然构造 A-模同态 ψ : Ω(A)⊗AM → H1(A,M)使得 ψ(bda⊗m) = a⊗ bm+B1(A,M).
可直接验证 ψ与 ϕ是互逆的映射,所以 H1(A,M) ∼= Ω(A)⊗AM .

Remark 3.167. 通过交换代数的 Kähler微分模与该代数的 1次 Hochschild同调间的关系,我们可以直接导出
Kähler微分模的第二种构造方式. 同样记 I是乘法映射 µ : A⊗KA→ A的核,那么有K-可裂的Ae-模短正合列
0 I Ae A 0,

j µ
这里M 是左右模结构一致的 A-A双模. 作用张量函子 −⊗Ae M 并

考察该短正合列所诱导的同调长正合列后易知K-模同构 TorA
e

1 (A,M) ∼= Ker(I ⊗Ae M → IM). 注意 IM = 0,
所以 H1(A,M) ∼= I ⊗Ae M . 下面验证 I ⊗Ae M ∼= I/I2 ⊗A M . 对每个 a ⊗ b ∈ Ae,如果 ab = 0,那么对任何
c⊗ b ∈ Ae有

[(ac⊗ bd) + I2]⊗ x− [(a⊗ b) + I2]⊗ cxd = [(a⊗ b)(c⊗ b− 1⊗ cd) + I2]⊗ x = 0, ∀x ∈M,

这一观察说明存在唯一的K-模同态ϕ : I⊗AeM → I/I2⊗AM 使得ϕ(a⊗x) = (s+I2)⊗x, ∀s ∈ I, x ∈M.同样

地,可直接计算验证存在唯一的K-模同态ψ : I/I2⊗AM → I⊗AeM使得ψ((s+I2)⊗x) = s⊗x, ∀s ∈ I, x ∈M .
直接的计算表明 ϕ与 ψ 互为逆映射,所以有 K-模同构 I ⊗Ae M ∼= I/I2 ⊗A M . 进而得到交换代数 A系数在

对称双模 M 中的 1次 Hochschild同调是 H1(A,M) ∼= I/I2 ⊗A M . 若取 M = A, 那么 A的 Kähler微分模
Ω(A) ∼= I/I2. 总结一下,对含幺交换环K 上的交换代数 A,若记 I 是乘法映射 µ : A⊗K A→ A的核,那么对任
何对称双模M ,总有H1(A,M) ∼= I/I2 ⊗AM . 特别地,当M = A时,H1(A,A) ∼= I/I2. 若假设 A是K-平坦的,
那么H1(A,A) ∼= Ω(A),所以前面的讨论表明当 A是在基环上平坦的交换代数时,H1(A,A) ∼= Ω(A) ∼= I/I2. 因
此从这个角度看, Kähler微分模的第二种构造是自然可以想到的. 并且根据之前第二种构造的等价性, 在这里
的注记中,我们看到,事实上不需要对 A要求K-平坦性,对任何K-交换代数 A和对称双模M ,总有K-模同构

H1(A,M) ∼= Ω(A)⊗AM.

我们把 A 的 Kähler 微分模在 A 上的 r 次外幂 ∧rΩ(A) 记作 Ωr(A), 称之为 r 阶 Kähler 微分形式 (若
r = 0, Ω0(A) = A),称 Ωr(A)中元素为 A的 Kähler r-形式. 类似地我们也考虑高阶导子,对每个自然数 r 和

A-模 M , 记 Xr(M) = {F ∈ HomK(∧rKA,M)|F在每个分量上是K-导子}为 A到 M 的交错 r-线性导子全体.
其中 X0(M) =M,X1(M) = DerK(A,M). 高阶导子与高阶 Kähler微分形式间也有密切联系.
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Theorem 3.168. 设M 是 A-模, r是自然数. 那么有典范 A-模同构 ϕ : Xr(M) → HomA(Ω
r(A),M)使得

ϕ(F )(a0da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ dar) = a0F (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar), ∀ai ∈ A.

因此,对任何交错 r-线性导子 F : ∧rKA→M ,存在唯一的 A-模同态 F̃ : Ωr(A) →M 使得下图交换：

∧rKA Ωr(A)

M
F

∧rd

F̃

Proof. 首先对每个 F ∈ Xr(M),有 A-模同态

θ :

(⊕
a∈A

Ada

)
⊗A

(⊕
a∈A

Ada

)
⊗A · · · ⊗A

(⊕
a∈A

Ada

)
→M

b1da1 ⊗ b2da2 ⊗ · · · ⊗ brdar 7→ b1b2 · · · brF (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar)

因为 F 在每个分量上是K-导子,故 θ(⊕a∈AAda⊗ · · · ⊗ C ⊗ · · · ⊕a∈A Ada) = 0,其中

C = ({d(aa′)− ad(a′)− d(a)a′ − d(ka+ k′a′)− kd(a)− k′d(a′)|a, a′ ∈ A, k, k′ ∈ K})

在 i次位置, i = 1, 2, ..., r. 因此 θ诱导 A-模同态

Θ :

(⊕
a∈A

Ada/C

)
⊗A

(⊕
a∈A

Ada/C

)
⊗A · · · ⊗A

(⊕
a∈A

Ada/C

)
→M

利用Ω(A) =
⊕
a∈A

Ada/C,可改写Θ为Θ : Ω(A)⊗A · · ·⊗AΩ(A) →M . 易见Θ(a0da1⊗· · · dar) = a0F (a1∧· · ·∧

ar), ∀ai ∈ A. 注意到 Θ(da1 ⊗ · · · ⊗ dai−1 ⊗ x ⊗ x ⊗ dai+1 ⊗ · · · ⊗ dar) = 0, ∀x ∈ ΩA/K ,所以对 x =
n∑
k=1

ckdbk,

有 Θ(da1 ⊗ · · · ⊗ dai−1 ⊗ x⊗ x⊗ dai+1 ⊗ · · · ⊗ dar)

=
n∑
k=1

n∑
l=1

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

=
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar) +
∑
l<k

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

=
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)−
∑
l<k

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bl ∧ bk ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

=
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)−
∑
k<l

ckclF (a1 ∧ · · · ∧ ai−1 ∧ bk ∧ bl ∧ ai+1 ∧ · · · ∧ dar)

= 0.

所以 Θ可唯一地沿着 Ωr(A)分解,即存在唯一的 A-模同态 ϕ : Xr(M) → HomA(Ω
r(A),M)使得下图交换.

Ω⊗r

(A) Ωr(A)

M
Θ

π

φ
,
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这里 π是标准投射.易见 ϕ(F )(a0da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ dar) = a0F (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an),所以 ϕ定义合理. 下面验证
ϕ可逆. 作 ψ : HomA(Ω

r(A),M) → Xr(M), g 7→ ψ(g),其中

ψ(g) : ∧rKA→M,a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar 7→ g(da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ dar).

可直接计算验证 ϕ与 ψ互为逆映射.

Remark 3.169. 现设 A是K-交换代数,那么对每个交错 p-线性导子 F ∈ Xp(A),可通过上述泛性质诱导出唯一
的 A-模同态 ιF : Ω∗(A) → Ω∗(A)满足当 q ≥ p时 ιF : Ωq(A) → Ωq−p(A)将 da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ daq 映至∑

σ∈Sp,q−p

sgn(σ)F (aσ(1) ∧ · · · ∧ aσ(p))daσ(p+1) ∧ · · · ∧ daσ(q),

其中 Sp,q−p = {σ ∈ Sq|σ(1) < σ(2) < · · · < σ(p), σ(p+ 1) < · · · < σ(q)}是所有 (p, q − p)-shuffles构成的集合
(一般地,所有 (n,m)-shuffles构成的集合有 Cmm+n个元素). 当 q < p时, ιF : Ωq(A) → Ωq−p(A)定义为零同态.
这里

Ω∗(A) =
∞⊕
i=0

Ωi(A).

将上述次数为 −p的 A-模同态 ιF : Ω∗(A) → Ω∗(A)称为由线性导子 F 所诱导的截断映射. 如果 F = a ∈ A(即
此时 p = 0),那么截断映射 ιF : Ω∗(A) → Ω∗(A)就是由 a诱导的左乘变换. 例如若 (A, {−,−})是 Poisson代
数,那么 Poisson括号 π = {−,−} ∈ X2(A),进而对 q ≥ 2可诱导截断映射 ιπ : Ωq(A) → Ωq−2(A)满足

ιπ(da1 ∧ · · · ∧ daq) =
∑

σ∈S2,q−2

{aσ(1), aσ(2)}daσ(3) ∧ · · · ∧ daσ(q)

=
∑

1≤i<j≤q

(−1)i+j+1{ai, aj}da1 ∧ · · · d̂ai · · · d̂aj ∧ · · · ∧ daq.

此外, A-模同构 Xr(M) → HomA(Ω
r(A),M)使得我们也能够考虑由高阶 Kähler微分形式所诱导的截断

映射. 具体地,设 Q ∈ Ωp(A)是一个 Kähler p-形式,类似地记

X∗(A) =
∞⊕
i=0

Xi(A),

那么由 Q诱导的截断映射 ιQ : X∗(A) → X∗(A)定义为：当 q ≥ p时,对每个 F ∈ Xq(A),记 F : Ωq(A) → A是

满足 F (∧qd) = F 的唯一的 A-模同态,那么定义 ιQ : Xq(A) → Xq−p(A)为

(ιQF )(a1 ∧ · · · ∧ aq−p) = F (da1 ∧ da2 ∧ · · · ∧ daq−p ∧Q), ∀a1, ..., ap−q ∈ A.

当 q < p时,定义 ιQ : Xq(A) → Xq−p(A)为零同态. 具体地,当 q ≥ p时,若设

Q =
t∑

j=1

b0jdb1j ∧ db2j ∧ · · · ∧ dbqj ∈ Ωp(A),

那么对任何 F ∈ Xq(A),有

(ιQF )(a1 ∧ · · · ∧ aq−p) =
t∑

j=1

b0F (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ aq−p ∧ b1j ∧ b2j ∧ · · · ∧ bqj).
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例如当 Q = da ∈ Ω(A)时,对任何交错多重线性导子 F ∈ Xq(A)有

(ιQF )(a1 ∧ · · · ∧ aq−1) = F (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ aq−1 ∧ a).

特别地,当 A上有 Poisson结构 π = {−,−} ∈ X2(A)时 ((即 {−,−}作为 A×A→ A的K-双线性映射不仅是
Lie括号且每个分量上有导子性质), ιda(π) = {−, a} = {−a,−},即由 da决定的截断映射在 Poisson结构 (双线
性导子)上的作用为由元素−a决定的Hamilton导子. 对光滑流形M ,如果其光滑函数环C∞(M)上有Poisson
结构,则称该流形是 Poisson流形. 任何辛流形M 上光滑函数 f 所诱导的Hamilton向量场Xf :M → TM 可

通过定义 {f, g} = Xf (g)来赋予光滑函数环 C∞(M)上的 Poisson结构.

Lemma 3.170. 设 A是K-交换代数, F ∈ Xp(A)是交错 p-线性导子, a ∈ R且 ω ∈ Ωq(A). 那么

ιF (ω ∧ da) = ιF (ω) ∧ da+ (−1)q−p+1ιιda(F )(ω).

其中 ιda(F ) ∈ Xp−1(A),上式两端元素均在 Ωq−p+1(A)内.

Proof. 因为截断映射是 A-线性的,所以只需验证 ω = da1 ∧ · · · ∧ daq 的情形即可. 记 aq+1 = a,那么

ιF (ω ∧ daq+1) =
∑

σ∈Sp,q−p+1

sgn(σ)F (aσ(1), ..., aσ(p))daσ(p+1) ∧ · · · ∧ daσ(q+1)

=
∑

σ∈Sp,q−p+1
σ(p)=q+1

sgn(σ)F (aσ(1), ..., aσ(p))daσ(p+1) ∧ · · · ∧ daσ(q+1)

+
∑

σ∈Sp,q−p+1
σ(q+1)=q+1

sgn(σ)F (aσ(1), ..., aσ(p))daσ(p+1) ∧ · · · ∧ daσ(q+1)

不难看出
∑

σ∈Sp,q−p+1
σ(q+1)=q+1

sgn(σ)F (aσ(1), ..., aσ(p))daσ(p+1) ∧ · · · ∧ daσ(q+1) = ιF (ω) ∧ da,所以只要再验证

∑
σ∈Sp,q−p+1

σ(p)=q+1

sgn(σ)F (aσ(1), ..., aσ(p))daσ(p+1) ∧ · · · ∧ daσ(q+1) = (−1)q−p+1ιιda(F )(ω).

其中多重线性导子 ιda(F ) ∈ Xp−1(A)满足 (ιdaF )(a1 ∧ · · · ∧ ap−1) = F (a1 ∧ · · · ∧ ap−1 ∧ a). 所以

ιιda(F )(ω) =
∑

τ∈Sp−1,q−p+1

sgn(τ)F (aτ(1) ∧ · · · ∧ aτ(p−1) ∧ a)aτ(p) ∧ · · · ∧ aτ(q),

由此易知结论成立.

在进一步讨论交换代数的 Kähler微分模、交错多重线性导子以及导子模的外幂间的关系前,我们介绍：

Definition 3.171 (光滑代数). 设 A是 K-交换代数,如果满足任何 K-代数 S,满足 I2 = 0的理想 I 以及 K-代
数同态 α : A→ S/I ,都可将 α提升到为 A到 S 的K-代数同态,那么称 A是光滑代数.

Remark 3.172. 设A是K-交换代数,那么由光滑性的定义可直接验证：A光滑的充要条件是对任何交换代数间
满 K-代数同态 ε : E → S,只要 (Kerε)2 = 0,那么对任何 K-代数同态 g : A → S 存在 K-代数同态 f : A → E

使得下图交换：

A

E S 0

g
f

ε
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Example 3.173. 任何K 上多项式代数K[{xi}i∈Λ]是光滑代数,这里指标集 Λ非空.

Proof. 任取 K-交换代数 S 以及 S 的平方是零的理想 I 与 K-代数同态 α : K[{xi}i∈Λ] → S/I . 那么对每个
i ∈ Λ,可设 α(xi) = si + I ,进而由多项式代数是交换代数范畴中的自由对象可得代数同态 β : K[{xi}i∈Λ] → S

使得 β(xi) = si, ∀i ∈ Λ. 易见 β 是 α的提升.

Proposition 3.174. 设 K,A,B 是含幺交换环, A是 K-代数, B 是 A-代数. 如果 A是 K-光滑代数且 B 是光滑

A-代数,那么 B 作为K-代数也光滑. 即交换代数的光滑性具有传递性.

Proof. 首先 B 上有天然 K-交换代数结构,设 u : A → B, a 7→ a1B 是标准映射. 下面说明对任何 K-交换代数
S, 其满足 I2 = 0的理想 I 以及 K-代数同态 α : B → S/I , 存在 K-代数同态 β : B → S 使得 πβ = α, 其中
π : S → S/I 是标准投射. 事实上,由 A作为 K-代数的光滑性,对 K-代数同态 αu : A → S/I ,存在 K-代数同
态 α′ : A → S 使得 πα′ = αu. 利用 α′ 可天然赋予 S, S/I 上 A-代数结构使 π : S → S/I 成为 A-代数同态. 最
后利用 B 作为 A-代数的光滑性得到 α可提升为 B 到 S 的K-代数同态.

下面的结果表明交换代数的光滑性关于局部化封闭.

Proposition 3.175. 设 R是含幺交换环, S 是 R的乘闭子集 (默认 0 /∈ S),那么 R-代数 RS 是光滑的. 特别地,
若 R是含幺交换环K 上光滑的交换代数,那么对 R的乘闭子集 S, RS 作为K-代数也光滑.

Proof. 任给 R-交换代数 C, C 的满足 N2 = 0的理想 N 以及 R-代数同态 α : RS → C/N ,需要说明存在 R-代
数同态 α′ : RS → C 使得 πα′ = α. 记 λS : R→ RS 是局部化标准映射, u : R→ C, a 7→ a1C ,则

R

RS C

C/N

λS u

α π

交换. 注意到 N ⊆ JacC,所以对每个 s ∈ S,由 πu(s)在 C/N 中可逆知 u(s)在 C 中可逆,于是存在唯一的环同
态 α′ : RS → C 使得下图交换.

R

RS C

C/N

λS u

α

α′

π

Proposition 3.176. 设 K.L是含幺交换环, α : K → L是保幺环同态,于是可将 L天然视作 K-代数. 那么对任
何K 上光滑交换代数 A, A⊗K L作为 L-代数也光滑. 即代数光滑性关于基环扩张稳定.
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Proof. 记 j : A → A ⊗K L是标准映射, 那么对任何 L-代数 C, C 的满足 N2 = 0的理想 N 以及 L-代数同态
v : A⊗K L→ C/N ,有下述交换图.

A A⊗K L C/N

K L C

j v

α

π

故由 A作为K-代数的光滑性,存在K-代数同态 w : A→ C/N 使得 πw = vj. 那么通过定义

v′ : A⊗K L→ C/N, a⊗ l 7→ w(a)l

可得满足 πv′ = v的K-代数同态 v′. 不难看出 v′也是 L-代数同态,所以 A⊗K L作为 L-代数光滑.

Remark 3.177. 该命题表明K 上交换光滑代数 R的包络代数 Re = R⊗K Rop = R⊗K R是 R上光滑代数,所
以结合光滑性具有传递性 ([命题3.174])有 Re也是K 上光滑代数.

Theorem 3.178. 设 A是K-交换光滑代数,那么 Ω(A)是投射 A-模.

Proof. 需要验证对任何满 A-模同态 ε : M → N 以及 A-模同态 f : Ω(A) → N ,存在 A-模同态 g : Ω(A) → M

使得 f = εg,即下图交换：
Ω(A)

M N 0

f
g

ε

在 [引理2.119] 中我们看到双模同态可以诱导平凡扩张间的环同态, 故有 A-代数同态 f : A ∗ Ω(A) → A ∗
N, (a, x) 7→ (a, f(x))以及 ε : A ∗M → A ∗N, (a, x) 7→ (a, ε(x)). 结合 [推论3.163]得到下面的代数同态图：

Ae A ∗ Ω(A)

A ∗M A ∗N 0

θ

f

ε

这里 θ : Ae → A ∗ Ω(A), a ⊗ b 7→ (ab, adb),所有的代数同态都是 A上的. 注意到 Kerε = 0 ∗ Kerε的平方是零,
Ae是光滑 A-代数,所以存在 A-代数同态 w : Re → A ∗M 使得下图交换：

Ae A ∗ Ω(A)

A ∗M A ∗N 0

θ

w f

ε

于是 w(I) ⊆ 0 ∗M(利用上图交换性),具体地对每个 y ∈ I ,若记 w(y) = (0, h(y)),那么 h : I → M 是 A-模同
态且 εh(a⊗ b) = af(1⊗ b)− af(b⊗ 1) = f(a⊗ b)− 0 = f(a⊗ b), ∀a, b ∈ A. 并注意到 w(I2) = 0(利用 A ∗N
中理想 0 ∗N 的平方是零),故 h诱导出满足 f = εg的 A-模同态 g : I/I2 →M .

Remark 3.179. 由 A-模同构 DerKA ∼= HomA(Ω(A), A)立即得到K 上仿射光滑代数 A的导子全体 DerKA也
是有限生成投射模. 对特征是零的域 k上的交换仿射整环A,可以证明A是正则环的充要条件是 Ωk(A)是有限

生成投射 A-模 [MR87, p.577, Theorem 2.12]. Zariski-Lipman猜想问如果域 k上交换仿射代数 A满足 DerkA
是自由 A-模,是否 A是正则环?
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在 [命题1.96]中我们看到含幺交换环上有限生成模的外幂还是有限生成投射模,由此可以给出适当条件下
含幺交换环的高阶导子全体与导子全体的外幂间的关系. 通过直接地计算验证可得下述推论.

Corollary 3.180. 设 A是K-交换代数,满足 Ω(A)是有限生成投射模 (例如当 A是域上光滑仿射交换代数时该

结论成立). 那么对任何自然数 r, A-模同态 Φ : ∧rADerKA → Xr(A), δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr 7→ Φ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr),
这里 Φ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr)(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) =

∑
σ∈Sr

sgn(σ)δ1(aσ(1))δ2(aσ(2)) · · · δr(aσ(r)),是同构,且

∧rADerKA ∧rAHomA(Ω(A), A)

Xr(A) HomA(Ω
r(A), A)

Φ

∧r
Aφ

α

φ

交换,其中 α是来自 [命题1.96]的模同构, ϕ是来自 [定理3.168]的同构.

Remark 3.181. 只要交换代数 A满足 Ω(A)是有限生成投射模,那么各次外幂 Ωr(A)也是有限生成投射模并且

对充分大的正整数 n有 Ωn(A) = 0. 此时,称

` = max{n ∈ N|Ωn(A) 6= 0}

为代数 A 的光滑维数. Ωℓ(A) 被称为 A 的典范丛. 如果进一步 Ωℓ(A) ∼= A, 则称 A 有平凡的典范丛, 这时
称 Ωℓ(R) 作为自由 R-模的生成元 η 为 R 的一个体积形式 (volume form). 如果 P 是非零有限生成投射 A-
模, 那么 P ∗ 是有限生成投射模且 P ∼= P ∗∗ 蕴含 P ∗ 6= 0. 所以一旦交换代数 A 满足 Ω(A) 是有限生成投射

模,那么不仅各阶 Kähler微分形式 Ωr(A)是有限生成投射模,而且 ∧rADerKA ∼= Xr(A)都是有限生成投射 A-
模. 这时, 我们也可以看到 ∧rADerKA 6= 0 当且仅当 Ωr(A) 6= 0. 进而这时交换代数 A 的光滑维数也可以由

` = max{n ∈ N| ∧nA DerKA 6= 0}给出.

Remark 3.182. 一般地,只要K-交换代数A是某个仿射代数的局部化 (一般被称为本质有限型代数),就可以保
证 ΩK(A)是有限生成 A-模 (见 [推论3.209]). 并且 A是域上本质有限型交换光滑代数时,其 Kähler微分模就
是有限生成投射模 ([定理3.178]). 若进一步,A是域K上本质有限型交换光滑的局部代数,那么其Kähler微分
模是有限秩的自由模 ([命题3.14]),于是由 ∧rADerKA ∼= Xr(A) ∼= HomA(Ω

r(A), A)得到 ∧rADerKA与 Xr(A)

都是本质有限型光滑局部代数 A上具有相同秩的有限生成自由模.

Corollary 3.183. 设A是K-交换代数,满足 Ω(A)是有限生成投射模,那么对每个自然数 n,有唯一的A-模同构
ηn : Ωn(A) → HomA(X

n(A), A)使得 ηn(da1 ∧ · · · ∧ dan) : Xn(A) → A,F 7→ F (da1 ∧ · · · ∧ dan).

Proof. 由 [命题1.96]知 Ωn(A)是有限生成投射模,故 Ωn(A)与其作为 A-模的双重对偶模有标准同构. 再利用
[定理3.168]直接计算即得 ηn.

设交换代数 A满足 Ω(A)是有限生成投射模,光滑维数是 n并且有平凡的典范丛,那么可设 Ωn(A) = Aη,
这里 η是 A的一个体积形式,进而由 Ωn+1(A) = 0保证了 η ∧ df = 0, ∀f ∈ R. 代入 [引理3.170]给出的恒等式
可知对任何 A上导子 F ∈ X1(A) = DerKA,有 ιF (η) ∧ df + (−1)nF (f)η = 0. 所以

F (f)η = df ∧ ιF (η), ∀F ∈ X1(A).
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若此时 (A, {−,−})是 Poisson代数, 那么对其上 Poisson结构 π = {−,−} ∈ X2(A)以及 f ∈ A, 由 ιdf (π) =

{−, f}以及 [引理3.170]可得 ιHf
(η) = −df ∧ ιπ(η),其中 Hf = {f,−} : A → A表示由 f 决定的 Hamilton导

子. 事实上,上面导出的公式只需要 Ωn+1(A) = 0且 η ∈ Ωn(A)的条件即可.
现设K-交换代数 A,若记

X∗(A) =
∞⊕
i=0

Xi(A),

那么我们可以通过定义

∧ : Xn(A)× Xm(A) → Xm+n(A)

(F,G) 7→ F ∧G,

其中

(F ∧G)(a1 ∧ · · · ∧ am+n) =
∑

σ∈Sm,n

sgn(σ)F (aσ(1) ∧ aσ(2) ∧ · · · ∧ aσ(m))G(aσ(m+1) ∧ aσ(m+2) ∧ · · · ∧ aσ(m+n)),

来赋予X∗(A)上一个二元运算,其定义合理性可直接验证：只需说明对 a1, ..., am+n,如果有某个 ai = ai+1,那么
(F∧G)(a1∧· · ·∧am+n) = 0. 对上面的和式分 i, i+1同时出现在 {σ(1), ..., σ(m)}或 {σ(m+1), ..., σ(m+n)}中或
分散在两个不同集合内的情况讨论. 对于第一种情况,明显对应的求和项是零,所以 (F ∧G)(a1 ∧ · · · ∧ am+n)关

于 σ ∈ Sm,n的求和由第二种情形对应的项的求和给出,这时将第二种情形的求和拆分为以下两部分：(1)指标 i

出现在 {σ(1), ..., σ(m)}中且指标 i+1出现在 {σ(m+1), ..., σ(m+n)}中; (2)指标 i+1出现在 {σ(1), ..., σ(m)}
中且指标 i出现在 {σ(m + 1), ..., σ(m + n)}中,这两种情形对应的求和项可由对换 (i i + 1)给出双射. 于是知
第二种情形求和得到的值是零,故 F ∧G是定义合理的交错多重线性映射,它明显在每个分量上有导子性质,故
F ∧ G ∈ Xm+n(A). 称 F ∧ G为交错多重线性导子 F ∧ G的外积. 可直接计算验证交错多重线性导子关于外
积是结合的. 于是我们对分次 A-模 X∗(A)的齐次元定义了二元运算,再线性地扩张可得 X∗(A)上分次代数结

构,即 (X∗(A),∧)是分次代数,可直接计算验证对任何 p-交错多重线性导子 F 和任何 q-交错多重线性导子G有

F ∧G = (−1)pqG ∧ F ,那么 (X∗(A),∧)是分次交换的 N-分次代数.

Corollary 3.184. 设 A 是 K-交换代数, 满足 Ω(A) 是有限生成投射模, 那么 DerKA 到 X∗(A) 的自然嵌入 θ :

DerKA → X∗(A), δ 7→ δ由外代数泛性质 (回忆 [命题1.81])诱导出的分次代数同态 Θ : EA(DerKA) → X∗(A)

是分次代数同构,并且 Θ限制在指标 r处给出的 A-模同构为

Θ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr)(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)δ1(aσ(1))δ2(aσ(2)) · · · δr(aσ(r)).

DerKA EA(DerKA)

X∗(A)

i

θ
Θ

因为此时Θ是分次 A-代数同构,所以 Xr(A)中任何交错多重线性映射都可以表示为形如D1 ∧ · · · ∧Dr(这里的
外积是交错多重线性映射间的外积运算)的有限和.
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Proof. 根据 [推论3.180],只需验证代数同态 Θ限制在指标 r ∈ N处给出的 A-模同态为

Θ(δ1 ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δr)(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)δ1(aσ(1))δ2(aσ(2)) · · · δr(aσ(r)).

当 r = 0, 1, 2时结论明显成立,一般情形对 r ≥ 1作归纳可计算验证.

Remark 3.185. 对含幺交换环K 上 Poisson代数 (A, π = {−,−}),其 Poisson上链复形为

0 A X1(A) · · · Xr(A) Xr+1(A) · · ·δ0 δ1 δr

其中 δr : Xr(A) → Xr+1(A)定义为 F 7→ δr(F ),这里

δr(F )(a1 ∧ · · · ∧ ar ∧ ar+1) =
r+1∑
i=1

(−1)i{F (a1 ∧ · · · âi · · · ∧ ar+1), ai}

+
∑

1≤i<j≤r+1

(−1)i+jF ({ai, aj} ∧ a1 ∧ · · · âi · · · âj · · · ∧ ar+1)

该上链复形的 r次上同调被称为 A的 r次 Poisson上同调 (Poisson流形的 Poisson上同调最早由法国数学家
André Lichnerowicz引入). 如果这里的 Poisson结构是平凡的,即 π = 0,那么 A的 Poisson上链复形为

0 A X1(A) · · · Xr(A) Xr+1(A) · · · ,0 0 0

若记 Θr : ∧rADerKA → Xr(A)为上述分次代数同构 Θ诱导的 A-模同构,那么我们得到对任何满足 Kähler微
分模是有限生成投射模的交换代数 A,有下述链同构：

0 A X1(A) · · · Xr(A) Xr+1(A) · · ·

0 A DerKA · · · ∧rADerKA ∧r+1
A DerKA · · ·

0

Θ0

0

Θ1

0

Θr Θr+1

0 0 0

下面介绍交换代数的 de Eham上链复形. 使用类似 [定理3.168]的构造映射方法,对任何自然数 r,可以构
造K-模同态 dr : Ωr(A) → Ωr+1(A)使得

dr(a0da1 ∧ · · · ∧ dar) = da0 ∧ da1 ∧ · · · ∧ dar, ∀ai ∈ A.

由此得到K-模复形

0 A Ω1(A) · · · Ωr(A) Ωr+1(A) · · · ,d0 d1 dr dr+1

称之为 A在 K 上的 de Rham上链复形 (de Rham complex of A over K). 该复形的 r 次上同调被称为 r 次

(代数)de Rham上同调. 若 Kähler r-形式 ω ∈ Ωr(A)是闭链,称之为闭形式. 若 ω ∈ Ωr(A)是边缘链,称之为
恰当形式. 可直接计算知对任何 Kähler p-形式 α和 Kähler q-形式 β 有 d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ.

Example 3.186. 如果 K-交换代数 A满足 Ω(A)是有限生成投射模且光滑维数是 `,那么它的 de Rham上链复
形形如 0 A Ω1(A) · · · Ωℓ−1(A) Ωℓ(A) 0 · · · .d0 d1 dℓ−1
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有了 de Rham上链复形的微分,可以定义由交换代数上多重线性导子决定的 Lie导数的概念.

Definition 3.187. 设A是K-交换代数, F ∈ Xp(A)是交错多重线性导子,称 [ιF , d] = ιFd−(−1)pdιF : Ω∗(A) →
Ω∗−p+1(A)为由 F 决定的 Lie导数. 即对每个 ω ∈ Ω∗(A)有 [ιF , d](ω) = ιFd(ω)− (−1)pd(ιF (ω)).

Example 3.188. 设 K-交换代数 A满足 Ω(A)是有限生成投射模,光滑维数是 n并且有平凡的典范丛 Ωn(A) =

Aη. 那么之前已经说明 F (f)η = df ∧ ιF (η), ∀F ∈ X1(A).下面我们验证对任何 g ∈ A有

dιgF (η) = gdιF (η) + F (g)η,

其中 d为 de Rham上链复形中的微分. 由于 F (g)η = dg∧ ιF (η),所以只需验证 dιgF (η) = gdιF (η)+dg∧ ιF (η).
而这通过直接地计算验证不难看到. 若进一步 (A, {−,−}) 是 K 上 Poisson 代数, 取 F 为由 f ∈ A 决定的

Hamilton导子,并记 LHf
为由 Hamilton导子 Hf 决定的 Lie导数,那么前面证明的等式表明

LgHf
(η) = gLHf

(η) + {f, g}η, ∀f, g ∈ A.

类似地,通过直接计算验证可知 LHg
(hη) = dh ∧ ιHg

(η) + hLHg
(η), ∀g, h ∈ A.

Example 3.189 ([LWW15]). 设 (A, {−,−}) 是 K 上 Poisson 代数, 满足 Ω(A) 是有限生成投射模, 光滑维数
是 n 并且有平凡的典范丛, 设 Ωn(A) = Aη, η 是体积形式, f ∈ R 并记 Hf = {f,−} : A → A 是 f 诱导的

Hamilton导子. 记 LHf
= [ιHf

, d]是由 Hamilton导子 Hf 决定的 Lie导数,那么 LHf
(η) ∈ Ωn(A),所以存在唯

一的 φη(f) ∈ A使得 φη(f)η = LHf
(η),或改写为存在唯一的映射 φη : A→ A使得

φη(f) =
LHf

(η)

η
.

对任何 f, g ∈ A,易见 Hf+g = Hf +Hg,所以 ιHf+g
= ιHf

+ ιHg
,进而知 φη : A→ A是加群同态. 事实上,之前

我们已经看到 ιHf
(η) = −df ∧ ιπ(η), ∀f ∈ A,结合 φη(f)η = d(ιHf

(η))由此不难验证 φη 是 A上K-导子. 称 φη

为 A关于体积形式 η的模导子 (modular derivation). 对 Poisson代数 (A, {−,−}),若 K-导子 F ∈ DerKA满
足 F ({g, f}) = {F (g), f} + {g, F (f)}, ∀g, f ∈ A,则称该导子为 A上 Poisson导子. 下面我们验证上述 η 对应

的模导子 φη : A→ A是 Poisson导子. 首先可直接计算验证

φη({g, f})η = LH{g,f}(η) = LHg
LHf

(η)− LHf
LHg

(η), ∀f, g ∈ A.

而 LHg
LHf

(η) = LHg
(φη(f)η) = {g, φη(f)}η + φη(f)LHg

(η),所以 φη({g, f})η = {g, φη(f)}η − {f, φη(g)}η,进
而得到 φη 是 Poisson导子. 我们定义的模导子是依赖于体积形式 η选取的,因此一个自然的问题是选取不同的
体积形式定义出的模导子有何联系？例如设 λ = uη 是 A的另一个体积形式,这里 u是 A中某个可逆元,那么
φλ(f)λ = d(ιHf

(uη)) = d(uιHf
(η)) = du ∧ ιHf

(η) + udιHf
(η) = {f, u}η + uφη(f)η = u−1Hf (u)λ+ φη(f)λ. 由

此立即得到 φλ − φη = −u−1Hu. 即
φη − φλ =

{u,−}
u

.

特别地, u−1{u,−} : A → A 也是 Poisson 导子, 称为 A 的由可逆元 u 决定的 log-Hamilton 导子. 上述讨
论表明 Kähler 微分模是有限生成投射模且典范丛平凡的 Poisson 代数, 不同体积形式决定的模导子相差一
个 log-Hamilton 导子. 通过 {1,−} = 0 可知对任何可逆元 u 有 u−1{u,−} + u{u−1,−} = 0, 所以可直接
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验证对任何整数 n, nu−1{u,−} = u−n{un,−} 为 un 决定的 log-Hamilton 导子. 对任意可逆元 u1, u2 ∈ A,
u−1
1 {u1,−} + u−1

2 {u2,−} = (u1u2)
−1{u1u2,−}, 所以任意有限个 log-Hamilton 导子的整系数线性组合仍是

log-Hamilton 导子. 进而知 DerKA 中所有 log-Hamilton 导子构成加法子群 L. 对任何模导子 φη, 称该模导
子在 DerKA/L中对应的元素 (等价类)为 A的模类 (modular class). 根据前面的讨论我们看到 Poisson代数
的模类定义不依赖于具体的模导子选取. 如果 Poisson代数 A的模类是平凡的, 或等价地, 存在某个模导子是
log-Hamilton导子,则称该 Poisson代数是 unimodular. 对域 k上典范丛平凡且光滑维数是 n的 Poisson代
数 (A, {−,−}),如果 A的乘法可逆元全体只有 k1A(例如 A是域上多项式代数),那么 A的 log-Hamilton导子
都是零,所以此时 A是 unimodular Poisson代数当且仅当 A的模导子是零 (并且在上述条件下的 Poisson代
数有唯一的模导子). 多项式 Poisson代数 A = k[x1, ..., xn]是光滑维数是 n且典范丛平凡的 Poisson代数,它
的模导子 φη(这里体积形式 η = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn)由下式给出：

φη(f) =
n∑
j=1

∂{f, xj}
∂xj

, ∀f ∈ A.

上述模导子的公式可如下计算得到：

φη(f)η =
n∑
j=1

(−1)j−1d{f, xj}dx1 ∧ · · · d̂xj · · · ∧ dxn

=
n∑
j=1

(−1)j−1 ∂{f, xj}
dxj

dxj ∧ dx1 ∧ · · · d̂xj · · · ∧ dxn

=

(
n∑
j=1

∂{f, xj}
∂xj

)
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Remark 3.190. 上述定义的模导子已经模类的概念本身来自 Poisson几何, 人们首先考虑了实可定向 Poisson
流形上的模向量场和模类. 这里介绍的定义和术语来自 [Dol09]以及 [LWW15].

Remark 3.191. 对K-交换代数 A,记 Xp(A)是 A上 p-多重线性导子全体构成的K-模,对任何 P ∈ Xp(A), Q ∈
Xq(A),记 P ◦Q : ∧p+q−1A→ A为

(P ◦Q)(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ap+q−1) =
∑

σ∈Sq,p−1

sgn(σ)P (Q(aσ(1) ∧ · · · ∧ aσ(q)) ∧ aσ(q+1) ∧ · · · ∧ aσ(q+p−1)),

置 [P,Q]SN = P ◦ Q − (−1)(p−1)(q−1)Q ◦ P , 那么可直接计算验证 [P,Q]SN ∈ Xp+q−1(A), 称之为 P 与 Q 的

Schouten–Nijenhuis括号或 Schouten括号. 如果 P,Q ∈ X2(A)是交错双线性导子,那么

[P,Q]SN (a1, a2, a3) =P (Q(a1, a2), a3) + P (Q(a2, a3), a1) + P (Q(a3, a1), a2)

+Q(P (a1, a2), a3) +Q(P (a2, a3), a1) +Q(P (a3, a1), a2).

所以当交换代数 A 上有 Poisson 结构 π ∈ X2(A) 时, 就有 [π, π]SN = 0(即 π 满足 Jacobi 恒等式). 进而知当
2 ∈ K× 时, π ∈ X2(A)给出 A上 Poisson结构的充要条件是 [π, π]SN = 0. 如果 k[[h̄]]-双线性映射 π⋆ : A[[h̄]] ×
A[[h̄]] → A[[h̄]]满足对每个自然数 k有 πk ∈ X2(A)(这里设 π⋆ = π+π1h̄+π2h̄

2+ · · · ),那么 π⋆(a, a) = 0, ∀a ∈ A,
进而

π⋆(
n∑
i=0

aih̄
i,

n∑
i=0

aih̄
i) = 0.
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由此得到 π⋆(f, f) = 0, ∀f ∈ A[[h̄]]. 因此利用 π⋆ 关于 A[[h̄]] 上 (h̄)-adic 拓扑的连续性知对 Poisson 代数
(A,µ, π = {−,−}), 给定一族交错双线性导子 {πk}∞k=0 ⊆ X2(A), 其中 π0 = π, 如果对任何 a, b, c ∈ A 以及

自然数 n有 ∑
i+j=n

πj(πi(a, b), c) + πj(πi(b, c), a) + πj(πi(c, a), b) = 0,

那么 π⋆是 π的一个形式形变. 考察上式 n = 1的情形,不难看到上式即 [π1, π] = 0.
例如, 若特征为零的域 k 上 Poisson 代数 (A, π = {−,−}) 的 Poisson 结构有形式形变 π⋆ = π + π1h̄ +

π2h̄
2 + · · · ,那么 2 ∈ k[[h̄]]作为可逆元, π⋆ 给出 A[[h̄]]上 Poisson结构等价于说 [π⋆, π⋆]SN = 0. 在特征零的形

变理论中, Hochschild上链复形的 Gerstenhaber括号可以用于表示 n-阶形变是否可以扩张为 (n + 1)-阶形变
的阻碍, Poisson上链复形的 Schouten括号可以用于表示 n-阶形变是否可以扩张为 (n + 1)-阶形变的阻碍. 类
似于 Gerstenhaber括号在代数的Hochschild上链复形微分起的作用 (回忆：对含幺交换环K 上代数 A,其系
数在自身内的 Hochschild上链复形 C•(A,A)的微分 δ由 −[−, µ]G 给出,这里 µ ∈ C2(A,A)表示 A上乘法运

算, [−,−]G表示Gerstenhaber括号),我们也可以使用 Schouten括号来表示 Poisson上链复形的微分. 对K上

Poisson代数 (A, {−,−}),置 π = {−,−} ∈ X2(A),其 Poisson上链复形为

0 A X1(A) · · · Xr(A) Xr+1(A) · · ·δ0 δ1 δr

其中 δr : Xr(A) → Xr+1(A)定义为 F 7→ δr(F ),这里

δr(F )(a1 ∧ · · · ∧ ar ∧ ar+1) =
r+1∑
i=1

(−1)i{F (a1 ∧ · · · âi · · · ∧ ar+1), ai}

+
∑

1≤i<j≤r+1

(−1)i+jF ({ai, aj} ∧ a1 ∧ · · · âi · · · âj · · · ∧ ar+1)

下面我们计算验证 δ = −[−, π]SN . 任给 a1, a2, ..., ar+1 ∈ A以及 F ∈ Xr(A),有

(F ◦ π)(a1 ∧ · · · ∧ ar+1) =
∑

σ∈S2,r−1

sgn(σ)F ({aσ(1), aσ(2)} ∧ aσ(3) ∧ · · · ∧ aσ(r+1))

=
∑

1≤i<j≤r+1

(−1)i+j−1F ({ai, aj} ∧ a1 ∧ · · · âi · · · âj · · · ∧ ap+1).

另一方面,根据 Schouten括号的定义可算得

(π ◦ F )(a1 ∧ · · · ∧ ar+1) =
r+1∑
i=1

(−1)r+1−i{F (a1 ∧ · · · âi · · · ∧ ar+1), ai}.

进而−[F, π]SN =
∑

1≤i<j≤r+1

(−1)i+jF ({ai, aj}∧a1∧· · · âi · · · âj · · ·∧ap+1)+
r+1∑
i=1

(−1)i{F (a1∧· · · âi · · ·∧ar+1), ai}.

前面我们看到对交换代数 A上 Poisson结构 π ∈ X2(A)的形式形变 π⋆ = π + π1h̄ + π2h̄
2 + · · · 的 1次部分 π1

满足 [π1, π]SN = 0,因此若记 (A, π)的 Poisson上链复形的微分为 δ2π,那么 π1 ∈ Kerδ2π,这意味着 Poisson结构
的形式形变的 1次部分给出一个 2次 Poisson上闭链 (类比结合代数乘法运算的形式形变的 1次部分给出 2次

Hochschild上闭链).

149



Example 3.192. 前面我们看到域k上多项式代数A = k[x, y]是光滑维数为 2且典范丛平凡的,通过 {x, y} = xy

可唯一地赋予 A上 Poisson结构. 那么模导子满足 φη(x) = x, φη(y) = −y,这表明这里考虑的多项式 Poisson
代数不是 unimodular 的. 所以典范丛平凡的光滑 Poisson 代数一般而言不是 unimodular Poisson 代数. 如
果 A = k[x, y] 上的 Poisson 结构使得模导子 φη 是 Hamilton 导子, 即存在多项式代数 g ∈ A 使得 φη(f) =

{g, f}, ∀f ∈ A, 那么可直接计算验证 {x, y} 是 k 中常数, 进而知 φη = 0, 所以 (A, {−,−}) 为 unimodular
Poisson 代数. 反之, 如果多项式代数 k[x, y] 上的 Poisson 结构是 unimodular 的, 那么模导子自然是特殊的
Hamilton导子. 所以多项式代数 k[x, y]上的 Poisson结构是 unimodular的当且仅当其模导子是Hamilton导
子. 一般地, k[x, y, z]上 Poisson结构的模导子如果是 Hamilton导子,该 Poisson结构未必是 unimodular的.
例如可通过 {x, y} = 0, {y, z} = y, {z, x} = −1在 k[x, y, z]上赋予 Poisson结构,该 Poisson结构关于体积形式
η = dx∧dy∧dz的模导子是 φη = {−, x}为Hamilton导子,但这时该 Poisson结构并不 unimodular[LWW15,
Example 2.5].

接下来回到 Kähler微分模本身性质的讨论,我们将着眼于 Kähler微分模的两个基本正合列.

Theorem 3.193 (第一正合列). 设 A,B 是K-交换代数, ψ : A→ B是K-代数同态且M 是 B-模,则有：(1)作
为 A-模,有 HomB(B ⊗A ΩK(A),M) ∼= DerK(A,M). (2)存在 B-模正合列
(i) 0 DerA(B,M) DerK(B,M) DerK(A,M)

σ τ

(ii) B ⊗A ΩK(A) ΩK(B) ΩA(B) 0
α β

满足 α可裂单的充要条件是 τ 对任何模 BM 是满射.

Proof. (1)我们总有下述自然同构：

HomB(B ⊗A ΩK(A),M) ∼= HomA(ΩK(A),HomB(B,M)) ∼= HomA(ΩK(A),M) ∼= DerK(A,M).

(2) 注意 DerK(A,M) 有自然 B-模结构. 这里仅证明 (ii), (i) 可直接验证. 设 dA : A → ΩK(A), dB :

B → ΩK(B), d′B : B → ΩA(B) 为泛导子. 由 dA 的泛性质, 可通过 α(b ⊗ dAa) = bdB(ψ(a)) 定义 B-模同态
α : B⊗AΩK(A) → ΩK(B). 类似地可定义B-模同态 β : ΩK(B) → ΩA(B)使得 β(dBb) = d′Bb. 将HomB(−,M)

作用于序列 B ⊗A ΩK(A) ΩK(B) ΩA(B) 0
α β ,可得下述交换图：

DerA(B,M) DerK(B,M) DerK(A,M)

HomB(ΩA(B),M) HomB(ΩK(B),M) HomB(B ⊗A ΩK(A),M)

σ τ

β∗

∼=

α∗

∼= ∼=

其余的验证是明显的. 仅指出 τ 作用每个 δ ∈ DerK(B,M)得到 τ(δ) : A→M,a 7→ δ(dB(ψ(a))).

Theorem 3.194 (第二正合列). 设 I 是 A的真理想,则对任何 A/I-模M ,有下面的 A-模正合列：
(1) 0 DerK(A/I,M) DerK(A,M) HomA(I,M);

α β

(2) I/I2 A/I ⊗A ΩK(A) ΩK(A/I) 0.
β′

α′

Proof. 仅验证 (2),定义 β′(a+ I2) = 1⊗ da, α′(1⊗ da) = d(a). 则有 A/I-模同态序列 (易见 α′是满射)

I/I2 A/I ⊗A ΩK(A) ΩK(A/I) 0.
β′

α′
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对任何 A/I-模M ,对上述同态序列作用 HomA/I(−,M)可得下面的交换图：

DerK(A/I,M) DerK(A,M) HomA(I,M)

HomA/I(ΩK(A/I),M) HomA/I(A/I ⊗A ΩK(A),M) HomA/I(I/I
2,M)

α β

∼=

(α′)∗

∼=

(β′)∗

∼=

其余的验证是明显的.

在 [例3.165]中我们看到对交换环 K 上的多项式代数 R = K[x1, ..., xn]有 ΩK(R) ∼= Rn. 现在我们考虑 R

的真理想 I = (f1, ..., fm),并计算 S = R/I 的 Kähler微分模 (特别地,可得仿射簇坐标环的 Kähler微分模).

Example 3.195. 设K是交换环,m,n是正整数,R = K[x1, ..., xn], I = (f1, ..., fm)是R的真理想并置 S = R/I .
那么我们有标准R-模同态 τ : Rm → I满足 τ(ei) = fi,这里 ei表示第 i个标准单位列向量. 设 θ : ΩK(R) → Rn

是由 R-基 dx1, ..., dxn 给出的 R-模同构. 现在 τ 自然诱导满 S-模同态 τ ′ : Sm → I/I2,即 τ ′(ei) = fi + I2. 考
察 [定理3.194]给出的正合列 I/I2 R/I ⊗R ΩK(R) ΩK(R/I) 0.

β′
α′

将 β′与 τ ′合成,并考虑
θ给出的 S-模同构 S ⊗R ΩK(R) ∼= Sn得到 S-模短正合列

Sm Sn ΩK(S) 0
(
∂fj
∂xi

)n×m π

这里 (∂fj/∂xi)n×m 表示该 n ×m阶矩阵决定的左乘变换, π(ei) = dxi, i = 1, 2, ..., n.例如取 S 是域 k上仿射

簇 X 的坐标环 O(X),那么我们得到 Ω(X) = Ωk(O(X))作为 O(X)-模的一个有限表现 (回忆 [定义1.23]).
现在设 K = k是域,那么前面的短正合列说明: 对 k-仿射交换代数 S = k[x1, ..., xn]/(f1, ..., fm),记 F 是

以 dx1, ..., dxn为基张成的自由 S-模,并记 T 是由所有 F 中由

n∑
k=1

∂fj
∂xk

dxk, j = 1, 2, ...,m

生成的子模,那么作为 S-模有 Ω(S) ∼= F/T .

[例3.195]中给出的仿射交换代数的 Kähler微分模的计算公式使我们能够对具体的仿射簇计算微分模.

Example 3.196. 设 k是域,m,n是互素的正整数. 那么 (xn − ym)是 k[x, y]的素理想且有 k-代数同构

k[x, y]/(xn − ym) ∼= k[tm, tn].

Proof. 如果证明了 (xn − ym) 是 k[x, y] 的素理想, 那么由赋值 x = tm, y = tn 诱导的赋值同态 ϕ : k[x, y] →
k[tm, tn]是满射且 Kerϕ ⊇ (xn − ym)可知 k[x, y]/(xn − ym)是 Krull维数为 1的整区. 特别地, Kerϕ是素理想
并且不是极大理想. 考虑素理想链 Kerϕ ⊇ (xn − ym) ) 0. 如果 Kerϕ 6= (xn − ym),那么 k[x, y]有长度为 3的

(严格递增)素理想链,这和 k.dimk[x, y] = 2矛盾. 下面我们证明 (xn − ym)是 k[x, y]的素理想来完成证明.
因为 k[x, y]是 U.F.D.,故只需证明 xn − ym 是不可约多项式. 如果非常数多项式 f(x, y), g(x, y) ∈ k[x, y]

满足 f(x, y)g(x, y) = xn − ym, 那么可设 f(x, y) =
∑

i,j aijx
iyj , g(x, y) =

∑
s,t bstx

syt 满足对 aij 只有当

0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ m− 1时可能非零, bst只有当 0 ≤ s ≤ n− 1, 0 ≤ t ≤ m− 1时可能非零.
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当指标组 (i, j), (s, t)满足 0 ≤ i, s ≤ n−1, 0 ≤ j, t ≤ m−1时,如果 timtjn = tsmttn,那么m(i−s) = n(t−j).
由 m,n互素得到 n整除 i − s且 m整除 t − j. 但现在 i − s ∈ [−n + 1, n − 1], t − j ∈ [−m + 1,m − 1],所以
只可能有 i = s且 t = j. 这一观察说明 ϕ(f(x, y))ϕ(g(x, y)) 6= 0(因为 f(x, y)和 g(x, y)不同的非零单项式在

x = tm, y = tn 赋值下的乘积得到的关于 t的单项式次数不同). 即 ϕ(xn − ym) = ϕ(f(x, y)g(x, y)) 6= 0. 这和
xn − ym ∈ Kerϕ矛盾. 因此 xn − ym是 k[x, y]中的不可约多项式.

Example 3.197. 设 k是域, f(x, y) ∈ k[x, y]是非常数多项式. 置 R = k[x, y]/(f). 那么 Ω(R)作为 R-模是自由
模 Rdx ⊕ Rdy 关于 (∂f/∂x)dx + (∂f/∂y)dy 的商模. 例如设 chark = 0,取 f(x, y) = x3 − y2,那么 [例3.196]
说明 x3 − y2 还是不可约多项式, R = k[x, y]/(x3 − y2) 是整区. Ω(R) 作为 R-模由 dx, dy 生成并有生成关系

3x2dx = 2ydy. 可直接验证 2xdy − 3ydx 6= 0 ∈ Ω(R)但

y(2xdy − 3ydx) = x(2ydy)− 3y2dx = 3x3dx− 3x3dx = 0.

因此Ω(R)作为整区R上有限生成模不是无挠的,因此Ω(R)不是投射模. 因此R不是光滑k-代数, [定理3.178].
更一般地,对互素的正整数 n,m,如果 n,m ≥ 2,并设 chark = 0,那么 R = k[x, y]/(xn − ym)是 1维仿射

整区,这时在 Ωk(R)中有 nxn−1dx = mym−1dy. 对mxdy − nydx,可直接验证mxdy − nydx是 Ωk(R)中非零

元. 并且 ym−1(mxdy − nydx) = nxndx− nymdx = nxndx− nxndx = 0. 这说明 Ω(R)不是投射模.

Example 3.198. 设 k是特征为零的域, R = k[x, y]/(y − xℓ), ` ≥ 1是 1维仿射整区, [例3.196]. 且 Ωk(R)是秩

为 1的自由 R-模.

Proof. 根据 [例3.195], Ωk(R)作为 R-模由 dx和 dy生成, 并有关系 dy = `xℓ−1dx. 先证 Ωk(R)是投射模: 命
θ : R → Rdx ⊕ Rdy, f 7→ `fxℓ−1dx − fdy. 命 τ : Rdx ⊕ Rdy → R, h1dx + h2dy 7→ −h2,那么 τθ = idR,因此
θ是可裂单同态,这说明 Ωk(R)是投射 R-模. 不难看到 Ωk(R)作为 R-模可由 dx生成. 且可直接验证 Ωk(R)的

单点子集 {dx}是 R-线性无关的. 这就证明了 Ωk(R) ∼= R.

Proposition 3.199. 设 k 是域, (R,m) 是包含 k 的局部环满足标准映射 ι : k → R/m, α 7→ α 是同构. 考
虑 [定理3.194(2)] 中的正合列 (取 A = R, I = m), 那么由 Ωk(R/m) = 0 得到满 k-线性映射 ψ : m/m2 →
R/m⊗R Ωk(R), a+ I2 7→ 1⊗ da.则 ψ是 k-线性同构,故 m/m2 ∼= k⊗R Ωk(R).

特别地,如果 R是Noether局部环且满足 Ωk(R)是秩为 `的自由模,则 dimR/mm/m2 = ` ≥ k.dimR. 更进
一步,当 R是 Noether局部环且 Ωk(R)是以 k.dimR = htm为秩的自由模时, R是正则局部环.

Proof. 因为 ψ 是 k-线性空间之间的线性映射,所以要证明 ψ 是单射只需证明它所诱导的对偶空间之间的线性

映射 ψ∗ : Homk(R/m⊗R Ωk(R),k) → Homk(m/m2,k)是满射 (一般地,如果 k-线性映射 ψ : V →W 满足 ψ∗

满. 那么对任何 x ∈ Kerψ,如果 x 6= 0,可构造 k-线性函数 h ∈ V ∗ 使得 h(x) = 1. 由 ψ∗ 是满射,存在 k-线性函
数 g ∈ W ∗ 使得 gψ = h,考察等式两边在 x处取值得到矛盾). 现在由 R/m ⊗R Ωk(R) ∼= Ωk(R)/mΩk(R)可知

ξ : HomR(Ωk(R),k) → Homk(R/m⊗RΩk(R),k), f 7→ η(f),这里 η(f) : R/m⊗RΩk(R) → k, a⊗db 7→ af(db),
并把 R/m ∼= k 视作等同, 是 k-线性同构. 于是 ψ∗ξ : HomR(Ωk(R),k) → Homk(m/m2,k) 将每个 k-线性函
数 f : Ωk(R) → k 映至 ψ∗ξ : m/m2 → k, a + m2 7→ f(da). 根据 Kähler 微分模的定义, 又有 k-线性同构
Derk(R,k) ∼= HomR(Ωk(R),k),因此证明 ψ∗ 是满射,只需说明 τ : Derk(R,k) → Homk(m/m2,k), D 7→ τ(D)

是满射,其中 τ(D) : m/m2 → k, a + m2 7→ D(a)(并注意 D(m2) = 0). 现在任取 k-线性函数 h : m/m2 → k. 因
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为 ι是环同构,所以任何 a ∈ R满足存在唯一的 α ∈ k,m ∈ m使得 a = α+m.置

D(a) = h(m+m2), a ∈ R.

那么 D : R→ k明显是 k-导子,并且 τ(D) = h,即 τ 是满射.

Corollary 3.200. 设 k是域,X ⊆ k
n是仿射簇, p ∈ X ,记 m是X 在 p处的局部环OX,p = O(X)M 的极大理想.

那么这时有 k-线性同构 Ωk(OX,p)/mΩk(OX,p) ∼= m/m2.

Proof. 这时局部环 OX,p满足 OX,p
∼= k,再应用 [命题3.199].

下面介绍 Kähler微分模的局部化性质,我们将看到 Kähler微分模和作局部化可交换.

Lemma 3.201. 设 S 是 A的乘闭子集并设 tS(M)是 A-模M 的 S-挠子模. 那么对 δ ∈ DerK(A,M),有
(1)δ(tS(A)) ⊆ tS(M).
(2)δ自然地诱导 DerK(A/tS(A),M/tS(M)).
(3)δ诱导唯一的导子 D ∈ DerK(AS ,MS)使得下图交换：

A AS

M MS

δ D

Proof. 这里仅验证 (3). 定义 D : AS →MS 为

D(
a

s
) =

δ(a)s− aδ(s)

s2
, ∀a ∈ A, s ∈ S.

一旦验证了 D 定义合理, 那么 D 明显是满足条件的导子. 假设 a1/s1 = a2/s2, 则存在 u ∈ S 使得 u(s2a1 −
s1a2) = 0. 下面需要验证存在 v ∈ S 零化

s22(δ(a1)s1 − a1δ(s1))− s21(δ(a2)s2 − a2δ(s2)).

事实上,我们有

s22(δ(a1)s1 − a1δ(s1))− s21(δ(a2)s2 − a2δ(s2)) = s1s
2
2δ(a1)− a1s

2
2δ(s1)− s21s2δ(a2) + s21a2δ(s2)

= −s1s2δ(a1s2)− a1s2δ(s1s2)− s1s2δ(a2s1) + s1a2δ(s1s2)

= −s1s2δ(a1s2 − a2s1) + (s1a2 − a1s2)δ(s1s2).

现在取 v = u2便得结论.

下面的推论表明对交换代数取 Kähler微分模和作局部化可交换.

Corollary 3.202. 设 S 是 A 的乘闭子集, 则有 AS-模同构 ϕ : AS ⊗A ΩK(A) → ΩK(AS) 将 1 ⊗ dA(a) 映至

dAS
(as/s). 特别地,有 AS-模同构 (ΩK(A))S ∼= ΩK(AS).
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Proof. 考虑 [定理3.193]中构造的映射 τ : DerK(B,M) → DerK(A,M),并置 B = AS , ψ = λS : A → AS , a 7→
as/s,那么对任何 AS-模M ,有典范同构

ξM : (MS)S →M

x/s

t
7→ x

st

于是得到下述交换图：

M M

(MS)S M

1

1

ξM

通过 [引理3.193]可直接验证对任何 AS-模M , τ 是满射. 故由 [定理3.193]得到下述正合列

0 AS ⊗A ΩK(A) ΩK(AS) ΩA(AS) 0
φ ψ

注意到对任何 s, t ∈ S 有

0 = δ(
s

s
) = δ(

t

st
· ts
t
) =

ts

t
δ(
t

st
), ∀δ ∈ DerA(AS ,M),

所以泛导子 dAS
: AS → ΩA(AS)是零同态,进而 ΩA(AS) = 0,其余是明显的.

回忆对含幺交换环 R 上的模 M,N , 其中 M 是有限表现模, 则对 R 的任何乘闭子集 S 有 RS-模同构
(HomR(M,N))S ∼= HomRS

(MS , NS). 由此我们可以证明

Corollary 3.203. 设 A是K 上交换 Noether代数满足 ΩK(A)是有限生成 A-模, S 是 A的乘闭子集. 那么对任
何 A-模M 有 AS-模同构 AS ⊗A DerK(A,M) ∼= DerK(AS ,MS). 即取导子模和作局部化可交换.

Proof. 由条件知 A是 Noether环且 ΩK(A)是有限生成 A-模,所以 ΩK(A)是有限表现模. 进而有 AS-模同构

(HomA(ΩK(A),M))S ∼= HomAS
((ΩK(A))S ,MS) ∼= HomAS

(ΩK(AS),MS),

这里第二个同构来自 [推论3.202]. 现在应用 Kähler微分模的泛性质便得结论.

现在我们利用 [命题3.10]来进一步讨论 Kähler微分模的投射性与交换代数正则性的关系.

Lemma 3.204. 设域 k满足特征为零, A是域 k上仿射整区, C = k[y1, ..., yd]是 Noether正规化引理给出的多
项式子代数,那么 A是有限生成 C-模且 A的商域 F 是 Q = k(y1, ..., yd)的单扩张, [命题3.10]. 那么 Ωk(F )作

为 F -模是自由的,且有 F -基 {dF y1, dF y2, ..., dF yd}.

Proof. 因为F 是Q的单扩张,可设 f ∈ F 使得F = Q(f),那么一旦取定 f在Q上首一最小多项式m(x),便有关
于 f 的赋值映射导出的标准环同构Q[x]/(m(x)) ∼= F . 我们先说明Ωk(F )作为 F -模可由 {dF y1, dF y2, ..., dF yd}
生成,由此得到 [定理3.193(2)]中映射 α是满射,这迫使 β = 0,即ΩQ(F ) = 0. 再通过证明对任何 F -模M ,Q到
M 的 k-导子能够延拓为 F 上 k-导子来得到 [定理3.193(2)]中 τ 对所有 F -模M 是满射,于是 [定理3.193(2)]
保证了标准同态 α : F ⊗Q Ωk(Q) → Ωk(F )进一步是同构,由此可完成引理证明.
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先验证 Ωk(F )作为 F -模可由 {dF y1, dF y2, ..., dF yd}生成. 任取 g ∈ F ,那么 g代入其在Q上的最小多项式

得到 gt + qt−1g
t−1 + · · ·+ q1g+ q0 = 0,这里每个 qj ∈ Q. 对两边作用 dF ,并注意 chark = 0以及 g不满足次数

为 t− 1的 Q上多项式,我们得到 dF (g)能够被 dF (Q)中元素 F -线性表出. 结合 [例3.165]的证明过程,可知集
合 {dF y1, dF y2, ..., dF yd}可 F -线性张成 Ωk(F ). 因此我们如果能够证明对任何 F -模M , Q到M 的 k-导子能
够延拓为 F 上 k-导子,便能由 [定理3.193(2)]完成引理证明.
任取 δ : Q → M 是 k-导子. 对 F = Q(f)的生成元 f ,设其在 Q上最小多项式 m(x) = p0 + p1x + · · · +

pℓ−1x
ℓ−1 + xℓ. 那么m′(f) 6= 0,因为 chark = 0. 利用 Q[x]/(m(x)) ∼= F 将M 视作 Q[x]-模. 置

ζ : Q[x] →M, q0 + q1x+ · · ·+ qmx
m 7→ δ(q0) + δ(q1)x+ q1

∑
i f

iδ(pi)

−m′(f)
+ · · ·+ δ(qm)x

m + qm`x
m−1

∑
i f

iδ(pi)

−m′(f)
,

那么这是定义合理的 k-线性映射且可直接验证 ζ(m(x)) = 0以及 ζ 是 k-导子.
由 ζ 是 k-导子以及m(x) ∈ Q[x]在M 上的作用为零可得 ζ 在 Q[x]的理想 (m(x))上的作用都是零. 从而

ζ 诱导 Q[x]/(m(x))到M 的 k-导子满足在 Q上的限制与 δ一致. 再利用 F ∼= Q[x]/(m(x))便得到导子 δ在 F

上的延拓,且该延拓限制在 Q上的作用与 δ一致. 因此 [定理3.193(2)]中映射 α是同构.

Theorem 3.205. 设 A是特征为零的域 k上仿射整区,如果 Ωk(A)是投射 A-模,则 A是正则代数.

Proof. 现在A是整区说明Ωk(A)作为有限生成投射A-模有公共秩. 故可选取A的极大理想m使得Am/mAm
∼=

(A/m)m ∼= k. 根据 [推论3.202], Ωk(Am)是有限生成投射 Am-模且 [命题3.199]说明

rankAm
Ωk(Am) = dimAm/mAm

mAm/m
2Am.

因为 Am的商域也是 A的商域,因此 [引理3.204]迫使 rankAm
Ωk(Am) = k.dimA = k.dimAm,最后一个等号来

自 [推论3.8]. 这说明 Am是正则局部环, [引理2.32].

回忆 Dedekind整区 R上的模无挠等价于平坦,有限生成 R-模无挠等价于投射. 所以对特征零的域上 1维

仿射正则整区 A(例如 C[x, y]/(y − x2)), Ω1(A)无挠蕴含 Ω1(A)是投射 A-模.
回忆含幺交换环 K 上交换代数 A 被称为本质有限型的 (essentially finite type), 如果 A 作为 K-代数同

构于某个 K 上交换仿射代数的局部化. 一般而言本质有限型的代数不是仿射的 (但明显还是 Noether 环),
例如复数域 C 上有理函数域 C(x) 作为多项式代数 C[x] 的局部化就不是 C-仿射代数 (通过反证法考察生成
元集表出有理函数的分母容易推出矛盾). 本质有限型的交换代数关于乘闭子集的局部化依然是本质有限型
的: 一般地, 设 R 是含幺交换环 K 上交换代数, R 有乘闭子集 S. 设 RS 有乘闭子集 ∆(要求 1 ∈ ∆). 命
T = {a ∈ R|存在s ∈ S使得as−1 ∈ ∆}. 那么 T 是 R 的乘闭子集并且 T ⊇ S. 可直接验证有 K-代数同构
RT ∼= (RS)∆. 我们把这一观察记录为下述引理.

Lemma 3.206. 设K-代数 A是本质有限型交换代数. 那么对 A的任何乘闭子集 S, AS 也是本质有限型的.

下面我们先来看本质有限型代数与交换 Noether代数张量积代数的 Noether性质.

Proposition 3.207. 设 A是含幺交换环 K 上本质有限型交换代数, 那么对任何 K-交换代数 B, A ⊗K B 作为

B-代数也是本质有限型的. 特别地,当 B也是Noether代数时, A⊗K B是Noether环. 因此对任何本质有限型
K-交换代数 R,其包络代数 Re = R⊗K R是 Noether环.
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Proof. 因为 A 是本质有限型的, 所以存在 K-仿射交换代数 R 以及 R 的乘闭子集使得 A ∼= RS , 那么有 B-代
数同构 A ⊗K B ∼= RS ⊗R (R ⊗K B). 记 T 是 S 在 R ⊗K B 中的像集, 即乘闭子集 S ⊗ 1B ⊆ R ⊗K B. 下面
说明 RS ⊗R (R ⊗K B)是 B-仿射交换代数 R ⊗K B 关于乘闭子集 T 的局部化. 作标准映射 λT : R ⊗K B →
RS ⊗R (R⊗K B),那么这是 B-模同态且每个 T 中元素在 λT 作用下变为 RS ⊗R (R⊗K B)中可逆元. 现在任取
含幺交换环 Q以及保幺环同态 f : R ⊗K B → Q满足 f(t)在 Q中可逆对任何 t ∈ T 成立. 下面说明存在唯一
的环同态 f : RS ⊗R (R⊗K B) → Q使得 fλT = f . 作 RS × (R⊗K B) → Q, (a/s, x) 7→ f(s⊗ 1)−1f(ax),可直
接验证这是定义合理的 R-平衡映射,于是诱导加群同态 f : RS ⊗R (R ⊗K B) → Q使得 fλT = f . 容易验证 f

是环同态,因此 RS ⊗R (R⊗K B)是 R⊗K B 的局部化. 这说明 A⊗K B 是本质有限型 B-代数.

Proposition 3.208. 设 A是域 K 上本质有限型代数,那么 A也有有限的 Krull维数. 特别地,当 A进一步是正

则代数时, A的整体维数有限.

Proof. 因为域K 上仿射交换代数的 Krull维数有限,故由素谱的局部整体性质可知仿射交换代数的 Krull维数
有限. 如果进一步 A正则,那么 gl.dimA = k.dimA,所以结论得证.

本质有限型代数自然是仿射代数的自然推广,根据 Kähler微分模的定义不难看到仿射交换代数的 Kähler
微分模是有限生成的,由此可得

Corollary 3.209. 设 A是含幺交换环K 上本质有限型的交换代数,那么 ΩK(A)是有限生成 A-模.

Proof. 由条件,存在K 上交换仿射代数 B 及其乘闭子集 S 使得 A ∼= BS . 那么作为 BS-模有

ΩK(A) ∼= ΩK(BS) ∼= (ΩK(B))S ,

这里 ΩK(A) 的 BS-模结构由上述代数同构自然给出. 因此 ΩK(B) 作为有限生成 B-模, 其局部化是有限生成
BS-模,这保证了 ΩK(A)是有限生成 A-模.

Remark 3.210. 因此,只要 K 是交换环, A是 K 上本质有限型交换光滑代数,那么 ΩK(A)和 DerKA都是有限
生成投射 A-模 (结合 [定理3.178]和本质有限型交换代数的定义即得). 在 [命题3.166]中我们看到只要 K-交
换代数 A满足 KA平坦, 就有 A-模同构 H1(A,A) ∼= Ω(A). 类似地, 只要 K-交换代数 A满足 KA投射, 就有
A-模同构 H1(A,A) ∼= DerKA. 一般地,对域上本质有限型的交换代数,可通过 Hochschild-Kostant-Rosenberg
定理 (参见 [HKR62])保证 A-模同构 Hn(A,A) ∼= ∧nADerKA ∼= Xn(A),Hn(A,A) ∼= Ωn(A).

Proposition 3.211. 设 A是含幺交换环K 上本质有限型的交换代数,那么对任何 A-模M 有 AS-模同构

AS ⊗A DerK(A,M) ∼= DerK(AS ,MS).

Proof. 由条件知 A是 Noether的. 且由 [推论3.209]知 ΩK(A)是有限生成 A-模,再应用 [推论3.203].

在本节最后我们介绍 Lie-Rinehart代数及其上模的基本概念, Poisson代数可纳入此框架下研究 [Hue90].

Definition 3.212 (见 [Hue90]). 设K 是含幺交换环, A是K-交换代数且 (L, [−,−])是K-Lie代数. 如果 L上

有 A-模结构 µ : A× L→ L且 L在 A上有导子作用 ω : L→ DerKA,即 ω是K-Lie代数同态,并且

ω(µ(a, x))(b) = µ(a, ω(x)(b)), [x, µ(a, y)] = µ(a, [x, y]) + µ(ω(x)(a), y), ∀a, b ∈ A, x, y ∈ L,

则称 (A,L)是 Lie-Rinehart代数. 也称 (L, µ, ω)是 (K,A)-Lie代数.
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Remark 3.213. 如果采用更简洁的记号, 将 A 中元素 a 在 L 中元素 x 上的作用 µ(a, x) 简记为 ax, 将 L 在

A 上的导子作用 ω(x)(a) 记作 x(a), 那么定义中的兼容性约束可简写为 (ax)(b) = a(x(b)), [x, ay] = a[x, y] +

x(a)y, ∀a, b ∈ A, x, y ∈ L. 第一个式子表明 A在 L上的数乘作用与 L在 A上的导子作用具有相容性. 第二个
式子表明 A在 L上数乘作用, L在 A上导子作用与 Lie括号的某种相容性. (K,A)-Lie代数的概念是对固定的
K-交换代数 A给出的,而 Lie-Rinehart代数中的 A是可变化的 [Hue22].

Example 3.214. 设 A 是 K-交换代数, 取 L = DerKA, L 上有自然的 A-模结构, 换位子赋予 L 上标准 Lie 代
数结构. 命 ω : L → DerKA 为恒等映射. 那么对任给 a, b ∈ A, x ∈ L, 根据 DerKA 上 A-模结构的定义可知
(ax)(b) = a(x(b)), ∀a, b ∈ A, x, y ∈ L. 对任给 b ∈ A, [x, ay](b) = x(ay(b)) − ay(x(b)) = x(a)y(b) + ax(y(b)) −
ay(x(b)) = x(a)y(b)+a[x, y](b), ∀a ∈ A, x, y ∈ L. 这说明 [x, ay] = a[x, y]+x(a)y, ∀a, b ∈ A, x, y ∈ L. 因此任何
交换代数在其导子模上的数乘作用与导子模上的标准 Lie代数结构可自然产生 Lie-Rinehart代数 (A,DerKA).

Example 3.215 (见 [Hue90]). 设 (A, {−,−})是K上 Poisson代数,Ω(A)是Kähler微分模. 下面说明存在唯一
的K-双线性映射 [−,−] : Ω(A)×Ω(A) → Ω(A)使得 [adu, bdv] = a{u, b}dv+b{a, v}du+abd{u, v}, ∀a, b, u, v ∈
A.首先定义K-双线性映射

θ :
⊕
a∈A

Ada×
⊕
a∈A

Ada→ Ω(A)

满足 θ(adu, bdv) = a{u, b}dv + b{a, v}du + abd{u, v}, ∀a, b, u, v ∈ A. 记 Ω(A) = ⊕a∈AAda/J , 其中 J 是

由所有形如 d(ka + k′b) − kda − k′db(k, k′ ∈ K) 以及 d(ab) − adb − bda 的元素生成的 ⊕a∈AAda 的 A-子
模. 因为 θ 是 K-双线性的, 所以如果能够说明 θ(J,⊕a∈AAda) = θ(⊕a∈AAda, J) = 0, 那么 θ 可自然诱导出

满足条件的 K-双线性映射 [−,−] : Ω(A) × Ω(A) → Ω(A). 注意到 θ(d(ab), cdv) = {ab, c}dv + cd{ab, v} =

{ab, c}dv + c{a, v}db+ cbd{a, v}+ c{b, v}da+ cad{b, v}以及

θ(adb, cdv) = a{b, c}dv + c{a, v}db+ acd{b, v},

θ(bda, cdv) = b{a, c}dv + c{b, v}da+ bcd{a, v},

所以 θ(d(ab), cdv) = θ(adb, cdv)+θ(bda, cdv), ∀a, b, c, u, v ∈ A. 由 θ的定义不难看出 θ是反对称的,即 θ(x, y) =

−θ(y, x).所以 θ(J,⊕a∈AAda) = 0 = θ(⊕a∈AAda, J).于是 θ可诱导反对称K-双线性映射

[−,−] : Ω(A)× Ω(A) → Ω(A), (adu, bdv) 7→ a{u, b}dv + b{a, v}du+ abd{u, v}.

由 {−,−}的交错性保证了 [−,−]的交错性. 通过直接地计算验证可得下式对所有 a, b, c, u, v, w ∈ A成立:

[[adu, bdv], cdw] + [[bdv, cdw], adu] + [[cdw, adu], bdv] = abc(d{{u, v}, w}+ d{{v, w}, u}+ d{{w, u}, v})

所以 Poisson括号满足的 Jacobi恒等式蕴含 [−,−]满足 Jacobi恒等式. 由此得到K-Lie代数 (Ω(A), [−,−]). 考
虑 Poisson结构产生的标准 A-模同态 ω : Ω(A) → DerKA, da 7→ {a,−}. 那么 ω[adu, bdv] = a{u, b}{v,−} +

b{a, v}{u,−} + ab{{u, v},−} = ω(adu)ω(bdv) − ω(bdv)ω(adu). 这说明 ω 是 Lie 代数同态. 任给 cdw ∈
Ω(A), a, b ∈ A,有 (aω(cdw))(b) = (ac{w,−})(b) = ac{w, b} = a(ω(cdw)(b)),因此Ω(A)的A-模结构与Ω(A)在

A上的导子作用相容. 对任给 adu, bdw ∈ Ω(A), c ∈ A,有 [adu, cbdw] = a{u, cb}dw + cb{a,w}du+ abcd{u,w}
以及 c[adu, bdw] = ca{u, b}dw + cb{a,w}du+ abcd{u,w}. 因此

c[adu, bdw] + a{u, c}bdw = [adu, cbdw], ∀a, b, c, u, w ∈ A.

这说明 (A,Ω(A))是 Lie-Rinehart代数.
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Definition 3.216 (见 [Hue90]). 设 (A,L)是K 上 Lie-Rinehart代数. 并设 A-模M 上也有 Lie模结构 ω : L→
EndKM . 称M 为 (A,L)-模,如果满足

(aα)(m) = a(α(m)), α(am) = aα(m) + α(a)m, ∀α ∈ L, a ∈ A,m ∈M.

Example 3.217. 设 (A, {−,−})是K 上 Poisson代数, A-模M 以及K-双线性映射 {−,−}M : A×M →M 满

足 (M, {−,−}M )是 Poisson模. 考虑标准 K-导子 A → EndKM,a 7→ {a,−}M ,它诱导 A-模同态 ω : Ω(A) →
EndKM, bda 7→ b{a,−}M . 赋予 Ω(A) 在 [例3.215] 中定义的 (K,A)-Lie 代数结构, 则可直接计算验证 M 是

(A,Ω(A))-模. 因此 Poisson结构产生的 (K,A)-Lie代数 Ω(A)上的 (A,Ω(A))-模覆盖了 Poisson模.

最后我们介绍光滑代数的 Ext 群性质来结束本节, 初次阅读可跳过. 对含幺交换环 S, 称 S 的理想 J 是

局部完全交的, 如果对任何包含 J 的极大理想 m, 有 Jm 是由某个 Sm-正则序列生成的. 一般地, 可以证明对
域 k 上的本质有限型交换代数 R, R 是光滑的当且仅当其乘法映射 µ : R ⊗k R → R 的核是 Re 的局部完

全交理想, 见 [Lod92, Proposition E.2]. 如果 R 进一步是域 k 上本质有限型光滑代数, 那么由 Hochschild-
Kostant-Rosenberg定理,对任何自然数 k 有 R-模 (也是对称双模)同构 Hk(R,R) ∼= Xk(R)以及 Hk(R,R) ∼=
Ωk(R)(如果只是需要 Hochschild 上同调代数到交错多重线性导子代数存在分次代数同构, 不需要域是特征
零的, 见 [WZ21, Proposition 3.5]. 在 [Wei94, Remark 9.4.8] 中也指出对域 k 上有限生成的光滑交换代数

R, Ω1(R) 在 R 的每个极大理想 m 处作局部化后作为 Rm 上的自由模秩为 k.dimRm. 所以如果 R 是本质有

限型的光滑交换代数, ). [Wei94, Corollary 9.3.13] 保证了域上的本质有限型光滑代数都是正则的, 因此 [定
理3.67]说明 k.dimR = gl.dimR. 特别地, p.dimReR ≥ k.dimR = gl.dimR, 这是 [定理3.39]的特殊情况. 而
[Wei94, Proposition 9.4.6] 说明这时 Re 是正则环 (由 [注记3.177] 便得到 Re 的光滑性, 在 R 是本质有限型

交换代数的前提下, Re 是域上交换 Noether 代数, 故是正则的), 进而也有 gl.dimRe = k.dimRe < +∞. 所
以对域 k上本质有限型的光滑交换代数 R, R 是完全左 Re-模. 应用 [命题3.248] 得到 p.dimReR = max{i ∈
N|ExtiRe(R,Re) 6= 0},以下称为R的光滑维数. 特征零的域上仿射交换代数的光滑性等价于正则性 [WZ21]. 所
以综合 [定理3.205]和 [定理3.178],我们记录

Theorem 3.218. 设 A是特征为零的域 k上的仿射整区,那么 A是正则代数当且仅当 Ωk(A)是投射 A-模.

Example 3.219. 设 k是特征为零的域, n,m是互素的正整数且都至少为 2. 那么 R = k[x, y]/(xn − ym)是 1维

仿射整区, [例3.196]. 并且 R是整体维数无限的 Gorenstein整区, [例3.197].

Example 3.220. 设 k是特征为零的域, ` ≥ 1是正整数. 那么 R = k[x, y]/(y − xℓ)是 1维仿射光滑整区.

现在我们应用交换代数的光滑性关于局部完全交的刻画和 [命题1.116]来证明 [WZ21, Lemma 1.8]:

Proposition 3.221. 设 R是域 k上本质有限型光滑交换代数,且 R是光滑维数是 d的整区. 那么:
(1) d = max{i ∈ N|Ωi(R) 6= 0} = max{i ∈ N|Xi(R) 6= 0}.
(2)对任何自然数 i < d有 ExtiRe(R,Re) = 0以及乘法映射 µ : Re → R, a⊗ b 7→ ab诱导作为对称 R-R双模的
同构 ExtdRe(R,Re) ∼= ExtdRe(R,R)(根据 HKR定理,有对称 R-R双模同构 ExtdRe(R,R) ∼= Xd(R)).
这里用于导出 ExtdRe(R,Re)的右 Re-模结构的 Re上右 Re-模结构来自右乘变换.

Proof. 因为 R 是本质有限型光滑代数, 所以任何 Re 的包含 Kerµ 的极大理想 m, (Kerµ)m 可由某个 (Re)m-正
则序列生成. 对每个 m ⊇ Kerµ, 记相应 (Re)m-正则序列的长度为 `(m). 那么 `(m) 与 m ⊇ Kerµ 的选取无
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关: 因为 (Re)m 也是 Cohen-Macaulay 局部环, 所以 [推论2.17] 保证了 `(m) 就是 (Kerµ)m 在 (Re)m 中的高

度. 而 R 的交换性说明 µ 给出环同构 Re/Kerµ ∼= R. 这迫使 Kerµ 是素理想. 因此 `(m) 就是 Kerµ 在 R 中

的高度, 记作 `. 而 Kerµ ⊆ AnnRe(ExtiRe(R,Re), 后者是有限生成 Re-模 (利用 [引理3.223]), 所以只要 m 不

包含 Kerµ, ExtiRe(R,Re)在 m处的局部化是零. 结合 [命题1.116]便知对 i 6= `有 ExtiRe(R,Re) = 0. 现在由
gl.dimRe有限, R是交换Noether环 Re上非零有限生成模,应用 [命题3.248]得到 ` = p.dimReR(这里也蕴含
AnnRe(ExtℓRe(R,Re) 6= 0). 从而 ` = d是唯一满足 ExtiRe(R,Re)非零的指标.
现在我们需要说明 µ诱导的右 Re-模同态 ExtdRe(R,Re) → ExtdRe(R,R)是同构. 因为对任何 Re 的不包含

Kerµ的极大理想 m, ExtdRe(R,Re)和 ExtdRe(R,R)在 m处的局部化都是零. 因此我们只需要说明对任何极大理
想 m ⊇ Kerµ, µ诱导的标准同态 Extd(Re)m

(Rm, (R
e)m) → Extd(Re)m

(Rm, Rm)是同构. 现在 [命题1.116]保证了
(Re)m 到 (Re)m/(Kerµ)m 的标准投射诱导的同态 Extd(Re)m

(Rm, (R
e)m) → Extd(Re)m

(Rm, (R
e)m/(Kerµ)m) 是同

构,所以由乘法映射诱导的 (Re)m → Rm可表示为标准投射 (Re)m → (Re)m/(Kerµ)m和同构 (Re)m/(Kerµ)m ∼=
Rm的合成得到 µ诱导的同态 Extd(Re)m

(Rm, (R
e)m) → Extd(Re)m

(Rm, Rm)是同构.
于是我们利用 HKR定理得到 Xd(R) 6= 0且 Xt(R) = 0, ∀t ≥ d+ 1. 至此我们证明了 (1)和 (2).

Remark 3.222. 这里的光滑维数即使在R是本质有限型光滑整区时也未必是R的Krull维数. 例如取R = k(x)

是有理函数域,它的 Krull维数是 1. 但 [推论3.202]以及 Ω1(k[x]) ∼= k[x]说明 Ω1(R) ∼= R. 因此这时 R的光滑

维数是 1,严格大于 R的 Krull维数.

Lemma 3.223. 设含幺交换环 R上模M,N 满足M 是有限生成模, N 是 Noether模. 那么 HomR(M,N)作为

R-模是 Noether的.

Proof. 现在存在正整数n以及满R-模同态Rn →M ,于是得到单射HomR(M,N) → HomR(R
n, N) ∼= Nn.

事实上,对于域上本质有限型的光滑代数,我们总能得到

Proposition 3.224. 设 R是域 k上本质有限型光滑交换代数,那么 p.dimReR = max{i ∈ N|Ωi(R) 6= 0}.

Proof. 设 t = p.dimReR ∈ N并记 d = max{i ∈ N|Ωi(R) 6= 0}. 根据 HKR定理,我们有

d = max{i ∈ N|ExtiRe(R,R) 6= 0}.

因为 ExtdRe(R,R) 6= 0, 所以 d ≤ p.dimAeA = t. 这时 ExttRe(R,Re) 6= 0, 所以存在 Re 的某个极大理想 m 使

得 (ExttRe(R,Re))m ∼= Extt(Re)m
(Rm, (R

e)m) 6= 0(这时自动有 m ⊇ Kerµ, µ : Re → R 是乘法映射), 于是由
[命题1.116], 生成 (Kerµ)m 的正则序列长度只能是 t. 于是也有 Extt(Re)m

(Rm, (R
e)m) ∼= Extt(Re)m

(Rm, Rm) ∼=
(Xt(R))m 6= 0. 这说明 Ωt(R) 6= 0,迫使 t ≤ d. 所以 p.dimReR = t = d = max{i ∈ N|Ωi(R) 6= 0}.

Theorem 3.225. 设 R是域 k上本质有限型光滑交换代数,且光滑维数是 d. 那么以下等价:
(1)存在自然数 n使得当 i 6= n时 ExtiRe(R,Re) = 0,而 i = n时有 R-R双模同构 ExtnRe(R,Re) ∼= R;
(2)对满足 Ωt(R) 6= 0的最大自然数 t有 R-R双模同构 Ωt(R) ∼= R.
当上述等价命题之一成立时,命题中的自然数 n = d = p.dimReR = t = max{i ∈ N|Ωi(R) 6= 0}.

Proof. (1)⇒(2): 沿用 [命题3.221] 证明过程中的记号. 这时对任何极大理想 m ⊇ Kerµ, 注意到 AnnReR =

Kerµ,所以 ExtnRe(R,Re)在 m处的局部化非零. 进而由 [命题1.116]知如果记 `(m)是生成 (Kerµ)m 的正则序
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列长度, 那么只能有 `(m) = n 并且这时 ExtnRe(R,Re) ∼= ExtnRe(R,R) 6= 0 以及 ExtiRe(R,Re) = 0, ∀i 6= n(利
用 [命题1.116]). 至此得到 n 就是满足 Ωt(R) 6= 0 的最大自然数 t. 由 HKR 定理, 有对称 R-R 双模同构
R ∼= ExtnRe(R,R) ∼= Xn(R). 所以由 R的光滑性,得到 R ∼= HomR(X

n(R), R) ∼= Ωn(R). 现在 R作为 Noether
环 Re上的有限生成模,应用 [命题3.248]得到 d = p.dimReR = n.

(2)⇒(1): 根据 HKR定理得到 R-R双模同构

ExttRe(R,R) ∼= Xt(R) ∼= HomR(Ω
t(R), R) ∼= R,

所以由 AnnRe(R) = Kerµ 知对 Re 的任何包含 Kerµ 的极大理想 m 有 Extt(Re)m
(Rm, (R

e)m) 6= 0. 这一观察
说明 p.dim(Re)m

Rm ≥ t(注意 Rm 是完全左 (Re)m-模), 对任何极大理想 m ⊇ Kerµ 成立. 现在对每个极大理
想 m ⊇ Kerµ, Rm 作为正则局部环 (Re)m 上的有限生成模非零, 因此由 [命题3.248] 得到存在指标 jm 使得

Extjm(Re)m
(Rm, (R

e)m) 6= 0, 结合 [命题1.116] 迫使生成 (Kerµ)m 的正则序列长度 `(m) 只能是 jm, 那么自然也
有 Extℓ(m)

(Re)m
(Rm, (R

e)m) 6= 0. 所以 [命题1.116] 迫使 `(m) = t, ∀m ⊇ Kerµ. 现在重复 [命题3.221] 中对乘法
映射 µ诱导的右 Re-模同态 ExttRe(R,Re) → ExttRe(R,R)是同构的讨论便知有 R-R双模同构 ExttRe(R,Re) ∼=
ExttRe(R,R) ∼= Ωt(R) ∼= R. 当 i 6= t时,利用 [命题1.116]得到 ExtiRe(R,Re)在任何极大理想 m ⊇ Kerµ处的局
部化是零. 这迫使 ExtiRe(R,Re) = 0, ∀i 6= t. 故由 [命题3.248]知 t = d.

3.16 微分代数与 ∆-Dixmier-Moeglin等价

本节简要介绍微分代数相关基础知识. 微分代数最早由 Joseph Ritt(美国, 1893-1951) 为以代数角度研究
微分方程引入,再由其学生 Ellis Kolchin进一步发展. 作为动机,先介绍一些 Poisson代数的基本概念.
以下固定k是是特征为零的域. 若k-交换代数A上有Lie括号 {−,−} : A×A→ A使得对每个 a ∈ A,线性

变换 {a,−} : A→ A是 k-导子,则称 (A, {−,−})是 Poisson代数 (以下简称 A是 Poisson代数). Poisson代数
上的 Lie括号 {−,−}一般称为 Poisson括号. 称 Poisson代数A的子代数 ZP (A) = {b ∈ A|{a, b} = 0, ∀a ∈ A}
为 A的 Poisson中心. Poisson代数 A的理想 I 被称为 Poisson理想,如果 {A, I} ⊆ I .

Lemma 3.226. 设 k-代数 A是 Poisson代数,那么任何理想 I 都包含一个唯一的最大的 Poisson理想.

Proof. 记 J = {b ∈ A|{a1, {a2, · · · {an, b}}} ∈ I, ∀a1, ..., an ∈ A,n ≥ 0},那么 J 是 A的理想,并且由 J 的定义

易知 J 是含于 I 的 Poisson理想. 任何含于 I 的 Poisson理想都在 J 中,所以 J 即为所求.

我们把含于理想 I 的最大 Poisson理想称为理想 I 的 Poisson core. 称 Poisson代数 A的真 Poisson理想
P 是 Poisson素理想,如果对任何 Poisson理想 I, J , IJ ⊆ P 蕴含 I, J 中至少有一个是 P 的子集. 将 Poisson
代数中极大理想的 Poisson 核称为 Poisson 本原理想. 进而可定义 Poisson 素谱 P.SpecA 与 Poisson 本原素
谱 P.PrimA. 下面的微分代数理论便可将 Poisson 代数的理想论纳入其框架下予以研究, 这一想法来自 K. R.
Goodearl[Goo06].

Definition 3.227. 记 k-代数 A所有 k-导子构成的集合为 DerkA. 对 ∆ ⊆ DerkA,称 (A,∆)是微分 k-代数. 如
果微分代数 A的理想 I 满足关于 ∆中导子作用封闭,则称 I 是 ∆-理想. 若微分代数 A的真 ∆-理想 P 满足对

任何∆-理想 I, J , IJ ⊆ P 蕴含 I, J 中至少有一个含于 P ,称 P 是∆-素理想. 如果素理想Q是∆-理想,称Q是

素 ∆-理想. 将 A的所有 ∆-素理想构成的子空间记作 ∆-SpecA,称为 ∆-素谱. 将 A的所有 ∆-本原理想构成的
子空间记作 ∆-PrimA,称为 ∆-本原素谱. 易见 ∆-PrimA ⊆ ∆-SpecA.
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Remark 3.228. 对微分代数 (A,∆),任意一族 ∆-理想之和或者之交都还是 ∆-理想.

Example 3.229. 取 ∆ = {0},则任何 k-代数都可以视作微分代数.

Example 3.230. 对微分代数 (k[x], ∂/∂x),素理想 (x)不是 ∆-理想.

对微分代数 A的任何理想 I ,容易验证下述 ∆-理想是 I 所包含的最大 ∆-理想：

(I : ∆) = {a ∈ R|δ1 · · · δn(a) ∈ I, ∀δ1, ..., δn ∈ I, n ≥ 0}.

称为理想 I 的 ∆-core. 将本原理想的 ∆-core称为 ∆-本原理想.

Example 3.231. 对 Poisson 代数 A, 取 ∆ = {A,−} = {{a,−}|a ∈ A}, 那么微分代数 (A,∆) 的 ∆-理想就是
Poisson理想,理想的 ∆-core就是 Poisson core, ∆-素理想就是 Poisson素理想, ∆-本原理想就是 Poisson本原
理想. 所以 Poisson代数的理想论可以纳入微分代数理想论中讨论.

Proposition 3.232. 设 (A,∆)是特征为零的域 k上的微分代数,那么：
(1)对任何素理想 P , (P : ∆)是 A的素理想 (这一观察最早来自 J. Dixmier,见 [Dix96, p.107, Lemma 3.3.2]).
(2)任何 ∆-本原理想是素理想.
(3)如果 P 是 ∆-理想 I 上的极小素理想,那么 P 是 ∆-理想.
(4)如果 A是左 Noether的,那么任何 ∆-素理想是素理想.
(5)如果 A是左 Noether仿射 PI代数,那么任何 ∆-素理想是一些 ∆-本原理想之交.

Proof. (1)为简化记号,记 (P : ∆)为 Q. 设 a, b ∈ A满足 aAb ⊆ Q,下证 a与 b中至少有一个在 Q内.

Claim. 若 δ1, ..., δp ∈ ∆,m1, ...,mp ∈ N使 δm1
1 · · · δmp

p b /∈ P ,则 δn1
1 · · · δnp

p a ∈ P, ∀n1, ..., np ∈ N.

赋予Np字典序≤,则 (Np,≤)良序. 下面通过对 (Np,≤)作超限归纳证明断言.先取Np中满足 δs11 · · · δspp b /∈
P 的最小元. 对每个 x ∈ A,有

δn1+s1
1 · · · δnp+sp

p (axb) =
∑

ik+jk+lk=nk+sk
1≤k≤p

α(i1, j1, l1, ..., ip, jp, lp)δ
i1
1 δ

i2
2 · · · δipp (a)δj11 δ

j2
2 · · · δjpp (x)δl11 δ

l2
2 · · · δlpp (b),

其中 α(i1, j1, l1, ..., ip, jp, lp) ∈ Z≥1. 那么上式可整理为

δn1+s1
1 · · · δnp+sp

p (axb) = δn1
1 · · · δnp

p (a)xδs11 · · · δspp (b) + r,

这里 r是一些形如α(i1, j1, l1, ..., ip, jp, lp)δ
i1
1 δ

i2
2 · · · δipp (a)δj11 δ

j2
2 · · · δjpp (x)δl11 δ

l2
2 · · · δlpp (b)的项的有限和,其中 (i1, ..., ip) <

(n1, ..., np)或 (l1, ..., lp) < (s1, ..., sp). 当 (n1, ..., np) = (0, 0, ..., 0)时,易见 r ∈ P ,故由 axb ∈ Q得 axδs11 · · · δspp (b) ∈
P . 于是 x 的任意性保证了 a ∈ P . 由归纳假设, δi11 δi22 · · · δipp (a) ∈ P, ∀(i1, ..., ip) < (n1, ..., np). 从而利
用 axb ∈ Q 便知 α(n1, 0, s1, ...)δ

n1
1 · · · δnp

p (a)xδs11 · · · δspp (b) ∈ P . 因为 chark = 0, 故由 x 的任意性立即得到

δn1
1 · · · δnp

p (a) ∈ P . 断言得证.
下面通过说明 b /∈ Q蕴含 a ∈ Q来完成证明. 对 δ1, ..., δp ∈ ∆,要证 δ1 · · · δp(a) ∈ P . 因为 b /∈ Q,故存在

δp+1, ..., δt ∈ ∆使得 δ01 · · · δ0pδ1p+1 · · · δ1t (b) /∈ P . 应用断言知 δ11 · · · δ1p(a) = δ11 · · · δ1pδ0p+1 · · · δ0t (a) ∈ P .
(2) 和 (3) 由 (1) 立即得到. 下证 (4). 设 A 左 Noether 且 P 是 ∆-素理想, 那么存在 P 上极小素理想

Q1, ..., Qm使得 P ⊇ Q1 · · ·Qm. 由 (3)知每个 Qi都是 ∆-理想,所以 P 就是某个 Qi.
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(5)在 (4)中已经说明左 Noether环的 ∆-素理想是素理想. 因为仿射 PI代数是 Jacobson环,所以任何素
理想是一些本原理想的交,设 ∆-素理想 P =

⋂
i∈I

Qi,其中 Qi是本原理想. 那么

P =
⋂
i∈I

(Qi : ∆).

Remark 3.233. 因此对于左 Noether的微分代数而言 ∆-PrimA ⊆ ∆-SpecA ⊆ SpecA.

Example 3.234. 设 A是特征为零的域 k上的仿射 (或一般地, Noether)Poisson代数,那么

Corollary 3.235. 设 (A,∆)是特征为零的域 k上的微分代数,那么任何∆-理想 I 的根理想
√
I 仍是∆-理想. 特

别地,对 Poisson代数,任何 Poisson理想的根理想仍 Poisson.

Proof. 因为
√
I 就是所有含 I 的极小素理想之交,并且 ∆-理想的极小素理想仍是 ∆-理想,故结论成立.

Example 3.236 (Poisson order, [BG03]). 为了研究辛反射代数, K. A. Brown与 I. Gordon引入了 Poisson order
的概念,它包含了辛反射代数和许多单位根量子群. 具体地,若仿射 k-代数 A满足存在中心子代数 Z 使得 A是

有限生成 Z-模以及 k-线性映射
D : Z → DerkA, z 7→ Dz

使得D(Z)作用 Z封闭且 {z, z′} = Dz(z
′), ∀z, z′ ∈ Z赋予 Z一个 Poisson代数结构,那么称A是 Z上 Poisson

order 或者 Z-Poisson order. 若 A 是仿射 Poisson 代数, 那么取 Z = A 不难看到 A 是 Poisson order, 因此
Poisson order也包含了仿射 Poisson代数. 利用 Artin-Tate引理, 我们马上看到 Z 上的 Poisson代数 A的中

心子代数 Z 自动是仿射代数. 称 Z-Poisson order的双边理想 I 是 Poisson理想,如果该理想在 D(Z)-作用下
封闭 (这时 Z 作为 Poisson代数的理想是 Poisson理想等价于该理想在 D(Z)-作用下封闭). 于是我们可以把
Z-Poisson order 天然地视作微分代数：取导子集 ∆ = D(Z), 那么 (A,∆) 是仿射 k-微分代数. 并且 Poisson
order的 Poisson理想就是它作为上述意义下微分代数的 ∆-理想. 于是可知 Poisson order或是 Poisson代数
任何 Poisson理想的根理想或者极小素理想都还是 Poisson理想.

Remark 3.237. Poisson order自然出现在两个场景. 第一个场景是 Poisson几何. 首先对任何带有群 G作用

的 Poisson代数 Z(即有群同态 ρ : G → PAutkZ, 这里 PAutkZ 表示 (Z, {−,−})的 Poisson自同构群), 那么
Poisson括号可自然的限制在不动环 ZG 上使 (ZG, {−,−})成为 Z 的 Poisson子代数. 对固定的 a ∈ ZG,考虑
Da = {a,−} ⊗ id : Z#kG → Z#kG,进而有 Da(b#g) = {a, b}#g 且 D : ZG#1 → Endk(Z#kG), a#1 7→ Da 是

k-线性的. 可直接计算验证 Da 是 Z#kG上的 k-导子,故我们有 k-线性映射 D : ZG#1 → Derk(Z#kG). 并且
容易验证 ZG#1 ⊆ Z(Z#kG)(当 G 在 Z 上的作用忠实且 Z 是整区时, 可验证 ZG#1 = Z(Z#kG)). 现在设 Z

是仿射 k-代数且 G是有限群,那么 ZG ⊆ Z 是整扩张,因此结合 Z 仿射可得 Z 是有限生成 ZG-模. 由此可知
Z#kG是 ZG#1上 Poisson order. 例如设 (X, {−,−})是域 k上 Poisson簇, {−,−}是坐标环 O(X)上 Poisson
括号. 那么 O(X) 是仿射 Poisson 代数, 现在设 G 是 Poisson 自同构群 AutkO(X) 的有限子群, 它可自然诱
导坐标环上的群作用 ρ : G → PAutkO(X), g 7→ (g−1)∗. 那么 O(X)#kG 是中心子代数 O(X)G#1 上 Poisson
order(这时如果进一步要求X 是不可约簇,则中心子代数O(X)#kG恰好是斜群代数O(X)#kG的中心). 由此
可见 Poisson簇可自然产生 Poisson order. 第二个场景是单位根处量子群理论. 设 A,R是域 k上代数, h̄是 R
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的中心正则元,满足有 k-代数同构 A ∼= R/h̄R(这里设 θ : A → R/h̄R是 k-代数同构), π : R → R/h̄R是标准投

射,那么有满同态 θ−1π : R → A,设该满同态有 k-线性截面 ι : A → R(该满同态总存在,只需取定 A的一个基

并考虑该基中元素关于 θ−1π的原像). 我们把满足上述条件的代数 A(即有 A ∼= R/h̄R,这里h̄是 R的中心正则

元)称为由 specialization得到的. 根据 ι的定义我们知道 πι = θ. 下面将在 A的中心上赋予 Poisson结构. 对
z1, z2 ∈ Z = Z(A),命

{z1, z2} = θ−1π

(
[ι(z1), ι(z2)]

h̄

)
.

我们先说明对任何 s ∈ R有 ι(z)s− sι(z)在 π作用下为零,这里 z ∈ Z. 在首先存在 ŝ ∈ A使得 θ(ŝ) = π(s),所
以 π(ι(z)s− sι(z)) = θ(zŝ− ŝz) = 0. 下面我们说明 {z1, z2}的定义不依赖于线性截面 ι的选取. 如果还有 k-线
性截面 ι̃ : A→ R,即满足 πι̃ = θ,那么存在 s, t ∈ R使得 ι̃(z1)− ι(z1) = sh̄, ι̃(z2)− ι(z2) = th̄. 只需验证

[ι(z1), ι(z2)]− [ι̃(z1), ι̃(z2)]

h̄

在 π的作用下为零即可,我们计算 [ι(z1), ι(z2)]− [ι̃(z1), ι̃(z2)]. 代入上面对 s, t的假设整理可得

ι(z1)(ι(z2)− ι̃(z2)) + (ι(z1)− ι̃(z1))ι̃(z2) + (ι̃(z2)− ι(z2))ι(z1) = h̄(x− x̃),

其中 [ι(z1), ι(z2)] = h̄x, [ι̃(z1), ι̃(z2)] = h̄x̃. 上式左边为 (ι̃(z2)s− sι̃(z2))h̄+ (tι(z1)− ι(z1)t)h̄,因此

(ι̃(z2)s− sι̃(z2)) + (tι(z1)− ι(z1)t) = x− x̃.

由此便知 π(x − x̃) = 0, 所以 {z1, z2}的定义不依赖于线性截面 ι的选取. 下面说明 {z1, z2} ∈ Z. 事实上, 任
给 a ∈ A, θ(a{z1, z2}) = π(ι(a)[ι(z1), ι(z2)]/h̄), θ({z1, z2}a) = π([ι(z1), ι(z2)]ι(a)/h̄). 所以要看到 {z1, z2} ∈ Z

只需验证 ι(a)[ι(z1), ι(z2)] = [ι(z1), ι(z2)]ι(a). 用 π 作用等号左边与等号右边便可看到两式相等,因此 {−,−} :

Z × Z → Z 是定义合理的交错 k-双线性映射, 且该定义不依赖于 ι 的选取. 下面我们验证 (Z, {−,−}) 是
k-Poisson代数. 任取 z1, z2, z3 ∈ Z,有

θ({z1z2, z3}) = π

(
[ι(z1z2), ι(z3)]

h̄

)
, θ(z1{z2, z3}+ {z1, z3}z2) = π

(
ι(z1)[ι(z2), ι(z3)] + [ι(z1), ι(z3)]ι(z2)

h̄

)
,

易见 θ(z1{z2, z3}+ {z1, z3}z2) = π([ι(z1)ι(z2), ι(z3)]/h̄),所以只需验证

π

(
[ι(z1z2)− ι(z1)ι(z2), ι(z3)]

h̄

)
= 0

便可得 {−,−} 在每个分量上具有导子性质. 用 π 作用 ι(z1z2) − ι(z1)ι(z2) 可得零, 所以存在 w ∈ R 使得

ι(z1z2)− ι(z1)ι(z2) = h̄w,于是由 π作用 wι(z3)− ι(z3)w为零便知 π作用 [ι(z1z2)− ι(z1)ι(z2), ι(z3)]/h̄为零. 最
后只要再验证 (Z, {−,−})是 k-Lie代数便知 (Z, {−,−})是 Poisson代数,因为换位子本身满足 Jacobi恒等式,
所以只需验证 θ({{z1, z2}, z3}) = π([[ι(z1), ι(z2)], ι(z3)]/h̄

2)即可. 直接计算可知

θ({{z1, z2}, z3}) = π

(
[ι({z1, z2}), ι(z3)]

h̄

)
,

而 πι({z1, z2}) = π([ι(z1), ι(z2)]/h̄),这说明 ι({z1, z2})− [ι(z1), ι(z2)]/h̄对应 R/h̄R中同一元素. 设

ι({z1, z2})− [ι(z1), ι(z2)]/h̄ = h̄u, u ∈ R.
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那么可直接计算得到

[ι({z1, z2}), ι(z3)] =
[[ι(z1), ι(z2)], ι(z3)]

h̄
+ (uι(z3)− ι(z3)u)h̄,

这说明 [ι({z1, z2}), ι(z3)]/h̄− [[ι(z1), ι(z2)], ι(z3)]/h̄
2 在 π作用下是零. 因此 {−,−}满足 Jacobi恒等式. 由此我

们证明了对 k-代数同构 θ : A→ R/h̄R,任取一线性截面 ι : A→ R(即满足 θ−1πι = idA),如果定义

{z1, z2} = θ−1π

(
[ι(z1), ι(z2)]

h̄

)
, ∀z1, z2 ∈ Z,

便有 Poisson代数 (Z, {−,−}),并且这里的 Poisson括号不依赖于线性截面的选取. 对每个 z ∈ Z,定义

Dz : A→ A, a 7→ θ−1π

(
[ι(z), â]

h̄

)
,

这里 â ∈ π−1(θ(a))(是 R 中元素), 我们说明 Dz 是 A上定义合理的导子并且不依赖于线性截面 ι的选取. 如
果还有 ã ∈ R 也满足 π(ã) = θ(a), 那么存在 x ∈ R 使得 â − ã = h̄x, 那么易见 π([ι(z),h̄x]/h̄) = 0, 所以
Dz 的定义不依赖于 â 的选取. 对任何 b ∈ A, θ−1π(b̂) = b, 所以由换位子在每个分量上具有导子性质可知
Dz ∈ DerkA. 结合 D : Z → DerkA, z 7→ Dz 是 k-线性的我们得到 A是 Z 上 Poisson order. 前面提到 Z 上

的 Poisson结构不依赖于线性截面 ι的选取,而不同的线性截面定义出的导子 Dz 相差一 A上内导子 (即存在
a0 ∈ A使得该导子为 [a0,−]): 设 θ−1π 有线性截面 ι, ι̃ : A → R,那么对固定的 z ∈ Z,存在唯一的 w ∈ R使

得 ι(z) − ι̃(z) = wh̄, 于是对任何 a ∈ A, Dz(a) − D̃z(a) = θ−1π([w, â]). 因为这里 â 满足 π(ã) = θ(a), 所以
Dz(a) − D̃z(a) = [θ−1π(w), a],记 b = θ−1π(w) ∈ A,则 Dz − D̃z = [b,−]. 所以 Dz 关于不同线性截面的选取

相差一内导子. 总之,由 specialization得到的模有限代数总是其中心上的 Poisson order. 如果 A = R/h̄R,即
θ = id,那么 ι(z)就是 z ∈ R/h̄R在 R上的提升.如果 A是交换的,那么上述 R/h̄R = Z 上 Poisson结构的构
造就是通常“量子化”构造——非交换代数 R被称为 Poisson代数 A = R/h̄R的量子化, R/h̄R被称为 R的半

经典极限 (将 R/h̄R理解为命 R的中心正则元 h̄ → 0的产物). 例如, A是 k-交换代数, R = (A[[h̄]], ?)是 A的

形式形变,那么 A = R/h̄R,这时上述定义出 A上的 Poisson结构就是交换代数形式形变所产生的 Poisson结
构. 有许多单位根处的量子群都是可由 specialization得到的模有限代数. 例如, C. Procesi(意大利, 1941-), V.
G. Kac(俄罗斯, 1943-)和 C. de Concini(意大利, 1949)在 [DCKP91]中证明了对复半单 Lie代数 g,次数不小
于 3且含有 G2 型因子时要求次数与 3互素的奇数次本原单位根 ε,量子群 Uε(g)在某个中心子代数上模有限

且 Uε(g)可由 specialization得到,因此 Uε(g)是 Z(Uε(g))上的 Poisson order.

给定拓扑空间 X 的子空间 Y , 称连续映射 r : X → Y 是收缩映射, 如果 r(y) = y, ∀y ∈ Y . 下面说明
Noether微分代数的素谱到 ∆-素谱存在自然的收缩映射.

Theorem 3.238. 设 (A,∆)是特征为零的域 k上左 Noether微分代数. 那么

π : SpecA→ ∆-SpecA,Q 7→ (Q : ∆)

是连续收缩映射. 并且 ∆-SpecA上的子空间拓扑就是满射 π诱导的商拓扑.

Proof. 对任何素理想 Q, (Q : ∆)明显是 ∆-素理想. 对任何 ∆-素理想 P ,自然有 P = (P : ∆),因此要证明该定
理只需验证 π 的连续性以及 ∆-SpecA上拓扑是由 π 诱导的商拓扑. 任取 ∆-SpecA中闭集W = V (I),不妨设
I 是 A的 ∆-理想,那么 π−1(W ) = {Q ∈ SpecA|(Q : ∆) ⊇ I} = {Q ∈ SpecA|Q ⊇ I} = V (I),因此 π是连续映
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射. 因为 π是连续映射,故由 ∆-SpecA上商拓扑是使得 π成为连续映射的最大拓扑知 ∆-SpecA上子空间拓扑
含于商拓扑. 现任取商拓扑的闭子集W ,即满足 π−1(W )在 SpecA中闭的子集W . 设 π−1(W ) = V (J), J 是 A

的理想,则有W = {P ∈ ∆-SpecA|P ⊇ J},所以W 关于 ∆-SpecA上子空间拓扑也是闭的.

Remark 3.239. 自然可将 π 限制为 A 的本原素谱至 ∆-本原素谱间的映射：πm : PrimA → ∆-PrimA, 根据
∆-本原理想的定义, πm 仍为满连续映射. 此时 πm 未必是商映射. 例如考虑 A = k[x]S , 其中乘闭子集 S =

{f ∈ k[x]|多项式x, x − 1均不能整除f}. 那么 SpecA = {Ax,A(x − 1)} = maxSpecA 是离散拓扑空间, 取
∆ = {x(∂/∂x)},那么微分代数 (A,∆)的 ∆-本原素谱是 {Ax, 0},其中 Ax = (Ax : ∆), 0 = (A(x − 1) : ∆). 注
意到 ∆-SpecA中 {0}的闭包是整个 ∆-SpecA,故 A的极大 (本原素)谱不是离散空间. 由于拓扑空间之间的连
续双射只要是商映射就一定是同胚,故在这个例子中 πm不可能是商映射.

[定理3.238] 的建立并不是凭空提出, 为了看到考虑上述定理的动机, 这里简单引入一些代数群与量子群
领域的基本术语, 主要参考文献是 [Hum12]. 回忆一个群 G 被称为可解群, 如果 G 有一个正规列使得该正

规列的商因子全部是交换群. 对 k 上代数群 G, 可以证明它总有唯一的最大正规可解闭子群 [Hum12, p.111,
Lemma 17.3(c)]. 那么该子群的单位元所在的连通分支便是 G 唯一的最大连通正规可解闭子群, 称为该群的
根, 记作 R(G). 如果连通的仿射代数群 G 满足 G 6= {1G} 且 R(G) = {1G}, 则称 G 是半单的. 如果代数群
T 同构于有限个 k

× 的直积, 那么称 T 是代数环面 (algebraic torus). 可以证明对连通的代数群, 极大环面存
在 [Bor12, p.218, Theorem 18.2]. 对任给仿射簇 V , 记其坐标环是 O(V ), 那么对一些具体的簇, 可以考虑 V

的量子化 Oq(V )(也被称为量子坐标环). 例如, 对 n维仿射空间 k
n, 记矩阵 q = (qij)n×n 是乘性反对称的 (即

qii = 1, qij = q−1
ij , ∀i 6= j),那么称

Oq(k
n) = k〈x1, ..., xn〉/(xixj − qijxjxi)

是量子仿射 n-空间 (quantum affine n-space). 固定一个连通半单仿射代数群 G,并取定 G的一个极大环面H ,
通过总结前人对带有H-作用的量子坐标环Oq(G)的本原素谱性质所得到的一些结论, K.R. Goodearl猜测仿射
代数群 G量子坐标环 Oq(G)的素谱与经典坐标环的素谱 SpecOq(G)间应当有商空间的关系,具体地,他猜测
SpecO(G)到 SpecOq(G)有一个商映射 [GL00]. 随后在 [GL00, Theorem 4.11]中Goodearl证明了：对代数闭
域 k上乘性反对称阵 q = (qij)n×n,只要 −1不是矩阵 q 的元素或者 chark = 2,就可以具体地构造 SpecO(kn)

到 SpecOq(k
n)的商映射,并且该商映射可以限制为极大谱maxSpecO(kn)到本原素谱 PrimOq(k

n)的商映射.
因为前者是代数闭域, 因此 maxSpecO(kn)和仿射空间 k

n 之间有标准的同胚, 故量子仿射空间的素谱可以认
为是经典仿射空间的商空间. 对一般地非交换代数 A, 设 z ∈ A 是中心正则元使得 A = A/zA 交换, 那么对
x = x+ zA, y = y + zA(x, y ∈ A),定义

{x, y} = [x, y]/z + zA ∈ A,

其中 [x, y]表示 x, y 在 A中的换位子. 那么 A关于 {−,−}构成 Poisson代数,称为 A的 semiclassical limit,
A被称为 A的量子化 (quantization). 有很多非交换代数 (量子坐标环)都是交换 Poisson代数的量子化,例如
仿射簇 SL2(k)的量子化 [BG12, p.275, Example 5.5]. 因此自然可以考虑把量子群理论的问题放在泊松代数里
发展,进而泊松代数的理想论广受关注. 前面已经提到泊松代数的理想论可以纳入微分代数的理想论加以研究,
因此 [定理3.238]并不是天马行空产生的结果.
设 (A,∆)是特征为零的域 k上微分代数,称 Z∆(A) = {a ∈ A|δ(a) = 0, ∀δ ∈ ∆}为 A的 ∆-中心. 那么当

A是 Poisson代数, ∆ = {A,−}时, A作为微分代数的 ∆中心就是 Poisson中心.
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Definition 3.240. 设 (A,∆)是是特征为零的域 k上交换 Noether微分代数. 如果 ∆-素理想 P (注意此时 P 也

是素理想)满足域 Z∆(FracA/P )是 k的代数扩张,则称 P 是 ∆-有理素理想 (∆-rational prime ideal).

Remark 3.241. 因为 A/P 是整区,所以可以作其商域 FracA/P ,那么对每个 δ ∈ ∆,首先 δ 可天然诱导出 A/P

上 k-导子 (一般地, 若 k-交换代数 R 有乘闭子集 S, 那么任何 R 上 k-导子 δ 都可以通过 δ(as−1) = (δ(a)s −
δ(s)a)s−2 延拓至 RS 上成为导子),随后再唯一地延拓为 FracA/P 上导子,将 ∆所诱导的 A/P 的导子集仍记

作 ∆,进而定义出 ∆-中心 Z∆(FracA/P ). 事实上对任何 k-微分代数 (F,∆),只要 F 是域,就自动有 Z∆(F )是

域：只需说明对任何 a 6= 0 ∈ Z∆(F ) 有 a−1 ∈ Z∆(F ). 注意到 0 = δ(1) = δ(aa−1) = δ(a)a−1 + aδ(a−1) =

aδ(a−1), ∀δ ∈ ∆,因此 a−1 ∈ Z∆(F ).

Example 3.242. 如果 k是特征为零的代数闭域,那么 P 是 ∆-有理素理想当且仅当 Z∆(FracA/P ) = k.

现在我们可以与代数表示论中一样为微分代数引入 Dixmier-Moeglin等价的概念.

Definition 3.243. 设 (A,∆)是是特征为零的域 k上交换 Noether微分代数. 称 A满足 ∆-Dixmier-Moeglin
等价,如果 A的 ∆-本原理想集, ∆-有理素理想集以及 ∆-SpecA中的局部闭点集一致.

一般地,对交换仿射的微分代数,其 ∆-素谱内总有如下现象产生.

Theorem 3.244. 设 (A,∆)是特征为零的域 k上交换仿射微分代数. 那么在 ∆-SpecA内总有下述蕴含关系：

∆-SpecA中的局部闭点⇒ ∆-本原理想⇒ ∆-有理素理想.

Proof. 任取 ∆-SpecA中的局部闭点 P ,那么存在 A的理想 I, J 使得 {P} = V (I) − V (J),这里 V (I), V (J)分

别指包含 I 的∆-素理想全体和包含 J 的∆-素理想全体. 那么所有真包含 P 的∆-素理想之交包含 P + J ) P ,
即所有真包含 P 的∆-素理想之交真包含 P . 因此由 [命题3.232(5)]可知 P 一定等于某个∆-本原理想. 下面说
明任何 ∆-本原理想一定是 ∆-有理的. 设 P = (M : ∆)是 ∆-本原理想,这里M 是 A的一个极大理想,注意到
AM 到 A/M 有天然的代数同态,因此如果能够证明域 Z∆(FracA/P )可代数嵌入 AM ,那么域 Z∆(FracA/P )也
可代数嵌入 A/M ,进而由 A/M 是有限维代数可得 Z∆(FracA/P )是 k的有限扩张. 用 A替换 A/P 知可不妨

设 P = 0且 A是整环,此时需要验证 Z∆(FracA)可嵌入 AM ,这里极大理想M 满足 (M : ∆) = P = 0. 任取
as−1 ∈ Z∆(FracA),那么对任何 δ ∈ ∆,有 (δ(a)s − δ(s)a)s−2 = 0. 所以只要导子 δ 满足 δ(s) 6= 0,在 FracA内
就有 as−1 = δ(a)δ(s)−1. 特别地,如果存在 A上导子 δ1, ..., δn使得 δnδn−1 · · · δ1(s) 6= 0,那么便有

a

s
=
δ1(a)

δ1(s)
=
δ2δ1(a)

δ2δ1(s)
= · · · = δn · · · δ2δ1(a)

δn · · · δ2δ1(s)
.

而由 (M : ∆) = 0知对非零元 s,总存在 A上导子 δ1, ..., δn使得 δnδn−1 · · · δ1(s) /∈M . 因此对这样的导子列,在
FracA内总有 as−1 = [δn · · · δ2δ1(a)][δn · · · δ2δ1(s)]−1. 现定义

ϕ : Z∆(FracA) → AM , as
−1 7→ [δn · · · δ2δ1(a)][δn · · · δ2δ1(s)]−1,

其中导子 δ1, ..., δn 满足 δnδn−1 · · · δ1(s) /∈ M . 根据前面的讨论,立即得到 ϕ是定义合理的 k-线性映射. 事实上
ϕ是 k-代数同态,对任给 as−1, bt−1 ∈ Z∆(FracA),在 FracA内总有

ϕ(
ab

st
) =

ab

st
=
a

s
· b
t
= ϕ(

a

s
)ϕ(

b

t
),
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因此在 AM 内有 ϕ(ab(st)−1) = ϕ(as−1)ϕ(bt−1),这说明 ϕ是 k-代数同态,再注意 Z∆(FracA)是域,因此 ϕ自动

是代数嵌入. 现在结合前面的讨论知域 Z∆(FracA/P )可代数嵌入 A/M ,进而 Z∆(FracA/P )是 k的有限扩张.
这说明 ∆-本原理想 P 是 ∆-有理素理想.

上述定理对不满足 dimkA < |k|或无限生成的微分代数 A未必成立.

Example 3.245. 考虑域 k 上形式幂级数环 A = k[[x]], 那么 dimkA = dimkk
N, 因为 k

N 是无限维的, 所以
ℵ0 < 2ℵ0 ≤ |kN| = |k|dimkk

N = dimkk
N = dimkA. 在 A上赋予平凡的 Poisson结构,即 {f, g} = 0, ∀f, g ∈ A,

那么 A的 Poisson理想等价于 A的理想. 此时 A的 Poisson素谱仅由零理想和唯一的极大理想 (x)构成 (注意
A的任意非零理想形如 (xs), s ≥ 0). 因此零理想是 Poisson素谱内的局部闭点,但不是 Poisson本原理想.

3.17 同调光滑与扭 Calabi-Yau代数

Definition 3.246 (完备复形与完备模). 若含幺环 R上的上链复形 (X•, d•)满足该复形拟同构于一个有界的有

限生成投射复形,则称该复形是完全的 (perfect). 若将左 R-模M 视作集中在 0次的复形后该复形完备,则称
M 是完全模 (perfect module).

Proposition 3.247. 设M 是含幺环 R上左模,那么M 是完全模的充要条件是M 存在一个有限长的有限生成

投射分解.

Proof. 充分性是明显的, 这里仅验证必要性. 假设有有界的有限生成投射复形 (P •, d•) 满足存在模同态 ε :

P 0 →M 给出下述拟同构：

· · · 0 · · · 0 M 0 · · · 0 0 · · ·

· · · P−n · · · P−1 P 0 P 1 · · · P t 0 · · ·d−n d−1

ε

那么 0 P−n · · · P−1 P 0d−n d−2 d−1

是正合列并且有定义合理的模同构

ϕ : Kerd0/Imd−1 →M

x+ Imd−1 7→ ε(x)

由此立即看到 Imd−1 = Kerε并且 ε是满射. 因此我们得到M 的有限生成投射分解

0 P−n · · · P−1 P 0 M 0.
d−n d−2 d−1 ε

Proposition 3.248 ([RR22]). 设 R是含幺环,M 是完全左 R-模,那么

p.dimRM = sup{i ∈ Z|ExtiR(M,R) 6= 0}.

Proof. 不妨设 M 6= 0 并且 p.dimRM = n, 下面说明 ExtnR(M,R) 6= 0. 根据投射维数的刻画, 存在左 R-模 L

使得 ExtnR(M,L) 6= 0. 考虑正合列 0 K F L 0, 其中 F 是自由左 R-模,那么它诱
导 Ext群长正合列, 由此可知 ExtnR(M,F ) 6= 0. 因为 M 存在有限生成的投射分解, 所以应用 [推论2.95]可得
ExtnR(M,A) 6= 0.
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Remark 3.249. 事实上证明过程中也表明含幺环 R上的左模M 如果 p.dimRM = n,那么总存在自由模 F 使

得 ExtnR(M,F ) 6= 0. 在 [定理3.59]的证明中也已经用到了这个观察.

Definition 3.250 (同调光滑代数). 设 A是含幺交换环K 上代数,若 A作为包络代数 Ae = A⊗K A
op上的左模

是完备的,则称 A是同调光滑的 (homologically smooth).

Remark 3.251. 对特征是零的域上本质有限型交换代数,可以证明它的同调光滑性与光滑性等价.

Proposition 3.252. 设 A是含幺交换环K 上的同调光滑代数,那么

p.dimAeA = max{i ∈ N|ExtiAe(A,Ae) 6= 0}.

一般将 p.dimAeA称为 A的 Hochschild维数. 若 K 是域,则 p.dimAeA ≥ l.gl.dimA(回忆 [定理3.39]). 注意,
当K 是域时, ExtiAe(A,Ae)就是 A系数在 Ae中的 i次 Hochschild上同调.

Example 3.253. 设 R是左 Noether环,则左 R-模M 是完备模当且仅当M 有限生成且 p.dimRM < +∞.

Proof. 必要性明显,下证充分性. 设 p.dimRM = n,那么存在有限生成投射模 P 0, ..., P−n+1 使得存在下述形式

的正合列：

0 K−n P−n+1 · · · P−1 P 0 M 0,
d−n+1 d−2 d−1 ε

进而由 p.dimRM = n得到K−n投射,所以M 有长度为 n的有限生成投射分解.

V. Ginzburg于 2006年引入了下面的 Calabi-Yau代数,它产生于 Calabi-Yau流形的几何.

Definition 3.254 ([Gin06]). 设 A是含幺交换环K 上的同调光滑代数, d是自然数. 如果有 A-A双模同构

ExtiAe (A,Ae) ∼=

0, i 6= d;

A, i = d,

则称 A是 d维 Calabi-Yau代数 (这里 ExtiAe (A,Ae)的 A-A双模结构来自 Ae的右 Ae-模结构). 因此域上 d维

Calabi-Yau代数即为 d次 Hochschild上同调是 A,其余次数 Hochschild上同调是零的同调光滑代数.

称代数自同构 σ ∈ AutKA 是内自同构, 如果存在可逆元 b ∈ A 使得 σ(a) = bab−1, ∀a ∈ A, 易见所有内
自同构构成的群 InnK(A)构成 AutKA的正规子群. 称 AutKA关于内自同构群的商为外自同构群. 如果 A有

自同构 τ, µ ∈ AutKA,那么可天然赋予每个 A-A双模M 新的双模结构：axb = τ(a)xµ(b), ∀a, b ∈ A, x ∈ M .
将该双模记作 τMµ. 若 τ = id,记 τMµ 为Mµ; 若 µ = id,记 τMµ 为 τM . 对任何自同构 µ,易验证双模同构
Aµ ⊗A

µA ∼= A, µA ⊗A A
µ ∼= A, 所以 Aµ 是可逆双模. 在 Morita 等价理论中, 我们知道每个可逆 R′-R 双模

R′PR 决定的张量函子 −⊗R′ P 给出模范畴Mod-R′ 到Mod-R的等价函子,进而得到可逆 R′-R双模同构类与
Mod-R′ 到 Mod-R 的等价函子自然同构类全体间有双射. 而含幺环 R 上所有可逆 R-R 双模同构类全体关于
−⊗R −可天然构成一个群,即 R的 Picard群 Pic(R). 因此, Aµ所在的 A-A双模同构类 [Aµ] ∈ Pic(A).

Example 3.255. 设K-代数 A有代数自同构 σ ∈ AutKA,那么有双模同构 σ−1

A ∼= Aσ.

Example 3.256. 设K-代数 A有代数自同构 µ ∈ AutKA,那么 A双模同构于 Aµ当且仅当 µ是内自同构.
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Proof. 必要性：如果 A 和 Aµ 作为 A-A 双模同构, 设同构映射为 ϕ, 则由 ϕ 是标准左 A-模同构知存在可逆
元 b ∈ A 使得 ϕ = br, 即 ϕ 由某个可逆元的右乘变换决定. 于是有 ab = ϕ(a) = ϕ(1)a = bµ(a), ∀a ∈ A.
因此 µ 是内自同构. 充分性：设 µ 是内自同构, 那么存在 A 的可逆元 b 使得 µ(a) = bab−1, ∀a ∈ A. 于是
φ : A→ A, x 7→ xb−1给出 A-A双模同构.

Remark 3.257. 类似地,若 K-代数 A有代数自同构 µ1, µ2 ∈ AutKA满足双模同构 Aµ1 ∼= Aµ2 ,那么 µ1 与 µ2

向差个内自同构,具体地,存在内自同构 σ使得 µ2 = σµ1.

Definition 3.258 ([Sch12]). 设A是含幺交换环K上的同调光滑代数 (要求A是投射K-模), d是自然数, U 是
可逆 A-A双模. 如果有 A-A双模同构

ExtiAe (A,Ae) ∼=

0, i 6= d;

U, i = d,

则称 A是扭 Calabi-Yau代数 (twisted Calabi-Yau algebra).

Remark 3.259. 若定义中 U = Aµ,其中 µ ∈ AutKA,则称 µ是 A的 Nakayama自同构 (在相差一个内自同构
意义下唯一, Nakayama 自同构的术语来自 Frobenius 代数理论, 见 [定义3.270]), 并把 A 称为斜 Calabi-Yau
代数. 这里扭 Calabi-Yau 代数的维数被称为是 d 的原因是, 根据 [命题3.252], 此时 p.dimAeA = d. 根据 [定
理3.39],这时也有 l.gl.dimA ≤ p.dimAeA = d.

Proposition 3.260 ([BZ08]). 设 A是 d维斜 Calabi-Yau代数并且有 Nakayama自同构 µ : A → A. 那么 µ限

制在 Z(A)上是恒等映射.

Proof. 现在设有 A-A 双模同构 ExtdAe(A,Ae) ∼= Aµ. 对 z ∈ Z(A), z 在 Aµ 上的左作用来自 z 的左乘, 右作
用来自 µ(z) 的右乘. 因为 ExtdAe(A,Ae) 上的 A-A 双模结构来自 Ae 在自身上的右乘变换给出的 Ae 上的右

Ae-模结构, 所以 ExtdAe(A,Ae) 作为 A-A 双模, z 在 ExtdAe(A,Ae) 上的右作用来自 z ⊗ 1 在 Ae 上的右乘变换,
z 在 ExtdAe(A,Ae) 上的左作用来自 1 ⊗ z 在 Ae 上的右乘变换. 因为 z ∈ Z(A), 所以 z 在 ExtdAe(A,Ae) 上的

左作用和右作用分别可以由 1 ⊗ z 和 z ⊗ 1在 Ae 上的左乘变换诱导. 如果我们能够说明 ExtdAe(A, (z ⊗ 1)l) =

ExtdAe(A, (1⊗z)r),那么Z(A)中元素在ExtdAe(A,Ae)上左作用和右作用相同,由此便知µ在Z(A)上的限制是恒

等映射. 而由 Z(A)中元素在 A上的左作用和右作用相同立即得到 ExtdAe(A, (z⊗ 1)l) = ExtdAe(A, (1⊗ z)r).

Example 3.261 (交换 Calabi-Yau代数). 设 A是域 k上本质有限型交换光滑代数, 并设 p.dimAeA = d. 根据
[注记3.222],这时一般只有 d = p.dimAeA > k.dimA = gl.dimA. 根据 [定理3.225], A是 Calabi-Yau代数当且
仅当有 A-模同构 Ωd(A) ∼= A. 由 [命题3.260]可知 A是 Calabi-Yau代数当且仅当 A是斜 Calabi-Yau代数.

3.18 Frobenius代数

本节讨论交换环上 Frobenius代数的基本概念与性质,主要参考文献是 [Kad99]. 以下固定 K 是含幺交换

环与 K-代数 A. 我们考虑的所有 A-模都赋予自然的对称 K-K 双模结构. 注意此时 HomK(A,K)上有自然的

A-K 双模与K-A双模结构 (A上的标准 A-A双模结构也给出 HomK(A,K)上的 A-A双模结构).
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Lemma 3.262. 对K-代数 A,以下四条等价:
(1)作为K-Mod到 A-Mod的函子有自然同构 A⊗K − ∼= HomK(KAA,−).
(2) KA是有限生成投射K-模且作为 A-K 双模,有同构 A ∼= HomK(KAA,K).
(3) KA是有限生成投射K-模且作为K-A双模,有同构 A ∼= HomK(AAK ,K).
(4)存在K-模同态 τ : A→ K 以及 A中元素 x1, ..., xn, y1, ..., yn使得

n∑
i=1

xiτ(yia) =
n∑
i=1

τ(axi)yi = a, ∀a ∈ A.

如果 A满足上述等价条件之一,则称 A是K 上 Frobenius代数. 易见当K 自内射时, A也是内射K-模.

Proof. (1)⇒(2): 设有自然同构 η : A ⊗K − → HomK(A,−). 将 η 作用 K 和 KAA, 我们得到左 A-模同
构 ηK : A ⊗K K → HomK(A,K)(由此得到 A-K 双模同构 A ∼= HomK(KAA,K)) 以及 ηA : A ⊗K A →
HomK(KAA,K AA). 并注意任何 b ∈ A决定的右乘变换 br : A→ A作为K-模同态满足 ηA(idA⊗ br) = (br)∗ηA

表明 ηA是 A-A双模同构 (这里 A⊗K A带上自然的右 A-模结构). 现在我们有下面的 A-A双模同构序列

HomK(KAA,K)⊗K A A⊗K K ⊗K A A⊗K A EndKA.
ηK⊗idA ∼= ηA

命 ψ : HomK(A,K) ⊗K A → EndKA 是上述双模同构列的合成. 下面我们说明 ψ(f ⊗ a)(y) = f(y)a, ∀f ∈
HomK(A,K), a ∈ A 来得到 A 是有限生成投射 K-模. 任给 f ∈ HomK(A,K), 设 b ∈ A 满足 η(b ⊗ 1) = f ,
那么 ψ(f ⊗ a) = ηA(b ⊗ a) = bηA(1 ⊗ 1)a. 记 i : K → A 是 K-代数 A 的结构映射, 那么由 η 的自然性得

i∗ηK = ηA(idA ⊗ i),两边作用 1⊗ 1 ∈ A⊗K K 得到 ηA(1⊗ 1) = iηK(1⊗ 1). 注意到 i∗是左 A-模同态,于是

ψ(f ⊗ a) = bi∗(ηK(1⊗ 1))a = i∗(ηK(b⊗ 1))a = (if)a.

因此 ψ(f ⊗ a)(y) = f(y)a, ∀f ∈ HomK(A,K), a ∈ A.
(2)⇒(3): 对 A-K 双模同构 A ∼= HomK(KAA,K)作用对偶函子 HomK(−,KK)并结合 A是有限生成投

射K-模具有自反性立即得到K-A双模同构 A ∼= HomK(AAK ,K).
(3)⇒(4): 设有 K-A双模同构 ψ : A → HomK(AAK ,K)并记 τ = ψ(1). 设 KA作为有限生成投射模有对

偶基 {x1, ..., xn} ⊆ A, {x∗1, ..., x∗n} ⊆ HomK(A,K),那么存在 y1, ..., yn ∈ A使得 ψ(yi) = x∗i , ∀1 ≤ i ≤ n. 于是
x∗i = τyi, ∀1 ≤ i ≤ n. 注意到对任何 a ∈ A有 a = x∗1(a)x1 + · · ·+ x∗n(a)xn = τ(y1a)x1 + · · ·+ τ(yna)xn. 下面
我们需要说明对任何 a ∈ A有 a = τ(ax1)y1 + · · ·+ τ(axn)yn. 考虑 A-A双模同构序列

A⊗K A A⊗K HomK(AAK ,K) EndKA.
idA⊗ψ ∼=

将上述映射序列的合成记作 ϕ : A⊗K A→ EndKA,那么可直接计算 ϕ(a⊗ b) : A→ A, y 7→ aτ(by). 易验证

ϕ−1(h) =
n∑
i=1

h(xi)⊗ ψ−1(x∗i ), ∀h ∈ EndKA.

所以考察 ϕ(b⊗ a)作为 A上K-模自同态可得 b⊗ a =
n∑
i=1

bτ(axi)⊗ yi, ∀a, b ∈ A. 故也有

b⊗ a = b⊗
n∑
i=1

τ(axi)yi, ∀a, b ∈ A.
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固定 a,由 b的任意性得到 a =
n∑
i=1

τ(axi)yi(取 b = 1考察上式在 A的乘法映射下的像).

(4)⇒(1): 对每个 K-模 M , 定义 ηM : A ⊗K M → HomK(A,M), a ⊗ m 7→ (aτ)m. 这里 (aτ)m : A →
M, b 7→ τ(ba)m. 可直接计算验证 ηM 是左 A-模同态并且

ζM : HomK(A,M) → A⊗K M, f 7→
n∑
i=1

xi ⊗ f(yi)

是 ηM 的逆映射. 因此 ηM 是左 A-模同构. 也容易直接验证对任何K-模同态 h :M → N ,下图交换:

A⊗K M HomK(A,M)

A⊗K N HomK(A,N)

ηM

idA⊗h h∗

ηN

因此定义 η : obK-Mod →
⋃

M∈obK-Mod
HomA(A⊗K M,HomK(A,M)),M 7→ ηM 给出自然同构.

Remark 3.263. 根据 (4)⇒(1)的证明过程,如果 K-模同态 τ : A → K 以及 A中元素 x1, ..., xn, y1, ..., yn 满足

(4),那么 ηK 诱导左 A-模同构 A→ HomK(A,K), a 7→ aτ . 这时 ({xi}ni=1, {τyi}ni=1)和 ({yi}ni=1, {xiτ}ni=1)均给

出 A作为有限生成投射 K-模的对偶基. 如果 K-代数 A是 Frobenius代数,称满足 (4)的 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1)

为 Frobenius系, τ 是 Frobenius同态 (型), ({xi}ni=1, {τyi}ni=1)是对偶基.

Remark 3.264. 根据 (3)⇒(4)的证明过程和 [注记3.263],如果有 K-A双模同构 ψ : A → HomK(AAK ,K),那
么 τ = ψ(1)给出左 A-模同构 ηK : A→ HomK(A,K), a 7→ aτ .

Remark 3.265. 如果 K-代数 A满足有 A-A双模同态 ψ : A → HomK(A,K),那么 τ = ψ(1) : A → K 是 K-线
性的并且 τ(ab) = τ(ba), ∀a, b ∈ A. 反之,如果 K-模同态 τ : A → K 满足 τ(ab) = τ(ba), ∀a, b ∈ A,那么导出
A-A双模同态 ψ : A → HomK(A,K), a 7→ aτ . 称满足 τ(ab) = τ(ba), ∀a, b ∈ A的 K-模同态 τ 为迹映射. 考虑
迹映射 τ 诱导的 A-A双模同态 ψ : A → HomK(A,K), a 7→ aτ . 那么 τ 诱导的 A上对称双线性型是非退化的

当且仅当 ψ是单射. ψ是满射当且仅当 τ 可生成 HomK(A,K)(作为左 A-模).

如果K-代数 A上双线性型 µ : A× A→ K 满足 µ(ab, c) = µ(a, bc), ∀a, b, c ∈ A,则称 µ是结合的. 我们指
出 Frobenius代数上总存在非退化结合的双线性型.

Proposition 3.266. 设K-代数 A是 Frobenius代数,那么 A上存在非退化结合的双线性型.

Proof. 这时 A是有限生成投射K-模且有左 A-模同构 θ : A→ HomK(A,K),定义

〈−,−〉 : A×A→ K, (a, b) 7→ θ(b)(a) = θ(1)(ab),

易见这是K-双线性型. 并且若 a ∈ A满足 〈a, b〉 = 0, ∀b ∈ A,则 f(a) = 0, ∀f ∈ HomK(A,K). 那么用 KA的对

偶基作用 a易知 a = 0. 如果 a ∈ A满足 〈b, a〉 = 0, ∀b ∈ A,那么 θ(a) = 0,再结合 θ是同构得到 a = 0.

Remark 3.267. 如果记左模过程中左 A-模同构 θ在 1上的作用为 τ ,那么过程中所构造的双线性型满足

τ(a) = 〈a, 1〉, ∀a ∈ A.
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反之,对在系数环上有限生成自由的代数,其上存在结合的非退化双线性型并不意味着是 Frobenius代数.

Example 3.268 (朱瑞鹏). 考虑K = C[x]上 3阶矩阵代数的子代数

Λ =



f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 f(x), g(x), h(x) ∈ C[x]

 ⊆ M3(C[x]).

容易验证 Λ确实是M3(K)的K-子代数,它作为 P.I.D.上自由模的子模自然是自由的. 具体地, Λ有K-基I3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , X1 =


0 x 0

0 0 x

x 0 0

 , X2 =


0 0 x

x 0 0

0 x 0


 .

可直接验证矩阵的经典迹诱导的双线性型 〈−,−〉 : Λ×Λ → K, (A,B) 7→ tr(AB)是非退化的. 下面说明不存在
Λ到HomK(Λ,K)的左 Λ-模同构. 假设有左 Λ-模同构 ϕ : Λ → HomK(Λ,K),那么 ϕ(1)是HomK(Λ,K)作为

左 Λ-模的生成元. 设 ϕ(1)在 I3, X1, X2上的作用分别为 a(x), b(x), c(x) ∈ K. 那么

ϕ


f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 (I3) = f(x)a(x) + g(x)b(x) + c(x)h(x),

ϕ


f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 (X1) = x2h(x)a(x) + f(x)b(x) + xg(x)c(x),

ϕ


f(x) xh(x) xg(x)

xg(x) f(x) xh(x)

xh(x) xg(x) f(x)

 (X2) = x2g(x)a(x) + xh(x)b(x) + f(x)c(x).

因为 ϕ是满射,所以 x不整除 b(x), c(x). 那么总存在 z1, z2 ∈ C ⊆ K 使得 x也不整除 z1b(x) − z2c(x). 现在定
义 Λ到K 的K-模同态 δ满足 δ(I3) = 1, δ(X1) = z2, δ(X2) = z1. 注意到 x整除 δ(c(x)X1 − b(x)X2),所以这时
我们看到 x也整除 z2c(x)− z1b(x),矛盾. 因此 Λ不是K 上 Frobenius代数.

虽然 [例3.268] 表明即使是在系数环上有限生成自由的代数具有非退化双线性型也未必是 Frobenius 代
数. 但当系数环是域时,明显可由非退化结合双线性型的存在性刻画域上有限维代数的 Frobenius性质.

Lemma 3.269. 设 A是域 k上代数,则 A是 Frobenius代数⇔ A有限维且 A上有非退化结合双线性型.

依然设 A是含幺交换环K 上 Frobenius代数. 设 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1)是 A的 Frobenius系,即 τ : A→ K

是K-模同态且 x1, ..., xn, y1, ..., yn ∈ A满足

n∑
i=1

xiτ(yia) =
n∑
i=1

τ(axi)yi = a, ∀a ∈ A.
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根据 Frobenius 等价定义的证明过程, 我们已经看到 Θ : A → HomK(A,K), a 7→ aτ 是左 A-模同构. 利用
({xi}ni=1, {τyi}ni=1)也是 A作为有限生成投射 K-模的对偶基易知 A → HomK(A,K), a 7→ τa是右 A-模同构.
由此我们看到 Frobenius代数 A的 Frobenius同态 τ 既是 HomK(A,K)作为秩为 1的自由左 A-模的基也是
HomK(A,K)作为秩为 1的自由右 A-模的基.
对每个 a ∈ A, 因为 τa ∈ HomK(A,K), 所以存在唯一的 µ(a) ∈ A 使得 µ(a)τ = τa. 由此得到映射

µ : A→ A, a 7→ µ(a),易知这是K-代数同态. 如果 a ∈ A满足 µ(a) = 0,那么 τ(xa) = 0, ∀x ∈ A. 这说明 a = 0,
于是知 µ是单射. 任给 b ∈ A,存在 a ∈ A使得 bτ = τa,所以 b = µ(a). 这产生下述概念.

Definition 3.270 (Nakayama 自同构). 设 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1) 是 Frobenius 代数 A 的 Frobenius 系. 称由
µ(a)τ = τa, ∀a ∈ A(即 τ(bµ(a)) = τ(ab), ∀a, b ∈ A)确定的代数自同构 µ为 A上的 Nakayama自同构.

Remark 3.271. 如果 (τ ′, {x′i}ni=1, {y′i}ni=1)是 Frobenius代数 A的另外的 Frobenius系,那么同样有Nakayama
自同构 µ′. 我们说明这时 µ和 µ′ 相差某个 A中可逆元决定的内自同构. 首先注意到 A中元素决定的右乘变换

诱导标准 K-反代数同构 A ∼= End(AAK),所以任何 A上左 A-模自同构都是由 A中某个可逆元的右乘变换决

定的. 现在 τ : A → HomK(A,K)和 τ ′ : A → HomK(A,K)的逆映射的合成给出 A上左 A-模自同构,因此存
在 A中可逆元 d使得 τ = τ ′dr,这里 dr 是右乘变换. 换句话说我们得到 τ = dτ ′. 因此对每个 a ∈ A,有

µ(a)dτ ′ = µ(a)τ = τa = dτ ′a = dµ′(a)τ ′,

这说明 µ′(a) = d−1µ(a)d, ∀a ∈ A. 所以不同的 Frobenius系产生的 Nakayama自同构相差一内自同构.

Remark 3.272. 设 µ : A→ A是 Frobenius系 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1)确定的Nakayama自同构,那么可赋予 A上

新的右 A-模结构: A × A → A, (a, b) 7→ aµ(b). 我们把 A视作具有标准左 A-模结构与 Nakayama自同构给出
的右 A-模结构的 A-A双模,记作 Aµ. 可直接验证这时左 A-模同构 Θ : Aµ → HomK(A,K), a 7→ aτ 成为 A-A
双模同构. 因此 Nakayama自同构可将 Frobenius代数与对偶模的单边模同构“修正”成双模同构.

Remark 3.273. 对 Frobenius系 (τ, {xi}ni=1, {yi}ni=1),同样可借助右 A-模同构 Ψ : A → HomK(A,K), a 7→ τa

来定义Nakayama自同构的概念. 这时定义的Nakayama自同构与前面的定义产生的自同构互为逆映射. 并且
此时 Ψ确定的 Nakayama自同构 µ给出 A上新的左模结构使得 Ψ给出双模同构 µA ∼= HomK(A,K).

K 上 Frobenius代数的一个特点是在系数环上是有限生成投射模,下面说明这自动产生迹映射.

Definition 3.274 (Hattori-Stallings迹映射, [Sta65, Hat65]). 设A有中心子环K满足A是有限生成投射K-模.
任取 A作为有限生成投射K-模的对偶基 {xi}ni=1 ⊆ A, {x∗i }ni=1 ⊆ HomK(A,K),定义

tr(a) =
n∑
i=1

x∗i (axi), ∀a ∈ A,

那么 tr : A→ K 是迹映射且不依赖于对偶基的选取,称之为 Hattori-Stallings迹映射.

Remark 3.275. 在定义环境下,我们有标准K-模同构 ϕ : A⊗K HomK(A,K) → EndKA, a⊗ f 7→ ϕ(a⊗ f),其
中 ϕ(a⊗ f)(b) = f(b)a. ϕ的逆映射就是 ϕ−1 : EndKA→ A⊗K HomK(A,K), f 7→

n∑
i=1

f(xi)⊗ x∗i . 记求值映射
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e : A⊗K HomK(A,K) → K, a⊗ f 7→ f(a). 那么我们有下述交换图:

A K

EndKA A⊗K HomK(A,K)

ℓ

tr

φ−1

e

其中 ` : A→ EndKA将每个 A中元素映至其在 A上的左乘变换. 由于 ϕ和对偶基的选取无关,所以 tr和 A作

为有限生成投射K-模的对偶基的选取无关. 一般地,对任何 α, β ∈ EndKA,有
n∑
i=1

x∗i (αβ(xi)) =
n∑
i=1

x∗i (βα(xi)).

事实上,利用对偶基直接计算
n∑
i=1

x∗i (αβ(xi)) =

n∑
i=1

x∗i (α(

n∑
j=1

x∗j (β(xi))xj))

=
n∑
i=1

n∑
j=1

x∗i (α(xj))x
∗
j (β(xi))

=
n∑
i=1

x∗i (βα(xi)).

Remark 3.276. 对 Hattori-Stallings 迹映射 tr : A → K, 有 tr(1) =
n∑
i=1

x∗i (xi). 对任何 K 的乘闭子集 S,

AS 也是有限生成投射 KS-模并且如果 {xi}ni=1 ⊆ A, {x∗i }ni=1 ⊆ HomK(A,K) 是对偶基, 那么 {xi/1}ni=1 ⊆
AS , {x∗i /1}ni=1 ⊆ HomKS

(AS ,KS)是 AS 作为有限生成投射KS-模的对偶基. 特别地,对K 的任何素理想 p,如
果 Ap 作为 Kp 上有限生成自由模的秩是 r(p),那么 tr(1/1) = r(p)/1 ∈ Kp. 如果 A作为有限生成投射 K-模的
秩存在,记为 r,那么 r(p)/1 = r/1, ∀p ∈ SpecK. 因此如果K 是特征零的域上的交换代数,那么 r(p)− r不是零

就是可逆元,这迫使 r(p) = r, ∀p ∈ SpecK.

Definition 3.277. 若 A是投射K-模且有 A-A双模同构 A ∼= HomK(A,K),则称 A是对称 Frobenius代数.

Remark 3.278. 对称 Frobenius代数是特殊的 Frobenius代数. 并注意 A-A双模同构 Θ : A → HomK(A,K)

产生的K-模同态 τ = Θ(1)是 A到K 的非退化迹映射. 在 [例3.268]中我们看到存在某个 P.I.D.,记作K,上的
代数 A是K 上有限生成自由模并且存在 A到K 的非退化迹映射但 A不是K 上 Frobenius代数.

对有限维代数,我们仍能用非退化双线性型来刻画对称 Frobenius代数.

Proposition 3.279. 设 A是域 k上代数,那么 A是对称 Frobenius代数⇔ A是有限维代数并且 A上存在对称

的非退化结合双线性型. 这也是对称 Frobenius代数命名之由.

Proof. 必要性由 A-A 双模同构 Θ : A → Homk(A,k) 诱导的 k-双线性型 〈a, b〉 = Θ(b)(a) = (Θ(1)b)(a) =

(bΘ(1))(a)对称结合非退化便知. 充分性: 如果 A上存在非退化对称结合双线性型 〈−,−〉 : A×A→ k,那么

Θ : A→ Homk(A,k), a 7→ 〈a,−〉

给出 A到 Homk(A,k)的 A-A双模同构.
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